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Disertacijos aprasymas

1 Jzanginis zodis

Sioje santraukoje pristatoma teikiama ginti mano disertacija ,,Du atsitiktiniy grafiy mode-
liai“. Disertacija sudaro dvi dalys, jose sprendziami uzdaviniai, susije¢ su dviejy skirtingy
tipy atsitiktiniais grafais. Pirmojoje dalyje (eiliskumas ¢ia neturi reikSmeés) pristatomi rezul-
tatai gauti mano doktoranturos studijy metu, vadovaujant profesoriui Mindaugui Blozneliui.
Antrosios dalies pradzia buvo mano magistranturos studijos Oksfordo universitete, tuometi-
niam mano darbo vadovui profesoriui Colin McDiarmid pasitlius testi magistranturos darbe

pradétus tyrimus. Esu nuosirdziai dékingas abiem vadovams uz ju pagalba studijy metu.



2 Atsitiktiniai sankirty grafai

2 Atsitiktiniai sankirty grafai

2.1 Ivadas

Tarkime Sy, Sa, ..., S, yra baigtinés aibés. Apibrézkime grafa, kurio virsuniy aibé yra [n| =

{1,...,n}, o briauny aibé sudaryta i$ visy (nesurikiuoty) pory uv, kur v # v ir S, NS, # 0.

Toks grafas vadinamas aibiy S1, So, ..., S, sankirty grafu, zr. 1 pav.
S >
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1 pav.: Pavyzdziui, jei aib¢ S, sudaro kalbos, kuriomis kalba v-asis zmogus, gauname sankirty grafa,
vaizduojantj visas tarpusavyje susikalbanciy zmoniy poras.

Imdami poaibius 57, ..., .5, atsitiktinai i$ kokios nors baigtinés bazinés aibés W, gauna-
me atsitiktinj sankirty grafa. Aibés W dydis dazniausiai zymimas raide m, o jos elementai
vadinami atributais (arba raktais). Pirmieji tokius atsitiktinius grafus 1999 m. nagrinéjo
M. Karonski, E. R. Scheinerman ir K. B. Singer-Cohen. Sie autoriai jvedé binominio at-
sitiktinio sankirty grafo modelj G(n, m,p), kuriame aibés Sy, Ss, ..., .S, apibréziamos taip:
kiekvienas atributas w € W jtraukiamas j aibe S, nepriklausomai su tikimybe p € (0,1) ir
nepriklausomai nuo kity aibiy 9, u # v. Taigi kiekvienos aibés dydis turi binominj skirstinj
su parametrais m ir p. Pastebésime, kad bet kurioms grafo G = G(n, m, p) virSunéms u, v, w
ivykiai uv € E(G) ir vw € E(G) yra priklausomi. Sios savybés neturi populiarusis Erdds ir
Rényi atsitiktinis grafas, kurio briaunos yra nepriklausomos.

E. Godehardt ir J. Jaworski pasiulé bendresnj aktyviojo atsitiktinio sankirty grafo mo-
delj, Zymima G(n,m, P), ¢ia P yra tikimybinis skirstinys aibéje {0,1,...,m}. Sis grafas
konstruojamas taip: poaibiai Si,..., S, yra atsitiktiniai ir nepriklausomi, o poaibis .5, gau-
namas dviem zingsniais: pradzioje generuojame atsitiktinj dydj X, su tikimybiniu skirstiniu
P, tuomet pasirenkame X, dydzio poaibj S, C W atsitiktinai ir tolygiai: visi X, dydzio
poaibiai turi vienodas tikimybes ( . )_1

Kiekvienas indeksuotas aibés W poaibiy rinkinys {51, S, . .., S, } turi dualy rinkinj {7, :
we W}, kar T, = {v: w € S,}. Aibé T, sankirty grafe atitinka klikg (pografi, kur
kiekviena virsuneé sujungta su kiekviena kita), o visy kliky 7, sajunga apibrézia sankirty
grafo briaunas. Sankirty grafo pilnaji pografi su virsunémis 7T, vadinsime vienspalve klika.

Mokslinéje literaturoje atsitiktiniy sankirty grafy tyrimai daznai motyvuojami tuo, kad

tokie grafai tinka tam tikry realiy tinkly savybiy modeliavimui. Pavyzdziui, tinkamai parin-



2.1 Jvadas

kus parametry m = m(n) ir P = P(n) reikSmes, galima gauti atsitiktinius sankirty grafus
G = G(n,m, P), kurie (kai n — 00)

(a) yra reti, t. y. vidutinis virsunes laipsnis yra apréztas;

(b) klasterizacijos koeficientas neartéja i nulj. Klasterizacijos koeficientas yra salyginé tiki-
mybe, kad trys atsitiktinés grafo virsunés sudaro trikampj, su salyga, kad pirmosios dvi

yra sujungtos su treciaja.

Publikuoti empiriniai tyrimai rodo, jog panasias savybes turi ir jvairus is realiy didelés
apimties duomeny (pavyzdziui, moksliniy citavimy duomeny baziy arba socialiniy tinkly)
gauti grafai. Dar viena jdomi ir universali dideliy realiy tinkly savybeé, postuluojama fiziky ir
praktiniy informatiky, yra laipsnio désnis virsuniy laipsniy® skirstiniui. Jg galime atkartoti
ir grafe G(n, m, P) imdami pradinj (aibés dydzio) skirstinj P su laipsnine uodega.

Toliau paeiliui aptarsime pirmojoje disertacijos dalyje nagrinéjamus uzdavinius.
Pilnieji pografiai atsitiktiniame sankirty digrafe

Tegul kaip ir anksCiau n — naturalusis skaicius, W = {wy,ws, ..., w,} — atributy aibé,
o p_ ir p; — kokie nors fiksuoti skaiciai i$ intervalo (0,1). Kiekvienai virsSunei v € [n]
priskirkime ne po viena, o po du aibés W poaibius D, ir D}, kur kiekvienas elementas
i aibés W jtraukiamas j poaibj D, (D;) nepriklausomai su tikimybe p_ (py). Galiausiai
apibrézkime digrafa D = D(n,m,p_,p) su virsuniy aibe V(D) = [n] ir lanky aibe E(D)
susidedandia i$ ty (sutvarkyty) pory wv, u # v, kurioms D; N D} # (). Sj modelj galima
interpretuoti taip: D, atitinka aibe savybiy, kurias u-asis individas ,mégsta“, o D;f — aibe
savybiy, kurias v-asis individas ,,turi®.

Priminsime, kad pilnasis grafas, turintis A virsuniy ir (g) briauny, zymimas Kj. Ka-
ronski, Scheinerman ir Singer-Cohen nustaté kokioms parametro p reikSméms esant bino-
minis atsitiktinis sankirty grafas G(n,m,p) turi h dydzio klika su tikimybe artima 1 (kai
n — o0, o h yra fiksuotas); kritiné parametro p reikSmé vadinama K, gimimo slenksciu
(angl. birth threshold). Paaiskéjo, kad fiksuoto dydzio klikoms, pakanka nagrinéti baigtinj
poromis susikertanciy aibiy konfiguracijy skaiciy ir palyginti kiekvienos is juy pasirodymo
grafe G(n, m, p) tikimybes, o gimimo slenkstj realizuoja viena i§ dvieju paprasty konfigura-
ciju (zr. 2 pav.).

Pirmajame disertacijos skyriuje sprendziamas panasus uzdavinys atsitiktiniam sankirty
digrafui. Fiksuotam skaiciui h nustatomi parametry m, p_ ir p, réziai, su kuriais tikimybe,
jog D(n,m,p_,py) turi pilnajj pografi (t. y. digrafa su visomis jmanomomis briaunomis)

is h virsuniy artima 1 (arba 0). Priklausomai nuo parametry m,p_, p, tarpusavio santykio

L Skirtingus terminus ¢ia, deja, atitinka tas pats lietuviskas zodis: laipsnio désnis — angl. power law,
virsuneés laipsnis (kaimyny skaicius grafe) — degree.
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2 pav.: Dvi svarbiausios susikertanciy aibiy konfiguracijos, sankirty grafe atitinkancios klika is 4 virsuniy.

(jie visi gali priklausyti nuo n), pilnojo pografio ., gimimo slenkstj“ gali realizuoti keturios
skirtingos besikertanciy aibiy konfiguracijos. Dvi is Siy konfiguracijy neturi atitikmens neo-

rientuoto grafo atveju.
DidZiausia klika

Iki Siol mineti uzdaviniai susije su mazais, t. y., fiksuoto dydzio pilnaisiais pografiais. O
kaip nustatyti didziausios klikos dydj (vadinama klikos skaiciumi) atsitiktiniame sankirty
grafe? Bendresniais atvejais Sis uzdavinys gana sudétingas, o taip yra dél dviejy priezasciy.
Pirmiausia, lokali klasterizacija sankirty grafuose reiskia reikSminga briauny priklausomu-
ma. Antra, klikos skaicius grafe G(n, m, P) gali buti (stochastiskai) neapréztas n artéjant
i begalybe, todél besikertanciy aibiy konfiguracijy, pagaminanciy tokia klika, skaicius taip
pat néra baigtinis. Antrajame disertacijos skyriuje Sis uzdavinys sprendziamas retiesiems
atsitiktiniams sankirty grafams G(n,m, P).

Pazymeékime D(n) atsitiktinés virsunés (ekvivalenciai, virsunés 1) laipsnj grafe G =
G(n,m, P). Darbe buvo nustatyta, jog retyju sankirty grafy klikos skaiciaus asimptotika
priklauso nuo atsitiktinio dydzio D(n) uodegos. Jei D(n) asimptotiskai tenkina laipsnio
désnj su indeksu a € (1,2) (pavyzdziui, Pareto atsitiktinis dydis X su P(X > ) = ¢~
tenkina laipsnio désnj su indeksu «), tai klikos skaic¢ius yra polinomines eilés.

Tuo tarpu, jei virsuniy laipsnis grafe G turi aprézta dispersija (sup,, VarD(n) < o),
irodoma, kad didziausia klika yra su didele tikimybe beveik vienspalvé (tai yra, pagaminta
tik vieno atributo, kaip 2 pav. desinéje), o jos dydis — logaritminés eilés. Sis reiskinys yra
budingas sankirty grafams: beveik visuose kituose populiariuose retyjy atsitiktiniy grafy
modeliuose su baigtine virsuneés laipsnio dispersija klikos dydis su didele tikimybe nevirsija
konstantos.

Tiek laipsnio désnio, tiek apréztos dispersijos atveju gaunamas optimalus pirmojo asimp-
totinio nario jvertis.

Antrajame skyriuje taip pat nagrinéjami paprasti polinominiai algoritmai didziausios
klikos radimui grafe G(n, m, P): kiekviena i$ dvieju ,rezimuy“ atitinka skirtingas algoritmas.

Irodoma, kad su didele tikimybe atitinkamas algoritmas randa klika, kurios dydis artimas
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klikos skaiciui ir baigia darbg per polinominj laikg. Disertacijos autorius mano, kad sie
algoritmai gali buti perspektyvus ne tik sankirty grafy kontekste, tac¢iau ir bet kokiy dideliy

realiy tinkly tyrimams.
Sankirty grafai, hypergrafai ir spalvinimas

Hipergrafas yra pora H = (V, F), kur V - virsiiniy aibé, o F'— V poaibiy aibé. Cia leisime
F buti ir multiaibe. Aibés F' elementai vadinami hiperbriaunomis arba tiesiog briaunomis.
Cia bus nagrinéjami tik hipergrafai su baigtinémis aibémis V ir F. Grafo G chromatiniu
(chromaciuoju) skaiciumi vadinamas maziausias toks skaicius xy = x(G), kad grafo virsu-
nes galime nuspalvinti x spalvy taip, kad jokios dvi gretimos (briauna sujungtos) virsunés
negauty tos pacios spalvos. Hipergrafo H chromatiniu indeksu vadinamas toks maziausias
skaicius x' = x/(H), kad H briaunas galime nuspalvinti panaudodami x’ spalvy taip, jog
nebuty dviejy tos pacios spalvos susikertanciy briauny.

Trec¢iajame disertacijos skyriuje nagrinéjamas atsitiktinis tolygusis hipergrafas H®) (m, n)
su virStuniy aibe [m] ir n briauny, kuriame kiekviena briauna yra traukiama tolygiai® nepri-
klausomai is visy (ZL) aibés [m] k dydzio poaibiy. Keliamas uzdavinys — nustatyti atsitiktinio
hipergrafo H®) (m,n) chromatinio indekso priklausomybe nuo parametry k, n ir m. Sis uz-
davinys ekvivalentus chromatinio skaic¢iaus nustatymo uzdaviniui atsitiktiniam tolygiajam
sankirty grafui G(n,m, k) (G(n,m, k) yra specialus G(n, m, P) atvejis, kai P — iSsigimusio
atsitiktinio dydzio skirstinys, P(k) = 1). Tuo atveju, kai skaic¢ius k yra fiksuotas, o n ar-
téja | begalybe daug greiciau nei m, uzdavinys buvo issprestas N. Pippenger ir J. Spencer
1989 m. Siy matematiky rezultatas yra labai bendras ir galioja ne tik atsitiktiniy, bet ir
deterministiniy hipergrafy sekoms, tenkinanc¢ioms tam tikra reguliarumo savybe. Disertaci-
joje sis rezultatas prapleciamas atsitiktiniy hipergrafy atveju: jrodoma, kad panasus désnis
galioja ir tuo atveju, kai parametras k = k(n) létai auga i begalybe. Uzdaviniui spresti
pasiulomas randomizuotas ,,godusis® briauny spalvinimo algoritmas ir diferencialiniy lyg-
¢iy metodu jrodoma, kad sis algoritmas su didele tikimybe taisyklingai nuspalvina visas

hipergrafo briaunas su asimptotiskai optimaliu spalvy skaiciumi.
Ar atsitiktinis sankirty grafas tinka modeliuoti realius tinklus?

Disertacijoje taip pat trumpai minimi empiriniai tyrimai atlikti kartu su darbo vadovu.
Viena i svarbiy atsitiktiniy sankirty grafy tyrimy problemy — nustatyti ju rysj su realiais
grafais. Darbo rengimo metu buvo vertinami jvairus realiy tinkly (pavyzdziui, aktoriy
afiliacijy tinklo, kur du aktoriai paskelbiami gretimais, jei jie vaidino tame paciame filme) ir
kompiuteriu modeliuoty atsitiktiniy sankirty grafy statistiniai parametrai. Jie palyginami

su teoriniais rezultatais.

2 Cia ir toliau elementa X vadinsime tolygiai atsitiktiniu elementu i$ baigtinés aibés C, jei P(X = z) =
|C|~! kiekvienam x € C.
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3 pav.: Lietuvisky filmy aktoriy afiliacijy tinklas (duomenys i§ IMDB: http://www.imdb.com). Cia aiskiai
atsispindi sankirty grafu strukturos savybé: briaunas sudaro vienspalviy kliky (viena tokia klika susideda
is visy aktoriy vaidinusiy konkrediame filme) sajunga.

2.2 Moksliné problema, objektai, tikslai ir aktualumas

Pirmosios disertacijos dalies tyrimo objektas yra atsitiktiniai sankirty grafai ir digrafai, tiks-
liau jy sekos, kai virsuniy skaic¢ius n — 0o, o parametrai priklauso nuo n. Darbo problema
yra istirti kai kurias esmines asimptotines atsitiktiniy sankirty grafy savybes. Konkrecios
savybés nagrinéjamos Sioje disertacijoje yra Sios: fiksuoto dydzio pilnojo pografio egzista-
vimas atsitiktiniame binominiame sankirty digrafe D(n,m,p_,p,), klikos bei chromatinis
skaiciai atsitiktiniam aktyviajam sankirty grafui G(n, m, P). Darbo tikslas yra gauti grieztus
matematinius jverc¢ius kaip jmanoma bendresniems parametry réziams bei geriau suprasti
sankirty grafy sasajg su realiais tinklais.

Kaip minéta jzanginéje dalyje, atsitiktiniy grafy tyrimai yra aktualus tuo, jog leidzia
modeliuoti tam tikras realiy tinkly savybes. Atsitiktinio sankirty grafo modelis literaturoje
buvo pasiulytas bevieliy sensoriy tinklo realizacijai, naudotas socialiniy bei epidemiologiniy
tyrimy kontekste. Teoriniai tyrimai rodo, kad dél klasterizacijos savybés ir pakankamai
didelio ,lankstumo® atsitiktiniai sankirty grafai yra gana universalus, todél norétysi tikeéti,
kad jie uzims svarbig vietg ir praktikoje.

Sankirty grafy tyrimai svarbus ir grynai teoriniu poziuriu. Kaip minéta, sankirty gra-
fas yra tiesiog tam tikra hipergrafo interpetacija. Tiek deterministiniai, tiek atsitiktiniai
hipergrafai yra gana abstraktus objektai, o jy terminais formuluojama daugelis giliy kombi-
natorikos bei informatikos teoremy ir hipoteziy. Pavyzdziui, grafo ir hipergrafo klikos skai-

¢iaus bei chromatinio skai¢iaus uzdaviniai yra klasikiniai N P-pilni (angl. N P-complete)

10
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2.3  Moksliniai rezultatai

uzdaviniai informatikoje, o polinominis algoritmas, kuris surasty optimalaus dydzio klika
net paprasciausio atsitiktinio grafo su nepriklausomomis briaunomis atveju, néra zinomas
(todél treciajame disertacijos skyriuje pateikiami algoritmai yra jdomi isimtis). Kita vertus,
atsitiktiniy sankirty grafy uzdaviniai leidzia taikyti ir plétoti metodus silpnai priklausomy
atsitiktiniy dydziy seky funkcionalams tirti.

Pastarajj desimtmet] jvairiems sankirty grafy modeliams buvo skirta nemazai démesio
literaturoje. Disertacijoje pateikiami nauji teoriniai rezultatai, atsakantys j kelety iki tol
neatsakytu sudétingesniy klausimy, pritaikomi nauji metodai duotiems (ir panasiems) uz-
daviniams spresti, taip pat pateikiami ir analizuojami nauji algoritmai ir kai kurie empirineés
analizeés tyrimai, kurie, tikima, bus naudingi ir praktikoje.

Darbe nagrin¢jami uzdaviniai trumpai buvo pristatyti jvadinéje dalyje, o svarbiausi re-

zultatai grieztai formuluojami kitame skyrelyje.

2.3 Moksliniai rezultatai
2.3.1 Mazi pografiai atsitiktiniuose sankirty digrafuose

Pazymékime ?(}h digrafa su virSuniy aibe [h] = {1,...,h} ir lanky aibe E(I‘(}h) = {(z,y) :
x,y € [h],x # y}. Darbe jvedama diklikos savoka: diklika vadinama aibiy pora C' =
(C—,C7), ja atitinka dvidalis grafas D(C') su virSunémis C~ U C* ir lankais {(z,y) : « €
C~,y € CT}. Atsitiktiniam sankirty digrafui D(n, m, p_,p) su atributy aibe W apibrézta
vienspalvé diklika C(w) generuota atributo w € W: C'(w) = (C~(w); C*(w)), ¢ia C~(w) =
{ven]:weD;}ir CH(w)={veEn|:we DS}

Dikliky seima C atitinka digrafa H(C) sudaryta i digrafy sajungos Ucee D(C') (digrafai
nebiitinai nepriklausomi). Seima C vadiname digrafo H(C) dikliky denginiu. Yra daug

skirtingy digrafo R}h denginiy. Nustatyta, kad svarbiausi yra keturi ,,simetriski“ denginiai:
e Cy = {([h]; [h])}, ,vienspalvis“ dikliky denginys;
e Cr=F (?h), ,margasis“ dikliky denginys;
o Cin = {([p) \ {i}; {¢}) : @ € [h]}, denginys jcentrinémis zvaigzdeémis;
o Cous = {({i};[n] \ {i}) : i € [h]}, denginys iScentrinémis Zvaigzdémis.

Tarkime {D(k),k = 1,2,...} — atsitiktiniy binominiy sankirty digrafy seka, ¢ia D(k) =
D, m,p-,py) it 1 = n(k), m = m(k), p_ = p_(k),ps = pa(k). Pazymekime A(K) jvyki,
kad D(k) turi pografi izomorfiska digrafui ?h. Funkcija 7 = 7(n, m, p_, p;) vadinama l_gh

gimimo slenkscio funkcija, jei

T(n,m,p_,py) >0 = P(A(k)) -0 ir
T(n,m,p_,p+) — 00 = P(A(k)) — L

11
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Pazymeékime:

1/(h=1)

= nm!Mp_p.; 7o =0t mp_p.;

_ h—1,_ . _ h—1
T3 = nmpl py; Ty =nmp_py .

Cia pateikiamas supaprastintas teoremos, jrodytos disertacijoje, variantas.

2.1 teorema. PazZymékime oy = 1 — (h_%)g Tarkime m = ©(n®) kokiam nors a > 0,

p_- — 0irp, — 0. Tada:

(i) jei o < g ir

e . . . v, ..
(a) mP=2p_ — oo, tai T3 yra I_gh gimimo slenkscio funkcija;

_h—-1_ _h=1 X .. .. ..
(b) mr=2p_ — 0 mF=2p, — 0, tai 71 yra l_gh gimimo slenkscio funkcija;

e . . . v, ..
(c) mF=2p, — oo, tai T4 yra ?h gimimo slenkscio funkcija;

(ii) jei o > ayg ir
(a) mpy — 0, tai 13 yra [?h gimimo slenkscio funkcija;

(b) a# ag, mp_ — oo irmp, — o0, tai 1y yra th gimimo slenkscio funkcija;

(¢c) mp_ — 0, tai 14 yra [?h gimimo slenkscio funkcija.

Be to, jirodyta, kad gimimo slenkscio funkcija atveju (i)(b) realizuoja denginys Cy/, atveju
(ii)(b) — denginys Cg, atvejais (i)(a) ir (ii)(a) — denginys C;y, atvejais (i)(c) ir (ii)(c) — dengi-
nys Coye. Taip pat iSnagrinétos parametry reikSmeés isvardyty rezimy krastuose, kur gimimo
slenkstj realizuoja keletas skirtingy denginiy; jrodyta bendresné lema, leidzianti nustatyti
bet kokio fiksuoto digrafo gimimo slenkstj nagrinéjant tik fiksuoto skaiciaus (priklausan-
¢io nuo duoto digrafo) skirtinguy dikliky denginiy tikimybes. Metody, naudoty Karonski,
Scheinerman ir Singer-Cohen digrafo atveju, nepakako, todél esminé jrodymo dalis paremta

nauja idéja.

2.3.2 Didelés klikos retuosiuose atsitiktiniuose sankirty grafuose

Didziausios klikos uzdavinys binominiam sankirty grafo modeliui G(n,m,p) tam tikriems
parametry réziams buvo nagrinétas P. G. Spirakis, S. Nikoletseas ir C. Raptopoulos 2009 m.
Sankirty grafui su vienodo (neatsitiktinio) dydzio aibémis sprendimas isplaukia is J. Balogh,
T. Bohman ir D. Mubayi 2009 m. rezultaty. Disertacijoje nagrin¢jamas aktyviojo sankirty
grafo modelis.

Nagrinékime seka {G(n),n = 1,2,...} su G(n) = G(n,m, P) ir m = m(n), P = P(n).
Imkime atsitiktinj dydj X (n) su skirstiniu P(n) ir apibrézkime Y'(n) := \/2ZX(n). Nagri-
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2.3  Moksliniai rezultatai

nésime tokias sekas G(n), kurioms®

EY(n) = O(1). (1)

Si salyga reikalinga tam, kad gautasis sankirty grafas biity retas. Darbe nustatyta, kad
didziausios klikos elgesj nulemia atsitiktinio dydzio Y (n) uodegos savybés. Tarsime, kad
yra skaicius a > 0, létai kintanti funkcija L ir skaic¢ius 0 < ¢y < 0.5 tokie, kad kiekvienai

sekai x, tenkinandiai n/2—% < g, < npl/2tco
P(Y(n) > xz,) ~ L(z,)x,*. (2)

Teigiamy skaiciy sekoms {a,} ir {b,} rasome a,, ~ b,, jei a, /b, — 1, kai n — oc.
2.2 teorema. Tarkime, 1 < a < 2; atsitiktiniy grafy seka {G(n)} tenkina (1), (2); ir
kazkokiam (B > max{2 — a,a — 1} galioja m = m(n) = Q(n?). Tada grafo G(n) klikos
skaicius yra*
w(G(n)) = (1+0p(1)) (1 —a/2) > K(n), (3)
cia
K(n)=1L ((n lnn)l/Z) nl_o‘/Q(lnn)_o‘/Q.

Gautasis rezultatas atitinka rezultatus S. Janson, T. Luczak ir I. Norros 2009 m. tirtame
laipsniniame (ne sankirty) grafe. Tai leidzia daryti iSvada, kad lokali klasterizacija Siuo
atveju nedaro reiksSmingos jtakos didziausios klikos dydziui.

Didziausios vienspalvés klikos dydj sankirty grafe G zZymésime w'(G), o klikos skaiciy

w(@). Taip pat rasysime z V y = min(zx, y).
2.3 teorema. Tarkime grafy seka {G(n)} tenkina (1) ir VarY (n) = O(1). Tada

w(G(n)) = '(G(n)) + Op(1).
Jei, be to, kokiai nors teigiamy skaiciy sekai {€,} artéjanciai j 0
nP(Y(n) > e,n'/?) = 0 (4)
tai su absoliucia konstanta C,
P(w(G(n)) < CV (W' (G(n)) +3)) — 1.

Toliau darbe nagrinéjamas atsitiktinis dydis w'(G). Priminsime gerai zinoma kamuo-

liuky ir dézuciy uzdavinj. [ m dézuciy metame N kamuoliuky atsitiktinai, tai yra, i-asis

3 Cia ir Zemiau ribos — kai n — oo.
4 0p(),0p() yra literaturoje jprasti tikimybiniai zyméjimy o(), O() atitikmenys. Zr. disertacija.
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2.3  Moksliniai rezultatai

kamuoliukas jdedamas j tolygiai atsitikting dézute nepriklausomai nuo kity kamuoliuky.
Pazymékime M (N, m) kamuoliuky skaiciy dézutéje,  kuria jkrito daugiausiai kamuoliuky.
Atsitiktinio dydzio M (N, m) asimptotinés savybés (kai N,m — oo) gerai zinomos (zr.,
pavyzdziui, V. F. Kolchin ir kt. knyga ,Random Allocations“, 1972 m.). Taip pat pazymé-
kime dry (§,1) = 27" 0,5 [P(€ = i) =P(n = i) pilnosios variacijos atstumg tarp atsitiktiniy
dydziy & ir i tikimybiniy skirstiniy.

2.4 teorema. Tarkime, atsitiktiniy grafy seka {G(n)} yra tokia, kad EY (n) = (1) ir
VarY(n) = O(1). Tada

dry (& (G(n)), M(|(mn) *EY (n) |, m)) — 0.

Antrajame skyriuje taip pat jrodomas tiesioginis sarysis tarp atsitiktinio dydzio Y'(n)
ir virsunés 1 laipsnio Di(n). Remiantis juo, pavyzdziui, atveju m = ©O(n) aktyviajam

grafui G(n) su baigtine virsuneés laipsnio D;(n) dispersija turime neaprézta klikos skaiciy:

w(G(n)) = 222 (14 op(1)). Tuo tarpu kituose klasikiniuose atsitiktiniy grafy modeliuose,
su kuriais gaunami grafai turi panasias virsuniy laipsniy sekas, klikos skaicius grafo eilei n
artéjant | begalybe lieka apréztas.

Galiausiai antrajame skyriuje pateikiami algoritmai, sukonstruojantys klikg grafe G(n)
2.2 ir 2.4 teoremy atvejais, bei jrodoma, kad su didele tikimybe atitinkamas algoritmas
randa optimalios eilés w(G(n))(1—op(1)) klika per vidutinj polinominj laika (angl. expected

polynomial time). Zemiau pateikiamas algoritmo baigtinés dispersijos atveju pseudokodas.

MoNO-CLIQUE(G):
for uwv € E(G)
D(uv) « |I'(u) NT'(v)]
for wv € E(G) mazéjancia D(uv) seka
S+ I'(u)NT(v)
if S yra klika then
return S U {u,v}
return {1} N V(G)

Cia I'(v) — v kaimyny aibé grafe G.

2.3.3 Atsitiktinio hipergrafo briauny spalvinimas

Hipergrafo H = (V| F) taisyklingu spalvinimu su s spalvy vadinsime funkcija ¢ : F —
{1,...,s}, tokia, kuri tenkina Sia savybe: jei e;,es yra dvi skirtingos briaunos i F' ir

e1 Ney # 0, tai c(eg) # c(ez). Ketvirtajame disertacijos skyriuje jrodomas Sis rezultatas:
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2.3  Moksliniai rezultatai

2.5 teorema. Kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja toks c. > 0, kad galioja tolesnis teiginys.
Tarkime, kad k,n,m > 2 — naturalieji skaiciai. PaZymékime d = 2E. Jei

m

d
kgceln(%) ir k§c€1n<l—), (5)

1 nm

tai egzistuoja algoritmas, taisyklingai nuspalvinantis visas H®) (n,m) briaunas su [d(1+¢€)]

spalvy, su tikimybe ne maZesne kaip 1 — % — %.

Tarkime, kad {H(n),n = ng,no + 1,... } yra hipergrafy, tenkinanciy 2.5 teoremos prie-
laidas, seka: H(n) = H®(n,m), ¢ia k = k(n), m = m(n). Tuomet d = d(n) = £ — oo.
Taip pat H(n) su didele tikimybe turi virsiing v su laipsniu ne maZesniu nei d (v laipsniu

vadinamas ja uzdengiané¢iy briauny skaicius), todél

X'(H(n)) = d(1+ op(1)).

Algoritmas, minimas teoremoje, yra paprastas ,,godusis“ spalvinimo algoritmas, kuris kiek-

vienai briaunai parenka atsitiktine spalva tolygiai is visy ,,leidziamy" spalvy.

2.3.4 Empiriniai rezultatai

Tarkime, G yra grafas, o (v], v3) — tolygiai atsitiktiné jo skirtingy virsuniy pora. M. Bloznelis

apibréze klasterizacijos funkcijg clg,
ca(r) = P(viv; € E(G) [ d(v,v3) = 1),

ir jrodé, kad atsitiktiniy grafy sekoms tenkinanc¢ioms (1) ir tam tikras naturalias salygas si
funkcija artéja j funkcija su dviem laipteliais cI,>1 + (1 — ¢)I,>9, ¢ € (0,1). 1.2 disertacijos
skyriuje yra pateikti klasterizacijos funkcijos grafikai aktoriy afiliacijy tinklams (remiantis
viesa filmy duomeny baze ,IMDB®) ir  Facebook® triju universitety tinklams (remiantis
M. A. Porter svetainéje anks¢iau skelbtais duomenimis). Siuose realiuose tinkluose, kaip ir
teoriniuose skaiciavimuose, clg(r) yra nemazéjanti funkcija. Taip pat pateikiami salyginio

asortatyvumo koeficiento
(@) = P(vjv; € B(G) |vjvs, v305 € B(G), d(v3) = k)
funkcijos grafikai prancuzisky filmy aktoriy afiliacijy tinklui ((v}, v3, v5) — tolygiai atsitiktinis

skirtingy grafo G virsiiniy trejetas). Cia pastebétas skirtumas tarp atsitiktiniy ir realiy

tinkly. Statistiniai jverciai, pagristi sankirty grafy modeliais, — dar ateities darbas.
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3 Atsitiktiniai grafai i minoriniy klasiy

3 Atsitiktiniai grafai iS minoriniy klasiy

3.1 Jvadas

Antrojoje disertacijos dalyje nagrinéjami grafai, kuriuose tam tikri pografiai yra uzdrausti.
Priminsime, kad jungusis grafas, neturintis cikly, vadinamas medziu. Beciklis, bet nebutinai
jungus grafas yra miskas. Taigi visy misky klasé susideda i$ grafy, kuriuose ,uzdraustas®
bet koks ciklas.

Zymétyjy grafy klasei A (pavyzdziui, medziy klasei), uzrasas A, reiks A poklasj, suside-
dantj is visy grafu G € A su virsuniy aibe [n] = {1,2,...,n}. Du esminiai kombinatorikos

klausimai yra
(*) (asimptotiskai) jvertinti aibés A,, elementy skaiciy;

(**) nustatyti tipiniy klases A objektuy struktura, t. y., tolygiai atsitiktinio grafo is A,

savybes.

Pavyzdziui, klasikine A. Cayley 1868 m. teorema tvirtina, kad medziy su virsunémis [n]

"=2 o A. Rényi 1959 m. jrodé, kad migky su ta pacia virstniy aibe skai¢ius

skaicius yra n
yra y/en"%(1 + o(1)) kai n — oo.

Antroji disertacijos dalis pradedama grafy be k + 1 nepriklausomy cikly klasés analize.
Cia naturalusis skai¢ius k fiksuotas, o grafus Hy, ..., H, vadiname nepriklausomais, jei ju
virsuniy aibés yra poromis nesikertancios. P. Erdos ir L. Posa 1965 m. jrodeé, kad kiekvienam
k galima rasti tokig konstanta ¢, kad kiekvieng grafa be k + 1 nepriklausomy cikly galima
paversti becikliu grafu (misku) is to grafo atémus ne daugiau kaip ¢, virsuniy (kad ir koks
didelis buty duotasis grafas). Taip pat yra Zinoma, jog minimalios tokios ¢ eilé yra k1In k.

Sestajame skyriuje pateikiamas jrodymas, kad tipinj grafa be k + 1 nepriklausomy cikly
paversti becikliu galima atémus tik &k virSuniy. Dar daugiau, jrodoma, kad kai n dide-
lis, atsitiktinio grafo tenkinancio §j apribojima ir turincio virsuniy aibe [n] skirstinys labai
artimas Siai paprastai konstrukcijai: a) is aibés [n] isrinkime tolygiai atsitikting aibe is k
elementy; b) ant likusiy virsuniu [n] \ S uzdékime tolygiai atsitiktinj miska; c¢) kiekvienai
porai {x,y} C [n] su S N{z,y} # 0 pridékime briauna xy nepriklausomai su tikimybe 1/2.

Grafo G briaunos e = xy sutraukimu vadinama operacija, kai virSunés x ir y yra sutapa-
tinamos — pakeic¢iamos nauja virsune v,,, incidencia visoms buvusioms z arba y kaimynéms.
Grafas H vadinamas grafo G minoru, jei H galime gauti pradéje nuo G ir atlike kokig nors
briauny sutraukimo ir briauny ar virSuniy iStrynimo operaciju seka (zr. 4 pav.). Grafy
klase A vadinsime minorine (angl. minor-closed), jei bet kuriam G € A kiekvienas G' mi-
noras taip pat priklauso klasei A. Giliausi rezultatai minoriniy klasiy tematikoje priklauso
N. Robertson ir P. Seymour, jie jrodomi jspudingoje daugiau nei dvidesimties straipsniy

serijoje, paskelbtoje 1983-2004 m. Vienas Siy rezultaty teigia, kad kiekviena minorine klase
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3.1 Jvadas

4 pav.: Virsuniy iStrynimy ir briauny sutraukimy seka, parodanti, jog H yra grafo G minoras.

() (d)

5 pav.: Grafy klasés, nagrinéjamos 7-ajame disertacijos skyriuje pavyzdys: (a) grafas H; (b) uzdraustasis
minoras — 3 nepriklausomos H kopijos; (c) grafas, turintis tris nepriklausomus uzdraustuosius minorus; (d)
tipinis grafas, neturintis trijy uzdraustyjy minory H.

A charakterizuoja baigtiné minimaliy uZdraustyjy minory aibé B. Tai reiskia, kad grafas G
nepriklauso klasei A tada ir tik tada, kai G turi minorg izomorfiska kuriam nors is grafy ai-
béje B (toliau trumpinsime ,,minorg is aibés B“). Sj fakta zymésime A = Ex B. Pavyzdziui,
daug ankstesni K. Kuratowski (1930) ir K. Wagner (1937) darbai atskleidé, jog ploksciyjy®
grafy klasé charakterizuojama dviem uzdraustaisiais minorais — K3 3 ir K5 (K, yra pilnasis
dvidalis grafas, kuriame abi dalys turi po ¢ virsuniy). Kiti minoriniy klasiy pavyzdziai yra
misky, nuosekliai lygiagreciuju (angl. series-parallel), iSoriskai plokséiuju (angl. outerpla-
nar) grafy, grafy atvaizduojamy (angl. embeddable) k-osios rusies pavirsiuje (angl. surface
of genus k) klasés, grafy turinciy baigtinj medzio plotj (angl. treewidth), grafy be mazguy
atvaizduojamy (angl. knotlessly embeddable) trimatéje euklidinéje erdvéje klasés ir t. t.
Kombinatoriniai ploksciyjy ir kity minoriniy grafy klasiy tyrimai suaktyvéjo paskutinjji
desimtmetj. Svarbiausi kity autoriy rezultatai apzvelgiami penktajame disertacijos skyriuje.

Grafy be k + 1 nepriklausomy cikly klasé — taip pat minoriné, o uzdraustasis minoras

5 Grafas vadinamas ploksciuoju (angl. planar), jei ji galima nupiesti plokstumoje taip, kad dvi skirtingos
briaunos liestysi nebent tik galais.
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3.1 Jvadas

siuo atveju yra grafas, sudarytas is £+ 1 nepriklausomy K3 kopiju. 7-asis disertacijos skyrius
apibendrina 6-ojo skyriaus rezultatus grafams be k + 1 nepriklausomy minory is fiksuotos
aibés B, tai yra, klasei grafy, kurie neturi nepriklausomy pografiy Hy, ..., Hyyq1, kuriy
kiekvienas turéty uzdraustaji minora aibéje B. Tam, kad apibendrinimas galioty, butina
pareikalauti apribojimo: klasei Ex B negali priklausyti be galo didelés veduokles®.

Antrosios dalies rezultatai grieztai formuluojami santraukos 3.3 skyrelyje, o kol kas juos
iliustruosime konkreciu pavyzdziu, kai k = 2 ir B = {H } sudaryta tik i$ vieno konkretaus
grafo su 6 virSunémis, zr. 5 (a) pav. Disertacijoje jrodomas rezultatas galioja klasei A su
uzdraustuoju minoru pavaizduotu 5 (b) pav. Grafai, kurie netenkina apribojimo ir nepaten-
ka j klase A yra kaip, pavyzdziui, 5 (c¢) pav.: du i$ paryskinty pografiy gaunami padalinant
(angl. subdivide) grafo H briaunas, o treciojo grafo minora izomorfiska H, gausime sutrauke
briaunas incidenéias mazesniais skrituliukais pazymétoms virsunéms. IS pagrindinio 6-o0jo
skyriaus rezultato isplaukia tikslus |A,| asimptotinis jvertis bei svarbi savybé: dideliam
n atsitiktinis grafas is klasés A, iS esmés susideda iS tolygiai atsitiktinio grafo is Ex B su
n — 2 virsunémis, dviejy papildomy virSuniy ir briauny, gretimy papildomoms virSunéms,
atsirandanciy nepriklausomai su tikimybe 1/2 (zr. 5 (d) pav.). Su tikimybe labai artima 1,
Sios dvi papildomos virstinés grafe issiskiria tiesiniu (=~ %) kaimyniy skaic¢iumi.

Dviejuose paskutiniuosiuose disertacijos skyriuose gilinamasi j tolesnj grafy klasiy su
nejungiais uzdraustaisiais minorais sluoksnj. Paprasciausias tokios klasés pavyzdys — grafai,
neturintys dviejy nepriklausomy minory Ky. Sis konkretus atvejis B = {K4} motyvuoja
kur kas bendresne analize. 8-ajame skyriuje pateikiami , grubuis® kombinatoriniai rezultatai
(pvz., augimo konstantos egzistavimas) bet kokiai klasei be k + 1 nepriklausomo minoro is 5
tuo atveju, kai klasei Ex B priklauso visos véduoklés, bet B yra pakankamai , gera“. Atrasta
naujo tipo dominuojanti konstrukcija, nulemianti klasés su tokiu apribojimu grafy skaiciaus
asimptotika.

Grafai, neturintys né vieno minoro Ky, vadinami nuosekliai lygiagreciaisiais (angl. series-
parallel). Nuosekliai lygiagrecios grandinés gerai zinomos elektronikos inzinerijoje, o tokius
grafus pirmasis 1958 m. nagriné¢jo B. A. Trachtenbrotas. Véliau si grafy klasé buvo taiko-
ma tirti tokius grafy uzdavinius, kuriems nezinomas efektyvus algoritmas, kai grafai yra be
apribojimy. 9-ajame skyriuje gaunama tiksli pirmojo nario asimptotika grafy be k+1 nepri-
klausomy minory K, skaic¢iui. Irodoma, kad dideliam n tipinis grafas GG su S$iuo apribojimu

ir virsunémis [n] turi (vienintele) aibe S virsuniy, kad:
i) |S|=2k+1,
(ii) bet kuriam x € S, is G atéme S\ {x} gausime nuosekliai lygiagretuji grafa

(iii) ir kiekviena aibés S virsuné turi bent cn kaimyniy grafe.

6 wéduokle (angl. fan) vadinamas grafas, sudarytas i$ tako ir vienos papildomos virsiinés sujungtos
briaunomis su kiekviena to tako virsune.
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{g}

(b) (c)

6 pav.: (a) Uzdraustasis minoras: du nepriklausomi Ky; (b) nuosekliai lygiagretusis tinklas; (c) tipinio grafo,
neturincio dvieju nepriklausomy minory Ky ,branduolys®. Visas grafas gaunamas pridéjus tris papildomas
virsunes z, y ir z bei sujungus jas briaunomis atitinkamai su kiekviena virstune nuspalvinta raudonai (r), zaliai
(g) ir mélynai (b), pakeitus kiekviena lapo formos figuira nuosekliai lygiagreciaisiais tinklais, ir ,,prikabinus
prie kiekvienos virsunés daugiau nuosekliai lygiagreciyju grafy. Né viena i§ virsuniuy z,y, z atskirai negali
kartu su likusiu grafu sudaryti pografio su minoru Kjy.

9-ajame skyriuje gaunamas gana detalus tipinio didelio grafo be k41 nepriklausomy minory

K, paveikslas. Kai kurios esminés savybés atveju k = 1 iliustruojamos 6 pav.

3.2 Moksliné problema, objektai, tikslai ir aktualumas

Antrosios disertacijos dalies objektas — grafy su ribotu skai¢iumi nepriklausomy uzdraustyjy
minory klasés. Sios dalies moksliné problema — atsakyti j bendrus klausimus (*) ir (**)
tokio tipo grafy klaséms. Zinoma, atsakymai j Siuos klausimus gali biiti skirtingo tikslumo.
Vienas i$ neatsakyty klausimy (O. Bernardi, M. Noy ir D. Welsh, 2010) sioje tematikoje —

ar kiekviena netriviali minoriné grafy klasé A turi augimo konstantq v(.A):

(M)i —(A), kain — oo. (6)

Darbo antrojoje dalyje tikslas — issiaiskinti grafy su nejungiaisiais uzdraustais minorais pa-
grindines savybes, taip pat jrodyti (6) tokioms klaséms ir galbut gauti tikslesnius asimp-
totinius jvercius. Siekiant Sio tikslo buvo sprendziami uzdaviniai apzvelgti ankstesniame
skyrelyje.

Kaip minéta, minorinés klasés aktualios teorinéje informatikoje. XX a. pabaigoje isvys-
tyta tokiy klasiy teorija daznai jvardijama kaip vienas giliausiy grafy teorijos pasiekimy.
Jos teoremos apie grafy strukturg naudojamos algoritmy sudétingumo tyrimams, ji taip pat
yra susijusi su daugeliu esminiy grafy teorijos hipoteziu (pvz., Hadwiger hipotezé).

Informatikoje svarbus klausimas — algoritmy su atsitiktiniais duomenimis sudétingumas
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3.3 Moksliniai rezultatai

(angl. average-case complexity). Tarus, kad pradiniai duomenys yra i klasés A su kokiu
nors apribojimu, vienas naturaliausiy siam reikalui — tolygusis skirstinys (**). Kitas literatu-
roje minimas taikymas — didelés apimties realizacijy gavimas sistemy testavimui: programos
pradiniams duomenims galime sukonstruoti visus jmanomus arba tolygiai atsitiktinius duoto
dydzio objektus.

Klausimai, uzduodami disertacijoje, isSsiskiria tuo, kad jie formuluojami ne konkreciai
grafy klasei, bet visai Seimai panasiy klasiy, o jrodymuose remiamasi daugiau (ar vien tik)
kombinatoriniais, o ne generuojanc¢iyjy funkcijy argumentais. Sis budas leidzia dirbti su
zymiai sudétingesnémis strukturomis negu tos, kurioms galima tiesiogiai gauti generuo-
janciasias funkcijas. Sios krypties pradininku galima laikyti autoriaus buvusj vadova ir
bendraautorj C. McDiarmid: jis kartu su A. Steger ir D. Welsh pirmasis jrodé augimo
konstantos egzistavima plokstiesiems grafams, o po to ir klaséms su bet kokiais 2-jungiais
uzdraustaisiais minorais. Taciau daugelis svarbiy minoriniy klasiy turi kitokius uzdraustuo-
sius minorus (pavyzdziui, dvi nepriklausomos K3 kopijos yra vienas i$ uzdraustyjy minory
grafy, atvaizduojamy ant toro klasei), todél darbe buvo siekiama praplésti supratima apie

tokias klases ir prisidéti prie naujos, bet jdomios, kombinatorikos srities vystymo.

3.3 Moksliniai rezultatai

Pateikiame tik svarbiausius antrosios disertacijos dalies rezultatus (kai kurie ju supaprastin-
ti). Tarsime, kad visos ¢ia minimos grafy klaseés susideda is zymétyjuy grafy ir yra uzdaros

izomorfizmo atzvilgiu.

3.3.1 Grafai be k£ + 1 nepriklausomy cikly

Tarkime A — grafy klase. Pazymeékime apex® A klase visy tokiy grafy G, kuriems egzistuoja
S C V(G), |S| <k, tokia kad G — S € A. Taip pat pazymékime F — zymétuju misky
klase, Ex jC — grafy neturin¢iy j nepriklausomy cikly klase. 6-ajame disertacijos skyriuje

irodomas $§is rezultatas

3.1 teorema. Kiekvienam naturaliajam k, kai n — oo
|(Ex (k4+1)C)n| = (1 + ™) |(apez® F),|. (7)

Pries tai buvusig teorema sujunge su kita, gauname tikslia grafy be £+ 1 nepriklausomy

cikly skaic¢iaus asimptotika.

3.2 teorema. Kiekvienam naturaliajam k, kai n — oo

](apexk]-")n\ ~ ck2k”|}'n|. (8)
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3.3 Moksliniai rezultatai

- k -1
Cia ¢, = (2( ;1)(2’%!) .

Pagrindinei, 3.1 teoremai jrodyti gaunama nauja svarbi lema — jvade minétos Erdds
ir Pésa teoremos praplétimas. Remiantis pateiktomis teoremomis jrodoma daug svarbiy
tolygiai atsitiktinio grafo is klases (Ex (k+1)C'),, savybiy, susijusiy su grafo struktura, jun-
gumu, komponenciy skaiciumi, virsuniy laipsniais, chromatiniu ir klikos skaiciumi, taip pat

nagrinéjamas ir ,liekamasis poklasis* (Ex (k+1)C) \ apex” F.

3.3.2 Grafai be k£ + 1 nepriklausomy minory iS B, kai ExB nepriklauso visos

véduoklés

7-asis disertacijos skyrius apibendrina 6-ojo rezultatus. Tarkime A — minoriné grafy klase,
o B — jos minimaliy uzdrausty minory baigtiné aibé, A = Ex B. Klase A vadinsime pride-
damgja (angl. addable), jei visi aibés B grafai yra 2-jungus. Grafy klase vadinsime tikrine,
jei ji nelygi visy grafy klasei. Duotai grafy aibei B pazymésime kB aibe visy grafy turinciy
lygiai k£ jungiyjy komponenciy Ci, ..., Cy, kuriy kiekviena izomorfiska kuriam nors grafui

is B. 3.1 teoremq (¢ia B = {K3}) apibendrina §i teorema:

3.3 teorema. Tarkime A — tikriné minoriné grafy klasé. Jei A yra pridedamoji ir jai

nepriklauso visos véduoklés, tai kiekvienam teigiamam k, kai n — oo
|(Ex (k+1)B),| = (14 e~ ®™)|(apez* A),|. 9)
Be to, jrodoma, kad jei klasei A priklauso visos véduoklés, tai toks rezultatas (pakanka-

mai dideliam k) nebegalioja. Taip pat gauname 3.2 teoremos apibendrinima:

3.4 teorema. Tuarkime, kad A yra tikriné pridedamoji minoriné grafy klasé su augimo

konstanta vy, o k — fiksuotas naturalusis skaicius. Tada, kain — oo
|(apex® A)n| ~ 2™ | Ayl

-1
dia ¢, = (2(%1)7%!) .
Taip pat 7-ajame disertacijos skyriuje jirodomos atsitiktiniy grafy is klasés (Ex (k+1)B),

savybes: ju struktura, jungumas, komponenciy skaic¢ius, chromatinis ir klikos skaiciai ir kt.

3.3.3 Grafai be k + 1 nepriklausomy minory aibéje B, kai Ex B priklauso visos

véduoklés

Ankstesniuose dviejuose skyriuose parodyta, kad ,beveik visi“ grafai is klasés Ex (k + 1)B
priklauso klasei apex® (Ex B). Taciau, jei klasei Ex B priklauso visos veéduoklés, toks rezul-
tatas nebegalioja. 8-ajame disertacijos skyriuje jrodoma, kad $iuo atveju klases Ex (k+ 1)B

grafy skaic¢iaus augimo asimptotika nulemia naujo tipo poklasis.
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3.3 Moksliniai rezultatai

Tarkime, A = Ex B yra minoriné klasé. Grafo G virsuniy aibe ) vadinsime B-blokatoriu-
mi (angl. B-blocker), jei G —Q € ExB. Jei, be to, kieckvienam = € @, @ \ {z} taip pat yra
grafo G B-blokatorius, tai blokatoriy () vadinsime pertekliniu. Visy grafy, turinc¢iy dydzio
J perteklinj B-blokatoriy, klas¢ Zymime rd ; B.

Grafy klasei A pazymekime sekos (6) virSutine riba 7(A). Tada p(A) = F(A)~! yra
atitinkamos eksponentinés generuojanciosios funkcijos konvergavimo spindulys (¢ia laikome
07! = o00).

Grafa, gauta prie pilnojo dvidalio grafo K; = (S,T") pridéjus tako su virsuniy aibe 7'

briaunas, vadinsime s-véduokle (1-véduoklé vadinama tiesiog véduokle).

3.5 teorema. Tuarkime, kad A yra tikriné pridedamoji minoriné grafy klasé su augimo
konstanta 7y, o B — jos minimaliy uzdraustyjy minory aibé. Tarkime, klasei A priklauso
visos véduoklés, bet ne visos 2-véduoklés ir ne visi dvidaliai grafai Ks,.

Tada egzistuoja naturalusis skaicius ko = ko(B), su kuriuo teisingas tolesnis teiginys.

Bet kuriam naturaliajam k, jei k > kg, tai

p(Ex (k + 1)B) = p(rdoyi1 B) < p ((Ex (k +1)B) N apex® " A) .
Jeik < ko, tai klasé Ex (k+1)B turi augimo konstantg 2*~. Dar daugiau, jei p(rdop,, B) ™1 <
2k~ tai galioja (9) jvertis.

Su stipresne prielaida jrodomas augimo konstantos egzistavimas. Grafas vadinamas ratu
(angl. wheel), jei jis sudarytas is ciklo C' su |[V(C)| > 3 ir papildomos virsuneés, briaunomis

sujungtos su kiekviena to ciklo virsune.

3.6 teorema. Sakykime, k — fiksuotas naturalusis skaicius, A — tikriné pridedamoji minoriné
grafy klasé, o B — jos minimaliy uZdraustyjy minory aibé. Tarkime, kiekvienas aibés B grafas
yra 3-jungus, o klasei A nepriklauso nei visos 2-véduoklés, nei visi dvidaliai grafai Ks;, nei

visi ratai. Tada Ex (k + 1)B turi augimo konstantq.

Pagaliau 9-ajame skyriuje Sie rezultatai pritaikomi konkrec¢iam atvejui B = Ex {K,} ir
klasei Ex (k + 1){K,} (supaprastintai zymésime Ex K, ir Ex (k + 1)K} ir t. t.).

3.7 teorema. Turkime, k — fiksuotas naturalusis skaicius. Tada:
[(Ex (k + 1)K4)n| = (1 + %) (rdopr1 Ka)n)-
Egzistuoja konstantos ¢, > 0 ir v, > 0, kad
|(rdggsr Ka)n| ~ cn™>2nly2.

Atveju k =1 turime vy, = 23.5241...
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4 Metody apzvalga

Konstantos ¢, v, maziems k = 1,2, ... gali buti jvertintos norimu tikslumu naudojantis
kompiuterinés algebros paketais. Taip pat 9-ajame skyriuje nagrinéjamos kai kurios atsitik-
tiniy grafu (Ex (k 4+ 1)K,), strukturos asimptotinés savybés (jungumo tikimybé, pografiy
skaiciai, perteklinio blokatoriaus vienatinumas, virsuniy laipsniai ir kt.).

Galiausiai 3.5 teorema ir 8-9 skyriuose iSplétoti metodai pritaikomi atvejui B = { K4, K3}

Klasé Ex{Ky, K53} yra vadinama iSoriskai ploksciyju (angl. outerplanar) grafy klase.

3.8 teorema. Sakykime, B = {Ky3, K,}. Kiekvienam k = 1,2,... klasé Ex(k + 1)B turi

augimo konstantq ~y,. Egzistuoja konstanta ¢ > 0, kad

v = y(apex (ExB)) = 2y(ExB) > ~v(rds B) ir |[(Ex2B),| ~ cn=3/>yn).
Taciau bet kuriam k > 2

v = y(rdaer1 B) > y(apez® (ExB)) ir |(Ex(k+ 1)B)n| = 2™/ )nmnl.

Darbe pateikiamos apytikslés konstanty «; reiksSmeés maziems k ir ju analiziné israiska
(angl. closed-form expression) atveju k > 2.

7, 8ir 9 skyriy teoremoms jrodyti gaunami nauji netrivialus teiginiai apie grafy struktura.
Taip pat jrodoma bendra lema medziy, kuriuose lapai, vidinés virsunés ir briaunos pakeistos

skirtingy tipy grafais, skai¢iavimui. Sie teiginiai galéty buti pateikiami ir kaip savarankiski.

4 Metody apzvalga

Disertacijos uzdaviniams spresti naudojami jvairus metodai. Svarbiausi ju detaliau aptaria-

mi 1 ir 5 disertacijos skyriuose.

Tikimybiy teorijos nelygybés ir tikimybinis metodas. Pirmojoje disertacijojos
dalyje labai svarbus klasikiniai tikimybiy teorijos metodai, tokie kaip pirmojo ar antrojo
momento metodas, Cebysevo ir Paley-Zygmund nelygybés, taip pat naudojami kai kurie

maziau jprasti metodai i§ Ramzio teorijos (angl. Ramsey theory) ir atsitiktiniy grafy srities.

Koncentracijos nelygybés. Abiejose dalyse jrodymams biitinos Cernovo tipo nelygy-
bés nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumoms. Daugumai taikymy disertacijoje reikalinga
tik tai, kad jverciai buty eksponentiniai, konstantos reikSmé eksponentéje nesvarbi. 4-ajame
skyriuje naudojamos sudétingesnés nelygybés martingaly koncentracijai i C. McDiarmid
(1998).

Diferencialiniy lygéiy metodas. Sis metodas pagristas koncentracijos nelygybémis

martingalams. Jj 1995 m. isplétojo N. Wormald, taciau panasi idéja atsitiktiniam grafo
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4 Metody apzvalga

procesui buvo taikoma jau 1981 m. klasikiniame R. Karp ir M. Sipser darbe. Jo esmé —
remiantis martingaly su apréztais pokyciais savybémis jrodyti, kad diskreciojo atsitiktinio
proceso parametro reiksmeés kiekviename laiko taske ¢ yra koncentruotos aplink vidurkj. O
vidurkio kitimas aprasomas diferencialinémis lygtimis. Sis metodas buvo taikomas atsitik-

tinio hipergrafo briauny spalvinimo uzdaviniui.

Minoriniy grafy klasiy teorija. Antrojoje disertacijos dalyje atspirties taskas — ke-
letas pagrindiniy N. Robertson ir P. Seymour grafy minory teorijos rezultaty. Be minétos
charakterizacijos baigtine uzdraustyjy minory aibe, jrodymams labai svarbus faktas, jog
medzio plotis (angl. treewidth) kiekvienai grafy klasei su uzdraustu ploks¢iuoju minoru yra

apreztas.

Analiziné kombinatorika. Antrojoje dalyje svarbus analiziniai metodai eksponenti-
néms generuojanciosioms funkcijoms. Nors 6, 7 ir 8-ajame disertacijos skyriuose naudojami
tik labai paprasti taikymai (kaip kad ,eksponentiné formulé“, siejanti jungiy grafy skaiciy
su visy grafy skai¢iumi), 9-ajame skyriuje reikalingas pilnas ,singuliarumy analizés“ metodo
taikymas: gaunamas reikalingy grafy klasiy ,,simbolinis“ aprasymas, is jo gaunamos ekspo-
nentinés generuojanciosios funkcijos, jrodomi pagalbiniai kompleksinés analizés teiginiai ir
pritaikomi bendri rezultatai koeficienty asimptotikai gauti (Flajolet ir Odlyzko metodas).
Beveik visus naudojamus rezultatus galima rasti Ph. Flajolet ir R. Sedgewick, dabar jau
klasika tapusioje 2009 m. knygoje ,,Analytic Combinatorics“, 9-ojo skyriaus rezultatams
aktualus A. Meir ir J. W. Moon 1989 m. darbai rekursyviai apibrézty strukury skai¢iavimo

tematikoje.

Kompiuteriniai metodai. Skaitiniai jverciai antrojoje disertacijos dalyje gauti kom-
piuterinés algebros paketu Maple. Empirinei analizei pirmojoje dalyje reikéjo didelés apim-
ties duomeny apdorojimo, tai buvo realizuota naudojant Python paketus numpy ir matplot-
lib ir jvykdyta VU MIF skaitmeniniy tyrimy ir skaic¢iavimo centro klasteryje. Nedidelés
Python ir C++ programos buvo panaudotos tiesiogiai sukonstruoti ir suskaic¢iuoti visus jma-
nomus grafus susijusius su klasémis be k£ + 1 nepriklausomy minory K,. Dauguma diserta-
cijos ir santraukos iliustracijy sukurtos su Xfig ir Inkscape. Disertacija ir santrauka buvo

paruostos su XeLaTeX.

Tiesioginiai pirmtakai. Pirmojoje disertacijos dalyje remiamasi kai kuriomis jzval-
gomis i§ M. Bloznelio, S. Janson, M. Karonski, T. Luczak, I. Norros, E. R Scheinerman,
K. B. Singer-Cohen, K. Rybarczyk ir kt. darbuy. Antroji disertacijos dalis sujungia jvai-
rius tos tematikos metodus is O. Bernardi, O. Giménez, M. Kang, M. Noy, C. McDiarmid,
A. Steger, D. Welsh ir kt. darby, ypac¢ svarbus kai kurie bendri C. McDiarmid rezultatai.

Visy gaunamy rezultaty jrodymai yra matematiskai griezti. Mazame skyrelyje apie

empirinius tyrimus buvo nagrinéjama tik keletas konkreciy tinkly, todél gaunami grafikai
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5 Rezultaty naujumas ir verteé

skirti daugiau iliustravimui. Patikimumo sgvoka turéty prasme traktuojant ne tinklus, bet
ju virsunes kaip populiacijos elementus: pavyzdziui, prancuzy aktoriy tinklas turi n = 43204

aktorius ir m = 5629 filmus. Taciau tam reikalingi tolesni tyrimai.

5 Rezultaty naujumas ir verté

Visi disertacijoje gauti rezultatai yra originalus ir gali buti vertinami kaip nauji. Visi pir-
mosios dalies uzdaviniai buvo jau nagrinéti su panasiais atsitiktiniy sankirty grafy ar atsi-
tiktiniy hipergrafy modeliais, tac¢iau dar nenagrinéti su tais, kurie naudojami disertacijoje.
Sioje dalyje atrasta nemazai naujy reigkiniy ir struktiiry (pvz., atsitiktinio digrafo atveju),
pasitlyti nauji budai spresti minétus ar panasius uzdavinius (ekstremaliosios kombinatori-
kos, kamuoliuky ir dézuédiy, diferencialiniy lygéiy metody taikymai). Svarbus reiskinys, jog
tam tikru atveju didziausig klika generuoja vienas atributas, siek tiek anks¢iau buvo nagri-
nétas dar dviejy autoriy grupiy labiau riboty modeliy atvejais. Disertacijoje pasiulyti nauji
algoritmai, teoriskai pagristas ju efektyvumas (3 ir 4 disertacijos skyriai) ir tikimasi, kad
jie bus naudingi praktikoje. Galiausiai pradéti praktiniu poziuriu labai reikalingi empiriniai
dideliy tinkly tyrimai.

Antrojoje disertacijos dalyje pristatomy darby indélis — prof. C. McDiarmid ir autoriaus
pradéta ir iSvystyta minoriniy klasiy su nejungiais uzdraustaisiais minorais skaiciavimo teo-
rija, gauti atsakymai j klausimus (*) ir (**) trims vis bendresnéms ir/arba sudétingesnéms
minoriniy klasiy Seimoms, j kurias jeina grafai su informatikoje ir grafy teorijoje aktualiais
apribojimais. Visais nagrinétais atvejais gautas teigiamas atsakymas i Bernardi, Noy ir
Welsh klausima. Be to, pademonstruota, kad tiek klasiy su nejungiais uzdraustaisiais mi-
norais, tiek apskritai minoriniy klasiy skaiciavimo uzdaviniai yra perspektyvus ir jdomus
kombinatorikoje (Sia tema pratesé jau pora ne disertacijos autoriaus publikuoty darbu, nau-

dojanéiy 6 ir 7 skyriuose pasiulytus metodus).

6 Disertacijos struktura

Disertacija parasyta angly kalba. Joje 300 puslapiy: jvadas, dvi rezultaty dalys (9 skyriai),
iSvados ir bibliografija; taip pat 22 iliustracijos. Visi pateikiami rezultatai originalus, gauti
disertacijos autoriaus ir/arba jo bendraautoriy. Disertacija parengta pagal paskelbty arba
atiduoty spaudai moksliniy straipsniy medziaga:

1.2 skyrius — pagal M. Bloznelio, J. Jaworski ir V. Kurausko straipsnj [1] (publikuotas
,Electronic Journal of Probability*) ir M. Bloznelio ir V. Kurausko” 2012 m. straipsnj [2]
(iteiktas redakcijai).

7 Pastaba: Siuose dviejuose darbuose V. Kurausko indélis apsiriboja i§ esmés tik empirinés analizés
realizavimu.
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7 Kiti duomenys

2-asis skyrius — pagal V. Kurausko straipsnj [4] (publikuotas , Discrete Mathematics®);

3-asis skyrius — pagal M. Bloznelio ir V. Kurausko straipsnj [3] (jteiktas redakcijai);

4-asis skyrius — pagal V. Kurausko ir K. Rybarczyk straipsnj [7] (jteiktas redakcijai);

6-asis skyrius — pagal V. Kurausko ir C. McDiarmid straipsnj [5] (publikuotas ,,Combi-
natorics, Probability and Computing*“);

7-asis skyrius — pagal V. Kurausko ir C. McDiarmid straipsnj [6] (publikuotas ,Random
Structures and Algorithms®);

8-asis ir 9-asis skyriai — pagal V. Kurausko straipsnj [8] (iteiktas redakcijai).

Straipsniy [1, 2, 3, 4, 6, 7] rengimas ir publikavimas buvo is dalies finansuojamas Lietuvos
Mokslo Tarybos projekty MIP-052/2010, MIP-053/2011 ir MIP-067/2013.

7 Kiti duomenys

Siame skyrelyje pateikiami kiti privalomi duomenys apie disertanta Valentg Kurauska.

Kvalifikacija:

2003-2007 m.: Vilniaus universitetas, matematikos bakalauras, su pagyrimu.

2007-2008 m.: Oksfordo universitetas, matematikos ir informatikos pagrindai, magistras
(angl. MSc in Mathematics and Foundations of Computer Science), su pagyrimu (angl.

distinction).

Akademinis darbas:

2010 m.: Matematikos ir informatikos institutas, sistemy analizés katedra, jaunesnysis
mokslo darbuotojas.

2010, 2011 m. (pavasario semestrai): Vilniaus universitetas, matematinés informatikos
katedra, asistentas (pratybuy déstytojas).

2011-2013 m. (su pertraukomis): Vilniaus universitetas, matematinés informatikos ka-

tedra, jaunesnysis mokslo darbuotojas.

Konferencijos ir seminarai, kuriose pristatyti pranesimai disertacijos temas:

1. 10-oji tarptautiné Vilniaus konferencija ,, Tikimybiy teorija ir matematiné statistika®,
Vilnius, 2010 m. birzelio 28 — liepos 2 d. Ezistence of small subgraphs in random

intersection digraphs.

2. 3-ioji Lenkijos kombinatorikos konferencija, Bendlevas, Lenkija, 2010 m. rugséjo

24-30 d. Small subgraphs in random intersection digraphs.

3. Berlyno kombinatorikos mokyklos dalyviy konferencija, Berlynas, 2010 m. spalio 15 d.
Graphs with few disjoint cycles.
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10.

11.

Berlyno Freie universiteto seminaras ,,Methods for Discrete structures®, Berlynas, 2011
m. birzelio 19 d. Random graphs with few disjoint excluded minors. http://wwu3.
math.tu-berlin.de/MDS/Vorlesungen-SS11/v1-20.06.html.

2011 m. rugséjo 4-10 d. Palangoje vykusioje ,,5 Tarptautinéje analiziniy ir tikimy-
biniy skaiciy teorijos metody konferencijoje” (http://www.mif .vu.1lt/1lmd/palanga/

conf_5.html). Random graphs with few disjoint excluded minors.

Jaunyjy mokslininky konferencija, Vilnius, 2012 m. vasario 22 d., Atsitiktiniai sankirty
grafai ir klikos (pranesimas laiméjo INFOBALT jaunyju mokslininky stipendija (http:
//www.infobalt.lt/lt/activities/initiatives/80).

LMD konferencija, Palanga, 2012 m. birzelio 11 d. DidZiausia klika atsitiktinivose

sankirty grafuose.

4-ioji Lenkijos kombinatorikos konferencija, Bendlevas, Lenkija, 2012 m. rugséjo
17-21 d.. Largest clique in sparse random intersection graphs. http://4pcc.tcs.
uj.edu.pl/program/.

Poznanés Adomo Mickevic¢iaus universiteto kombinatorikos seminaras, 2012 m. gruo-
dzio 4 d., Poznané, Lenkija. Random graphs with disjoint forbidden minors. http:

//www.staff.amu.edu.pl/~zmd/?g=aktualne_seminarium.

24-0ji tarptautine tikimybiniy, kombinatoriniy ir asimptotiniy metody algoritmy ana-
lizés konferencija (AofA 2013), Cala Galdana, Minorka, Ispanija, 2013 m. geguzés
27-31 d. On the number of graphs with few disjoint excluded minors (stendinis prane-
Simas), http://web.vu.1lt/mif/v.kurauskas/files/2013/08/menorca_blue.pdf.

16-0ji tarptautiné atsitiktiniy struktury ir algoritmuy konferencija (RS&A 2013), Poz-
naneé, Lenkija, 2013 m. rugpjucio 5-9 d. On graphs containing few disjoint excluded

mainors. http://rsa2013.amu.edu.pl/program.php.

Dalyvavimas doktoranty kursuose ir mokslinés stazZuotés:

2010 m. kovo 12-20 d., 2012 m. geguzeées 27 d. — birzelio 2 d., 2012 m. rugséjo 5-7 d.

Oksfordo universitetas, Oksfordas, Didzioji Britanija.

2010 m. spalio 4 d. — lapkric¢io 26 d. Freie universitetas, Berlynas, Vokietija. Berlyno

analizines ir skai¢iuojamosios kombinatorikos doktoranty mokykla.

2011 gruodzio 11-17 d. Jogailos universitetas, Krokuva, Lenkija. Doktoranty kursas
,Regularity, Graph Limits and Flag Algebras®.
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http://web.vu.lt/mif/v.kurauskas/files/2013/08/menorca_blue.pdf
http://rsa2013.amu.edu.pl/program.php

Literatura

e 2012 m. lapkricio 25 d. — gruodzio 9 d.: Adomo Mickevic¢iaus universitetas, Poznaneé,

Lenkija.
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Summary

Summary

This paper summarizes (in Lithuanian) the doctoral dissertation ”On two models of random graphs” (in
English) by V. Kurauskas. The results presented in the dissertation are based on joint work with Bloznelis,
Jaworski, McDiarmid and Rybarczyk.

In the first part of the dissertation the following problems are solved:

1. Given a set of vertices V and a set of attributes W let each vertex v € V include an attribute
w € W into a set S~ (v) with probability p_ and let it include w into a set ST (v) with probability
p+ independently for each w € W. The random binomial intersection digraph on the vertex set V is
defined as follows: for each u,v € V the arc uv is present if S~ (u) and S*(v) are not disjoint. For
any h = 2,3,... we determine the birth threshold of the complete digraph on h vertices and describe

the configurations of intersecting sets that realise the threshold.

2. Given positive integers n and m, and a probability measure P on {0, 1,...,m}, the random intersec-
tion graph G(n,m, P) on vertex set V = {1,2,...,n} and with attribute set W = {wy,wa, ..., wn}
is defined as follows. Let 51,55, ..., S, be independent random subsets of W such that for any v € V
and any S C W we have P(S, = 5) = P(|S|)/((g|) The edge set of G(n,m, P) consists of those
pairs {u,v} CV for which S, NS, # 0.

We study the asymptotic order of the clique number w(G(n, m, P)) of sparse random intersection

graphs. For instance, for m = ©(n) we show that the maximum clique is of size
(1—a/2)"?n=2(Inn)~*/2(1 4+ 0p(1))

in the case where the vertex degree distribution is a power-law with exponent « € (1m2), and it is

of size 127 (1 4 0p(1)) in the case where the degree distribution has a finite variance. In each case

there is a polynomial algorithm which finds a clique of size w(G(n, m, P))(1 — op(1)).

3. Let H®)(m,n), where k > 2, be a random hypergraph on vertex set [m] = {1,2,...,m} with n edges
drawn independently with replacement from all subsets of [m] of size k. For d = kn/m and any ¢ > 0
we show that if k¥ = o(In(d/Inm)) and k = o(In(m/Ind)), then with probability 1 — o(1) a random
greedy algorithm produces a proper edge-colouring of H*)(m,n) with at most d(1 4 ¢€) colours. This

yields the asymptotic chromatic number of the corresponding uniform random intersection graph.

4. We present some plots of empirical real-world networks (social networks, actor affiliation networks)

and compare their parameters with theoretical estimates.

In the second part we solve the following problems:

1. The classical Erdés-Pésa theorem states that for each positive integer k there is an f(k) such that, in
each graph G which does not have k + 1 disjoint cycles, there is a blocker of size at most f(k); that
is, a set B of at most f(k) vertices such that G — B has no cycles. We show that, amongst all such
graphs on vertex set [n] = {1,...,n}, all but an exponentially small proportion have a blocker of size
k. We also give further properties of a random graph sampled uniformly from this class; concerning

uniqueness of the blocker, connectivity, chromatic number and clique number.

A key step in the proof of the main theorem is to show that there must be a blocker as in the Erd&s-
Posa theorem with the extra ‘redundancy’ property that B — v is still a blocker for all but at most

k vertices v € B.
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2. Robertson and Seymour (1986) give an extension of the Erdds-Pésa theorem concerning any minor-
closed class A of graphs, as long as A4 does not contain all planar graphs: in each graph G which
contains at most k disjoint excluded minors for A4, there is a set B of at most g(k) vertices such that
G — Bisin A.

We extend the results on graphs with few disjoint cycles for any minor-closed graph class A = ExB
where B consists of 2-connected excluded minors, as long as A does not contain all fans (here a ‘fan’
is a graph consisting of a path together with a vertex joined to each vertex on the path). We show
that amongst all graphs G on [n] which contain at most k disjoint excluded minors for A, all but an
exponentially small proportion contain a set B of k vertices such that G — B is in A,. (This is not
the case when A contains all fans.) For a random graph R,, sampled uniformly from the graphs on
[n] with at most & disjoint excluded minors for A, we consider also vertex degrees and the uniqueness

of small blockers, the clique number and chromatic number, and the probability of being connected.

3. Finally, we consider the case when A = Ex B contains all fans. Firstly, for good enough B we obtain
results on asymptotics of |D,,|, where D is the class of graphs without &k + 1 disjoint minors in B. For

1/n o have a limit (a growth

example, we give a sufficient condition for the sequence y,, = (|Dy,|/n!)
constant) as n — co. A B-blocker @ of G is redundant if for each z € @, @ \ {z} is still a B-blocker.
Let R, be a graph drawn uniformly at random from A,,. For large enough constant k we show that
the upper limit of y, is realised by the subclass of graphs that have a redundant B-blocker @ of
size 2k + 1, and there are n’ — oo such that R, has no B-blocker smaller than 2k with probability
1—e ), Secondly, we explore the structure of graphs that have at most & disjoint minors Ky (i.e.,
B = {K4}). For k =0 this is the class of series-parallel graphs. For k = 1,2,... we show that there
are constants c, vk, such that |A,| = cxn~%242n!(1 + o(1)). We prove that the random graph R,
with probability 1 — e~*(") has a redundant {K4}-blocker @ of size 2k + 1 and each vertex of @ has

a linear degree. Additionally, we consider the case B = {Ks 3, K4} related to outerplanar graphs.
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