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1. [IVADAS

1.1 Tyrimo objektas

Siame darbe nagrinéjamas klasikinis rizikos modelis apra$antis draudimo bendrovés kapitalo

kitima. Pagal §; modeli draudiko kapitalas (angl. insurer ‘s surplus) kinta pagal formulg:

nnnnn

Ut)y= 1+ t= (), S(t)=‘z

¢ia u— kapitalas laiko momentu 7= , ¢> - intensyvumas tolygiai mokamy imoky (premiju),

S(t)— bendras zaly kiekis iki laiko momento #> , N(¢) — Puasono procesas su intensyvumu A
(4> , Y,... __ yra nepriklausomi vienodai pasiskirstg, neneigiami atsitiktiniai dydZiai,
nepriklausomi nuo atsitiktinio proceso N(t).

Analizuoti draudiko kapitalo kitimams Hans U. Gerber ir Elias S.W. Shiu [2] pasitlé
funkcija, kuri apjungé pagrindinius 3 dydzius, nusakancius U(#) kitimo kritines reikSmes:
bankroto tikimybe, kapitalo kieki prie§ ir patirta nuostoli po bankroto. Ta funkcija dabar
vadinama Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcija. Atskiru atveju §i funkcija parodo biisimojo
draudimo bendrovés bankroto dabarting verte. Sia funkcija mes ir tiriame Siame darbe, kai Zaly

dydziai Y,,...  pasiskirstg pagal Pareto désny.

1.2 Darbo tikslas ir uzdaviniai

Darbo tikslas — Pritaikyti skaitinius metodus diskontuotos Gerber-Shiu baudos funkcijos

reikSméms skaiciuoti.

UZdaviniai:

1. Sukonstruoti algoritma, kuriuo naudojantis gautume Gerber-Shiu baudos funkcijos reikSmes.
2. Lenteliy pagalba parodyti funkcijos priklausomybg nuo skirtingy modeliuojanciy parametry
reikSmiy.

1.3 Temos aktualumas

Nagrinéjant Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcija didelis démesys buvo skirtas visai
eilei skirstiniy klasiy, bet nepagristai primirsti pasiskirstymai su sunkia uodega (angl. heavy
tailed). Siame darbe naudojamas Pareto skirstinys ne iimtis. I§ dalies taip daroma buvo dél
sudétingy skaiciavimy. Iki Siol néra Zinoma tiksli analiziné Gerber-Shiu diskontuotos baudos

funkcija zaloms pasiskirs¢iusioms pagal Pareto désnj, nes kaip bus parodyta véliau, norint ja
3



paskaiciuoti reikia rasti n-taja sasiika transformuotos Pareto pasiskirstymo funkcijos. Siai dienai
néra netgi iki galo paskaiCiuotos sasiikos bendruoju atveju paprastos Pareto pasiskirstymo
funkcijos visiems laipsnio rodikliams ir visoms argumento reikSméms. Taigi nagrin¢jant misy
darbe keliama uzdavinj taikomi kiti metodai. Apie tai placiau bus parasyta 2 skyriuje.

Kalbant apie pati Pareto skirstini biitina paminéti, jog Sis skirstinys gerai zinomas ne tik
draudimo, bet ir finansy bei eiliy teorijoj. Taip pat didelis démesys skiriamas ,,ilgos uodegos*
savybiy taikymui Siuolaikiniame versle zr. [8] [9]. Draudime Sie skirstiniai atsiranda tada, kai
modeliuojami galimi staigtis pokyciai sukeliantys staigia zaly kiekio ir dydzio iSkrova — stichinés
nelaimés, ekonominés krizés, naftos kainy Suoliai ar dideliu korporacijy Zlugimas, drastiski
nepalanklis politiniai sprendimai ir pagaliau teroro aktai. Tokie modeliai ypac Siais permainy

laikais yra itin svarbis.
1.4 Darbo struktiira

Darba sudaro 3 skyriai. [vade aptariami tikslai ir uzdaviniai, bei trumpai pristatomas
nagrinéjamas modelis. 2 skyriuje placiau aptariamas nagrin¢jamas bankroto modelis, bei
padaryta gretutiniy tyrimy apzvalga bei analizé. 3 skyriuje sprendziami sau iSkelti klausimai bei
uzdaviniai. Rezultatai pateikiami lenteliy pagalba.

Visame darbe naudojamas formuliy zyméjimas pvz. (1.3), kur pirmasis skai¢ius Zymi
skyriaus numeri, antrasis formulés eiliSkuma tame skyriuje. Paveiksléliai Zymimi visame darbe
paprasto eiliSkumo tvarka pvz. (pav. 2).

Prieduose pateikiama papildoma informacija naudinga gilinantis | darbe pristatoma uzdavini.
Priede A pateikta glausta kai kuriy Eksponentinio integralo savybiy santrumpa. Priede B

pateiktas Maple matematiniame pakete realizuoty skai¢iavimy kodas.



2. ANALITINE DALIS

2.1 Modelio apraSymas

Darbe nagrin¢jame klasikini draudimo bendrovés kapitalo kitimo modelj. Draudiko kapitala
sudaro prie pradinio draudimo bendrovés turto (pradinis fondas) pridedamos imokos bei

atimamos iSmokétos zalos. Klasikiniame modelyje draudiko kapitalas kinta pagal formulg:

Ui)= 1+ t— 1) (2.1)

Cia U(f) — draudimo imonés kapitalas (angl. insurers surplus) laiko momentu ¢, > , u —

pradinis kapitalas. S(¢) — iSmokétos zalos iki laiko momento t.

A UG)

1 pav. Draudimo bendrovés kapitalo kiekio kitimo kreivés pavyzdys

IS 1 pav. matyti jog U(¢) didéja tiesiskai su krypties koeficientu c iki to laitko momento ¢, kada
ivyksta zala. Laiko momentu, kai ivyksta zala U(f) sumaZzéja tos Zalos dydziu. Svarbus
momentas Siame procese yra draudiko pervirSio kritimas Zemiau 0. Laiko momenta, kai U(¢)
reikSmé pirma karta krenta Zemiau 0, vadinsime draudimo imonés bankrotu (angl. time of ruin).
Pazymékime §i laitko momenta 7. Dydis
v )=P(T< o (2.2)

vadinamas draudiko bankroto tikimybe. u — imonés kapitalas laiko momentu ¢ =

Plagiau panagrinékime (2.1) lygybés desinés pusés trediaji narj. Zaly atéjimui i sistema

aprasyti reikia 2 atsitiktiniy procesu. Pirmiausia zala jvyksta kazkokiu atsitiktiniu laiko momentu

5



t. Atsitiktinius dydzius W,, i = vadinsime sistemos laukimo laiko tarpais tarp dvieju i$ eilés
einan¢iy Zaly atéjimo momenty (angl. waiting time). Pazymékime 7, — laiko momenta i-tosios
zalos (paraiskos) atéjimo i sistema. Miisy nagrinéjamame modelyje, pagal susitarima, dvi zalos
negali jvykti tuo paciu laiko momentu. Tada

W= = - >

Atsitiktin dydi, kieki zaly ivykusiy iki tam tikro laiko momento t, Zzymésime N(t). Akivaizdu jog
kol N(¢)= tol S(¢)= . Bendru atveju

S@= + + +

Cia Y, — individualiy zaly dydziai.

PerraSykime (2.1) pakei¢iant S(t) nari.

nnnnn

un= + -3 2.3)

i=
Si lygybé dar vadinama klasikinio rizikos modelio matematine iSraiSka. Miisy darbe ir remsimeés

butent Siuo modeliu. Tarsime jog Y, (i= — nepriklausomi, vienodai pasiskirste,

absoliuciai tolydus, teigiami atsitiktiniai dydziai, pasiskirst¢ pagal Pareto désni, kuri placiau
aptarsime 2.2 poskyriuje. Taipogi turésime omeny jog Y, nepriklauso nuo N(¢). Be to, kaip jau
minéjome, N(¢) — yra Puasono procesas su parametru A. Todél galima uZzrasyti (zr. [5])

NH= = = + + + <,

ia W, i= , yra nepriklausomi vienodai pasiskirste teigiami atsitiktiniai dydZiai
pasiskirste pagal eksponentini désni su parametru 4, t.y.:

r <
PW < =4L

>

Norint ,,suvaldyti“ atsitiktini procesa U(#) (draudimo bendrovés pelno siekimo prasme) reikia
nustatyti dydi c toki kad P(7T <o < . Tai bus tik tuo atveju (zr. [5]) kai
EY — <

IS ¢ia gauname:
EY - <

A
Vadinasi turi buti:
c= +

¢ia @> yra santykine draudimo priemoka (angl. security loading).



2.2 Pareto skirstinys

Savo darbe zaly dydziams pasirinkome Pareto skirstini. Italy ekonomisto vardu pavadintas
tikimybinis skirstinys placiai zinomas. Ypac¢ socialinés ekonomikos tyrinéjimuose [6]. IS Sio
skirstinio tyrin¢jimuy kilo Pareto taisyklé 80 — 20 (angl. pareto principal). Ji teigia jog daugeliui
reiskiniy 80% pasekmiy yra sukeltos 20% priezasCiy. Pavyzdi galétume paimti Zmoniy
populiacija tada $i taisyklé sako jog 80% turto valdo 20% populiacijos. V.Pareto pastebéjo jog
pajamy pasiskirstymas populiacijoje elgiasi panas$iai | funkcija Cx™“, kur C realus skailius, o
x> . Konkrecius atvejus tyr¢ ir kritikave tokia iSraiSka (kaip priemong¢ modeliuoti soc.
ekonominius procesus) pri¢jo prie bendros tuo paciu ir Pareto Salininkams nuomonés, jog
dideléms argumento x reikSméms panaSi pasiskirstymo funkcijos iSraiSka visiskai tiksliai
apibudina jvykiu populiacijas. Savo ruoztu laipsnio rodiklis «, tam tikra prasme, atspindi
populiacijos gerove(dar vadinamas iSsibarstymo laipsniu, arba ne(to)lygumu (angl. inequality of

income distribution).

Pareto skirstinys priklauso skirstiniy klasei su sunkiomis/ilgomis uodegomis (heavy/long
tail). Sie skirstiniai gerai atitinka realius ekonominius procesus puikiai tinka ir yra daznai
naudojama modeliuoti draudiminius procesus ivertinant galimus staigius katastrofinius
nuostolius. Pareto skirstinys turbiit yra dazniausiai naudojamas i§ Sios skirstiniy klasés dél
santykinai paprastos iSraiskos. Tai ir yra priezastys kodél buvo pasirinktas Sis skirstinys.

Bendru atveju Pareto skirstinys atrodo taip:

4 A\
F)= - I,
)
¢ia x, — postimio koeficientas. Misy darbe imame Siek tiek supaprastinta Pareto skirstinio
versija.
1
H(x)= - L, X2

I+

Tankis tokiu atveju:

h(x) = L, X2
1+
Vardiklyje prie argumento reikSmeés pridedame 1 tam, kad skirstinys prasidéty lygiai taske

X =



2.3 Diskontuota Gerber-Shiu baudos funkcija

1998m. savo straipsnyje [2] matematikai H. Gerber ir E. Shiu pasiiilé nagrinéti ne bendra
draudiko portfelio bankroto tikimybe, o kita dydi, dabar zinoma Siy mokslininky vardo funkcija.
Si nauja funkcija apjunge kelias ligi tol buvusias problemas i viena. Trys pagrindiniai klausimai
draudikui buvo bankroto tikimybé (bendra arba per tam tikra laiko intervala) arba bankroto
laikas (angl. time of ruin), bei du dydziai susiej¢ su bankroto ivykiu — draudiko pervirSis pries
pat vykstant bankrotui (angl. surplus before ruin) ir deficitas kapitalo susidargs po bankroto
(angl. deficit after the ruin). Be to buvo jvertinta, jog kapitalas nuolatos auga ji investuojant su

tam tikra palukany norma. Taigi buvo pasiiilyta nagrinéti tokia funkcija:

E{e_ VV\UV(T_ |)I(T<oo ! > (24)
¢ia 0 — palikany norma, w(U(T- ) neneigiama funkcija reprezentuojanti bauda
(nuostolius) ivykus bankrotui, kur U(7T— - kapitalo kiekis prie§ iSmokant zala, po kurios

ivyksta bankrotas,

u(r )| - deficitas iSmokéjus ta Zala. /4 — indikatoriné funkcija, lygi 1, jei A
ivyko ir 0 prieSingu atveju.

Nesunku pastebeti jog paemus 6= ir w(U(T— = gausime jau minéta bankroto
tikimybg.

Akivaizdu jog Gerber-Shiu funkcijos reik§meés priklauso nuo eilés parametry — Puasono
proceso parametro A, pradinio kapitalo u, palikany normos 0, zaly dydziy pasiskirstymo
funkcijos, funkcijos w(U(T- ) parinkimo. Taciau literatiiroje priimta zyméti
supaprastintai ¢y O .

Diskontuota Gerber-Shiu baudos funkcija yra nagrin¢jama daugeliu aspekty. Vienuose
straipsniuose kreipiamas démesys 1 kapitala pries ir po bankroto momento taip jvertindami pati
bankroto fakta draudimo bendrovei kaZzkokia finansine iSraiSka, bet neatsiZvelgiant | palikany
normy {taka (nagrinéjama funkcija ¥ o= ). Kituose Saltiniuose nagrinéjama $i funkcija
nusistatant w(U(7T— = , kitaip tariant vadovaujantis logika jog isivertinam bankrota
konkrec¢iam santykiniam dydziui. Tada turim atveji:

y o 5 = v (2.5)

T<0
Biitent tokio pavidalo funkcijos reikSmiy mes ir ieSkosime savo darbe. Literatiiroje Sis atvejis dar

vadinamas bankroto laiko Laplaso transformacija.



2.4 Bibliografinis tyrimas

Kaip jau buvo minéta ivadinéje dalyje prie§ tai kai buvo sugalvota Gerber-Shiu baudos
funkcija buvo nagrinéjama paprasto bankroto tikimybé baigtiniam arba begaliniam
laikotarpiams. Pasiiilyta nauja funkcija nors ir uzdavé naujus parametrus ir apribojimus, taciau
galima sakyti apibendrino prie$ tai buvusia funkcija bankroto tikimybei gauti. Taip galima teigti
dél to, jog buvusioji funkcija yra ne kas kitas kaip diskontuotos Gerber-Shiu baudos funkcijos
atskiras atvejis. Taigi misu klasifikacijoje pirmiausia iSskirsime biitent $i atskiraji atveji
(palukany normai 6 = , baudos funkcijai w(U(T— =

Daugeliui atvejy neesant analizinei iSraiSkai norimy funkcijy, nagrinéjami asimptotiniai
uzdaviniai. Nemazai diskusijy sukelia ivairios asimptotinés formulés bankroto teorijos (angl.
ruin theory) aspektams nagrinéti vien dél to jog dalis ju pradeda galioti su nebereikSminai
dideliais pradiniais draudiko kapitalais. Taciau tai priklauso nuo konkreciy funkcijy. Daznai
tokie sprendimai yra ne tik pakankamai tikslis, bet ir eliminuoja nereikSmingus problemy
aspektus, kurie tik sukelia sunkumus skai¢iavimuose. Pavyzdziui Leipus ir Siaulys [12] gavo
asimptotines iSraiSkas bankroto tikimybiy baigtiniam laiko intervalui zaloms su sunkiy uodeguy

klasés skirstiniais:

1
W p—

# J'
visiems ¢ € , kur f(x) parinkta didéjanti f-ja, y parinkta teigiama konstanta. xz> -
santykiné draudimo priemoka, Bu)= — pasiskirstymo f-jos uodega.

Pereikime prie Pareto skirstiniy, kurie yra placiai naudojami de¢l savo paprastos iSraiSkos
(lyginant su kitais sunkios uodegos klasés skirstiniais). Problemos tokiems modeliams prasideda
tuomet, kada reikia analiziSkai skaiCiuoti Paretiniy skirstiniy sastikas. Ramsay [14] pavyko
paskaiciuoti sasiikas sveikiems laipsnio o rodikliams imant pasiskirstymo funkcija:

/ \
F(x)= _Ik )l , X> eN

Prie§ Ramsay literatiiroje buvo apraSyti atvejai tik kai = , 0< < , 1< < imant
paprasta Pareto skirstini. Véliau Albrecher ir Kortschak [13] praplété Ramsay rezultatus iki

bendrosios formos Pareto skirstinio su tankiu:

1

f(x)= ! ,x>d > 2

taciau gauti jau buvo tik apytiksliai rezultatai.



Pereikime prie diskontuotos Gerber-Shiu baudos f-jos atvejui apibréztam israiSka (1.7). Gan
geros asimptotinés i§raikos yra gautos Tang ir Wei darbe [7].Cia nagrinéjamas atvejis, kai Zaly
skirstinys priklauso tokiai klasei skirstiniy, kur pasiskirstymo funkcijos uodegos ekvivalencios
sasiiky uodegoms. Cia buvo gauta nagrinéjamo pavidalo diskontuota baudos funkcija tokiai

skirstiniy klasei. Pavyzdziui, Zaloms turin¢ioms tankio funkcija (inverse Gaussian distribution):

o (
f(x):vm 4[ J¥,,15'ﬂ> )
gauta:
/788 ’.97I ux .

Kelios asimptotinés formulés gautos Siaulio ir Asanaviciatés [1]. Cia gautos asimptotinés
formulés zaloms pasiskirs¢iusioms pagal skirstinius 1§ sunkios/ilgos uodegos (sub eksponentiniy)
skirtiniy klasés. Gauta jog dideléms pradinio kapitalo x reikSméms modelyje, kai Zalos

pasiskirstg pagal Pareto skirstini diskontuota Gerber-Shiu baudos funkcija turi toki pavidala:
(
I - 5>
v o 3
|
L

¢ia A — Puasono proceso parametras, 6 — santykin¢ draudimo priemoka.

Imant kitus skirstinius galima paminéti tikrai nemaza kieki straipsniy, kuriuose gautos
asimptotinés arba analizinés Gerber-Shiu baudos f-jos iSraiSkos. Galima paminéti Kokso
pasiskirstymui [15], Zaloms pagal eksponentinj skirstinj Drekic ir Wilmont [16], miSriam

eksponentiniam skirstiniui asimptotika Siaulys ir Koetova [12].
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3. TIRIAMOJI DALIS

Antrame skyriuje Snekéjome tik apie 2 Sio uzdavinio sprendimo budus: analizini bei
asimptotini. Butu idealu jei kiekviena uzdavini galétume iSspresti analiziniais metodais.
Akivaizdu, kad uzdaviniy, iSsprendziamy analiziniais metodais, klasé yra nepalyginamai
mazesné uz analiziSkai neiSsprendziamy uzdaviniy klasg. Todél turime kalbéti apie apytikslius
metodus. Reikéty paminéti jog yra trecias panasiy uzdaviniy sprendimo metodas — modeliavimas
paremtas atsitiktiniy skai¢iy generavimu. Pastarojo metodo mes netaikéme sprendziant misy

uzdavinj. Bandysime pritaikyti skaitinius metodus, bei asimptotika.

3.1 Atstatymo lygtis. Teoremy formulavimas.

Pateiksime 2 teoremas, kuriomis naudojameés véliau. Tariame jog nagrinéjame (2.5) pavidalo

diskontuotos baudos funkcija. Pirmoji teorema

Teorema 1: [2],[4] Tarkim kad H(y) — absoliuciai tolydi pasiskirstymo funkcija ateinanciy zaly

dydziams nusakyti. Be to, tarkime

EY = j ,
0
o N(t) yra Puasono procesas su parametru A. Jeigu c= + , 0> ,taiy O

fiksuotam o tenkina taip vadinama atstatymo lygti:

v S = j + : 3.1)

F(x)= _, (3.2)

S ——

$= —, (33)

o p yra neneigiamas Lundbergo lygties

11



ﬂ,wj + + (3.4)

sprendinys.
Suformuluosime dar viena teorema kuri nusako (3.1) lygties sprendinio pavidala.

Teorema 2 (Zr. [4]) Sakykime & & & yra nepriklausomi vienodai pasiskirstg atsitiktiniai
dydziai su pasiskirstymo funkcija F(x) apibrézta (3.2). Be to, tarkime, kad M diskretus
geometrinis skirstinys:

P(M= = - ,n=

>

0 ¢ apibréziamas lygybe (3.3). Tada

v =Y (3.5)

3.2 Spendimo rezultatai

Pereikime prie pagrindinio uzdavinio sprendimo. Miisy atveju imama jog Zaly dydziai tenkina
Pareto skirstini. Y,,Y,,..,Y,, nepriklausomi vienodai pasiskirstg atsitiktiniai dydZiai su tankio

funkcija:

h(x)= —.
L+
Zaly pasiskirstymo funkcijos uodega:
H(x)=
I+
Laisvai pasirenkame parametrus a, 4, 0, 6. Tada

1 1

EY = , C=
o - o -
IS Lundbergo lygties
ﬂ.f = + +
0 -

gaunam p. Paskai¢iuojam ¢ i$ (3.3). Gaunam transformuota Pareto skirstinio pasiskirstymo

funkcija:

12



F(x)= — P T (3.6)
(I+

da D= EE—
0

E (x) — specialioji funkcija Eksponentinis integralas:

Em=[
s
Pagal 2 teorema Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija:

DY :

&Ga F ' (x) — n-toji transformuoto Pareto skirstinio, apibrézto (3.6) formule, uodegos sasika.
Reikia pastebéti jog €ia ¢ reikSmés yra teigiamos ir nevirsija 1.

Sastikos apibréziamos tokia iteracija:

*2
F =

Il
S =
-

(3.7)
F" = o :} - ] ,
0

¢ia & & & neneigiami atsitiktiniai dydZiai su (3.6) pasiskirstymo funkcija, kur pirmoji
sasiika yra pati transformuota Pareto skirstinio pasiskirstymo funkcija.
Kadangi (3.6) formule apibrézta transformuota Pareto skirstinio pasiskirstymo funkcija yra

tolydi visame intervale (0,x], kur x> , tai (3.7) sastikas galima perraSyti supaprastintai tokia

sistema:
F*2 (x) — J‘ 7,
0
(3.8)
F(x)= [ :
0
¢ia f(x) — transformuoto Pareto skirstinio tankio funkcija:
-2 po o+ o+ +
S(x)=— ‘e — x> (3.9)
(1+
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Gauta transformuoto Pareto skirstinio pasiskirstymo funkcija, bei tankis (F(x),f(x))
iSraiskose turi dydi e'E, ", o= . (E,(x) — specialioji funkcija vadinama Eksponentiniu
integralu) SkaiCiuojant jau pirmaja sasiika paskaiCiuoti integrala tiesiogiai tampa nerealu
(naudojantis Maple matematiniu paketu), o ka jau kalbéti apie didesniy eiliy sasikas. Sio
reiSkinio keitimas zinomomis aproksimacinémis funkcijomis taip pat neduoda naudos (placiau
apie Eksponentinj integrala priede 1). Net naudojant santykinai mazo tikslumo aproksimacines
eksponentinio integralo keitimo formules, reiskiniai jau skaiciuojant pirmaja sasiika tampa per
sudétingi. Tapo akivaizdu, kad asimptotiniais reiSkiniais keisti eksponentini integrala galima
tokiu atveju jei turétume n-tosios sasiikos iSraiSka, ko nepavyko padaryti. PrieSingu atveju
nuosekliis sastky skaiCiavimai yra per sudétingi. Belieka gauti funkcijos reikSmes skaitiniy

metody pagalba.

3.3 Sqsiikos funkcijos interpoliavimas. Sqsiiky iSraiskos

Laisvai pasirenkame argumento reikSmiy gardelg y= ...  ir paskaiiuojame antrosios

sastikos reikSmes toje gardel¢je. Gauname poras funkcijos ir argumento reikSmiy. Per tuos taskus
ieSkome interpoliacinés funkcijos.
Interpoliaciné funkcija turi tenkinti Sias salygas [16]:

1. Interpoliaciné funkcija G,,(y,) = L= ;

2. Turéty nesudétinga analizing iSraiska;
3. Jos reikSmes kiek galima maziau skirtysi nuo G(y) reikSmiy pastarosios apibrézimo
srityje.
Praktikoje suderinti 2 ir 3 salygas yra ganétinai sudétinga, taciau bendru atveju galima pasirinkti
tokia interpoliacing funkcija, kuri kartu biity ir pakankamai nesudétinga, ir nevirSyty uzsiduoto
tikslumo.

Ivertinus miisy nagriné¢jamy funkciju (sastiky) funkcijos reik§miy pokycius, bei i§ anksto
nusistatant argumentu reikSmes, kurios bus naudojamos Gerber-Shiu funkcijos argumentais,
parenkame argumento reikSmiy tankuma, tada pagal pasirinktus interpoliavimo taSkus
parinkome interpoliacing funkcija.

Pasirinkome interpoliuoti splainais (angl. spline), nes tuo metodu iSvengiamos svarbios
problemos: galima naudoti gerokai daugiau interpoliavimo tasky neprarandant santykinai
paprastos interpoliacinés funkcijos formos.

Kiekviena interpoliavimo intervala apraSome 3 laipsnio polinomu (kubinis splainy metodas
angl. cubic spline). Pateiksime splaino apibrézima (Zr. [11]):

14



ApibréZimas. Tarkime, kad intervale [a,b] duota gardelée A = < < < = .Tadan-

tosios eilés defekto k splainas yra funkcija y = , tenkinanti Sias salygas:
) V [y "' (= g(y) yran-tojo laipsnio polinomas;
2) V y,i= — , galioja lygybé
gy, - = + ,l= - .(Dazniausiai k= )

Gavg interpoliacing pirmosios sasiikos iSraiSka, pagal (3.8) ir $io poskyriaus pradzioje minima
algoritma, ieSkome antrosios sastikos interpoliacinés funkcijos. Kartojam algoritma sekanc¢ioms
n sasiikoms.

Interpoliacinés funkcijos paprastumo délei éméme nevienoda interpoliavimo zingsnj. Tai
apsunkino paklaidos jvertinima. Pasirinkus vienodus argumento reikSmiy skirtumus kubinio
splaino paklaida yra dydis eilés O(h*) vidiniuose interpoliavimo taskuose, bei O(h”) eilés
intervalo kraStuose, ¢ia 4 — interpoliavimo zingsnis. Pasirinkg interpoliavimo taskus skirtingais
intervalais mes naudojamés prielaida jog kubinis splaino metodas yra tikslesnis uz tiesini
interpoliavima, bei tuo naudodamiesi padarom gruby liekamojo nario jvertinima kiekviename
intervale [y, =" (zr. [16]):

Af

R(y) < LT - Li= , (3.10)

¢ia M= l~@)( »)|, milsy atveju, neZinant antros funkcijos iSvestinés, galima naudoti

antros eiles skirtuminius santykius.

Veliau grafikais iliustruoto pavyzdzio atveju pasirinkta tokia argumento reikSmiy gardelé:
{0.02,0.04,0.06,0.08,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0,
1.2,1.4,1.6,1.8,2.0,2.5,3.0,3.5,4.0,4.5,5.0,6.0,7.0,8.0,9.0,10.0,

11.0,21.0,33.0,51.0}

sastikoms 2 ir 3.

Gardel¢ sasiikoms 4 ir 5 (atsizvelgiant { aukStesniy eiliy sasiiky grafikus):
{0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0,1.2,1.4,1.6,1.8,2.0,
2.5,3.0,3.5,4.0,4.5,5.0,6.0,7.0,8.0,9.0,10.0,11.0,21.0,33.0,51.0}

Paskaiciave sastky reikSmes gardelése, interpoliacinéms funkcijoms rasti naudojamés Maple

matematinio paketo siilomomis funkcijomis i§ paketo CurveFitting.
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Pateiksime sastikos uodegy isSraiskas ir grafikus atvejui kai = , 1=

1 sastikos uodega ir grafikas:

A1cn A;—,394560.08752458274+ 458274yEv3 (008752458274 +

458274y)

F _sas_uod(y)=

1+

1 —_
0.z -
0.6
D_4]|
0.2 4

T T T T T

n] 10 20 30 A0 a0

Pav. 2. 1 sastikos grafikas.
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Antrosios sasiikos uodega ir grafikas:

1.001222830 — 0.102140062700000006 y — 36.2055307700000029 (1 — 0.02)° ¥ < 0.04
1.002671051 — 0.145586699600000008 y — 2.17233184625024388 (y — 0.04)° + 13.9878163499999992 (y — 0.04)° y < 0.06
1.006120495 — 0.215694593800000000 y — 1.33306286499902571 (3 — 0.06)° — 0.0152971500000000007 (3 — 0.06)° y < 0.08
1.009854417 — 0.269035464999999972 y — 1.33398069375365469 (y — 0.08)° + 3.76154723299999994 (y — 0.08)° y<ol
1.014235454 — 0.317880836100000008 y — 1.10828785998635526 (» — 0.1)° + 1.90842800900000009 (y — 0.1)° y<02
1.037941950 — 0.482285567799999981 y — 0.535759457282016016 (¥ — 0.2)° + 1.09296905499999996 (y — 0.2)° y<03
1.055986170 — 0.556648387600000016 y — 0.207868740885580244 (y — 0.3)° + 0.637310472300000042 (¥ — 0.3)° y <04
1.063526567 — 0.579102821600000040 7 — 0.0166755991756630112 (y — 0.4)° + 0.357947255999999992 (y — 0.4)° y<03
1.060016109 — 0.571699523799999998 5 + 0.0907085775882323086 (y — 0.5)° + 0.191598404000000000 (y — 0.5)° y <06
1.046780993 — 0.547809856200000000 y + 0.148188098822733788 (¥ — 0.6)° + 0.0907974276700000000 (y — 0.6)° y <07
1.025700591 — 0.515448313599999986 y + 0.175427327120832616 (y — 0.7)° + 0.0307337853299999992 (y — 0.7)° y <08
0.9986796152 — 0.479440834599999976 y + 0.184647462693935726 (¥ — 0.8)° — 0.00512696866700000035 (y — 0.8)° y <09
0.9674228477 — 0.442665151099999987 y + 0.183109372103424512 (y — 0.9)° — 0.0235393106700000008 (y — 0.9)° y <10
0.9333147070 — 0.406749456000000010 y + 0.176047578892366192 (¥ — 1.0)° — 0.0380574443300000023 (y — 1.0)° y<12
0.8610295848 — 0.340897317799999988 y + 0.153213112271189111 (y — 1.2)° — 0.0417076171 700000026 (y — 1.2)° y<14
0.7880319851 — 0.284616986599999980 y + 0.128188542022877354 (y — 1.4)° — 0.0375434748299999996 (y — 1.4)° y<16
F_sas uod2 = 0.7180268593 — 0.237846787100000012 y + 0.105662457137301408 (y — 1.6)° — 0.0313187711199999983 (y — 1.6)° y<18
0.6526906928 — 0.199340056799999998 » + 0.0868711944279169646 (y — 1.8)° — 0.0278347904699999990 (y — 1.8)° y <20
0.5931262363 — 0.167931753800000000 y + 0.0701703201510306683 (y — 2.0)° — 0.0183119992899999987 (y — 2.0)° y<23
0.4672890349 — 0.111495433199999994 y + 0.0427023212059473578 (y — 2.5)° — 0.0103688705200000002 (y — 2.5)° y <30
0.3718915014 — 0.0763697643600000004 y + 0.0271490154251799315 (y — 3.0)% — 0.00629743142700000050 (y — 3.0)° y <33
0.2994007798 — 0.0541438230000000006 5 + 0.0177028682933329240 (y — 3.5)% — 0.00383927259300000020 (y — 3.5)° y <40
0.2441104324 — 0.0393354091500000003 5 + 0.0119139594014883772 (y — 4.0)% — 0.00243172699899999986 (y — 4.0)° <43
0.2013792177 — 0.0292432449999999996 y + 0.00826636890071356240 (y — 4.5)° — 0.00168130900299999998 (y — 4.5)°>  y < 5.0
0.1682087105 — 0.0222398578499999993  + 0.00574440539565736989 (y — 5.0)2 — 0.000908385344300000020 (5 — 5.0)° y<6
0.1204628020 — 0.0134762030899999996  + 0.00301924936267110571 (7 — 6)° — 0.000418975169700000018 (y — 6)° y<7
0.08959206374 — 0.00869462987699999926 y + 0.00176232385365820782 (y — 7)% — 0.000230386276999999990 (y — 7)° y<8
0.06845609031 — 0.00586114100099999984 y + 0.00107116502269606294 (y — 8)% — 0.000131156622500000009 (y — 8)° y<9
0.05365635710 — 0.00411228082199999959 y + 0.000677695155557540776 (7 — 9)° — 0.0000660020334999959976 (y — 9)° 3 < 10
0.04269420811 — 0.00295489661100000000 y + 0.000479689055073773824 (7 — 10)> — 0.0000880813436699999958 (7 — 10)° 3 < 11
0.03543934095 — 0.00225576253199999984 y + 0.000215445024147363806 (y — 11)° — 0.00000726503989000000040 (y — 11)°  y < 21
0.0050016446357 — 0.000130374017000000009 y — 0.00000250617263157783885 (y — 21)° + 2.236537405 107 (3 — 21)° y <33
0.003823710462 — 0.0000939037442999999952 7 + 0.00000554536202631556846 (7 — 33)° — 1.026918894 107 (y — 33)°  otherwise
19
] 10 -_|
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Pav.3 2 sastukos grafikai su interpoliavimo taskais(kair¢je) ir be ju (deSinéje).
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Treciosios sasiikos uodega ir grafikas:

1.000066408 — 0.00279454511599999982 y — 2.73852471000000009 (y — 0.02]3 y < 0.04
1.000175949 — 0.00608077476699999970 y — 0.164311482597310127 (y — 0.04]2 — 0.593126449999999972 (y — 0.04]3 ¥ < 0.06
1.000542532 — 0.0133649858100000003 y — 0.199899069610759648 (y — 0.06)2 — 0.731044489999999936 (y — 0.06)3 ¥ < 0.08
1.001166581 — 0.0222382019800000004 y — 0.243761738959651420 (y — 0.08)2 — 0.786870593299999976 (y — 0.08)3 y<01
1.002132253 — 0.0329329162499999994 y — 0.290973974550634729 (y — 0.1)2 — 0.249083829000000006 (y — 0.1)3 y<02
1.012106891 — 0.0986002260300000018 y — 0.365699123286546412 (y — 0.2)2 + 0.0783362366700000035 (y — 0.2)3 y<03
1.029765158 — 0.169389963599999998 y — 0.342198252303179295 (y — 0.3)2 + 0.190232482700000011 (y — 0.3)3 y <04
1.051626478 — 0.232122639600000014 y — 0.285128507500736262 (y — 0.4)2 + 0.224023832700000008 (y — 0.4)3 3 <05
1.074151710 — 0.282427626099999995 y — 0.217921357693875496 (y — 0.5)2 + 0.213374686700000010 (y — 0.5)3 »< 0.6
1.094495690 — 0.319610657000000020 y — 0.153908951723761845 (y — 0.6)2 + 0.186163120999999986 (y — 0.6)3 ¥ <07
1.110780591 — 0.344807553800000000 y — 0.0980600154110771588 (y — 0.7]2 + 0.154278329299999989 (y — 0.7]3 ¥ <08
1121941192 — 0.359791207000000000 y — 0.0517765166319294132 (y — 0.8]2 + 0.121364161900000003 (y — 0.8]3 ¥ <09
1.127587731 — 0.366505585400000000 y — 0.0153672680612051641 (y — 0.9)2 + 0.0992278231300000036 (y — 0.9)3 ¥y <10
1.127629906 — 0.366602204499999974 y + 0.0144010788767500592 (y — 1.0)2 + 0.0617507308699999994 (y — 1.0)3 <12
1.112895331 — 0.353431685200000012 y + 0.0514515174003523994 (y — 1.2]2 + 0.0287659068700000000 (y — 1.2]3 y <14
1.081537997 — 0.329399169300000016 y + 0.0687110615218403248 (y — 1.4]2 + 0.0101175749800000003 (y — 1.4]3 y< 16
F_sas_uwod3 = 1.038449726 — 0.300700635699999996 y + 0.0747816065122863112 (y — 1.6]2 — 0.00102879013300000004 (y — 1.6]3 y<18
0.9878122223 — 0.270911447899999991 y + 0.0741643324290143791 (y — 1.8]2 — 0.00661275193300000022 (y — 1.8]3 y <20
0.9329814882 — 0.242039245200000003 y + 0.0701966812716561528 (y — 2.0]2 — 0.0103279130700000000 (y — 2.0]3 y <25
0.7931128032 — 0.179588498699999986 y + 0.0547048116677570224 (y — 2.5]2 — 0.00999956134000000094 (y — 2.5]3 y <30
0.6639236388 — 0.132383358000000007 y + 0.0397054696573157368 (y — 3.0]2 — 0.00741826397299999961 (y — 3.0]3 y <35
0.5534265224 — 0.0982415863499999931 y + 0.0285780737029800204 (y — 3.5]2 — 0.00538291877999999992 (y — 3.5]3 y<4.0
0.4617346376 — 0.0737007017399999992 y + 0.0205036955307641608 (y — 4.0]2 — 0.00372280730699999993 (y — 4.0]3 y <43
0.3866930553 — 0.0559891116899999958 y + 0.0149194845739633424 (y — 4.5)2 — 0.00279504800000000008 (y — 4.5)3 y <350
0.3259575526 — 0.0431659131100000024 y + 0.0107269125733824682 (y — 5.0)2 — 0.00160489995899999998 (y — 5.0)3 y<6
0.2352448136 — 0.0265267878500000006 y + 0.00591221269287092819 (y — 6)2 — 0.000809210845999999968 (y — 6)3 y7
0.1745702635 — 0.0171299949999999986 v + 0.00348458015513381696 (y — 7)2 — 0.000446737855999999998 (y — 7)3 y<8
0.1325765339 — 0.0115010482600000006 y + 0.00214436658659380477 (y — 8)2 — 0.000265314929699999984 (y — 8)3 y<9
0.1030204900 — 0.00800825987200000020 y + 0.00134842179849096480 (y — 9]2 — 0.000128663026200000014 (y — 9)3 » <10
0.08113170364 — 0.00569740535400000034 y + 0.000962432719442335178 (y — 10]2 — 0.000181615665199999998 (y — 10)3 y <1l
0.06673231782 — 0.00431738691099999971 y + 0.000417585723739694364 (y — ll]Z — 0.0000141126381600000006 (y — 11]3 y<2l
0.007901868493 — 0.000199463885399999992 y — 0.00000579342117156114082 (y — 21]2 + 4.173455860 10_7 (y— 21)3 ¥ <33
0.006427499910 — 0.000158212700300000006 y + 0.00000923101992931222904 (y — 33]2 — 1.7094481335 10_7 (y— 33)3 otherwise
1.0
0
0
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Pav. 4. 3 sastukos grafikai su interpoliavimo taskais(kair¢je) ir be ju (deSinéje).
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Ketvirtosios sastikos uodega ir grafikas:

1.000342059 — 0.00397800436500000012 y — 0.303410263499999999 (y — 0.1]3 y<02
1.001859111 — 0.0130803122700000000 y — 0.0910230790587446409 (y — 0.2]2 — 0.114318682500000005 (y — 0.2]3 7 <03
1.007324814 — 0.03471448835499999988 y — 0.125318683765021430 (y — 0.3]2 = 0.0974065070000000033 (y — 0.3]3 <04
1.017168594 — 0.0627004205199999942 y — 0.154540635881169454 (y — 0.4)2 — 0.0311290893300000017 (y — 0.4]3 y <05
1.031513058 — 0.0943424203800000038 y — 0.163879362710300625 (y — 0.5]2 + 0.00925496466699999958 (y — 0.5)3 y<06
1.049382434 — 0.127040644000000008 y — 0.161102873277627984 (y — 0.5]2 + 0.0398222303299999996 (y — 0.6]3 7 <07
1.069529382 — 0.158066551700000002 y — 0.149156204179187458 (y — 0.7]2 + 0.0579489139999999972 (y — 0.7]3 y <08
1.090569988 — 0.186159325099999994 y — 0.131771530005622139 (y — 0.8]2 + 0.0666551140000000016 (y — 0.8)3 y<09
1.111238115 — 0.210513977699999993 y — 0.111774995798323867 (v — 0.9]2 + 0.0707461300000000044 (y — 0.9]3 y< 10
1.130423727 = 0.230746393000000000 y — 0.0903511568010824302 (y — 1.0]2 + 0.0638407334999999982 (y — 1.0)3 y<12
1.161311896 — 0.259066167700000016 y — 0.0510467166975908035 (y — 1.2)2 + 0.0540379879999999951 (y — 1.2]3 y<14
1.179210110 — 0.273000295800000015 y — 0.0186239239085543296 (¥ — 1.4)2 + 0.0403163145699999975 (y — 1.4]3 y<16
1.182966263 — 0.275611907599999984 y + 0.00556586483180812522 (y — 1.5]2 + 0.0271938287499999994 (y — 1.6]3 7 <18
F sas uodd = 1.173525158 — 0.270122302199999997 y + 0.0218821620813218314 (y — 1.8]2 + 0.0201881079300000009 (y — 1.8]3 y< 2.0
1.152211074 — 0.258946864399999976 y + 0.0339950268429045216 (y — 2.0]2 + 0.00632585211299999985 (y — 2.0)3 y<2s
1.064652023 — 0.220207448500000014 y + 0.0434838030073386232 (y — 2.5]2 —0.00227571112000000010 (y — 2.5)3 ¥y <30
0.9499074449 — 0.178430426800000014 v + 0.0400702383277410021 (y — 3.0]2 — 0.00440762123299999996 (y — 3.0]3 y <35
0.8306982234 — 0.141663904399999987 y + 0.0334588064816973842 (y — 3.5]2 — 0.00455290235300000006 (y — 3.5]3 <40
07183172934 — 0.111621774699999996 v + 0.0266294529454694576 (¥ — 4.0)2 — 0.00388614453999999982 (y — 4.0]3 y<AS
0.6177720883 — 0.0879069301999999970 y + 0.0208002361364247984 (y — 4.5]2 — 0.00319162348700000000 (y — 4.5]3 y <50
0.5305406018 — 0.0693004116699999980 y + 0.0160128009088313372 (y — 5.0]2 = 0.00236401672000000020 (y = 5.0]3 y< 55
0.4559294639 — 0.0552606233099999997 y + 0.0124667758282498518 (y — 5.5]2 — 0.00190961763500000002 (y — 5.5)3 y<6
0.3926000800 — 0.0442260607000000000 ¥ + 0.00960234937816925073 (y — 6)2 — 0.00134821127599999998 (y — 6)3 y<7
02947337636 — 0.0290639957699999985 y 4 0.00355771555136732114 (y — 7]2 — 0.000349187270000000032 (y — 7]3 y<9
01718055930 — 0.0134233808100000000 y + 0.00226259193181340900 (y — 9]2 — 0.000255281526799999996 (y — 9]3 <1l
0.1129568250 — 0.00743839140000000007 y + 0.000730902771379041009 (y — 11)2 — 0.0000244033268400000006 (y — 11)3 y <2l
0.008405570389 — 0.000141334023299999990 y — 0.00000119703367238013388 (y — 2’.1]2 + 1.330037413 10,3 (y— 21]3 otherwise

1.0

05

0z 4

07

06

05

04

03

0z

o1

n a0 s ] 10 20 a0 ah 50
r ¥

Pav. 5. 4 sastkos grafikai su interpoliavimo taskais(kairéje) ir be ju (desinéje).
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Penktosios sastikos uodega ir jos grafikas

1.000069751 — 0.000334340072700000020 y — 0.0372450927299999984 (y — 0.1)3 y <02
1.000255976 — 0.00145169285499999994 y — 0.0111735278192466887 (y — 0.2)2 — 0.0559355363300000006 (y — 0.2)3 y <03

1.001262137 — 0.00536446450999999992 y — 0.0279541887230132410 (y — 0.3]2 — 0.0624987619000000050 (y — 0.3]3 y <04
3

1.003906417 — 0.0128302651100000008 y — 0.0467038172887003362 (y — 04]2 — 0.0597875161000000002 (y — 0.4) ¥y <035

1.008946786 — 0.0239646540499999990 y — 0.0646400721221854214 (y — 0. 5]2 — 0.0482727736699999979 (y — 0.5]3 ¥y <086

1.016877831 — 0.0383408516899999969 y — 0.0791219042225580482 (y — 0.6]2 — 0.0338523892300000018 (y — 0.6]3 ¥y <07
( ) (

1.027840726 — 0.0551808042100000035 y — 0.0892776209875822680 (y — 0.7)° — 0.0188039694699999996 (y — 0.7)°  y < 0.8
1.041664906 — 0.0736005074899999946 y — 0.0949194118271128178 (y — 0.8)° — 0.00439043290000000042 (y — 0.8)°  y < 0.9
1.057915358 — 0.0927161028399999950 y — 0.0962365417039664079 (y — 0.9)° + 0.00540360113299999997 (y — 0.9)°  y < 1.0
1.076043596 — 0.111801303199999994 5 — 0.0946154613570214798 (v — 1.0)° + 0.0196567729700000000 (y — 1.0)°>  y < 12
1.115001078 — 0.147288674900000000 y — 0.0828213975769524076 (v — 1.2)° + 0.0296531487299999988 (y — 1.2)°  y < 14
1.153323701 — 0.176858856099999990 y — 0.0650295083351689618 (y — 1.4)° + 0.0320275821000000002 (5 — 14)° 3 <16
1.186448331 — 0.199027349599999986 y — 0.0458129590623717140 (¥ — 1.6)° + 0.0293142729000000005 (y — 1.6)>  y < 1.8
Fosas uodS(y) =1 1211503774 — 0.213834820499999995 y — 0.0282243953353441199 (v — 1.8)° + 0.0281829637699999997 (y — 1.8)°  y < 2.0
1.226415867 — 0.221742623000000000  — 0.0113146170762517730 (y — 2. 0) + 0.0175686828200000006 (5 — 2.0)°  y < 2.5
1.221128561 — 0.219880727899999990 3 + 0.0150384071476426066 (y — 2.5)° + 0.00746021102699999992 (y — 2.5)°  y < 3.0
1.163919992 — 0.199247162499999990 3 + 0.0262287236836813405 (y — 3.0)° + 0.00158948187999999996 (y — 3.0)°  y < 3.5
1074702936 — 0.171826327400000006 » + 0.0286129465096320348 (y — 3.5)° — 0.00122117535300000002 (y — 3.5)7  y < 4.0
0.9709152655 — 0.144129262400000013 y + 0.0267811834757905182 (y — 4.0)° — 0.00230364285999999988 (y — 4.0)°  y < 4.5
0.8645820752 — 0.119075811099999996 5 + 0.0233257191872058845 (y — 4.5)% — 0.00253516120699999980 (y — 4.5)°  y < 5.0

0.7629748683 — 0.0976514628100000060 y + 0.0195229773753859590 (y — 5.0 2 — 0.00233336431300000015 (y— 5.0]3 y <355

2

0.6698126944 — 0.0798785086700000008 y + 0.0160229309112502917 (y — 5.5)° — 0.00199139835300000002 (y — 5.5]3 y<6

)
)
0.5863932094 — 0.0633491265199999949 y + 0.0130358333796128708 (y — 6]2 — 0.00163669445799999992 (y — 6)3 y<1
)
)

04500612646 — 0.0442475431299999972 y + 0.00806575000553624334 (y — 7 2 — 0.000748762143700000074 (y— 7’)3 y<9

2 — 0.000406185200000000004 (y— 9]3 y <11

0.2668334789 — 0.0209696888400000004 y + 0.00357317714358483660 (y — 9
0.1742733579 — 0.0115512026600000008 y + 0.00113606594512441007 (y — 11) — 0.0000379029204000000004 (y — 11]3 y <2l

0.01161773357 — 0.000200759879699999999 y — 0.00000102166701555127127 (y — 21)2 + 1.135185573 108 (y— 21]3 otherwise

09+

0.z 4

0.7+

0.6 -

0.5+

0.4 -

0=

0.2+

0.1+

Pav. 6. 5 sasiikos grafikai su interpoliavimo taskais(kairéje) ir be ju (desinéje).



3.4 Rezultatai

Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos reikSmiy lentelés:

1 lentele. 0= , 0= , A=
| u=0.05 0.1 0.15 0.3 0.5 0.7 1
0=2 0.5358192165  0.5239182750  0.5126978226  0.4820706288  0.4467604508  0.4159239305  0.3758643888
3 0.5394903004  0.5179535539  0.4979914754  0.4455811648  0.3885278444  0.3417129226  0.2848908692
5 0.5226492968  0.4816807567  0.4433132319  0.3405946066  0.2332758878  0.1583527365 0.09001155251
u=1.2 1.5 2 3.5 5 10 50

0=2 0.3524558294 0.3213795015 0.2782820608 0.1919202276 0.1416774496 0.06818459165 0.007062752413
3 0.2536712131 0.2144084861 0.1641199294 0.07978919394 0.04313570091 0.009674772255 0.0001629866194
5 0.06301291115  0.03819436871  0.01809068264  0.003168436668  0.0007466872574  0.0001003675899  5.119812063*10°

2 lentele. 0= ,0= , A=
u=0.05 0.1 0.15 0.3 0.5 0.7 1

o=2 0.4552137936  0.4492681649  0.4435688735  0.4274064162  0.4074590831  0.3886740775  0.3622280823

3 0.4079654824  0.3979981135  0.3885210958  0.3623634469  0.3313736286  0.3035623762  0.2663508275
5 0.3827406544  0.3630791532  0.3429314059  0.2797587130  0.2011729175  0.1405244951  0.08193098527
u=1.2 1.5 2 3.5 5 10 50

0=2 | 0.3457016304 0.3225735311 0.2883538328 0.2127498943 0.1645250865 0.08742659895 0.01193441497
3 0.2440695517 0.2139990378 0.1718693161 0.09112079793 0.05155299264 0.01238363988 0.0002536200603
5 0.05800658159  0.03561486973  0.01714631160  0.003115271700  0.0007548507912  0.0001058664939  7.337331667%10"

3 lentele. 0= , 0= , A=
u=0.05 0.1 0.15 0.3 0.5 0.7 1

0=2 | 0.5650294034  0.5549547211 0.5453538133  0.5184737539 0.4860676335 0.4563585221  0.4158064465
3 0.5379381370  0.5213103402  0.5056477573  0.4632055431  0.4144782340  0.3722045236  0.3177569375
5 0.5089835091  0.4779017668  0.4470190045  0.3553886386  0.2485227546  0.1696353010  0.09602375198

u=1.2 1.5 2 3.5 5 10 50

o=2 | 0.3911686343 0.3575313193 0.3094507082 0.2100045941 0.1516020206 0.06812152961 0.005657975001
3 0.2862734369 0.2450573034 0.1896917074 0.09145000522 0.04778402094 0.009436002623 0.0001296520429
5 0.06679358850  0.04001530575  0.01855646443  0.003062245530  0.0006611679253  0.00009482225160  3.125982494*107*

4 lentele. 0= , 0= , A=
u=0.05 0.1 0.15 0.3 0.5 0.7 1

0=2 | 0.5650294034 0.5549547211 0.5453538133  0.5184737539 0.4860676335 0.4563585221  0.4158064465
3 0.5379381370  0.5213103402  0.5056477573  0.4632055431  0.4144782340  0.3722045236  0.3177569375
5 0.5089835091  0.4779017668  0.4470190045  0.3553886386  0.2485227546  0.1696353010  0.09602375198

u=1.2 1.5 2 35 5 10 50

o=2 | 0.3911686343 0.3575313193 0.3094507082 0.2100045941 0.1516020206 0.06812152961 0.005657975001
3 0.2862734369 0.2450573034 0.1896917074 0.09145000522 0.04778402094 0.009436002623 0.0001296520429
5 0.06679358850  0.04001530575  0.01855646443  0.003062245530  0.0006611679253  0.00009482225160  3.125982494*107*
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Tarpiniy parametry p ir ¢ priklausomybé nuo pradiniy reikSmiy:

p | o= = = o= = = [6= = 0= =
a= 0.04077647838 0.01585223896 0.08750218087 0.08750218087
3 0.08752458274 0.03746313876 0.2055421169 0.2055421169
5 0.1800765492 0.07964319449 0.4465644449 0.4465644449
e = = o= = = [o6= = = [o= = -
o= 0.5912676295 0.8566305190 0.7402662139 0.7402662139
3 0.6191546159 0.8786686142 0.7788553211 0.7788553211
5 0.6297870715 0.8858545396 0.7964255956 0.7964255956

penktosios sasiikos.

j

0.4

0.3+

5 0 oo O oo

0.2

0.1+

Pav.7 o=

2 lentelés atvejis

Pateiksime Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos reikSmiy grafikus skaiciuojant iki
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ISvados

Padarius nuodugny bibliografini tyrima tapo aiSku jog tyrimai iki Siol atlikti Sioje srityje
(turint omeny bendrai bankroto teorija (angl. ruin theory)) yra daugiakrypciai. Taip yra
dél to jog modeliai Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos turi pakankamai daug
skirtingu variaciju. D¢l to truksta sprendimuy konkre¢iy sudétingesniy skirstiniy atvejams.
IS grafiky bei lenteliy matome jog Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcija mazéja
pradiniam kapitalui augant. Jos kitimo (mazéjimo) greitis auga pasiskirstymo funkcijos

parametrui o didéjant.
Pastebéjome jog santykiui % iSliekant pastoviam diskontuotos baudos funkcijos

reik§mes nesikeicia.

Naudojami skaitiniai metodai Siam uzdaviniui spresti, nors ir duoda reikiama rezultata,
taCiau yra ganétinai neefektyvus bei reikalaujantis dideliu resursy. Parinkus parametry
reikSmes taip jog ¢ > , Cia ¢ apibréztas (3.3) formule, susiduriama su tikslumo
problemomis. Akivaizdu jog pradiniam kapitalui y artéjant prie 0 transformuoto Pareto

skirstinio pasiskirstymo funkcijos sasiikos artimoms 0 argumento reikSméms

F*n( y)artéja prie 1 bet kuriam fiksuotam »n = . Tokiu atveju mazoms pradinio

kapitalo reikSmeéms Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcijos reikSme bus tiksli tik
skai¢iuojant didelj sasiiky kieki. Antra vertus pradiniam draudiko kapitalo kiekiui augant
apytikslés funkcijos reikSmés art¢ja prie tiksliy reikSmiy paskai¢iuoty sastiky kiekiui
nekintant.

Be to sprendimas nepaslankus duomeny keitimo atveju. Suformuluota uzdavini,
sukonstruoti algoritma, ivykdéme, taciau optimaliu Sio sprendimo pavadinti vargu ar

galima.
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The Calculation of Gerber-Shiu Penalty Function for Pareto Claims

By

Artinas Janu$auskas

In this paper we consider Gerber-Shiu discounted penalty function in the classical risk model

for Pareto claims. Our main goal is to construct an algorithm for obtaining values of the

1
<ot

discounted penalty function in the case of ¥ 0 =

Due to the complicated form of the transformed Pareto distribution function we cannot obtain
its convolutions analiticaly. We use numerical methods provided by Maple (cube spline) to find
interpolating functions instead. Continuously applying recursive formulas we obtain first 5
interpolated convolutions. Then we calculate values of Gerber-Shiu discounted penalty function
for certain arbitrary parameters: « — degree of Pareto distribution function, initial surplusu,

security loading @ , discounting parameter ¢ and Poison process parameter A .

We present data tables and graphs of the discounted penalty function for some variations of

parameters in later sections.

Finally we state that the method that we use is quite complicated. For better accuracy of the
discounted penalty function values one may require to get many convolutions of the transformed
Pareto distribution function and that may require too great of the resources. However the

quantity of the convolutions needed rapidly decreases for large values of the initial surplus u.
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Priedas 1 Eksponentinis integralas

Funkcija:

o0 —

Ei(x)= |

vadinama eksponentiniu integralu. Praktikoje dazniau sutinkama apibendrinta Sios funkcijos

forma:

0 —

Em=[ ,E®= -

-
Taikomyjy uzdaviniy sprendime dazniausiai laikoma jog 0 < < oo.
Eksponentinis integralas pateiktas apibendrinta forma tenkina rekursija:

~ 1
E (= . ,E = _ 4 z -
o

n+
n n!
Ivairiems praktiniams uzdaviniams spresti, eksponentinio integralo reikSmes gauti §i funkcija yra
skleidziama jvairiom eilutém pvz.:

E(x)=- - —Z ,0< < . (1)

¢ia y — Eulerio Gama funkcijos konstanta.

Sios eilutés tikslumas mazéja argumento reikSméms virSijant 1. Argumento reikSméms vir$ 1

sudaromos jvairios aproksimacinés formules daZniausiai pavidalo:

n/,_)_
o(x)’

¢ia P(x) ir Q(x) n-tojo laipsnio polinomai. Kuo didesnio laipsnio polinomas tuo tikslesné

E (x)=

aproksimaciné funkcija. Placiau Zr. [3].
UZdaviniams reikalaujantiems ypac didelio tikslumo eksponentinj integrala galima skleisti
begaline trupmena:

4 \
E@= | 2 @)

Literatiiroje (Zr. [10]) minima jog ypac didelio tikslumo reikalaujamuose uzdaviniuose
Eksponentinio integralo reikSméms gauti naudojama (1) forma, skleidziant suma iki 18 nario,

mazoms argumento reikSmeéms, ir (2) forma skleidZziant begaling trupmena iki 220 nario.
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Priedas 2 Skai¢iavimy kodas Maple matematiniame pakete

Dél dideliy skai¢iavimo kodo apiméiy pasikartojan¢io kodo nedéjome. Cia pateiktas kodas iki

suskaiCiuotos 2 sasiikos. (atvejis a= , A= , =

> restart;

6=

)

> EY:=int((1l+y) * (-alpha) ,y=0..+infinity) assuming alpha>1l;

alpha:=3;
lambda:=4;
theta:=0.5;
delta:=0.1;

> EY:=1/(alpha-1) ;

> c:=lambda*EY* (1l+theta) ;

> INTEG:=int (alpha*exp (-r*y) * (1+y) * (-alpha-1) ,y=0..+infinity) ;

> rho:

=solve (lambda*INTEG=lambda+delta-c*r,

INTEG = ylew ( -

+ry) r3y—3erEi(1,r+ry) r3y
— & Ei(l, 7+ ry) r3y
+ 3¢ Ei(l,r) P y* + & Ei(l, ) y°

—re_ry—3»}’2)/—3rzyz+e_ryr2+3ry2

+ry =7y —6y"—25°))

c:=30

L%(—2—6y+r
2 (1+4y)

+3ry+2e Y =2+ Ei(L )R

-ry 2 2

—re Ty +2e Py +e Py
— ¢ Ei(l,r+ry) - 3¢ Ei(l, r

2

3+ 3¢ Ei(l,r) Ry

r) assuming r>0;
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p :=0.08752458274
> H (y) :=(1+y)”"(-alpha);

1

H(y)=—""F
(1+y)

> phi:=(int(exp(-rho*y)*H_(y),y=0..+infinity))/(EY*(1+theta));

0:=0.6191546159
> INT1l:=int (exp(-rho*y)*H (y),y=0..+infinity);

INTI = 0.4643659619
> INT2:=int (exp (-rho*y) * ( (1+y+x) * (-alpha) ) ,y=0. .+infinity)
assuming x>0;
INT2 :=

1 e0.08752458274 + 0.08752458274 x
(1.+x)2

Ei(3., 0.08752458274 + 0.08752458274 x))
> F_(x) :=INT2/INT1;

1

(1. +x)
008752458274 + 0.08752458274 x

(2153473945

Ei(3.,
0.08752458274 + 0.08752458274 x) )

> F(x) :=1-%;

—L
2
(1. +x)
008752458274 + 0.08752458274 x

2.153473945

Ei(3.,
0.08752458274 + 0.08752458274 x) )

> F_uod:=y-
>(1/INT1) * (exp (rho* (1+y) ) *Ei (alpha,rho* (1+y)))/ (1+y) * (alpha-1) ;

UV Ei(onp (v + 1)

INTI (v + 1)* !
> Fn:=y->1-(1/INT1) * (exp (rho* (1+y-x) ) *Ei (alpha,rho* (1+y-
x)))/ (1+y-x) ~ (alpha-1) ;

F uod:=y—
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I Bi(ap (1 4y —x)

Fn=y—>1-— -
INTI (1 +y —x)*

> FFn:=diff (F(x),x);

FFn =

L (0.1884819085

(1. +x)2

0.08752458274 + 0.08752458274 x -
e Ei(3.,

(108752458274-+(108752458274x))

+ ;2(0.1884819085

(1. + x)

0.08752458274 + 0.08752458274 x -
e Ei(2.,

008752458274-+(108752458274x))
1

(1. + x)
008752458274 + 0.08752458274 x

+ (4.306947890

3
Ei(3.,

(108752458274—+(108752458274x))
> graf:=x->piecewise (x<0,0,F(x)) ;

graf = x— piecewise (x <0, 0, F(x))
> plot(graf(x) ,x=-1..10, thickness=3);

05
0z
07
06
051
04
031
021

0.1 4

> L := Array([seq(0, i =1 .. 34)]):
T := Array([seq(0,i =1 .. 34)]):

> a:=1:
for i from 0.02 by 0.02 to 0.08 do

N<¢
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L[a]:=1-evalf(int(Fn (i) *FFn,x=0..1)):
a:=a+l:

end do:

> a:=5:

for i from 0.1 by 0.1 to 1 do
L[a]:=1-evalf(int(Fn (i) *FFn,x=0..1)):
a:=a+l:

end do:

> a:=15:

for i from 1.2 by 0.2 to 2 do

L[a] :=l-evalf (int(Fn(i) *FFn,x=0..1i)):
a:=a+l:

end do:

> a:=20:

for i from 2.5 by 0.5 to 5 do

L[a] :=1l-evalf (int(Fn(i) *FFn,x=0..1i)):
a:=a+l:

end do:

> a:=26:

for i from 6 by 1 to 10 do

L[a] :=l-evalf (int(Fn(i) *FFn,x=0..1i)) :
a:=a+l:

end do:

> L[31]:=1-evalf (int(Fn(11l) *FFn,x=0..11)):
L[32]:=1-evalf (int(Fn(21) *FFn,x=0..21)):
L[33]:=1-evalf(int(Fn(33) *FFn,x=0..33)):
L[34] :=1-evalf(int(Fn(51) *FFn,x=0..51)):
> for i from 1 by 1 to 4 do
T[i]:=i*0.02

end do:

> for i from 5 by 1 to 14 do
T[i]:=(i-4)*0.1

end do:

> for i from 15 by 1 to 19 do

T[i] :=1+(i-14)*0.2



end do:

> for i from 20 by 1 to 25 do
T[i] :=2+4+(i-19)*0.5

end do:

> for i from 26 by 1 to 30 do
T[i] :=5+(i-25)

end do:

> T[31]:=11:

T[32] :=21:

T[33]:=33:

T[34]:=51:

> with (CurveFitting) :

> Interactive(T,L, y):;
14
b

0.2

06
D.4—-
0z —
R

> Interactive(T,1-L, y);

14
0& o
06

0.4 4

02 4
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Pastaroji funkcija Interactive iSkviecia apleta, kuriame pasirenkamas grazinamosios reikSmeés
tipas: grafiko arba interpoliacinés funkcijos pavidalu. Gavg interpoliacing funkcija ja vél
dauginom i$ transformuoto Pareto skirstinio tankio ir ieSkome $ios naujos funkcijos reikSmiy toje
pacioje gardeléje. Kartodami tokj algoritma gauname kiek norima daug transformuotos Pareto

pasiskirstymo funkcijos sastiku.

> Gerbershiu:=Array([0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]):

for i from 1 by 1 to 14 do

GerberShiu[i] :=(1-phi) *phi*Sasl[i]+ (1-phi) * (phi”*2) *Sas2[i]+(1-
phi) * (phi*3) *Sas3[i]+(1-phi) * (phi*4) *Sas4[i]+(1-

phi) * (phi”5) *Sas5[i]

end do;

GerberShiu, = 0.5358192165
GerberShiu,, = 0.5239182750
GerberShius := 05126978226
GerberShiu, := 0.4820706288
GerberShiu == 0.4467604508
GerberShiu, := 04159239305
GerberShiu., = 0.3758643888
GerberShiug := 03524558294
GerberShiuy := 03213795015
GerberShiu,, = 0.2782820608
GerberShiu | == 0.1919202276
GerberShiu ., = 0.1416774496
GerberShiu, ; = 0.06818459165

GerberShiu = 0.007062752413
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