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1. Jvadas

Did¢janti modeliavimo Ziniy ir igiidziy paklausa besiformuojancioje informacingje visuomengje, pazinimo ir modeliavimo proc
bendrumas ir kai kurie kiti faktoriai lemia tai, kad modeliavimas tampa vienu pagrindiniy mokymo metodu. Sistemy analizés princi
grindziamas kompiuterinis modeliavimas derina savyje eksperimentinio ir teorinio metodo privalumus ir orientuoja besimokanciuosiu:
1 atskirus dalykiniy ziniy fragmentus, bet | sprendziama problema. Besimokantieji orientuojami ne { atskirus dalykiniy ziniy fragmer
bet i sprendziama problema Modeliuodami kompiuteriu Zmonés iSmoksta iSskirti esminius tiriamosios sistemos bruozus, atr
konkreciame kontekste nereikalinga informacija, aktyviai ieSkoti tinkamy abstrakcijy ir analogijy. Visa tai skatina vidiniy mental
struktiiry susidaryma ir palengvina tolesni mokymasi. Naudojant kompiuterinius modelius mokomoji medziaga jgauna vaizduma, ska
kiirybingos asmenybés atsiskleidima. Tai skatina vis platesni modeliavimo metodo ir atitinkamy programiniy priemoniy taikyma v
dalyky déstyme, ypa¢ Vakary Europos Salyse. Visuomenés raidos tendencijos lemia esminius Svietimo sistemos bei iSsilavin
standarty pokycius. BesikeicianCios informacinés visuomenés nariui keliami nauji reikalavimai: mokeéti naudotis informacing
technologijomis, ieskoti, tvarkyti, pateikti, analizuoti, interpretuoti, kritiSkai vertinti ir tinkamai panaudoti jvairios prigimties informas
Modeliavimo metodas vis intensyviau pradedamas taikyti ir Lietuvos mokyklose. Siuolaikiniy studijuy patirtis rodo, kad naudo
kompiuterini modeliavima mokymo procesas intensyvéja, tampa patrauklesnis, dinamiskesnis — tai néra vien tik nuolatinis standart
uzdaviniy kartojimas. PavyzdZziui, vienas i§ fizikos dalyko mokymo tiksly formuluojamas taip: “ugdyti geb&jima modeliuoti nesudétir
fizikinius reiSkinius bei procesus, iSskirti tai, kas svarbiausia fizikiniame reiskinyje”. Sprendziant fizikini uzdavinj, ne visuomet realiai
sudaromos salygos daryti natiirinj eksperimenta,

Mano darbo tikslas — iSnagrinéti matematinj modeli svyruoklés su tampriu siiilu, kuria veikia sunkio jéga, tamprumo jéga, pasiprieSin
jéga ir Koriolio jéga. Matematini model; iSnagrinéti jvairiose koordinaciy sistemose, skirtingomis fizikinémis salygomis, kurias nusa

difirencialines fizikiniy reiSkiniy lygtis parametrai ir pradinés salygos.

2. Teorija

2.1 Sferiné svyruoklé

Pakabinkime svyruokle taip, kad masés materialus taskas galéty laisvai judéti rutulio, spindulio / pavirSiumi (/ — tai svyruo
ilgis). Siuo atveju svyruoklés judéjima apraso rysio lygtis:

F =E(<2+y2+22—lz)=0
2 , 2.1,1)



1

(daugiklis 2 yra ivestas patogumui).
Sutinka su Lagranzo pirmo laipsnio lygtimi (» — tai salyginis rySio skaiius, kuris yra lygus 1, be to, x,=x,=0;, x, = - n
Gauname taip:

mMX = AX,
my = Ay,
mz =-mg +Az

(2.1,2)

I§ pirmy dviejy lygciy eliminavus A , gauname impulso momento tvermés désnj aSies atzvilgiu z arba kitaip tariant vektor
greiCio tvermés désnis.

xﬂ - y% = 2d_S =C.
dt dt dt 2.13)

IS kitos pusés, jei mes Lagranzo lygti padauginsime i§ x, y, z, tai gausime energijos tvermés désni, jei rySio lygtyje 1
priklausomybés nuo # (2.1,1). I pradziy gausime:

m(xx+yy+zz)=—mgz=?\(xx+yy+zz).

(2.1,4)
Taciau i§ (2.1,1) salygos gauname:
dF =xxt+tyyt+z=0.
I§ kitos puses:
2
XX+ yy + z+ =1d (<2 +y? +zz)=EdV_
2 dt 2 dt
Toliau integruodami pagal ¢ gauname:
M2 = -mgz + const
2 , 2.1,5)
Tai mes uzrasysime tokiu biidu:
THV =W wur v= mgz (2.1,53)

Prie to paragrafo pridedame samprotavimus apie potencing energija V.

Jeigu mes pagaliau Lagranzo lygtis padauginsime i$ x, y, z, tai naudojant salyga (2.1,1) galime suzinoti A :

7\|2—mgz=m(xx+yy+22),

arba



Kadangi, normalé jrutulio pavirSiy su koordinatémis x, y, z turi nukreipiancius kosinusus , tal antras narys i§ deSiné:

-

atzymos lygus integraliniai jégai " , statmena rutulio pavirSiui; pirmasis narys i§ desinés iki atzymos tikslumo taip pat yra lygus ir sur

jégai F , bet tik judant ta pacia kryptimi. Pagal Dalambero principa Siy dviejy jégu suma, veikiant reakcijai R, ant rutulio pavirSiaus,
susidaryti pusiausvyra (pagal fizikos principus itempiant svyruokle). Tokiu budu lygti (2.1,6) galima trumpai iSreiksti tokia formule:

Al =—G: +F*)=R.

noon " (2.1,7)

IS viso to matome, kad su tikslumu iki daugiklio /, A reiskia reakcijos jéga susidarancia dél rysSio (2.1,1) ir statmenai veikia

judéjimo krypciai. Analogiskai atrodo ir panasiis atvejai, kada yra keletas rySio atvejy ir atitinkamas skaicius lagranziniy dauginamujy

Kad testume integravima reikia jvesti sferines koordinates:

X =1cosd sind,

y=lsin$ sind,

z=Ilcosv.
Diferencijuodami gausime:

x=1cosp cos? @ —1sind sind [,
y=1lsin$ cosd @ +|cosp sind [,
z=-lsind 3.
Tada sektorinio grei¢io(ploty) tvermés désnis (2.1,3) atrodys taip:
ds

2" =xy-yx=1%sin’9%¢ =C.
dt (2.1,8)

Energijos tvermés désnis (2.1,5a) atrodys taip:

2
m (92 +sin?d Ebz)+ mgl cosd =W.
z (2.1.9)

Ivedus zyméjima:



u = cos9, T-uZ dt

18 lygties (2.1,8) gausim:

C
¢=7h,
=) (2.1,10)
o 18 lygties (2.1,9) gausim:
urf 2 B _,) C?
@;Tg_u@_w(w mgu)rh-ue)- o

I8 Sito # ir u sarySio galima nustatyti ¢, priklausomybe nuo u:

du
W (2.1,12)

t=

Dabar galime integruoti ir lygti (2.1,10). Kadangi ji vienoda su lygtims (2.1,10) ir (2.1,11),

dp _, dt C gl

@ Y@ rEd) T

tal gauname

fl—z_
"l \/U 2.113)

U yra treCio laipsnio funkcija i$ u = cosd . Dydis W galioja tik tuo atveju, jei U>0. Jei lygiu sprendimas turi atitikti fizik

G . . e e, u . u_ u . e
uzdavinio sprendima, tai intervale -/ <u<-/ turi buti dvi reikSmés u= 2 ir u= > 2, ¢a U turi buti teigiamas.

ReikSmiy u; = cos?, ir Y27 cos?, esmé yra dvi paralelés, tarp kuriy svyruoja materialus taskas. Kada formulése (2.1,12) ¢

(2.1,13) integralas pasiekia viena i$ $iy riby, jos kryptis turi buti pakeista i prieSinga, kad rezultatas biitu veiksmingas. Momentai, k
metu vyksta judéjimo krypties poky¢iai, atskirti vienas nuo kito laiko tarpu:

“ du
2 o

(2.1,14)

Taciau dabar virpesiai néra periodiski erdvéje, kaip buvo esant ploksciai svyruoklei, o yra lydimi létos precesijos. ,,Preces

A
kampas* ¢ per pilna virpesiy svyravimo laikotarpi T i¥reiskiamas i§ formulés (2.1,13) , taigi:



2CY d

u
2Kt + Ad =_|_2_ = )\/U’

2.1,15)

Integralas (2.1,13) taip kaip ir integralas matematinés svyruoklés atveju yra elipsinis pirmo laipsnio integralas. Apskritai,
vadinami visi integralai turintys vardiklyje iSreiksta pointegraling kvadrating Sakni, susidedancia i$ trecio ar ketvirto laipsnio daugian
u=sn_
skaiCiaus atitinkamai pakaitinei integracijai. PanaSiai yra ir su integralu, jei vietoj pakaitinés integracijos paimtume 2 ,

integralas atrodys taip:

J- [ du\/ \
Je=wk=)

a
u=sn_
kur 2 Lygtyse (2.1,14) ir (2.1,12) T yra iSreiksStas kaip ,,pirmo laipsnio integralas®. Atvirks¢iai integralui (2.1,13), turing

@+u)

vardiklyje be U dar du dauginamuosius kuris vadinamas ,.elipsiniu trecio laipsnio integralu®; lygtis (2.1,15) yra ,,pilnas tre

laipsnio integralas‘.

2.2 Sferinés svyruoklés, pritvirtintos tampriu siiilu, judéjimas.
Diferencialiniy lyg¢iy iSvedimas

UzraSome veikiancias jégas. Sunkio jéga:

Fi=mg. 2.2,1)

Fa tamprumo jéga proporcinga sitilo pailgéjimui (r-R), nukreipta priesingai pailgéjimui kryptimi ir veikianti tik tuomet, kai s
ilgis yra didesnis uz R. R- neistemto sitilo ilgis:

|E2 =—k(r—-R) ér(r >R). (2.2,2)

—

PasiprieSinimo jéga ° . Kol pasipriesinimas laminarus, jis yra proporcingas ir priesingas grei¢iui. Mes nenagrinéjame to atv
kai veikia turbulentiné, proporcinga greicio kvadratui:



3" ' (2.2,3)

Mes ivedame du pasiprieSinimo koeficientus, c- mazesnis ir yra jud¢jimas statmenai sitilui, g- didesnis ir nukreiptas s

pailgéjimo kryptimi tol, kol veikia tamprumo jéga Fa ;

Fa=—qr'e (r>R). (22.4)

® . dél Zemes sukimosi svyruokle veikia ir Koriolio inercijos jéga, priklausanti nuo Zemés sukimosi kampinio greitio

—

reliatyvaus greitis ¥V Zemés atzvilgiu. Koriolio jéga statmena ir grei¢iui, ir Zemés sukimosi asiai:

-0
Fs =2mryw
78 (2.2,5)

2.3 Diferencialinés lygtys Dekarto koordinatémis

ASis z nukreipta vertikaliai aukStyn, svorio jéga yra prieSinga ortui K , tai svorio jéga Dekarto koordinatémis bus;

(2.3,1)
Sitlo ilgis per Dekarto koordinates:

= FyZ
oy ry Tz (2.3,2)

Norint suprojektuoti spindulio kryptimi uZraSome spindulio orta ©r :

r (2.3,3)

Irasius (2.3,2) ir (2.3,3) formules i (2.3,2) lygti, gauname tamprumo jéga Dekarto koordinatémis:



—

, =k(R-1)(xi+yj+zKk). (234)

Pasipriesinimo jéga Dekarto koordinatémis:

-

F=—c(Xi+y j+Zk) 235)

-

F4 _ Dekarto koordinatémis:

Xi+yj+ ZR)

F,=—c(Xi+y j+Zk-
r (2.3,6)

Suprojektave kampinio grei¢io vektoriy | koordinaciy asis, tariant, kad jis yra plokStumoje yz ir sudaro su y asimi kampe

gauname vektoring sandauga:
2m§ \7VD
suprojektave kampinio greicio vektoriy | Dekarto koordinaciy asis:

w=w(cosB j+snB k)

9

i j kK
X y z w:w@(y'sinB—r'cosB)—]x'sinB +x’cos[3ﬁ
n

@J\/E 0 cosB snP
Tokiu biidu, Koriolio inercijos jéga:

F, = 2m§< cosBx = jsinBx +isnBy —i cosﬁzﬂ
. (2.3,7)

- — I + = +
Irase I II Niutono désnj Dekarto koordinatémis, kur a=xityjrzk , visy penkiy jégu vektoring suma ir sulyging koeficies

9



prie vienody orty, gauname skaliarines lygtis, kur c=c , ¢,-c,=q:

X' = K (Rogyx-Cy+ C) XEWHZ 4 oy -7 cosB),
mrtr m m r

y" :E(E—l)y—&y#(cl_%) i +y52/ Tz y-2wx'snf,
mr m m r

—_ '+ I+ !
Z'=—-g +E(E—1)Z—iz’+(c3 CZ)ﬂ(X y>2/ 2 7+ 20X cosB.
mr m m r (2.3.8)
. e "ty tzz
Sios lygtys yra II eilés ir netiesinés. [ jas jeina iSraiSkos
integruoti skaitiSkai, pasitelkus standartines kompiuterines programas.

, todeél Siy lygciy analiziSkai iSspresti negalime, bel

2.4 Sferinés koordinatés

Dekarto koordinaciy iSraiSka per sferines koordinates:
X=rsinB coso,
y=rsinBsing,

Z=rcosP.

Greitis sferinémis koordinatémis:
v=re+r0 e9+rsin9¢'e¢,

2 — . I2 2 s~ 2 2
vZ=r'?rB'2+r9n26¢ 2,
0 (2.4,1)

LagranZianas yra kinetinés ir potencinés energijos skirtumas:

10



L=E -E,
p

k
mv? _m :
E = =_(r'?+r®'2+r?sin?6¢'?),
==k 0'%)

_ Ko _my2
Ep—mgz+_2(r R)*(r > R).

Cia parasyta, kad potenciné energija susideda i§ sunkio jégos potencinés energijos ir tamprumo jégos potencinés energijos

papildoma salyga, kad siiilas iStemtas, tai yra, kad

(r>R)=0,ka r=R,
(r°R)=Lka r>R

Zinodami lagranziana sferinémis koordinatémis:

L =g(r'2 +r®'2 +1r?8n?0¢'?) — mgrcod —;(r -R)*(r >R)

>

taip pat iSvestines pagal apibendrintas koordinates ir juy iSvestines, gauname Lagranzo lygtis:

d oL, _ oL |
= = =0 = ]
a (-a—r—qk) 9 =10, =0,g,=¢

, q,- apibendrintosios koordinatés

d(aL):aL_ d(aL):aL, d(aL):aL
dt or’ or dt 08" 98 dt 90" 99

Jos konkreciu sferiniu koordinac¢iy atveju bus trys:

oL ,
=mr',
oar
g;:;(re'z +rsin?0¢'? —mg cosd) —k(r - R)(r > R),

9y = (102 + 26in?69"2 - Y cod) +K(r - R)(r > R).
dt 2 pagal koor r I-lygtis

oL 5
=m0’
LM
oL =mr2sinB cosBd’'? + mgr sinb,
09

%(rze') =rsinB cosfd ' + mgr sin®,

I lygtis
+
%‘r:rrrzsinzecl)'; g;_o,
9 (r2sin*69") =0
dt T lygtis

11



Lagranzo lygtis galioja tik konservatyvioms sistemoms, tai yra tokioms, kurioms darbas dA=-dU yra pilnasis diferencialas ir kuri

galioja energijos tvermeés désnis. Jei yra pasiprieSinimo jégos, tada reikia pasiprieSinimo jégas prijungti prie Siu lygciy kitu bidu, taip

- __ [F-0
Fe = ZmQ/ Wa
Koriolio jégomis , kurios atsiranda dél kampinio greiCio w, nes Sity jégu darbas lygus 0.

2.5 Vektoriy, aprasanciy svyruokle, transformavimas is cilindriniy j sferines koordinates

Pagreitis cilindrinémis koordinatémis 1§ (Zr. lit.1):

a:(pn_pq)!z) ép+(2pl¢l+p¢n)e;+rnlz

(2.5,1)
UZrasome i$ cilindriniy koordinaciy per sferines koordinates:
P =rsinb
(2.5,2)
z=rcosd
Grettis 18 cilindriniy koordinaciy i sferines koordinates:
1 — I e + el . e
P =r cosv +r0 sin ‘ (2.53)
Pagreitis 1S cilindriniy koordinaciy i sferines koordinates:
n — n . e + Ie r e + e n e — e 12 . e
P =r sin® +2r0 cosb +rB " cosb —rb “sin (2.5.4)

12



Grettis 1S cilindriniy koordinaciy  sferines koordinates:

Z =r'cosB —-r6'sind ' (2.5.5)

Pagreitis 18 cilindriniy koordinaciy i sferines koordinates:

Z'=r"cos® ~2r'8'sin® —rB"sin® —r6"*scosh (2.5,6)

Gautas pagreicio koordinates (2.5,4) ir (2.5,6) 1 pagreicio cilindrinémis koordinatémis formulg

a=(r"sn® +2r'0cosd +r" —r8'25nB —rsinB9"2)(es cosd + e, sinb) -
—(2r'd"sin® + 160" cosd +rsinBh") e, + (r" cosd —2r'0'sinb —r8" =" sn6 + ' cosh) *

* (e, cosb — ey sinB). 2.5,7)
Sutraukiame narius prie vienody ortu:

a= ér (r'sn?0 +2r'8'sinB cosB +rB8"snB cosO —rB'2sin?0 —rdp'2sin?0 +
+r"cosB —2r0"sin6 cosB —rB"sinB cosB —rB'? cos?0) +

+eﬂe (r"sinB cosB +2r'0'cos?’0 +rB"cos?’0 —r0'2sin6 cosB —rdp'?sinB cosO -
—-r"sinB cosB +2r'8'sin?0 +r0"sin?6 +rB2sinBcoch) +

+e (2r'd'snd +r0d'cosd +rsinbd").
3 ) (2.5,8)

Pagreitis sferinémis koordinatémis:

é=é{' -r6'? —r¢'zsin26}+e;{2r’6'+r6"—r¢'zsin9 cose}+é;,{r¢"sin6 +2r'¢'sin® +2r8'9" cosd}

13



UZraSome svorio jéga Dekarto koordinatémis, kai asis y nukreipta { virSu:

L (2.5.,9)

Paimam (Zr.lit1) formule

e; :érsine +ée cosP

(2.5,10)
paimam i$ (Zr.lit.1)
j=e snB +e cosb
P P (2.5,11)
(2.5,10){ (2.5,11)
j =(e sin® +¢ cosB)sing +e, cosd
' ¢ . (2.5,12)
Gauname orta sferinémis koordinatémis:
] =e sinBsind +e cosBsind +e cosd
' ¢ (2.5,13)
Svorio jéga sferinémis koordinatémis
-mg j =-mg(e sinBsind +e cosdsind +e cosd
] =-mote ° ¢ ) . (2.5,14)
Pasiprieginimo jéga i (2.2,3)
F =-cv
P . (2.5,15)

(2.5,15) formulg jrasome i (2.4,1) ir gauname pasiprieSinimo jéga sferinémis koordinatémis:

14



F =—c(r'e +rBe +rd'snde )
P ' ° L (2.5,16)

Tamprumo jéga:

Fo=edR-n > R)[k’“Q‘D(f')]}, (2.5,17)

Fo_ tamprumo jéga, veikianti, kai sitilas isitempes, ilg€jimo tamprumo koeficientas yra k+q, o sitilui atsistatant tampr
koeficientas yra k.

(2.5,14) (2.5,16) (2.5,17) formules suraSome i II Niutono désni F=ma, gausime skaliaring diferencialing lygciy sist
sferinémis koordinatémis:

Efnr" ~r0'2 ~19'25n?8 =mgsin®sind —cr' + (R=r)(r > R)lk + g®(r)]+ 2mwr¢'sin cos@ + B) B
[m(rr'®" +r0" ~r¢"?sin6 cosB) = ~-mg cosB sind — B’ + 2mwr sinB9'sin(® + ) D
a“(rq)"sine +2r'0’'sin® +2r8'9" cosB) = -mg cosd —ar @' sind + 2mw(r'cosP +B)—rb'sin® +¢))E

15



2.6 Vektoriy, aprasanciy svyruokle, transformavimas i§ Dekarto | sferines koordinates

Uzrasome greitj sferinémis koordinatémis (i$ zr. lit. 1):

Q:r§+r6'§3+rsin6¢’e;).

(2.6,1)
Pagreitis Dekarto koordinatémis:
asxity'j*z'k, (2.6,2)
UZraSome orta i cilindrinémis koordinatémis:
i =e cosp —e sind | 263
Ortas ] 1§ Dekarto i sferines koordinates paimtas i§ (2.5,11):
= e:" cosh + e; sng . (2.6,4)

Ortai iS cilindriniy | sferines koordinates:

16



k=e cosb —e, sinb

(2.6,5)

e =e cosB -e sinb
P 0 r

UZraSome Dekarto koordinates per sferines koordinates:

X = rsin® cosd

b

B
y=rsin S|n¢’ (2.6.6)

Z=rcoso

GreiCio peré¢jimas 1§ Dekarto koordinaciy | sferines koordinates:

[ e . + el . + r . e .
X =r'sinsind +r0'cosBsind +rd'sinbsind 2.6,7)

Pagreicio peréjimas 1§ Dekarto koordinaciy i sferines koordinates:

X"=r"sn0snd +r'0'cosb snd +r'd'snBscosd +
+r'0 cosBsnd —rcosb snd +rB" cosb sind —
-r8"2snBsnd +r0'¢’' cosB sind +r'dp SnB sind +

+rd"snOsnd +rdp'0 cosB snd +rdp'2snb cosh. (2.6,8)

Cia yra trys antros eilés netiesinés antrosios eilés diferencialings lygtys, kurias galima transformuoti | 3eSias I-os «
diferencialines lygtis. Norint modeliuoti reikia parinkti skaitines i lygtis jeinanCius parametry reikSmes ir pradines salygas, prad
koordinates, pradinius greiCius. Parametrai yra Sie: masé m, laisvojo kritimo pagreitis g, itemto siilo ilgis R, tamprumo koeficientas s

_ 2

W= _
2

isitempus k+q, atsistaius sitlui tamprumo koeficientas k, pasipriesinimo koeficientas ¢, Zemés sukimosi kampinis greitis
Zemés asies kampas su y asimi 3.
Turint Siuos parametrus ir lygtis bei pradines salygas, reikia pasirinkti skaitinius diferencialiniy lygiy integravimo matemati

paketus. AS naudosiu kompiutering sistema MATHCAD 2001. Universali kompiuteriné matematikos sistema turi galingas gra
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vaizdy kiirimo priemones, sprendzia visy matematikos sriciy matematinius uzdavinius, taip pat galima atlikti animacija. Ja nesunku di
turi daug patogiu paleciy.

3. Svyruoklés judéjimo tyrimas modeliuojant kompiuteriu

3.1 Dekarto koordinatémis, kai jungiamoji dalis - tamprus siiilas

Zemiau naudojamy parametry reik$més turi tokias dimensijas

b= g b= L =19, 0= by JembRl=mb )= -

g=10 L(xy, 2= \/7 +y?+ 7 m:= 40 k= 8107 c:=0.01 q:=0.9

E x0 E x0:=0.0 y0:=0.0 z0:=-30 x09=0.0 y0':=0.0 z0:=0.0
0Y° g
_020 0 R:=L(x0y0,20 - @ v0:=L(x0,y0,20) Tm:=2mj_— Td = 2"
X= 0 «o 0 k g k

g 0

Yoo B :=£m w:=ﬂ H(xY,2) :=EE@L —1@%L <1ﬁ
Oz O 180 2460160 m LL(x,y,2) L(xy,2)

18



O X3 O
U U
O X4 0
U 0
0 - > 0
BH(xo,xl,xz)&o - ﬁ’@ _ X%t X gk ﬂq&ﬁ + dex4§n(ﬁ) - xgﬁos(ﬁ» B
D(t.%) = m L. % %P m 0
+ +
B Hlp, v, 30)3, — e - 2078 Xk :2&5EE&1 - 20%,(sin (B) B
B m L(xo,xl,xz) m 0
U O + + 0
|:| H()b,xl,XZ)&z - EE - )b 8 X1&4 XZ&SEE &2 - g + 2@&3@05([3) |:|
O m L. M 0
tg == 1(60 N := 10000 n:=0.N
U:=rkfixedx0,tg,N,D)  t,==U, ¢ X =Up 1 Yn=Upn2 z,=Up 3

X = Un,4 Yn= Un,5 Zy = Un,G M= L(Xn'Yn'Zn) V= I-(X'n'yln’zln)

D - D—»
_k 2 — —mo 2 —
Ek.—imR—r) Eh:=migz Ev.—Ellv) W =Ek+ Eh+ Ev
0 \_/| T T T T T
= \/ \/ \4\/

-1i | | ] | I I

11 0 10 20 T 40 50 50 70
t .5

1 pav. Greicio v, priklausomybé nuo laiko
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x,m

2 pav. Trajektorijos projekcijos i x y (horizontalg) plokStuma

HAIRe

-1:

3 pav. Atstumo nuo vertikalios pakelimo asies priklausomybé¢ nuo laiko

Zemiau naudojamy parametry reik$més turi tokias dimensijas

b= g b= L =19 0= by Jembl=mb )= -



g=10 L(xvy.,2 :=,[>_<2 + y2 + 7
|:| D x0:=0.0 yO =0.0

020 0 R:=L(x0y0,20) —?

m:=4 k= 4.010° c:=0.01 q:=9.9

z20.=-1 x0"=12.0 y0:=0.0 z0:=0.0

v0:=L(x0,y0,20) Tm:= ZTEF Td = ZTE\/?
g

0Y0' O [3:=iEJI w:=ﬂ H(x,y,2) :=EE@L—1@%L<1@

Oz O 180 2460160 m LL(x,y,2) L(x,y.2)
1l % U
B S 0
O X4 O
U U
U O, + +X5 =
BH(XO,xl,xz)&o Mg - 0 T 0% 0% o an(B) —x;ﬁbos(ﬁ))%

D(t.%) = m L (0% %) m o

X, + +
B H(XO’X].’XZ)&]_ - ﬁ@ - )b 8 X1&4 XZQSDE&]_ - 2(&)&3@n (B) B
0 m L(xo,xl,xz)2 m 0
U] O + + U]
|:| H()%,Xl,XZ)&z - ﬁﬁ - )b 8 X1&4 Xzas[ﬂ&z - g + 2(1)&3@03(8) |:|
O m Lo 0P M O
tg :=0.560 N := 10000 n:=0.N
U =rkfixedx,0,tg,N,D)  t,:=U ¢ X =Up g Yn=Un2 z,=Up 3
X'n = Un,4 y‘n:: Un,5 Z'n:: Un,6 M-= L(Xn'Yn'Zn) V= L(X'n'y'n'Z.n)
D - D—»
Ek:= @mR - )24R < r)ﬁ Eh:= mg2 Ev = ;mv)2 W = Ek + Eh + Ev
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4 pav. Sitlo ilgio priklausomybé nuo laiko
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5 pav. Trajektorijos projekcijos i x y (horizontalg) plokStuma
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s

}{,m

6 pav. Trajektorijos projekcijos i x z (vertikale) plokStuma

Duotas pradinis greitis, i§ pusiausvyros padéties x aSies kryptimi, toks, kad svarelis pereina auksCiausia taska. Po k
apsisukimy, dél energijos nuostoliy, judéjimas pereina i svyruojamaji, o svyravimo plokstuma dél Koriolio jégos sukasi (zr. 5 p
Gerai matyti, kad svirelis ,,nukrito” 18 sekundg (Zr.5 pav.).

3.2 Dekarto koordinatémis, kai jungiamoji dalis - tamprus strypas
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Zemiau naudojamy parametry reik§més turi tokias dimensijas

u=§r2,[m]=kg,[l—l]=§12.,[k]:§,[d:?, [Xoyozo]=m[R]=m[vo]=r:, L/v]:i-

g:=10 m:= 0.4 k:=100° c1:=0.03 c2:=0.02

x0:=0.6 y0:=0.5 z0:=-0.5 x0"=0.50 y0':=0.7 z0=04

R =, ,x()’Z + y(F + z@ v0 = ,/202 + x62 + yO‘2 R =0.927 v0 =0.949
— — . m tg == 29.9
L(x.y,2) = +y“+ Tm:= 2 _— Td =2 _
(xy.2 J? Y+ 2 fg f )

[1x0 [ N := 20000
¥ =0
0z O
X Oy O
0 0
Yo' O
|:|ZOI |:| D X3 D
U O
U X4 0
J O
. k R X ® O
O Q > . o0 [
- ] —1- el + c2 + +
D(t.%) = mgﬂ[&(m) ﬁ mfﬁ 2 GefF + G+ boPH =
U 0
O E&[E R _1ﬁ_£4 1+ 2 2 2 ) ]
0 m " Olg ) m[ﬁ YooF+ ba) GePH 0
J O
k R X5
D—&E@_(—)—lﬁ—_ 1+ 200l + (P + 6)PE-g O
Om * Orbo % m[ﬁ Yoo+ b GoPS 95
U= rkfiXedX,O,tng,D) tn:= Un,O Xy = Un’]_ Y= Un’2 7= Un,3

Xn=Uns Yn=Ups Zn=Uns M= L(Xn'Yn'Zn) V= L(Xln’y'n’zln)

D - D—>
Ek:=l£MR—r)2 Eh:= g2 Ev:= r_znmv)2 W :=Ek+ Eh+ Ev
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7 pav. Strypo ilgio priklausomybé nuo laiko
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8 pav. Trajektorijos projekcijos i x y (horizontalg) plokStuma

-0

11—

1] 10 20 30

T.,m

9 pav. Aukscio priklausomybé nuo laiko

Zemiau naudojamy parametry reikimés turi tokias dimensijas
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b= =i b= = =T ey Jemid= b b=

g:=10

X0:= 0.6 y0:=0.0

R:= /xi?+ y02+ 20
L(xy,2) = &24_ y2 + 7

Uxo O

A A

31~

D(t,x) :

U := rkfixedx, 0,tg, N, D)

Xln = Un,4 y'n = Un,5

k |:| -
Ek:=EMR—r)2

m:= 0.4 k:=110° cl1:=0.01 c2:=0.02
20:=-05 x0':= 0.00 y0':=0.7 20:=0.1
vo:= 207+ x0? +y0?  R=0.781 v0 = 0.707
Tm:= znﬂfE Td = Z‘EF 'g =299
k
J N := 20000
n:=0.N

O
& O
X4 O
O
k i .
R X3 7 7 2 [

2 E@_&O_) -1~ 21 + 2 + +
m@{0 L\ X %o, ﬁ m[% Q/(&) b+ b E U
O
k R X4 7 7 2H [

I - 10~ 201 + 2 + +
S LN — o R+ e s (PGP O
O
S - 2+ b P e 6P g
LG X5 %, m U

tn:: Un,O Xn:: Un,l yn:: Un,2 Zp = Un,3
Zo=Une  mmllaynz) vl ynz,)
m D—»
Eh:=mgZ Ev:=§MV)2 W :=Ek+ Eh+ Ev
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10 pav. Strypo ilgio priklausomybé nuo laiko

0.5

11 pav. Trajektorijos projekcijos i X y (horizontal¢) plokstuma
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12 pav. PlokStumy p z atstumas iki pusiausvyros asies (nuo vertikalés nubréZtas per pakabinimo taska)

Jeigu atlenksim 1 Sona svyruokle, su tampriu strypu, suteiksime greiti ne centro kryptimi, tai svarelis juda gana imantria trajektc
svyravimo plokStumoje sukasi (zr. 11 pav.). Amplitudé mazéja, strypas leidziasi (zr. 10 pav.).

3.3 Sferinémis koordinatémis, kai jungiamoji dalis - tamprus siiilas

Zemiau naudojamy parametry reik§més turi tokias dimensijas
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b= =i b= = =T ey Jemid= b b=

9:=10 m:= 16 k:=16010° c:=02 =005k R:=20
§ © 0 o
= 00:= == =0. 60:=0. =0.
B 60 0 ro:=1 0 QOD@ @ QOD@ vr0:=0.0 vbB0:=0.0 v@:=0.0
() U
= B vrO B v0 = Jvroz + VOO + ngz Tm:= zrﬂfE Td = an]\/? s(¥) = sn(x)
0O veo [ g
0 ro 0 .
0 0 B:= 2@[ w:= _ZDH H(r,r) = (r—-R){r>R) D—(k * q@(r))
O V@ 180 2460060 m
[l rodin\60) [
H s H
U X4 U
0 H
0 & 0
_ O )@@(4)2 + (XS)ZB(Xl 2 — ZIZL)&EB(xl)E‘os(B + xl)ﬁ— g@(xl)ﬁ(xz) -¢ D = H(XO,XQ O
D(t,x) =1 m l
0 H
B(ng(xl)mos(xl) - %&3&4 - %mos(xl)@(xz) - i3+ 200fei3o) - )50 + x) C
] 255, 2 eleos() _ gltosl) ¢ 26s3leos(B + x) =
0 X slq) %8y m xo8(x) 0
tg := 3.060 N := 10000 n:=0..N
U:=rkfixedx,0,tg,N,D)  t,:=U, ¢ m=Up1 8,=Up, ¢ =Up 3

r'n = Un,4 e'n:: Un,5 (pn = Un,6 Ven:: rnm"n V(pn = rnEpn@n(en)

X:= E@n(e)ﬁos((p)) Vo= rn@n(ﬁn)@n((pn) z:= 6@05(6» V= Kr;jz + (VB;F + (v@?
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13 pav. Sitlo ilgio priklausomybé nuo laiko
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14 pav. Trajektorijos projekcijos 1 x z (horizontalg) plokStuma
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X, m

15 pav. Trajektorijos projekcijos | x y (vertikalig) plokStuma

Esant labai ilgam tampriam sitilui dél Koriolio jégos, net po vertikalaus pakelimo po pakabinimo taSku, svarelis ne tik Soking
dél sitilo tamprumo, bet ir pereina po kurio laiko i svyravima vertikalioje plokStumoje(zr. 15 pav.). O pati svyravimo ploksStuma
Zemés sukimosi taip pat sukasi.

Zemiau naudojamy parametry reikimés turi tokias dimensijas

bl= 2 bnl=ig =2 Id="2 E=" beyizp J=mIRl=m by = =2



g:=10 m:= 16 k:=16010° c¢=02 =005k R:=20

0 o U
0 o . o T R — — —
0 00 0 r0:=20 60:= 903@ @®:= 303@ vr0:=0.0 v60:=18.0 v@@:=0.0
() U
= E vr0 B v0 = \/er2 +vO0* + v@®  Tmi= ZﬂfE Td = Zr[jj\/? s(¥) =€n(¥)
O veo [ J
O o O
U U B::iﬁt w::ﬂ H(r.r) == (r - R){r >R)El(kqir))
0o Vv&o 180 2416060
U rosin\eo) U
H s H
U X4 U
0 0
0 "5 0
_ O )@E@x)z + (XS)ZB(xl 2 — ZEL)&SB(xl)@os(ﬁ + xl)a— g@(xl)ﬁ(xz) -t D = H(xo,xg) 0
D(t,x) =1 m 0
0 0
E(ng(xl)mos(xl) - %&3&4 - %m&os(xl)a(xz) - i3+ 20fei2o) - )50 + x) C
B 255, 2% Beos(e)  gleosle) ¢ 2@&3@)3(3 + %) B
0 X - sbq) 0S8ly) m %o 50q) 0
tg = 3.060 N := 10000 n:=0.N
U= rkfixedx,0,tg,N,D)  t,:=U, ¢ m=Un1 0,=Up 2 ¢, =Up 3

r'n = Un,4 e'n:: Un,5 (pn = Un,G Ven:: rnm)ln V(pn = I'nlzt)n@n(en)

X:= 5Ein(9)ﬁos((p» Yn = rnEn(en)Ehin((pn) z:= 6@05(6» Vi = Kr;jz + (VS;F + (V@F
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16 pav. Trajektorijos projekcijos i x z (horizontalg) plokStuma
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17 pav. Trajektorijos projekcijos | x z (vertikalg) plokStuma
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18 pav. greicio priklausomybé nuo laiko

4. ISvados
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Sprendziant diferencialines lygtis ir modeliuojant Mathcad matematine programa, galima pavaizduoti jas grafiskai ir anim
Sutaupyti laiko, nes eksperimenta atlikti reikia daugiau priemoniy ir laiko. IS gauty rezultaty matome, kad esant labai ilgam tampr
sititui dél Koriolio jégos, net po vertikalaus pakélimo po pakabinimo tasku, svarelis ne tik Sokinéja dél sitilo tamprumo, bet ir per
po kurio laiko { svyravima vertikalioje plokitumoje. O pati svyravimo plokstuma dél Zemés sukimosi taip pat sukasi. Suteikus pra
greitj svareliui su tampriu sitilu, taip, kad svarelis pereina auksciausia taska, matome, kad po keliy apsisukimy, dél energijos nuosts
judéjimas pereina i svyruojamaji, o svyravimo plokstuma dél Koriolio jégos sukasi. Siuos modeliavimus galima pateikti kaip laboratc
darba.
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