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[VADAS

Aktualumas. Hidrodinamika yra hidromechanikos Saka, tirianti nesptidziyjuy skysciu
tekéjima ir ju saveika su kietuoju kiinu arba dviejy skirtingy skys¢iy saveika skiriamuoju
pavirSiumi. Hidrodinamikos metodais nustatomas skysc¢io greitis ir slégis bei kiti parametrai
bet kuriame tékmeés taske, bet kuriuo laiko momentu. Taip pat galima nustatyti slégio ir
trinties jégas, veikiancias skystyje judanti kiina.

SkysCiy dinamika arba hidrodinamika — tai skys¢iy mechanikos Saka, kurioje
nagrin¢jamas skys¢io judéjimas, jvertinant ji veikiancias jégas. Teorinius hidrodinamikos
pagrindus sudaro Oilerio idealiojo skysCio lygtys bei Navjé — Stokso klampiojo skyscio
lygtys. Hidrodinamikos metodai padeda spresti hidrologijos, hidrotechnikos, meteorologijos,
Siluminés fizikos uzdavinius, atlikti hidrauliniy turbiny, siurbliy, vamzdyny skai¢iavimus.

Viena hidrodinamikos sri¢iy yra skysCio tekéjimo nagrinéjimas laminariniame
pavirSiuje. I. Mendelejevas 1880 m. pirmasis pastebéjo skys€io klampumo pokyc€ius Salia
aptekamy pavirsiu.

Jeigu skysciui tekant vamzdziuose klampumas pasireiskia visame skerspjuvyje, tai
kiiny aptekéjime (ypac pailgy) klampumas pasireiskia tik labai ploname sluoksnyje prie pat
kieto pavirSiaus (pasienio sluoksnyje). Jei neklampiajame sraute skystis slysta sienos
pavirSiumi, tai realiame sraute jis prilimpa prie sienos ir d¢l klampumo ploname sluoksnyje
pristabdomas. Si sluoksni L. Prandtlis pavadino laminariniu sluoksniu. Pasienio sluoksnis yra
labai svarbi savoka ir aerodinamikoje. Tai plonas sluoksnis prie aptekamo kiino pavirSiaus,
kuriame pasireiSkia oro klampumas. Srauto tipas pasienio sluoksnyje turi didelg itaka
aptekamo kiino pasiprieSinimui. Esant tam tikroms salygoms, pasienio sluoksnis atitriksta
nuo kiino pavirSiaus, padidindamas pasiprieSinima.

Siame darbe nagringjame klampaus skysCio tekéjima laminariniame pasienio
sluoksnyje. Sia tema Lietuvoje pladiausiai nagrinéjo prof. A. Zukauskas [10], [11].

Problemos.

1. Skyscio tekéjimo greicio apraSymas laminariniame pasienio sluoksnyje.

2. Tekejimo sistemos sprendimas laminariniame pasienio sluoksnyje.

Tyrimo objektai. Klampaus skyscio tekéjimo laminariniame pasienio sluoksnyje
lygtys.

Tikslas. Skaitiniais metodais iSspresti skys¢io tekéjimo laminariniame pasienio
sluoksnyje sistema.

UZdaviniai:

1. ISanalizuoti skyscCio tekéjima laminariniame pasienio sluoksnyje.



2. ApraSyti skyscio tekéjima apibréziancia sistema.
3. ISspresti sistema skaitiniais metodais, matematiniu paketu MathCAD 13, Rungés —
Kuto metodu.

Tyrimo metodai. Literatiiros studijavimas, naudojamu metody panaSiems
uzdaviniams spresti analizeé, skaitiniai metodai.

Tyrimo etapai.
Pirmame etape (2007 m.) buvo analizuojama literatira, interneto duomeny bazés. ISnagrinéta
literatiira leido suformuluoti tyrimo problemas, tiksla ir uzdavinius.
Antrame etape (2007 — 2008 m.) skyscio tekéjimas buvo tiriamas jvairiais metodais, atliktas
zvalgomasis tyrimas. ISnagringjus ivairius metodus nuspresta skyscio tekéjima laminariniame
sluoksnyje nagrinéti skaitiniais metodais.
Treciame etape (2008 — 2009 m.) skyscio tekéjimo lygtys iSspresti skaitiniais metodais
matematiniu paketu MathCAD 13.
Ketvirtame etape (2009 m.) iSanalizuoti rezultatai ir suformuluotos iSvados.

Darbo struktiira. Magistro darba sudaro {vadas, trys skyriai, santrauka. Pirmame
skyriuje iSnagrinéta teoriné dalis. Antrame skyriuje suformuluotas uzdavinys. Treciame

skyriuje pateikti skai¢iavimai matematiniu paketu MathCAD 13.



1. TEORINE DALIS

1.1. TOLYDUMO LYGTIS

Hidrodinamika nagrin¢ja skyscio judéjimo désningumus ir ju taikyma technikai.
Kadangi hidrodinamikos nagrinéjami reiSkiniai yra mikroskopinio pobtidzio, tai
hidrodinamika nagrinéja skysti kaip tolygia terpg. Matematinis judancio skyscio apraSymas
realizuojamas skyscio grei€io pasiskirstymo funkcija v = v(x,x,,x,,#) ir kuriais nors dviem
jos termodinaminiais dydZziais, pavyzdZiui, slégio p(x,,x,,x,,¢) ir tankio p(x,,x,,x,,¢). Visi
Sie dydziai 1S esmés yra koordinaciy x,x,,x, ir laiko ¢ funkcijos. PabréSime, kad bendru
atveju skyscio greitis v priklauso nuo tasko (x,, x,,x, ) trimatéje erdvéje ir nuo laiko #; tas pats
liecia dydzius p, ir p [1], [2], [3].

ISvesime pagrindines hidrodinamines lygtis. Nagrinékime tam tikra erdvés tiirj V.
Skysc¢io kiekis (mas¢) Siame tiryje yra J.pdV, ¢ia p yra skysCio tankis, o integravimas
vykdomas pagal tiirj V. Per pavirSiaus, ribojan¢io nagrinéjamga tiiri, elementa df per laiko
vieneta nutekamo skys¢io kiekis lygus pvdf . Cia vektorius df nukreiptas pagal pavirsiaus
iSoring normalg, t.y pvdf yra teigiamas, jeigu skystis iSteka i$ tiirio, ir neigiamas, jeigu

skystis iteka 1 ji. Taigi pilnas kiekis skyscio, iStekancio per laiko vieneta iS tiirio ¥, yra

§ pvdf ,

¢ia integravimas vykdomas uzdaru pavirSiumi, kuris apima nagriné¢jama tiirj.

IS kitos pusés, skyscio kiekio sumazéjima tliryje V,, galima uZraSyti taip:

0
—ajpdV.

Sulyging abi iSraiSkas, gausime:

%Ipdl/:—igpvdf. (1.1.1)

Pasinaudoj¢ Ostrogradskio formule pavirSiaus integrala pakeisime tiirio integralu [7]:



ifpvdf :.[V-(pv)dV.

IS (1.1.1) ir paskutinés formulés iSplaukia, kad
op
—+V-(pv) dV =0.
| ( V(oY)

Kadangi $i lygybe teisinga kiekvienam tiriui, tai pointegraliné iSraiska turi buti lygi nuliui,

ty.

op
L iv.(pv)=0 1.1.2
7 (pv) (1.1.2)

(1.1.2) lygtis yra vadinama tolydumo lygtimi.
ISraiska V- (pv), (1.1.2) formulé galima uzrasyti tokiu pavidalu

a—er,oV-erva:O. (1.1.3)

ot

Vektorius
i=pv

yra vadinamas skyscio srovés tankiu. Jo kryptis sutampa su skysc¢io judéjimo kryptimi, o jo
absoliutus dydis nustato skys¢io kieki, pratekantj per laiko vieneta per ploto vieneta,

18sidésciusi statmenai greiciui.

1.2. OILERIO LYGTIS

Panagrinékime skyscio judéjima, kuriame Silumos laidumo ir klampumo procesai néra
esminiai, t.y manysime, kad néra Silumos perdavimo ir trinties tarp jvairiuy skyscio daleliy,
taip pat tarp skyscio daleliy ir jvairiy saveikaujanciy su jomis iSoriniy kiiny. Toks skyscio

jud¢jimas vadinamas idealiuoju [8].



Pilna jéga, veikianti i$skirta skyscio turi, yra lygi slégio integralui, pagal nagriné¢jamo

turio pavirsiy:
— §pdf .
Pagal Ostrogradskio formulg $i integrala galima pertvarkyti | integrala pagal tur:
—~fpdf =—[Vpdv.

IS ¢ia matome, kad skyscCio turio kiekviena elementa dV veikia jéga VpdV . Kitaip tariant,
galima pasakyti, kad skyscio turio vieneta veikia jéga V p.

Skyscio turio judéjimo lygtis iSreisSkiama taip:

av

= =_Vp. 1.2.1
pdt p ( )

.. ceeodv oy e ” ” ) -
Cia esanti i§vestiné = apibiidina apibréztos erdvéje judancios skyscio dalelés greicio
t

pasikeitima. SkysCio dalelés greic¢io pokytis dv erdvés taske per laika dt susideda 1§ dvieju
daliy: 1§ greicio pokycio duotajame taske per laika dt ir i§ greiciu skirtumo (tuo paciu laiko
momentu) dvejuose taskuose, atskirtuose atstumu dr, kuri nuéjo skyscio dalelé per laika dt.

Pirma dalj galima uZraSyti taip:

N .
ot
Antroji dalis yra lygi
v, N, Y~ arvyy,
Ox, X, Ox,

Todél skyscio dalelés greicio pokyti galime iSreiksti taip:

dv =a—vdt+(dr-V)v.
ot



Padaling pastarosios lygybés abi puses 1§ df gausime:

dv _ov

o 5+(V-V)V. (1.2.2)

Gauta santyki irasius 1 (1.2.1) formulg turime:

%+(V-V)V=-%Vp. (1.2.3)
Sia formule pirma karta i§vedé L. Oileris 1755 m. Tai yra standartiné skyséio judéjimo lygtis,
kuri vadinama Oilerio lygtimi.

Jeigu skystis yra gravitacijos lauke, tai kiekvienas jo tiirio vienetas yra veikiamas
jégos pg, Gia g - gravitacijos pagreitis. Si jéga turi biiti pridéta prie desines (1.2.1) lygties
pusés. Taigi lygtis (1.2.3) igauna pavidala:

@+(V-V)V=-Vp+g. (1.2.4)
ot P

Jeigu idealusis skystis yra nespiidus, tai jo tankis p yra pastovus dydis, kurj galima

laikyti Zinomu. Siuo atveju (1.1.2) tolydumo lygtis turi pavidala;:
V-v=0. (1.2.5)

Tolydumo (1.1.2) ir (1.2.4) Oilerio lygtys sudaro idealiojo skysCio hidrodinamikos lygciuy

sistema:

ﬁJr(v-V)v:—@ng,
ot P

V-v=0.

Taskuose, kuriuose skystis lieCiasi su nejudamu pavirSiumi, turi biiti patenkinta kraStine

salyga:

v =0, (1.2.6)



¢ia v, = v-n, n — vienetinis iSorinés pavirSiaus normalés vektorius.

1.3. IMPULSO SRAUTAS

Skyscio tirio vieneto impulsas yra lygus pv . Jo pasikeitimo greitis yra:

ot
Turime, kad

0 ov, op .
— =p—+—v.,1=1,23.
6tp =P o ot '

Pasinaudosime tolydumo lygtimi (1.1.2)

ap
+V- + —(pv 0
Py (pv) = a kZ:, ox, (pvy) =

ir (1.2.3) Oilerio lygtimi

Tada gausime:

P 3
vak P Vizﬂz_@_zai(pvivk)'

axk Ox, o O X, o

Pirmaji narj deSinéje pus¢je uzrasysime taip:



.. .. i Lkaii=k
¢ia 0, - Kronekerio simbolis [1],t.y 6, = ,

0,kaii # k.

ir galutinai randame:

3 a )
gpvi =— &, (1.3.1)
ot o Ox,
Cia tenzorius [[, apibréZiamas formule
[1, =pdy +pvyv,. (13.2)

Lygti (1.3.1) suintegruokime pagal turi:

3
%Ipvidv = —jzm—*dv

o Ox,

Desinéje esanti tirinj integrala pakeisime pagal Ostrogradskio formulg pavirSiaus integralu:
a 3
ajpdez—ff;Hik ndf . (1.3.3)
Pastebésime, kad 18 (1.3.2) formulés iSplaukia lygtis:
3 3
zHiknk =pn; + pvizvknk
k=1 k=1

Sia i$raiska galima perra$yti vektoriniu pavidalu:
pn+ pv(v-n). (1.3.4)

Tenzorius [], vadinamas impulso srauto tankio tenzoriumi. Vektorius (1.3.4) apibrézia

impulso vektoriaus srautg kryptimi n , t.y. per pavirsiy statmena n.

10



1.4. KLAMPAUS SKYSCIO JUDEJIMO LYGTIS

Panagrinésime itaka, kuria daro skyscio tekéjimui judéjimo metu vykstantys energijos
disipacijos procesai. Norint i$vesti lygtis, apibiidinancias klampaus skyscio jud¢jima, biitina
pridéti papildomus narius prie idealaus skyscio judéjimo lygties. Tolydumo lygtis galioja bet
kokio skyscio judé€jimui, taip pat ir klampaus. Taciau Oilerio lygtys turi biiti pakeistos. Oilerio

lygtys gali buti paraSytos taip:

3
— v, = ZaH”‘ i=1,23.
ox,

¢ia [[, — impulso srauto tankio tenzorius. Impulso srautas, aprasytas (1.3.2) formule susijgs
su skyscio daleliy pernesSimu i§ vienos vietos 1 kita ir skystyje veikianCiomis slégio jégomis.
Skysc¢io klampumas iSryskéja pernesant impulsa 1S viety su maZzesniu, i vietas su didesniu
greiciu [8].

Todél klampaus skyscio judéjimo lygtis galima gauti, pridéjus prie ,,idealaus* impulso
srauto lyg¢iy papildoma nari o), , apibiidinant] negriztama (,.klampy*) impulso perkélima

skystyje:
[ =pdy +pv,v, -0} ==, +pV,V,, (1.4.1)
o, =—po, +0,, (1.4.2)

vadinamas tamprumo tenzoriumi, o o, — klampiu tamprumo tenzoriumi. o, apibudina ta

impulso srovés dali, kuri néra susijusi su tiesioginiu impulso perkélimu kartu su judancio
skyscio mase.

Nustatyti bendrq tenzoriaus o, iSraiSka galima remiantis sekanciais samprotavimais.
Vidinés trinties skystyje procesai atsiranda tik tais atvejais, kai skirtingos skyscio dalys juda
su skirtingu greiiu, taigi kai yra skysc¢io daliy judéjimas viena kitos atzvilgiu. Todél o}, turi
priklausyti nuo grei€io iSvestinés pagal kintamuosius x,. Jeigu greic¢io gradientai néra labai

dideli, tai galima manyti, kad impulso perneSimas, salygotas klampumo, priklauso tik nuo

.. e e o, " ... OV, )
pirmyjy greicio iSvestiniy. Pacia o, priklausomybg nuo iSvestiniy — galima laikyti tiesine.
X

11



PR ) ) .. ov, e et
Kadangi o}, turi virsti nuliu kai v = const, tai nepriklausan¢iy nuo —- nariy o, iSraiSkoje
X
k

negali buti. Tarkime, kad skystis tolygiai sukasi kaip vientisas kiinas su pastoviu sukimosi

greiciy © . Aisku, kad Siuo atveju jokios vidinés trinties skystyje neatsiranda. Esant tolygiam

sukimuisi su kampiniu grei¢iu € skyscio greitis v yra lygus vektorinei sandaugai Q x r.
ov,

ISvestiniy —— kombinacijos, virstancios nuliu, kai v=Q x r, yra tokios sumos

Xk

1

ov, 0v,
e
ox, Ox,

i

Dél Sios priezasties o, priklausys nuo $iy simetrisky i$vestiniy "
k

kombinacijy.

Antrojo rango tenzorius, tenkinantis Sias salygas, turi pavidala:

=Rey

. 30V,
o :a[%—"a\]—kJ"'bz O

&ia a, b nepriklauso nuo greicio. Sia iSraiska galima perradyti pavidalu:

Oy =1 ox, a—__glkz

X;

,[avavz

j+ C%i%- (1.4.3)

Pabrézkime, jog esantis skliausteliuvose reiskinys pasizymi savybe, kad sumuojant
komponentes su indeksu i = k gaunamas nulis. Dydziai n ir { vadinami klampumo

koeficientais, jie abu yra teigiami dydziai:

n>0,(>0. (1.4.4)

0
Klampaus skyscio judéjimo lygtis dabar galima gauti tiesiogiai pridedant iSraiSka —— Tk prie
Xk

desiniosios Oilerio lygties pusés:

12



i __%®
p axk ox,

Tokiu budu, gauname:

3 _ 3 3 3 0v.
p %+ka i 8‘0 =+ 0 J V"—%Z a 2. -~ ,1=1,2.3.

ot = = ox, X, o 6xkl 6xk Gxi 3 "5 ox, 8xi 730X,
(1.4.5)

Tai yra bendriausia klampaus skyscio judéjimo lygciu sistema. Dydziai #, { yra slégio ir

temperatiiros funkcijos. Jei klampumo koeficientai yra pastovis tai:

DA S S NAT IS O B RS
2 _LZ +Zax,.axk 38xZOxJ az 77Zax,§+g+3 ‘Z .

3
2
k=1 6xk X k=1 i j=l X j=1 OX; k=1

Taciau

3.0V, 3.0%y. 3 oV,
L =divy, z ‘;’ = Av,, ZV,{LI(V-V)V,
j=1 ox j k=1 OXy o Ox,

todé¢l klampaus skyscio judéjimo lygtis galime parasyti vektoriniu pavidalu:

p[% + (V-V)v} = Vp+nVv+ (5 +%)V(V V). (1.4.6)

Jeigu skystis yra nespidus, tai V-v =0 ir paskutinis narys deSinéje (1.4.6) formulés

pus¢je lygus nuliui. Tod¢l klampaus nespiidaus skyscio judéjimo lygtis yra uzraSoma:

N v V)ve-tvp+Lyy (1.4.7)
ot p p

Pazymékime My ir pridékime prie (1.4.7) sistemos (1.1.2) tolydumo lygtis:

13



@-l-(V-V)V:-le-‘rVAV, (1.4.8)
yo,

ot (1.4.9)
V-v=0. o

(1.4.8), (1.4.9) sistema vadinama Navj¢ — Stokso lygcCiy sistema [8], [9].
Tarp kietojo kiino pavirSiaus ir realaus skyscio visada egzistuoja molekulinés sankabos
jégos, kas tiesiogiai jtakoja skyscio sulaikyma salytyje su sienele. Taigi prie klampaus skyscio

judéjimo lygciy reikia pridéti ,,prilipimo* krasting salyga:
v=0. (1.4.10)

Pabrézkime, kad Cia reikalaujamas iSnykimas tiek normalios, tiek tangentinés grei¢io
komponentés, tuo tarpu krastinés idealaus skyscio lygciy salygos reikalauja, kad nuliu virsty
tik normaliné komponenté v, . Bendruoju judancio pavirSiaus atveju greitis v turi biti lygus

Sio pavirSiaus greiciui:
v=a,

¢ia a yra pavirSiaus judéjimo greitis.

1.5. LAMINARINIS PASIENIO SLUOKSNIS

Nagrinésime plokscia tekéjima (t.y. funkcijos nepriklauso nuo x; koordinatés ir néra
grei¢io v, komponentés). Tarkime, kad x, aSis yra nukreipta aptekéjimo kryptimi. Tada

Navjeé-Stokso lygtys gali biiti paraSytos pavidalu:

2 2
VI%Hz%:_la_Pw(a_Vzlﬁ Y j (1.5.1)
ox, ox, P Ox, ox;,  Ox;
2 2
v ov, v, o, __1op [0 sz L9 sz , (1.5.2)
ox, ox, P Ox, ox, 0X;

N,V (15.3)

ox, Ox,

14



( Nagrin¢jamas stacionarus tekéjimas, todél iSvestinés laiko atzvilgiu lygios nuliui.)

D¢l pasienio sluoksnio plonumo aisku, kad jud¢jimas jame vyks daugiausia
lygiagreciai aptekamam pavir$iui, t.y. greitis v, bus maZas palyginus su v, (tai iSplaukia
tiesiogiai i$ tolydumo lygties).

x, - aSies kryptimi greitis keiciasi greitai, jo esminis kitimas vyksta pasienio sluoksnio
O eilés storio atstumuose; x, - aSies kryptimi greitis keiiasi létai, esminis jo kitimas Cia
vyksta uzdavinio charakteringojo ilgio / eilés atstumuose (/ yra kiino ilgis). Todél iSvestiné x,
atzvilgiu yra pakankamai didelé lyginant su iSvestine x, atZvilgiu. Paliksime (1.5.1) — (1.5.3)

2 2

\% . ) v .
- yra maza lyginant su —*-, o v,- mazas

Xy X

lygtyse tik pagrindinius narius. Kadangi

lyginant su v,, tai suprastintg lyg¢iy sistema galima paraSyti taip:

2
Ny, M0 M _Ld P (1.5.4)
ox, Oox, ox,  pdx, 0x,

IS (1.5.4) iSplaukia, kad slégis p pasienio sluoksnyje priklauso nuo x,, t. y. p = p(x).
ISreiSkiame slégi p skys€io pagrindinés srovés grei¢iu U(x,). UZ pasienio sluoksnio riby

judé¢jimas yra potencialus, todé¢l yra teisinga Bernulio lygtis:

2

P+ pU = const .
2
Diferencijuojant §ig lygti gausime, kad:
1dp __ v
p dx, dx,

[rasant paskuting iSraiska i (1.5.4) formulg gauname lyg€iy sistema aprasancia skyscio

greit] pasienio sluoksnyje:

o, v v, _,dU

\2! +V2 -V > = P

ox, ox, ox, dx, (1.5.5)
ML g
ox, Ox,

15



Tegul U, yra charakteristinis §io uzdavinio greitis (pavyzdZziui, kiino aptekancio
skysCio srovés greitis begalybéje). Ivesime vietoje koordinaciy x,,x, ir grei¢iy v,, Vv,

bedimencines koordinates x’, " ir grei¢io komponentes v, v} :

: b’
X, =, x, = R
(1.5.6)
) U,v:
vy =Ugvy, v, :ﬁ,
Us T : .
kur R =—. Tuomet (1.5.5) lyg¢iy sistema jgauna pavidala:
v
LoV ov 9] ,dU’
' e + V), paoi Y = e
a9 (1.5.7)
N Vg
ox' oy

¢ia U'= E
0

(1.5.7) sistema, o taip pat atitinkamos krastinés salygos, nepriklauso nuo klampumo
koeficiento. Tai reiskia, kad jos sprendinys nepriklauso nuo Reinoldso skaiciaus. Tokiu biidu,
besikeic¢iant Reinoldso skaiCiui judéjimas paribio sluoksnyje keiciasi nezymiai, t. y. iSilginiai
atstumai ir greiciai licka nepakitg, o skersiniai keiciasi atvirks¢iai proporcingai Sakniai i§ R.

Kadangi (1.5.7) lygciy sistema yra bedimensing, tai bedimensiniai greiiai v;, Vv,
nepriklauso nuo R ir yra vieneto eilés, tas pats liecia pasienio sluoksnio storj 6 koordinatése

x" ir y". Taigi, i§ formuliy (1.5.6) galima daryti i§vada, kad

(1.5.8)

v - Yo
2 \/E’
[

5~_5
JR

(1.5.9)

1
t. y. pasienio sluoksnio storis 6 mazéja kaip R 2 did¢jant Reinoldso skai¢iui R [8].
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2. UZDAVINIO FORMULAVIMAS

Pirmame skyriuje nagrinéta teorija pritaikysime dvimatés plokstelés aptekéjimo
uzdavinio sprendimui. Tarkime, kad srauto greitis yra pastovus, tada srauto grei¢io vektoriaus

1Svestiné lygi nuliui ir (1.5.7) lygtis galima uzraSyti pavidalu:

ov, ov, o%v,

\% +v =V , 2.1
Yox, ox, ox; @D
NNy (2.2)
ox, Ox,
Ploksteles pavirsiuje turi biti patenkintos krastinés salygos:
v,=v, =0,kai x, >0, x, =0. (2.3)

Begalybg¢je skyscio greitis turi asimptotiSkai artéti prie srauto greicio U, t. y limv, =U, kai

v, >, limv, =0.
v, =U kaix, = to. 2.4)

Skyscio greicio laminariniame pasienio sluoksnyje ieSkome pavidalu:

Vi= Uf(y\/z), Vy, = \/Efi (y\/z) (2.5)
X,V X, X,V

Naudojant (2.2) lygti funkcija f, galima iSreiksti funkcija f. Tuomet uZdavinys,
(2.1), (2.2), (2.3), (2.4) suvedamas i paprasta diferencialing lygti. Funkcija £, kuri priklauso

nuo kintamojo

17



lengva rasti, jei jvesime funkcija ¢(&) tokia, kad f(&)=¢'($). Tada f,(&) = %(f(p’ -¢),0
@ tenkina lygti:

¢¢”+2¢”:0,
su salyga :

=0, '=0,kai £=0

p'=1, kai & =o0.

Trinties jéga, veikianti plokstelés pavirSiaus ploto vieneta, yra lygi

ov
_ 1 c
O, =N-—>kai x, =0.
Xy
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3. UZDAVINIO SPRENDIMAS SKAITINIAIS METODAIS

(2.1) - (2.5) sistema sprendziame matematiniu paketu MathCAD 13.
Kadangi () =0,kai £=0 ¢'(£) =0, todél tasko &£ =0 aplinkoje i8désCius ¢

funkcija Tailoro eilute gauname:

o(&) = ¢>(0)+%§)+%!§)§2 +"'+¢T(!§)§3“'

¢ia parametras  a:=2.(,

b parinktas taip, kad sprendinio asimptoté /' = ¢" buty lygi 1: b :=0.16602'

&1 parenkame arti nulinio tasko, kad paklaida biitu kuo mazesné:

¢l = 0.000 Q= 10(

Sprendziant naudojame Rungés — Kuto metoda. Norint pasiekti reikiama tiksluma naudojame
tasky skaiciy:

N,:= 1000

Apibréziame pradines salygas:

bl
— ~1
u0 := b-a~§la

ba(a—1)-0" 2
¢ia b-&1° - pati funkcija,
b-a-&1*" - pirmoji i§vestiné pradiniame taske,

b-a(a-1)-£1** - antroji i§vestiné pradiniame taske.

(1) sistema suvedame i diferencialing lygti ir uzraSome jos deSiniaja pusg:
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¢ia u, = ¢’ pirmoji i§vestine,

u, = ¢" antroji iSvestine,

u, = @ pati iSvestiné.

Nagrin¢jama lygti matematiniu paketu MahtCAD 13 sprendziame tokia komanda:

zZ:= rkﬁxe({uO, Cl,Q2,N, D)_

SkaitiSkai iSsprendus galima pavaizduoti funkcijy f, ir f reikSmes

fl = o.5~(cn-fn - ¢n)

1.2

12

Kaip ir teorijoje 1S grafiko galima pasakyti, kad funkcijos f, ir f yra viena per kita
iSreiSkiamos.
Panagrinékime skyscio tekéjimo greicio vektoriaus lauka laminariniame pavirSiaus

sluoksnyje. Pagal (2.5) formules uzraSome greicio vektoriaus funkcijas:

Vx = f ' W (w05
m, m a { lOOOy m') Vym, m fl 1000 Y' m' (Xm>
oo —m———— floo] ——
\' X'm \, X'm

Sujungiame v, ir v, i bendra funkcija:

Ay/m,m' = me,m' + \/Tllvym,m
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1
=
X!

]
=
—

\Y%

IS grafiko matome, jog skyscio tekéjimo grei¢io vektoriai laminariniame pasienio sluoksnyje

yra iSsidéste vienas Salia kito. Tai jtakoja padidéjes skyscio klampumas Sioje srityje.
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SANTRAUKA

Darbe nagrinétas skys¢io tekéjimas laminariniame pasienio sluoksnyje. Skyscio

tekéjimo greicio vektoriaus komponentes yra iSreiSkiamos tokiomis lygtimis:

v, = Uf(y\/g), v, = \/?fl (y\/%)-

Atsizvelgiant | hidrodinamikos désnius, prie Siy lygciy yra pridedamos krastinés salygos:

v, =v,=0,kai x, >0, x, =0,

v, =U, kai x, = too.

Gautas uzdavinys buvo nagrinétas matematiniu paketu MathCAD 13. Skaitiskai gauti
rezultatai patvirtina teorines Zinias apie skyscio tekéjima laminariniame pasienio sluoksnyje.

IS darbe gauty grafiky galime daryti konkrecias i§vadas apie sprendinio elgesi.
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SUMMARY

The laminar boundary layer flow of the incompressible liquid over semi — infinite flat

plate is discussed. Components of the velocity vector are expressed in the form:

v, = Uf(y\/xU:V), v, = \/?fl (y\/g)-

In accordance with hydrodynamic laws the following boundary conditions are prescribed

v, =v, =0 when x, >0, x, =0,

v,=U as x, > *oo.

The problem was analyzed numerically using MathCAD 13. The obtained numerical
results confirm the theoretical results about in laminar boundary layer flow of a viscous
incompressible liquid. From the diagrams that are shown in the diploma work one can make

certain specific conclusions about the behavior of the flow.
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