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1. Ivadas

Tegu s = o + it yra kompleksinis kintamasis, o a = {a,, : a, € No}
yra periodiné su periodu k& € N kompleksiniy skai¢iy seka. Cia N yra visy
sveikyju teigiamy skaié¢iy aibe, o Ny yra visy sveikyju neneigiamy skaiciy
aibé. Periodiné Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcija ((s,a5a), 0 < a < 1,

pusplokstumeéje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

((s,a;a) = 3 a—ms-
mzjo (m+ «)

Jeigu a,, = 1, tai gauname klasiking Hurvico dzeta funkcija

Z m+a o> 1.

m=0

Kadangi seka a yra periodiné, tai pusplokstumeéje o > 1 turime, kad
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Gerai zinoma, kad Hurvico dzeta funkcija ((s, a) yra analizisSkai pratesiama j

visg s-plokstumg, iSskyrus taska s = 1, kuris yra paprastasis polius su rezidu-
umu 1. Todél is (1) lygybeés isplaukia, kad periodiné Hurvico dzeta funkcija
((s,; a) yra analiziné visoje s-plokStumoje, isskyrus, galbut, paprastaji po-

liy s =1 su reziduumu

Jeigu skaicius a yra lygus nuliui, tai tuomet funkcija (s, ; a) yra analiziné
visoje baigtinéje s-plokstumoje, taigi ji yra sveikoji funkcija.

Magistro darbe yra nagrinéjamas funkcijos ((s, «;a) universalumas, t.y.
savybé tam tikroje srityje norimu tikslumu aproksimuoti bet kokig analizine
funkcija.

Primename, kad pirmajj rezultata apie dzeta funkcijy universaluma gavo



S. M. Voroninas (Voronin), kuris [5] straipsnyje jrodé Rymano dzeta funkcijos
((s) universaluma. Funkcija ((s) pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama

Dirichlé eilute

)=

Y
Ji yra analiziSkai pratesiama j visa s-plokStuma, isskyrus taska s = 1, kuris
yra paprastasis polius su reziduumu, lygiu 1. Taigi matome, kad Rymano
dzeta funkcija yra atskiras Hurvico dzeta funkcijos atvejis, kai parametras
a=1.

Pradinis Voronino teoremos variantas yra toks tvirtinimas [5].

1 teorema. Tegul 0 < r < ;. Tarkime, kad funkcija f(s) tolydi ir
nevirstanti nuliv skritulyje |s| < r ir analiziné to skritulio viduje. Tuomet
kiekvienam € > 0 egzistuoja toks realusis skaicius T = 7(g, f), kad

3 .
C(s—l—z%—w) — f(s)

max < E.

[s|<r

1 teorema buvo jrodyta daugiau negu pries 30 mety. Pastaruoju metu
yra zinomas stipresnis jos variantas, kurio formulavimui bus reikalingi kai
kurie Zymenys. Simboliu meas{A} Zymésime macios aibés A C R Lebego

matg ir teigiamiems 7" naudosime zZymenj
1
vr(...) = ?meas{T €0,7]:..}%

¢ia vietoje daugtaskio rasysime salyga, kurig tenkina kintamasis 7. Tegul C
yra kompleksiné plokstuma, o D = {s € C: % <o <1}

Paskutinis Voronino teoremos variantas atrodo taip [2].

2 teorema. Tegul K yra kompaktiné juostos D aibé, turinti junguyjs
papilding. Tarkime, kad funkcija f(s) tolydi ir nevirstanti nuliui aibéje K ir

analiziné aibés K viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

li%ninfz/T(suplé(stiT) — f(9)] < 6) > 0.

seK

2 teorema yra stipresné uz 1 teorema dviem aspektais. Pirma, funkcija
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f(s) yra aproksimuojama Rymano dzeta funkcijos postumiais bendresnéje
aibéje negu skritulys, antra, 2 teorema rodo, kad aproksimuojanciy dzeta
funkcijos postumiais aibé yra gana turtinga - jos apatinis tankis yra grieztai
teigiamas.

Periodinés Hurvico dzeta funkcijos ((s, «; a) universalumas buvo pradeé-
tas nagrinéti [1] darbe, kur buvo reikalaujama, kad koeficientai a,, nevirsty
nuliumi. Primename, kad skaic¢ius a yra vadinamas trancendenciuoju, jeigu
jis néra jokio polinomo su racionaliaisiais koeficientais Ssaknis. Minétame [1]

darbe buvo jrodytas toks tvirtinimas.

3 teorema. Tegul o yra trancendentusis skaicius ir

min |a,,| > 0.
1<m<k
Tarkime, kad K yra kompaktiska juostos D aibé, turinti jungyji papilding, o
funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu
e>0

liminfuT(sup IC(s+it,aa) — f(s)] < 5) > 0.
T—o0 seK

Magistro darbo tikslas yra atsisakyti 3 teoremoje reikalavimo, kad skai-
c¢iai a,, # 0.

Pagrindinis darbo rezultatas yra tokia teorema.

4 teorema. Tegul o yra trancendentusis skaicius. Tarkime, kad K yra
kompaktiné juostos D aibé, turinti jungyji papilding, o funkcija f(s) yra tolydi

atbéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

lijgnianT(sup|C(s+iT,a; a) — f(s)] < 6) > 0.

o0 seK

Pastebime, kad 3 ir 4 teoremose, skirtingai nuo 2 teoremos, funkcija f(s)
gali virsti nuliumi aibéje K. Taip yra todeél, kad periodiné Hurvico dzeta
funkcija su trancendenciuoju parametru « neturi Oilerio sandaugos pagal

pirminius skaic¢ius, o Rymano dzeta funkcijai pusplokstumeéje o > 1 yra tei-



singa Oilerio tapatybeé



2. Ribiné teorema

Tegul D = {s € C : § < ¢ < 1}, 0o H(D) yra analiziniy juostoje D
funkcijy erdveé su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija. Simboliu
B(S) zymesime erdvés S Borelio aibiy klase, t.y. o-kuina, generuota erdvés
S atviry aibiy sistemos. Sis o-kiinas yra maziausias i$ visy o-kiny, kuriems
priklauso atviryjy aibiy sistema.
Tegul
y={seC:|s|=1}

yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokStumoje. Apibréziame begali-

Q= H Tms
m=0

kur ~,, = v su visais m € Ny. Yra zinoma [2], kad su sandaugos topologija

niamatj torg

ir pataskinés daugybos operacija toras €2 yra kompaktiné topologiné Abelio
grupé. Todél [4] erdvéje (2,B(2)) galima apibreézti tikimybinj Haro (Haar)
mata my. Primename, kad Haro matas mpy pasizymi invariantiskumo sa-
vybe, t.y., bet kuriai aibei A € B(Q) ir bet kuriam elementui w € Q yra
teisingos lygybeés
mp(wA) = my(Aw) = mg(A).

Si konstrukcija duoda tikimybing erdve (Q,B(2),my). Tegul w(m) yra
elemento w € () projekcija | koordinatine erdve ~,,, m € Ny. Erdvéje
(Q,B(Q2), my) apibréziame H(D)-reiksmj atsitiktini elementa ((s,a,w;a)

formule
oo

m=0

Pastebime, kad pastaroji eiluté beveik visiems w € {2 Haro mato atzvilgiu

apw(m)
(m+ a)s

konverguoja tolygiai [1] juostos D kompaktinése aibése. Tegul P yra atsitik-
tinio elemento ((s, o, w;a) skirstinys, t.y., tikimybinis matas, apibréziamas

formule
P:(A) =mpweQ:((s,a,w;a) € A), AeB(H(D)).

2.1 teorema. Tarkime, kad o yra trancendentusis skaicius. Tuomet ti-

kimybinis matas Pr, kai T — oo, silpnai konverguoja i matqg P.



Teoremos jrodymas yra duotas [1] straipsnyje.

Pagrindinés teoremos jrodymui yra reikalinga 2.1 teoremos ribinio mato
P atrama. Primename, kad §i atrama yra tokia minimali uzdara aibé S P C
H(D), kad P¢(Sp,) = 1. Atrama Sp, sudaro visos tokios funkcijos g € H(D),
kuriy kiekvienai aplinkai G yra teisinga nelygybeé

P:(G) > 0.

Atsitiktinio elemento X atrama yra vadinama jo skirstinio Px atrama ir

Zymima Sx.



3. Keletas pagalbiniy lemy

Tikimybinio mato P atramos apskaiciavimui bus reikalinga visa eilé le-

muy.

3.1 lema. Tegul p yra kompleksines retksmes jgyjantis matas erdvéje

(C,B(C)) su atrama, gulincia pusplokstuméje o > oq, ir

g(z) = /eszdu(s),z e C.

C

Jeigu g(z) # 0, tai tuomet teisinga nelygybé

1
lim sup M > 0y.
T

T—00

Lemos jrodymas yra [2] monografijoje, 6.4.10 lema.

3.2 lema. Tarkime, kad X,,, m € N, yra tokia nepriklausomy H(D)-

retksmiy atsitiktiniy elementy seka, kad eiluté

i X,, (3.1)

m=1

konverguoja beveik tikrai. Tuomet (3.1) eilutés sumos atrama yra aibés visy

tokiy funkcijy g € H(D), kurios gali buti uzrasytos konverguojancia eilute

g:nga gmGSva

m=1

uzZdarinys.

Lema yra jrodyta [2] monografijoje, 1.7.10 teorema.

Bene svarbiausia yra zemiau formuluojama 3.3 lema.

3.3 lema. Tarkime, kad seka {g,, : m € N} C H(D) tenkina reikalavi-

mus:



19 Jeigu p yra toks kompleksines reiksmes jgyjantis matas erdvéje (C,B(C))
su kompaktine atrama, gulincia juostoje D, kad

[e.e]

gmdu‘ < 00,

few

C

tai tuomet

su visais r € Ny.

20 Kiekvienai kompaktiskai aibei K C D eiluté

Z Sup |gm(s)

15€K
konverguoja.
3% Eiluté .
D Gm
m=1

konverguoja erdvéje H(D). Tuomet visy konverguojanciy eiluciy

> bmgim
m=1

aibé su |by,| =1, m € N, yra tirsta erdvéje H(D).

Lemos jrodymas yra pateiktas [2] monografijoje, 6.3.10 teoremoje.
Tikimybinio mato P atramos tyrimui naudosime ir kai kuriuos ekspo-
nentinio tipo sveikyjy funkcijy teorijos elementus. Primename, kad funkcija
g(s) yra vadinama sveikaja, jeigu ji yra analiziné kiekvienoje baigtinéje s-
plokstumos srityje. Sveikoji funkcija g(s) yra eksponentinio tipo, jeigu
lim sup M < 00
r

T—00

tolygiai pagal ©,|0| < ©y < .
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3.4 lema. Tarkime, kad g(s) yra eksponentinio tipo sveikoji funkcija,
{Am : m € N} yra kompleksiniy skaiciy seka, o teigiami skaiciai oq, g ir o

tenkina salygas:

1° lim sup —loglgfix” < ay;

T—00

20 A\ — M| > ag|lm —n|;

30 lim 2= = ay;

m—00

49 aqas < .
Tuomet teisinga lygybé

lim sup 2819y loe gl

m—o0 |Am| r—00 r

Lema yra vadinama Bernsteino teorema, jos jrodymas yra duotas [2] mo-

nografijoje, 6.4.12 teorema.

3.5 lema. Tegul \; < Xy < ... yra realiyjy skaiciy seka, o funkcija g(u)
turi tolydzig isvesting intervale o, z|. Tuomet yra teisinga lygybé

xT

> anglh) = Alwlg(e) - [ Alu)g' (i

A <Ao<z A1
cia
0 a,, yra bet kokie kompleksiniai skaiciai.
Lema yra viena is dalinio sumavimo formulés varianty. Jos jrodyma ga-

lima rasti, pavyzdziui [3], monografijoje.

Primename vieng klasiking asimtotine formule.

11



3.6 lema. Egzistuoja absoliuti konstanta C, su kuria

Zi—logm’—l—C—l—O(l).
m T

m<x

Lemos jrodyma taip pat galima rasti [3] monografijoje.
Mums dar bus reikalinga Mergeliano teorema apie analiziniy funkcijy ap-

roksimavima polinomais.
3.7 lema. Tarkime, kad K yra kompaktiné kompleksinés plokstumos ai-
bé, turinti jungyji papilding. Tada kiekviena analiziné aibés K viduje funkcija

yra tolygiai aproksimuojama aibéje K kintamojo s polinomais.

Irodymas yra duotas [6] monografijoje.

12



4. Tirstumo teorema

3 skyrelyje suformuluotas lemas panaudosime vienos konverguojanciy ei-
luciy aibés tirstumo erdvéje H(D) jrodymui.
Tegul

A b
gm(s) = gm<3; bm) = ( seD,

m+ )’

su |by,| =1, m € Ny.

4.1 teorema. Visy konverquojanciy eiluciy
Z ACH
m=0

aibé yra tirsta erdvéje H(D).

Irodymas. Straipsnyje [1] irodinéjant, kad (s, a, w; a) yra H(D)-reiksmis
atsitiktinis elementas, apibréztas tikimybinéje erdvéje (92,B(S2), my), yra
5 o
m=0 <m + Od)s

beveik visiems w € ) konverguoja tolygiai kompaktinése juostos D aibése.

gauta, kad eilute

Todél is ¢ia ir sekos {gn, : m € Ny} apibrézimo turime, jog egzistuoja tokia
seka {c;, @ |lem| =1, m € Ny}, kad eiluteé

ng(S;Cm) (4.1)

konverguoja tolygiai juostos D kompaktinése aibése. Tegul, trumpumo délei,

Gm(8) = gm(s; cm). Irodysime, kad visy konverguojanciy eiluciy

> Gon(8)bm
m=0

aibé su |b,,| = 1 yra tirsta erdvéje H(D). Siam tikslui naudosime 3.3 lema.
Tikriname 3.3 lemos salygas. IS funkciju g;,(s) apibrézimo ir (4.1) eilutés

konvergavimo iSplaukia, kad eiluté
> Ginls)
m=0

13



konverguoja tolygiai juostos D kompaktinése aibése, taigi ji konverguoja erd-

véje H(D). Vadinasi 3.3 lemos 3° salyga yra iSpildyta.
1
29

Kadangi juostoje D galioja nelygybé o > tai kiekvienai juostos D

kompaktinei aibei turime, kad

00 2

< Q.

sup | g (s)

seK

m=0

Taigi, 3.3 lemos 2° salyga yra taip pat iSpildyta. Lieka patikrinti lemos 3.3
sudétingiausia salyga 1°.

Tegul p yra toks kompleksines reksmes jgyjantis matas erdvéje (C, 8B(C))

su kompaktine atrama, gulincia juostoje D, kad

>

m=0

gm(s)dp(s)| < oo.

IS ¢ia ir funkcijos ¢y, (s) apibrézimo randame, kad

< 00. (4.2)

/ (m+ a)~*dp(s)
C
I$ skleidinio

teisingo visiems kompleksiniams s, iSplaukia jvertis
¢ =1+ 0(|s])e".

Todél visiems m > 2 turime, kad

(m+a)™ = m‘$(1+

Kadangi eilute

m=1



konverguoja ir mato p(s) atrama yra kompaktiné, todél aprézta, tai pasta-

rasis jvertis kartu su (4.2) leidzia tvirtinti, kad

ﬂi o] [ =t

Apibréziame nauja funkcija

< 0. (4.3)

p(z) = /(Ce_szd,u(s),z c C.

Tuomet (4.3) sarysj galima uzrasyti pavidalu

S~ lanlp(iogm)| < oo. (44)

m=1
Kadangi mato p atrama yra aprézta, tai egzistuoja toks skaicius V' > 0,

kad su visais z > 0 yra teisinga nelygybe
plzio) < e [ laus))
C

Is ¢ia gauname, kad

log ¥ [ |du(s)]

1 +i
lim sup M < limsup c
T—00 X T—00 i
log J |du(s)
= V+limsup(c— =V
T—00 xr

Todeél 3.4 lemos 1° salyga funkcijai p(s) yra iSpildyta su ay = V. Parenkame
teigiama o, tenkinantj nelygybe

3 <
(0% .
V

Dabar nagrinésime aibe

A {k: EN:re (<k— i>a3, <k+ i)ag},|p(7’)| < eT}.

Trumpumo délei, tegul

k

M = M(k) = Z ||

m=1

15



Kadangi seka {a,,} yra periodiné su periodu k, tai nesunku matyti, kad

> lam|* = ME] +O(M) = %HO(M) = Mz(1+0(1)), z — oo, (4.5)

m<x

kur [u] yra skai¢iaus u sveikoji dalis ir M = Mk,
Dabar fiksuojame skaiciy 3, 0 < § < V M ir apibréziame aibe

Ng ={m:m e N,|a,,| > 5}
Tuomet is (4.4) saryS$io matome, kad

> |p(logm)| < 0. (4.6)

’mENg

Aigku, kad

™ Iofiogm)| = 373 lptiog(m)| > 2571 @)

meNg k¢A k k¢A K

kur Y’ reiskia suma pagal visus m € N, kuriems galioja nelygybé
k

1 1
(k;— 5)0@ <logm < <k+1>a3.

Trumpumo délei pazymékime

{30}
o { (kD))

Tuomet i (4.6) sarysio ir (4.7) nelygybés turime, kad

o> %< 0. (4.8)

k%A mENﬂ
a<m<b

ir

Tegul [z]5 yra sveikuyjy skaiciy is aibés Ng, nevirsijansiy x, skaicius, t.y.,

[elp= ) L.

m<x
mGN,@

16



Be to, tegul max |a,,| = a@. Panaudoje siuos zymenis randame, kad visiems
1<m<k

u, a < u<b,
NSRS SRR o
a<m<u meNg m¢Ng

a<m<u a<m<u

= 8 ([ug] — [als) + *(([u] ~ [u]
(@ -

=
~—

|
—~
T8

|
=

@
~—
N

= 5)([uls — [als) + 5%([u] — [a]) (4.9)
IS (4.5) asimtotinés lygybeés turime, kad kai k — oo,
> faml* = Mu](1 + o(1)) = M[a)(1 + o(1)). (4.10)
a<m<u
Fiksuojame tokj teigiama skaiciy J, kad
1+6< e%g,
ir tegul 0 < ¢ < %. Tuomet pakankamai dideliems skai¢iams k, tarkime

k > ko(e), ir visiems u > a galime parasSyti, kad
MTu](1+ o(1)) > M[u](1 —¢)
ir
Mla)(1 + o(1)) < Mla)(1 + ¢).

Vadinasi,

~

MTu](1+o(1)) — Ma](1 + o(1)) = M([u] - [a]) — Me([u] +[a]).  (4.11)
Be to, kai u > a(1+§) ir k > ko(e), tai

(I—¢g)—a>a(l+0)(1—¢)—a
(140)(1—¢)— 1(2
= a(0—(1+0)e) > az. (4.12)

[u] =la] > w

Dabar tegul u < b = ae . Tuomet, kai k > ko (),

a

W] +[a) <uta<b+a<ae? +a=ale? +1)

17



IS ¢ia ir (4.12) nelygybeés isplaukia, kad

[u] + [a] < —=—5—([u] - [a]).
Pastaroji nelygybeé kartu su (4.11), kai k¥ — oo, duoda jvertj

NH{u)(1 4+ o(1)) — Wlal(L+0(1)) 2 N1(fu] — fa]) — 312 Y )~ fa)

= M([u] — [a])(1 +o(1)).

IS ¢ia bei (4.9) nelygybés ir (4.10) gauname

M([u] = [a])(1 + o(1)) < (@° — 6°)([u] — [als) + B*([u] — [a]),

ir iSsprende Sia nelygybe [u]g — [a]g atzvilgiu, kai w > (1 +6) ir & — oo,
turime, kad
M- 3
g~ lala 2 35— (] = [a) 1 + (1)

Remdamiesi pastaraja nelygybe ir naudodami 3.5 lema, kai £ — oo, randame

Z%%ZHj(Zl)i—?

= 50— la)s) + / (115~ al9) 5
> %([b]ﬁ—[a]g)Jr /b([u]a—[a]wi—?
a(146)
> X2 -ty + / (s~ a5 ) 1+ (1)
a(146)

> 22 (- a oy + / (s~ [a(1+ 9)) 35 ) 1+ (1)

a(145)
_ ]‘g__g 3 %(1%(1)). (4.13)

18



Pritaike 3.6 lema, gauname

> - (kﬁ)%—(’f—i) 10g<”5”0(52>

a(140)<m<b
1

Sis jvertis kartu su (4.13) leidZia tvirtinti, kad

3 %2 ]\j__ﬁﬂj (% —1og(1—5))(1+o( ))+O(k2) (4.14)

’mENg
a<m<b

Kadangi 149 < eaT tai pastaraja nelygybe iSlogaritmave, turime, kad

o3
7—10g(1+5) >0

Be to, kadangi a,, # Const, tai M < a2, ir pagal 8 parinkimg M — 32 > 0.

Gerai zinoma, kad eiluté

=1
konverguoja. Todél is (4.14) ir (4.6) (4.7) isplaukia, kad

Y 1< oo (4.15)

kA

Uzrasome aibe A didéjancios sekos pavidalu:
A={v, - meN}, v <vy<....

Tuomet i§ (4.15) turime, kad

lim 2™ = 1. (4.16)

m—oo M,

Be to, is aibés A apibrézimo iSplaukia, kad egzistuoja tokia seka {a,, : m €
N}, su kuria
! < Am < + !
Um 4 Qg3 m > | Um 4 a3

lp(Am)| < e,

ir

19



IS ¢ia ir (4.16) gauname, kad

. A
lim — = a3
m—oo 1M

ir

= -1

] A, log e Am
lim sup 28 K)( ) < og;

Taigi, gavome, kad visos 3.4 lemos salygos yra ispildytos, todél

oglor) _ _, i)

lim sup

T—00

Tegul v(A) = u(—A), A€ B(C). Tuomet v yra kompleksines reikSmes
igyjantis matas su atrama, priklausancia juostai {s € C: -1 <o < —%} Is

funkcijos p(z) ir maty p ir v apibrézimo gauname, kad
p(z) = /eszdu(s).
C

Jeigu p(z) # 0 tai, tuomet i$ 3.1 lemos gauname, kad

1
r

T—00

kas priestarauja (4.17) nelygybei. Vadinasi, turi buti p(z) = 0. Diferencijuo-

/ e~ du(s)

C

dami lygybe

ir imdami z = 0, randame, kad visiems r € N yra teisinga lygybé

/ Sdu(s) = 0.

C

Taigi gavome, kad seka {g,, : m € N} tenkina ir 3.3 lemos 1° salyga. To-
kiu budu, visos Sios lemos salygos yra ispildytos, todél visy konverguojanciy

eiluciy
Z gm(s)brm |bm| = 17
m=0

aibé yra visur tirsta erdvéje H(D). IS ¢ia iSplaukia 4.1 teoremos tvirtinimas.
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5. Mato F; atrama

Universalumo teoremos jrodymui mums yra reikalinga zinoti 2.1 teoremos

ribinio mato P atramga.
5.1 teorema. Mato P; atrama yra visa erdvé H(D).

Irodymas. IS toro 2 apibrézimo turime, kad {w(m) : m € Ny} yra seka
nepriklausomy atsitiktiniy dydziy, apibrézty tikimybinéje erdvéje (€2, B(£2),
my). Vadinasi, {gn(s;w(m)) : m € Ny} yra nepriklausomy H (D)-reiksmiy
atsitiktiniy elementy seka. Aisku, kad kiekvieno atsitiktinio dydzio w(m) at-
rama yra vienintelis apskritimas . Todél atsitiktinio elemento g,,(s;w(m))
atrama yra aibé {gm(s,a) : |a| = 1}. I8 ¢ia ir 3.2 lemos turime, kad atsitik-

tinio elemento ((s, o, w; a) atrama yra visy konverguojanciy eiluciy

Zg(s;bm)a |bm| = 17
m=0

aibés uzdarinys. Kadangi pagal 4.1 teoremg §i eiluciy aibé visur tirsta erd-
véje H(D), tai jos uzdarinys sutampa su visa erdve H(D). IS ¢ia isplaukia
teoremos tvirtinimas, nes atsitiktinio elemento ((s, @, w;a) atrama sutampa

su mato P atrama.
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6. Universalumo teorema

Siame skyriuje jrodysime pagrindinj magistro darbo rezultata apie funk-

cijos ((s, ;@) universaluma.

6.1 teorema. Tequl o yra trancendentusis skaicius. Tarkime, kad K
yra kompaktiné juostos D aibé, turinti jungyji papilding, o funkcija f(s) yra
tolydi aibéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0 yra

liminfuT(sup|§(s+iT,a; a) — f(s)] < 5) > 0.

T—o00 seK

Irodymas. IS pradziy tarkime, kad funkcija f(s) yra analiziskai prate-

siama j visg juosta D. Apibréziame aibe

seK

Gz{M$€HﬂD:wMM$—f@N<e}

Cia K yra kompaktiné aibé i§ teoremos formulavimo. Aigku, kad aibé G
yra atvira. Todél iS 2.1 teoremos silpnojo tikimybinio mato konvergavimo

ekvivalento atviroms aibéms is 5.1 teoremos gauname, kad

lijgninf I/T(sup IC(s +im,a5a) — f(s)] < 5) > P(G) > 0. (6.1)
o0 seEK
Dabar tegul funkcija f(s) yra tokia pat kaip ir teoremos formulavime.

Tuomet is 3.7 teoremos isplaukia, kad egzistuoja toks polinomas p(s), kad

sup |£(s) — p(s)] < =. (6.2)

seK 2

Aisku, kad kiekvienas polinomas yra analiziné funkcija juostoje D. Todél is

(6.1) nelygybeés turime, kad

lim inf VT(sup IC(s +iT,05a) — p(s)] < E) > 0. (6.3)
T—o0 seEK 2

Kadangi

sup [((s + i, s a) — f(s)| < sup |((s + i, a;a) — p(s)| +sup[f(s) — p(s)],
seK seK seK
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tai is (6.2) nelygybeés turime, kad yra teisingas sarysis

{7’ csup |C(s+iT, a5 a) — f(s)| < 5} ) {T csup |C(s+iT, a5 a) — f(s)| < E}.
seK seK 2
Todél is ¢ia ir (6.3) gauname, kad

lizgninf VT(supK(s—i—iT,oz; a) — f(s)] <€) >

seK

lim inf VT(sup IC(s +i1,aa) — p(s)] < E) > 0.
T—o0 seK 2

Teorema jrodyta.

23



Summary

Universality of the periodic Hurwitz zeta-function

Let s = o + it be a complex variable, and a = {a,, : m € Ny} be a
periodic sequence of complex numbers. The periodic Hurwitz zeta-function
((s,;a) is defined, for o > 1, by

[e'S) a
S, a) = )
C(s, o) ;—m e
and by analytic continuation elsewhere. We prove that the function is uni-
versal in the following sense. Let K be a compact subset of the strip
{s € C: 3 < o < 1} with connected complement, and let the function
f(s) be continuous on K and analytic in the interior of K. Than, for every

e >0,
o1 :
lim inf Tmeas{T € [0, 7] :sup|¢(s +iT,;a) — f(s)] < 6} > 0.

T—o0 seK

Here meas{ A} denotes the Lebesgue measure of a measurable set A C R.
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