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1. I�vadas

Tegul s = σ+it yra kompleksinis kintamasis, {am} yra kompleksiniu�

skai£iu� seka, o {λm} - did
ejanti teigiamu� skai£iu� seka. Eilut
e

∞∑
m=1

ame−λms

vadinama Dirichl
e eilute. Jei λm = log m, pastaroji eilut
e tampa paprast¡ja

Dirichl
e eilute
∞∑

m=1

am

ms
.

Analizin
eje skai£iu� teorijoje ir apskritai matematikoje svarbus vaidmuo

tenka dzeta funkcijoms. Tai kompleksinio kintamojo s funkcijos, tam tikroje

pusplok²tum
eje apibr
eºiamos Dirichl
e eilut
emis. �inomiausia dzeta funkcija

yra Rymano dzeta funkcija ζ(s). Kai σ > 1, ji apibr
eºiama eilute

ζ(s) =
∞∑

m=1

1

ms

ir analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡. ζ(s) yra meromor�n
e

funkcija. Ji turi paprast¡ji� poliu� ta²ke s = 1 su reziduumu 1. Be to, funkcija,

kai σ > 1, yra i²rei²kiama Oilerio sandauga

ζ(s) =
∏

p

(
1− 1

ps

)−1

.

Dzeta funkciju� reik²miu� pasiskirstymas yra labai sud
etingas, sunku k¡

nors pasakyti apie ju� konkre£ias reik²mes. Dzeta funkciju� reik²miu� pa-
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siskirstymo tyrimui gali b	uti taikomi tikimybiniai metodai. Problema for-

muluojama taip: duota tam tikra aib
e, kaip daºnai dzeta funkciju� reik²m
es

papuola i� ²i¡ aib¦? Pastaroji id
eja kilo H. Borui. Pirmuosius rezultatus

gauvo H. Boras ir B. Jesenas 1930 metais.

Tegul R yra uºdaras sta£iakampis kompleksin
eje plok²tumoje, su kra²tin
emis

lygiagre£iomis koordina£iu� a²ims, o L(T,R) ºymi aib
es {t ∈ [0, T ] : log ς(σ +

it) ∈ R} �ordano mat¡.

1.1 teorema ([2]). Kai σ > 1, egzistuoja riba

lim
T→∞

L(T, R)

T
= W (R, σ),

kuri priklauso tik nuo σ ir R.

1932 metais H. Boras ir B. Jesenas gavo pana²u� rezultat¡, kai σ > 1
2
.

Min
etu� teoremu� i�rodymai remiasi i²kilu�ju� kreiviu� sumu� teorija, kuri¡ suk	ur
e

H. Boras ir B. Jesenas.

Galima pamin
eti ²iuos matematikus, kurie uºsiima(-
e) dzeta funkciju�

tyrimu. Tai B. Bag£i, P.D.T.A. Eliotas, A. Go²as, D. Dºoineris, K. Mat-

sumoto, A. Selbergas, J. Steudingas, A. Ivi£ius, S. Voroninas, J. Ka£orovskis,

T. Hatori ir kt. Lietuvoje ²ioje srityje dirba A. Laurin£ikas, E. Stankus,

R. Garunk²tis, R. Ka£inskait
e, J. Genys, D. �iau£i	unas, S. Zamarys ir kt.

M	usu� darbo tikslas - gauti naujo tipo ribines teoremas Matsumoto dzeta

funkcijai silpno tikimybiniu� matu� konvergavimo prasme. Prisiminsime silpno
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konvergavimo apibr
eºim¡. B(S) paºym
ekime erdv
es S Borelio aibiu� klas¦.

Tegul Pn ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (S,B(S)). Sakome, kad matas

Pn silpnai konverguoja i� mat¡ P , jei

lim
n→∞

∫

S

fdPn =

∫

S

fdP

kiekvienai apr
eºtai tolydºiai funkcijai f : S → R.

Bet kokiam m ∈ N apibr
eºkime teigiam¡ sveik¡ji� skai£iu� g(m). Be to,

tegul a
(j)
m ∈ C ir f(j, m), 1 ≤ j ≤ g(m), yra nat	uralieji skai£iai. Apibr
eºkime

daugianari�

Am(x) =

g(m)∏
j=1

(1− a(j)
m xf(j,m)),

kurio laipsnis f(1,m)+. . .+f(g(m),m). Tegul pm ºymi m-¡ji� pirmini� skai£iu�.

[7] K. Matsumoto nagrin
eja toki¡ dzet¡ funkcij¡

ϕ(s) =
∞∏

m=1

A−1
m (ps

m)−1. (1)

Jis pareikalavo, kad galiotu� s¡lygos

g(m) = Bpα
m, |a(j)

m | ≤ pβ
m, (2)

kur α ir β yra neneigiamos konstantos, o B - dydis apr
eºtas konstanta (ne

visada tas pats). (1) begalin
e sandauga konverguoja absoliu£iai, kai σ >

α + β + 1, ir apibr
eºia £ia holomor�n¦ funkcij¡ ϕ(s) neturin£i¡ nuliu�.

Matsumoto dzeta funkcija yra viena i² funkciju�, pusplok²tum
eje σ > α +
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β + 1 apibr
eºiamu� absoliu£iai konverguojan£iomis Dirichl
e eilut
emis

∞∑
m=1

bm

ms
,

kai koe�cientams bm galioja i�vertis bm = Bmα+β+ε bet kokiam ε > 0.

Funkcija ϕ(s) apibendrina klasikines dzeta funkcijas, i²rei²kiamas Oilerio

sandauga. Pvz.: Dirichl
e L-funkcijos L(s, χ), Dedekindo dzeta funkcija vir²

algebriniu� skai£iu� k	uno, paraboliniu� formu� dzeta funkcija.

K. Matsumoto [7] i�rod
e dvi ribines teoremas funkcijai ϕ(s).

Tegul R yra uºdaras sta£iakampis kompleksin
eje plok²tumoje C su kra²-

tin
emis lygiagre£iomis koordina£iu� a²ims. Pirmoji teorema nagrin
eja atveji�,

kai σ > α+β +1. Kai σ0 > α+β +1, log ϕ(σ0 + it) apibr
eºkime pagrindiniu�

logaritmo reik²miu� sum¡

log ϕ(σ0 + it) =
∞∑

m=1

g(m)∑
j=1

Log(1− a(j)
m p−f(j,m)s

m );

meas{A} paºym
ekime A ⊂ R aib
es Lebego mat¡.

1.2 teorema ([7]). Tegul σ0 > α+β +1 bei yra tenkinamos (2) s¡lygos.

Tada egzistuoja riba

lim
T→∞

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : log ϕ(σ0 + it) ∈ R}.

Antroji teorema [7], nagrin
eja log ϕ(σ0+it) pusplok²tum
eje σ0 < α+β+1.
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Mes magistro darbe nagrin
esime sud
etingesni� reik²miu� pasiskirstym¡.

Tegul T > 0. Paºym
ekime

ν2
T (. . .) =

1

T 2
meas2

{
(t1, t2) ∈ [0, T ]2 : . . .

}
,

kur daugta²kio vietoje i�ra²omos s¡lygos, kurias tenkina (t1, t2), o meas2{A}

ºymi i²matuojamos aib
es A ⊂ R2 Lebego mat¡. Erdv
eje (C,B(C)) apibr
eºkime

tikimybini� mat¡

PT (A) = ν2
T

(
ϕ(σ + it1 + it2) ∈ A

)
, A ∈ B(C).

1.3 teorema. Tegul σ > α + β + 1
2
. Tada erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja

tikimybinis matas Pσ toks, kad PT konverguoja silpnai i� Pσ, kai T →∞.

Nepakanka tik i�rodyti mato egzistavim¡. I�domu ji� yra identi�kuoti.

Pirmiausia reikalinga tam tikra topologin
e strukt	ura. Paºym
ekime γ

vienetini� apskritim¡ kompleksin
eje plok²tumoje, t.y., γ = {s ∈ C : |s| = 1},

ir tegul

Ω =
∏

p

γp,

kur γp = γ visiems pirminiams p. Su sandaugos topologija ir pata²kine

daugyba begaliniamatis toras Ω yra kompakti²ka topologin
e Abelio grup
e.

Tegul Ω2 = Ω × Ω. Tada Ω2 taip pat yra kompakti²ka topologin
e grup
e.

Tod
el erdv
eje (Ω2,B(Ω2)) egzistuoja tikimybinis Haro matas mH2. Gau-

name tikimybin¦ erdv¦ (Ω2,B(Ω2),mH2). ω(p) ∈ Ωj paºym
ekime ωj ∈ Ωj
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projekcij¡ i� koordinatin¦ erdv¦ γp, j = 1, 2. Tada formul
es

ωj(k) =
∏

pα‖k
ωα

j (p)

pagalba funkcij¡ ωj(p) prat¦siame i� vis¡ nat	uraliu�ju� skai£iu� aib¦ kaip pilnai

multiplikatyvi¡j¡ unimoduliari¡j¡ funkcij¡, j = 1, 2 (pα‖k rei²kia, kad pα|k,

bet pα+1 - k).

Pusplok²tum
eje σ > α + β + 1
2
ir ω = (ω1, ω2) ∈ Ω2 tikimybin
eje erdv
eje

(Ω2,B(Ω2),mH2) apibr
eºkime kompleksines reik²mes i�gyjanti� atsitiktini� ele-

ment¡ ϕ(s, ω) formule

ϕ(σ, ω) =
∞∏

m=1

g(m)∏
j=1

(
1− a

(j)
m ω

f(j,m)
1 (pm)ω

f(j,m)
2 (pm)

p
σf(j,m)
m

)−1

.

Jis taip pat gali b	uti apibr
eºiamas eilute

ϕ(σ, ω) =
∞∑

m=1

b(m)ω1(m)ω2(m)

mσ
,

kur koe�cientams b(m) galioja i�vertis b(m) = Bmα+β+ε bet kokiam ε > 0.

1.4 teorema. Tegul σ > α + β + 1
2
. Tada tikimybinis matas PT silpnai

konverguoja i� tikimybini� mat¡

Pσ(A) = mH2(ω ∈ Ω2 : ϕ(σ, ω) ∈ A), A ∈ B(C),

kai T →∞.
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2. Ribin
e teorema Matsumoto dzeta funkcijai. I

�iame skyriuje i�rodysime 1.3 teorem¡, t.y., kad egzistuoja tikimybi-

nis matas Pσ i� kuri� silpnai konverguoja tikimybinis matas PT (A) = ν2
T

(
ϕ(σ+

it1 + it2) ∈ A
)
, kai T →∞ .

2.1. Pagalbiniai rezultatai

1.3 teoremos i�rodymui mums reikia gerai ºinomos tikimybiniu� matu�

tolydumo teoremos erdv
eje (R2,B(R2)).

2.1.1 lema. Tegul {Pn} yra tikimybiniu� matu� seka (Rk,B(Rk)) erdv
eje,

o {fn(τ1, τ2, . . . , τk)} yra atitinkamu� charakteristiniu� funkciju� seka n ∈ N.

Tarkime, kad

lim
n→∞

fn(τ1, τ2, . . . , τk) = f(τ1, τ2, . . . , τk),

visiems (τ1, τ2, . . . , τk) ∈ Rk, ir funkcija f(τ1, τ2, . . . , τk) yra tolydi ta²ke

(0, 0, . . . , 0). Tada egzistuoja tikimybinis matas P erdv
eje (Rk,B(Rk)) toks,

kad Pn konverguoja silpnai i� P kai n →∞. �iuo atveju, f(τ1, τ2, . . . , τk) yra

P charakteristin
e funkcija.

I�rodymas. Lemos i�rodym¡ galima rasti, pvz., [1]. M	usu� atveju k = 2.

Tikimybinio mato PT silpno kpnvergavimo i�rodymui galime sudaryti mat¡

QT (A) = ν2
T

(
(<ϕ(σ + it1 + it2),=ϕ(σ + it1 + it2)) ∈ A

)
,

A ∈ B(R2).
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Tegul tokiems N ∈ N,

pN(σ + it) =
N∑

j=1

aje
itλj , aj ∈ C, λj ∈ R, (3)

yra Dirichl
e polinomas. Tegul Jk(x) yra Beselio funkcija, bet kokiam �ksuo-

tam realiajam k apibr
eºiama eilute

Jk(x) =
∞∑

m=0

(−1)m
(

x
2

)2m+k

m!Γ(k + m + 1)
;

£ia Γ(k) yra gama funkcija. Apibr
eºkime charakteristin¦ funkcij¡

fpN
(τ1, τ2) =

∑∗ N∏
j=1

Jkj
(|aj|τ1)Jlj(|aj|τ2)

× exp

{
i

(
π

2

N∑
j=1

kj +
N∑

j=1

(kj + lj)λj

)}
, (4)

kur ºvaigºdut
e rei²kia sumavim¡ pagal visus sveikuosius skai£ius kj ir lj,

j = 1, . . . , N , kai eksponent
es λj tenkina s¡lyg¡

N∑
j=1

(kj + lj)λj = 0.

2.1.2 lema. Tikimybinis matas

PT,pN
(A) = ν2

T

(
(<pN(σ + it1 + it2),=pN(σ + it1 + it2)) ∈ A

)
, A ∈ B(R2),

silpnai konverguoja i� mat¡ erdv
eje (R2,B(R2)), apibr
eºt¡ charakteristine

funkcija fpN
(τ1, τ2), kai T →∞.

I�rodymas. Tikimybinio mato PT,pN
silpno konvergavimo i�rodymui tirsime

jo charakteristin
es funkcijos fT,pN
asimptotini� elgesi�. Ji apibr
eºiama tokiu
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b	udu

fT,pN
(τ1, τ2) =

∫

R2

exp
{
i(τ1x1 + τ2x2)

}
dPT,pN

=
1

T 2

∫ T

0

∫ T

0

exp
{
iτ1<pN(σ + it1 + it2)

+iτ2=pN(σ + it1 + it2)
}
dt1dt2. (5)

Nesunku matyti, kad

<pN(σ + it) =
N∑

j=1
aj 6=0

|aj| cos(λjt + ηj),

=pN(σ + it) =
N∑

j=1
aj 6=0

|aj| sin(λjt + ηj),

kur ηj = arg aj.

Pagal 2.4.1 teorem¡ i² [6] realiems x ir θ

eix sin θ =
∞∑

k=−∞
Jk(x)eikθ,

eix cos θ =
∞∑

k=−∞
ikJk(x)eikθ.

Tada turime

exp{iτ1<pN(σ + it1 + it2)}

=
∞∑

k1,...,kN=−∞
Jk1(|a1|τ1) . . . JkN

(|an|τ1)

× exp
{
i
(π

2

N∑
j=1

kj + (t1 + t2)
N∑

j=1

kjλj +
N∑

j=1

kjηj

)}

=
∞∑

k1,...,kN=−∞
Jk1(|a1|τ1) . . . JkN

(|an|τ1)
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× exp
{
i
( N∑

j=1

(π

2
+ ηj

)
kj + (t1 + t2)

N∑
j=1

kjλj

)}
(6)

ir

exp{iτ2=pN(σ + it1 + it2)}

=
∞∑

k1,...,kN=−∞
Jl1(|a1|τ2) . . . JlN (|an|τ2)

× exp
{
i
( N∑

j=1

ljηj + (t1 + t2)
N∑

j=1

ljλj

)}
. (7)

Remiantis (4) ir (6)-(7) i² (5) randame, kad

fT,pN
(τ1, τ2) = fpN

(τ1, τ2) +
∑∗∗ N∏

j=1

Jkj
(|aj|τ1)Jlj(|aj|τ2)

× exp
{
i
(π

2

N∑
j=1

kj +
N∑

j=1

(kj + lj)ηj

)}

× 1

T 2

∫ T

0

∫ T

0

exp
{
i(t1 + t2)

N∑
j=1

(kj + lj)λj

}
dt1dt2, (8)

kur ∗∗ rei²kia sumavim¡ pagal visus sveikuosius kj ir lj, j = 1, . . . , N , ten-

kinan£ius s¡lyg¡
N∑

j=1

(kj + lj)λj 6= 0.

Akivaizdu, jei
∑N

j=1(kj + lj)λj 6= 0, tada

∫ T

0

∫ T

0

exp
{
i(t1+t2)

N∑
j=1

(kj+lj)λj

}
dt1dt2 =

(
1− exp{iT ∑N

j=1(kj + lj)λj}
1− exp{i ∑N

j=1(kj + lj)λj}

)2

.

Yra ºinoma, kad Beselio funkcijoms teisingas i�vertis

Jk(x) =
Bc

|k|
1

|k|! , |x| ≤ c1,
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£ia c1 yra laisvai pasirinkta konstanta [4]. Vadinasi, imdami bet koki� ε > 0,

randame K = K(ε) toki�, kad
∣∣∣∣

∑∗∗ N∏
j=1

|k1|+|l1|+...+|kN |+|lN |>K(ε)

Jkj
(|aj|τ1)Jlj(|aj|τ2)

× exp
{
i
(π

2

N∑
j=1

kj +
N∑

j=1

(kj + lj)ηj

)}

× 1

T 2

(
1− exp{iT ∑N

j=1(kj + lj)λj}
1− exp{i∑N

j=1(kj + lj)λj}

)2∣∣∣∣ <
ε

2
(9)

visiems |τ1| ≤ c2, |τ2| ≤ c3 (c2 ir c3 yra teigiamos konstantos). Dabar

parinkime N0 = N0(ε) toki�, kad, (8) nelygyb
es sumos liekanai, kai N ≥ N0,

galiotu� i�vertis
∣∣∣∣

∑∗ N∏
j=1

|k1|+|l1|+...+|kN |+|lN |≤K(ε)

Jkj
(|aj|τ1)Jlj(|aj|τ2)

× exp
{
i
(π

2

N∑
j=1

kj +
N∑

j=1

(kj + lj)ηj

)}

× 1

T 2

(
1− exp{iT ∑N

j=1(kj + lj)λj}
1− exp{i∑N

j=1(kj + lj)λj}

)2∣∣∣∣ <
ε

2
. (10)

Vadinasi, i² (8)-(9) seka, kad

lim
T→∞

fT,pN
(τ1, τ2) = fpN

(τ1, τ2),

t.y., fT,pN
(τ1, τ2) konverguoja i� fpn(τ1, τ2), kai T → ∞, tolygiai pagal τ1 ir

τ2 kiekviename baigtiniame intervale. Remiantis 2.1.1 lema, mes gauname

tikimybinio mato PT,pN
silpn¡ konvergavim¡ i� mat¡ erdv
eje (R2,B(R2)),

apibr
eºt¡ charakteristine funkcija fpN
. Lema i�rodyta.
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2.2. 1.3 teoremos i�rodymas

Tegul fT (τ1, τ2) yra mato PT charakteristin
e funkcija. Tada

|fT (τ1, τ2)− fT,pN
(τ1, τ2)|

¿ |τ1|
T 2

∫ T

0

∫ T

0

|<ϕ(σ + it1 + it2)− pN(σ + it1 + it2)|dt1dt2

+
|τ2|
T 2

∫ T

0

∫ T

0

|=ϕ(σ + it1 + it2)− pN(σ + it1 + it2)|dt1dt2

≤ |τ1|+ |τ2|
T 2

∫ T

0

∫ T

0

|ϕ(σ + it1 + it2)− pN(σ + it1 + it2)|dt1dt2.(11)

Remiantis 2.1.2 lema, egzistuoja teigiamas skai£ius T 1
0 = T 1

0 (σ, c2, c3, ε) toks,

kad, kai T > T 1
0 ,

|fT,pN
(τ1, τ2)− fpN

(τ1, τ2)| < ε

4
(12)

yra teisinga tolygiai pagal |τ1| ≤ c2 , |τ2| ≤ c3. I² (11) i²plaukia, kad egzis-

tuoja teigiami skai£iai N = N(σ, ε) ir T 2
0 = T 2

0 (σ, c2, c3, ε) tokie, kad, kai

T ≥ T 2
0 ,

|fT (τ1, τ2)− fT,pN
(τ1, τ2)| < ε

2
(13)

tenkinama tolygiai pagal |τ1| ≤ c2 , |τ2| ≤ c3. Tegul N yra �ksuotas skai£ius

ir T0 = max(T 1
0 , T 2

0 ). I² (12) ir (13), tokiems T1, T2 > T0, randame, kad

|fT1(τ1, τ2)− fT2(τ1, τ2)| < ε

tolygiai pagal |τ1| ≤ c2 , |τ2| ≤ c3. I² £ia darome i²vad¡, kad funkcija fT (τ1, τ2)

konverguoja tolygiai pagal τ1 ir τ2 kiekviename baigtiniame intervale i� tam

14



tikr¡ funkcij¡ f(τ1, τ2). Bet pagal 2.1.1 lem¡, funkcija f(τ1, τ2) bus tolydi

ta²ke (0, 0). Taigi, 1.3 teorema yra i�rodyta.
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3. Ribin
e teorema Matsumoto dzeta funkcijai. II

Kadangi 1.3 teoremoje yra i�rodomas tik tikimybinio mato egzistavi-

mas, ²iame skyriuje gausime i²reik²tini� jo pavidal¡.

3.1. Ribin
e teorema erdv
eje Ω2

Prad
esime nuo silpno tikimybiniu� matu� konvergavimo savybiu�.

Erdv
eje (γm,B(γm)) tikimybinio mato Q Furje transformacija g(k1, ...km)

yra apibr
eºiama lygybe

g(k1, ...km) =

∫

γm

xk
1...x

km
m dQ,

kur kj yra sveikieji skai£iai, xj ∈ γ, j = 1, ..., m.

3.1.1 lema. Tegul {Qn} yra tikimybiniu� matu� seka erdv
eje (γm,B(γm)),

o {gn(k1, ...km)} yra atitinkamu� Furje transformaciju� seka. Tarkime, kad

kiekvienai sveiku�ju� skai£iu� aibei (k1, ..., km) egzistuoja riba

g(k1, ...km) = lim
n→∞

gn(k1, ..., km).

Tada egzistuoja tikimybinis matas Q erdv
eje (γm,B(γm)) toks, kad Qn silp-

nai konverguoja i� Q, kai n → ∞. Be to, g(k1, ...km) yra mato Q Furje

transformacija.

Erdv
eje (Ω,B(Ω)) tikimybinio mato Q Furje transformacija g(k) yra

16



apibr
eºta formule

g(k) =

∫

Ω

∏
p

xkp
p dQ,

kur k = (k2, k3, ...) ir tik baigtinis skai£ius sveiku�ju� skai£iu� kp yra nenuliai

bei xp ∈ γ, p ∈ P.

3.1.2 lema. Tegul {Qn} yra tikimybiniu� matu� seka erdv
eje (Ω,B(Ω)), o

{gn(k)} yra atitinkama Furje transformaciju� seka. Tarkime, kad kiekvienam

vektoriui k egzistuoja riba

g(k) = lim
n→∞

gn(k).

Tada erdv
eje (Ω,B(Ω)) egzistuoja tikimybinis matas Q toks, kad Qn silpnai

konverguoja i� Q, kai n →∞. Be to, g(k) yra Q Furje transformacija.

I�rodymas. 3.1.1 ir 3.1.2 lemos yra tolydumo teoremu� apie tikimybinius

matus kompakti²koje Abelio grup
eje atvejis, ºr. pvz. [6].

Invarianti²kas Borelio matas kompakti²koje topologin
eje grup
eje yra vadi-

namas Haro matu.

3.1.3 lema. Kiekvienoje kompakti²koje topologin
eje grup
eje egzistuoja

vienintelis tikimybinis Haro matas.

I�rodymas. Tai 5.14 teorema i² [1].

Sudarome tikimybini� mat¡

QT (A) = ν2
T (((pit1 , pit2) : p ∈ P) ∈ A), A ∈ B(Ω2).
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3.1.4 teorema. Tikimybinis matas QT (A) silpnai konverguoja i� Haro

mat¡ mH2, kai T →∞.

I�rodymas. Ω2 dualioji grup
e yra

2⊕
j=1

⊕
p

Zjp,

kur Zjp = Z visiems p ∈ P, j = 1, 2. Elementas k = (k1p, k2p : p ∈ P) ∈
2⊕

j=1

⊕
p

Zjp, kur tik baigtinis skai£ius sveiku�ju� skai£iu� kjp yra nenuliai, erdv
eje

Ω2 atvaizduojamas

ω → ωk =
2∏

j=1

∏
p

ω
kjp

j (p).

Vadinasi, mato Q Furje transformacija gT (k) yra

gT (k) =

∫

Ω2

2∏
j=1

∏
p

ω
kjp
j (p)dQT

=
1

T

∫ T

0

∫ T

0

2∏
j=1

∏
p

pitjkjpdt1dt2

=

(
1

T

∫ T

0

exp

{
it1

∑
p

k1p log p

}
dt1

)

×
(

1

T

∫ T

0

exp

{
it2

∑
p

k2p log p

}
dt2

)
,

kur tik baigtinis skai£ius sveiku�ju� skai£iu� k1p ir k2p yra nenuliai. Pirminiu�

skai£iu� logaritmai yra tiesi²kai nepriklausomi vir² racionaliu�ju� skai£iu� lauko.

Be to
∏

p

pkjp = exp

( ∑
p

kjp log p

)
, j = 1, 2,

yra racionalus ska£ius. Taigi randame, kad
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gN(k) =





1, jei k1p = 0,

1
T

1−exp{iT ∑
p k1p log p}

1−exp{i ∑
p k1p log p} , jei k1p 6= 0,

×





1, jei k2p = 0,

1
T

1−exp{iT ∑
p k2p log p}

1−exp{i ∑
p k2p log p} , jei k2p 6= 0,

=





1, jei k = 0,

1
T

1−exp{iT ∑
p k1p log p}

1−exp{i ∑
p k1p log p} , jei k1p 6= 0, k2p = 0,

1
T

1−exp{iT ∑
p k2p log p}

1−exp{i ∑
p k2p log p} , jei k1p = 0, k2p 6= 0,

1
T

1−exp{iT ∑
p k1p log p}

1−exp{i ∑
p k1p log p} · 1

T

1−exp{iT ∑
p k2p log p}

1−exp{i ∑
p k2p log p} , jei k1p 6= 0, k2p 6= 0.

I² £ia randame, kad

lim
T→∞

gT (k) =





1, jei k = 0,

0, jei k 6= 0.

Tai kartu su 3.1.2 lema duoda tikimybinio mato QT silpn¡ konvergavim¡ i�

mat¡ apibr
eºt¡ Furje transformacija

g(k) =





1, jei k = 0,

0, jei k 6= 0.

Bet pagal 3.1.3 lem¡ tai yra Haro matas mH2 erdv
eje (Ω2,B(Ω2)). Teorema

i�rodyta.
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3.2. Ribin
es teoremos absoliu£iai konverguojan£ioms

Dirichl
e eilut
ems

Tegul σ1 > 1
2
yra �ksuotas ir

ϕn(s) =
∞∑

m=1

b(m)

ms
exp

{
−

(
m

n

)σ1
}

bei

ϕn(s, ω̃) =
∞∑

m=1

b(m)ω̃1(m)ω̃2(m)

ms
exp

{
−

(
m

n

)σ1
}

, ω̃ = (ω̃1, ω̃2) ∈ Ω2.

Galima i�rodyti, kad eilut
es ϕn(s) ir ϕn(s, ω̃) abi silpnai konverguoja pus-

plok²tum
eje σ > α + β + 1
2
(ºr. pvz. [3]).

Kai σ > α + β + 1
2
, erdv
eje (C,B(C) apibr
eºkime du tikimybinius matus

PT,n = ν2
T (ϕn(σ + it1 + it2) ∈ A), A ∈ B(C),

ir

P̃T,n = ν2
T (ϕn(σ + it1 + it2, ω̃) ∈ A), A ∈ B(C),

3.2.1 teorema. Tegul σ > α + β + 1
2
. Tada egzistuoja tikimybinis matas

Pn erdv
eje (C,B(C) toks, kad abu matai PT,n ir P̃T,n silpnai konverguoja i�

Pn, kai T →∞.

I�rodymas. Apibr
eºkime funkcij¡ un : Ω2 → C eilute

un(ω) =
∞∑

m=1

b(m)ω1(m)ω2(m) exp

{
−

(
m
n

)σ1
}

mσ
.
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Kadangi eilut
es konverguoja absoliu£iai, kai σ > α + β + 1
2
, funkcija un(ω)

yra tolydi ir

un((p−it1 , p−it2) : p ∈ P) = ϕn(σ + it1 + it2).

Pastarasis faktas kartu su 3.1.4 teorema bei 5.1 teorema i² [1], parodo, kad

matas PT,n silpnai konverguoja i� mat¡ mH2u
−1
n , kai T →∞.

Dabar apibr
eºkime funkcij¡ ũn : Ω2 → C eilute

ũn(ω) =
∞∑

m=1

b(m)ω1(m)ω2(m)ω̃1(m)ω̃2(m) exp

{
−

(
m
n

)σ1
}

mσ
.

Pakartojant t¡ pa£i¡ argumentacij¡, kaip ir un atveju, gauname, kad matas

P̃T,n konverguoja i� mH2ũ
−1
n , kai T →∞.

Tegul funkcija u : Ω2 → Ω2 yra apibr
eºta formule

u(ω) = ω̃ · ω.

Tada gauname

ũn(ω) = un(u(ω)).

Kadangi Haro matas mH2 yra invarianti²kas ta²ku� erdv
eje Ω2 post	umiu�

atºvilgiu, turime

mH2ũ
−1
n = mH2(unu)−1 = (mH2u

−1)u−1
n = mH2u

−1
n .

Teorema i�rodyta.
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3.3. Aproksimavimas pagal vidurki�

�iame skyriuje aproksimuosime funkcijas ϕ(σ + it1 + it2) ir ϕ(σ +

it1 + it2, ω) pagal vidurki�.

3.3.1 teorema. Tegul σ > α + β + 1
2
. Tada

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T 2

∫ T

0

∫ T

0

|ϕ(σ + it1 + it2)− ϕn(σ + it1 + it2)|dt1dt2 = 0,

ir, beveik visiems ω ∈ Ω2,

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T 2

∫ T

0

∫ T

0

|ϕ(σ + it1 + it2, ω)− ϕn(σ + it1 + it2, ω)|dt1dt2 = 0.

I�rodymas. [5] yra i�rodyta, kad pusplok²tum
eje σ > α + β + 1
2
,

lim
n→∞

lim sup
T→∞

∫ T

0

|ϕ(σ + it)− ϕn(σ + it)|dt = 0. (14)

Vadinasi,

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T 2

∫ T

0

∫ T

0

|ϕ(σ + it1 + it2)− ϕn(σ + it1 + it2)|dt1dt2

= lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

(
1

T

∫ T+t2

t2

|ϕ(σ + it)− ϕn(σ + it)|dt

)
dt2

≤ lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

(
1

T

∫ 2T

0

|ϕ(σ + it)− ϕn(σ + it)|dt

)
dt2

= lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ 2T

0

|ϕ(σ + it)− ϕn(σ + it)|dt.

Tai, drauge su (14) i�rodo pirm¡ji� teoremos tvirtinim¡.

Tuo pa£iu b	udu kaip ir aproksimuojant ϕ(σ+ it1 + it2) eilute ϕn(σ+ it1 +

it2), gauname, kad

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T 2

∫ T

0

∫ T

0

|ϕ(σ + it1 + it2, ω)− ϕn(σ + it1 + it2, ω)|dt1dt2
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≤ lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ 2T

0

|ϕ(σ + it, ω)− ϕn(σ + it, ω)|dt. (15)

Beveik visiems ω′ ∈ Ω [4],

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

|ϕ(σ + it, ω′)− ϕn(σ + it, ω′)|dt = 0, (16)

kur

ϕn(s, ω′) =
∞∑

m=1

b(m)

ms
exp

{
−

(
m

n

)σ1
}

.

Tegul Ω′ ⊂ Ω toks, kad elementai i² Ω tenkina (16) s¡ry²i�. Tada mH(Ω′) =

1. Ir, kai ω ∈ Ω,

mH2((ω1, ω2) ∈ Ω2 : ω1 = ω, ω2 = ω′ · ω−1) ≥ mH(Ω) ·mH(Ω′) = 1.

I² kitos pus
es ω′ = ω1 · ω2. Tai rei²kia, kad (15) nelygyb
e galioja visiems

ω ∈ Ω2. Ir antrasis teoremos tvirtinimas yra i�rodytas.
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3.4. ϕ(s) ir ϕ(s, ω) ribin
es teoremos

Apibr
eºkime dar vien¡ tikimybini� mat¡

P̃T (A) = ν2
T (ϕ(σ + it1 + it2, ω) ∈ A), A ∈ B(C), ω ∈ Ω2.

3.4.1 teorema. Tegul σ > α + β + 1
2
. Tada abu tikimybiniai matai PT

ir P̃T silpnai konverguoja i� t¡ pati� mat¡ erdv
eje (C,B(C), kai T →∞.

Remiantis 3.2.1 teorema, abu tikimybiniai matai PT,n ir P̃T,n silpnai kon-

verguoja i� t¡ pati� mat¡ Pn, kai T → ∞. I�rodysime, kad tikimybiniu� matu�

{Pn} ²eima yra tir²ta.

Tegul (Q1, Q2) yra atsitiktinis vektorius tam tikroje tikimybin
eje erdv
eje

(Ω̃,B(Ω̃),P) ir tolygiai pasiskirst¦s [0, 1]2. Apibr
eºkime element¡

XT,n(σ) = ϕn(σ + iTQ1 + iTQ2).

Tada, pagal 3.2.1 teorem¡ turime

XT,n(σ)
D−→

T→∞ Xn(σ), (17)

kur Xn yra kompleksines reik²mes i�gyjantis atsitiktinis kintamasis, turintis

pasiskirstym¡ Pn ( D−→ rei²kia konvergavim¡ pagal pasiskirstym¡). ϕn(s)

eilut
e konverguoja absoliu£iai, pusplok²tum
eje σ > α + β + 1
2
, tod
el

sup
n∈N

lim sup
T→∞

1

T 2

∫ T

0

∫ T

0

|ϕn(σ + it1 + it2)|dt1dt2

≤ sup
n∈N

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

(
1

T

∫ T

0

|ϕn(σ + it1 + it2)|2dt1

) 1
2

dt2
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= sup
n∈N

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

(
1

T

∫ T+t2

t2

|ϕn(σ + it)|2dt

) 1
2

dt2

≤ sup
n∈N

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

(
1

T

∫ 2T

0

|ϕn(σ + it)|2dt

) 1
2

dt2

= sup
n∈N

lim sup
T→∞

(
1

T

∫ 2T

0

|ϕn(σ + it)|2dt

) 1
2

= sup
n∈N

(
2

∞∑
m=1

( |b(m)| exp(−(m
n
)σ1)

mσ

)2) 1
2

≤
(

2
∞∑

m=1

|b(m)|2
m2σ

) 1
2

≤ R < ∞.

Tegul ε > 0 ir K = R
ε
. Tada i² £ia padarome i²vad¡, kad

lim sup
T→∞

P(|XT,n(σ)| > K)

≤ sup
n∈N

lim sup
T→∞

1

T 2K

∫ T

0

∫ T

0

|ϕn(σ + it1 + it2)|dt1dt2 ≤ ε.

Tai ir (17) parodo, kad

P(|Xn(σ)| > K) ≤ ε. (18)

Tegul Kε = {s ∈ C : |s| ≤ K}. Tada Kε yra kompakti²ka aib
e ir i² (18)

bei Xn(σ) apibr
eºimo

Pn(Kε) ≥ 1− ε.

Tai rei²kia, kad tikimybiniu� matu� {Pn} ²eima yra tir²ta. Tada pagal Procharovo

teorem¡, ji yra reliatyviai kompakti²ka (ºr. pvz. [1]).

Dabar tegul

XT (σ) = ϕ(σ + iTQ1 + iTQ2).
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Tada pagal 3.3.1 teorem¡, kiekvienam ε > 0,

lim
n→∞

lim sup
T→∞

P (|XT (σ)−XT,n(σ)| ≥ ε}

≤ lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

εT 2

∫ T

0

∫ T

0

|ϕ(σ + it1 + it2)

−ϕ(σ + it1 + it2)|dt1dt2 = 0 (19)

I² ²eimos {Pn} reliatyvaus kompakti²kumo i²plaukia, kad egzistuoja posekis

{Pn1} ⊂ {Pn} toks, kad {Pn1} konverguoja silpnai i� Pσ, kai n1 → ∞. Vadi-

nasi,

Xn1(σ)
D−→

n1→∞
Pσ. (20)

Erdv
e C yra separabili. Taigi, i² (20), (17), (19) ir 1.2.4 teoremos i² [6] seka

XT
D−→

T→∞ Pσ. (21)

Tai rei²kia, kad egzistuoja matas Pσ toks, kad matas PT konverguoja silpnai

i� Pσ, kai T →∞. (21) s¡ry²is parodo, kad matas Pσ yra nepriklausomas nuo

posekio {Pn1} pasirinkimo. Be to,

Xn(σ)
D−→

n→∞ Pσ. (22)

Dabar tegul

X̃T,n(σ, ω) = ϕn(σ + iTQ1 + iTQ2, ω)

ir

X̃T (σ, ω) = ϕ(σ + iTQ1 + iTQ2, ω).
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Pritaikius dydºiams X̃T,n ir X̃T argumentus kaip ir XT,n bei XT ir pagal

3.3.1 teorem¡, bei (22), gauname, kad matas P̃T taip pat konverguoja i� Pσ,

kai T →∞. Teorema i�rodyta.
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3.5. 1.4 teoremos i�rodymas

I² 3.4.1 teoremos i²plaukia, kad lieka i�rodyti, jog matas Pσ 3.4.1

teoremoje sutampa su ϕ(σ, ω) reik²miu� pasiskirstymu.

Tegul a = {p−it, p ∈ P}. Apibr
eºkime φt, t ∈ R, transformacij¡ erdv
eje

Ω2 tokiu b	udu φt(ω) = (aω1, aω2), ω ∈ Ω2. Tada {φt} yra i²matuojama

mat¡ i²laikanti transformaciju� aib
e erdv
eje Ω2. Taip pat, kaip 5.3.6 teoremos

i² [7] i�rodyme, galima i�rodyti, kad {φt} grup
e yra ergodin
e.

Tegul A ∈ B(C) ir apibr
eºkime tikimybin
eje erdv
eje (Ω2,B(Ω2),mH2)

atsitiktini� kintam¡ji� η(ω) taip

η(ω) =





1, jei ϕ(σ, ω) ∈ A,

0, jei ϕ(σ, ω) 6∈ A.

(23)

Dar daugiau, turime, kad procesas η(φt(ω)) yra ergodinis. Naudojant gerai

ºinom¡ Birkhofo-Kin£aino teorem¡ i² [8], gauname, kad

1

T

∫ T

0

η(φt(ω))dt = Eη + o(1), T →∞,

kur Eη yra atsitiktinio kintamojo η vidurkis. Tada, tolygiai pagal τ , 0 < τ ≤

T ,
1

T

∫ T+τ

τ

η(φt(ω))dt = Eη + o(1), T →∞,

ir η ir φt apibr
eºimus randame

1

T

∫ T+τ

τ

I{t:ϕ(σ+it,ω)}dt = Eη + o(1). (24)

28



Fiksuokime aib¦ A ∈ B(C) toki¡, kad ji b	utu� mato Pσ tolydumo aib
e ir

tegul φt1,t2(ω) = (at1w1, at2ω2), ω ∈ Ω2. Tada i² (23) ir (24) i²plaukia

1

T 2

∫ T

0

∫ T

0

η(φt1,t2(ω))dt1dt2

=
1

T 2

∫ T

0

∫ T

0

η(φt1+t2 , o(ω)

)
dt1dt2

=
1

T

∫ T

0

(
1

T

∫ T+t2

t2

η(φt,o(ω))dt

)
dt2

=
1

T

∫ T

0

(
1

T

∫ T+t2

t2

η(φt(ω))dt

)
dt2

=
1

T

∫ T

0

(Eη + o(1))dt2 = EX + o(1) = Pσ(A) + o(1), T →∞. (25)

I² kitos pus
es, mes randame, kad

1

T 2

∫ T

0

∫ T

0

η(φt1,t2(ω))dt1dt2 = ν2
T (ϕ(σ + it1 + it2, ω) ∈ A).

Ta£iau, pagal 3.4.1 teorem¡

lim
T→∞

ν2
T (ϕ(σ + it1 + it2, ω) ∈ A) = Pσ(A).

I² £ia ir (25), gauname, kad Pσ(A) = P?(A) visoms mato Pσ tolydumo aib
ems.

Kadangi tokios aib
es sudaro apibr
eºian£i¡ klas¦, i²plaukia, kad Pσ(A) =

P?(A) visiems A ∈ B(C). Teorema i�rodyta.
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Santrauka

Modi�kuota ribin
e teoremaMatsumoto dzeta funkcijai

kompleksin
eje plok²tumoje

Tegul s = σ + it yra kompleksinis kintamasis, o ϕ(s) yra Matsumoto

dzeta funkcija apibr
eºta formule

ϕ(s) =
∞∏

m=1

g(m)∏
j=1

(
1− a

(j)
m

p
sf(j,m)
m

)−1

,

£ia m ∈ N, a
(j)
m ∈ C, f(j, m) ∈ N, 1 ≤ j ≤ g(m) ir pm yra m-asis pirminis

skai£ius. �iame darbe i�rodyta ribin
e teorema funkcijai ϕ(s) kompleksin
eje

plok²tumoje.

Tegul σ > α + β + 1
2
. Erdv
eje (C,B(C)) apibr
eºkime tikimybini� mat¡

PT (A) =
1

T 2
meas2{ϕ(σ + it1 + it2) ∈ A}, A ∈ B(C),

£ia B(C) yra kompleksin
es plok²tumos C Borelio aibiu� klas
e, meas2{A} -

ma£iosios aib
es A ∈ R2 Lebego matas, T > 0, (t1, t2) ∈ [0, T ]2, bei α ir β

yra neneigiamos konstantos. Tada ribinis matas PT (A) silpnai konverguoja i�

mat¡ Pσ kai T →∞. Taip pat gautas i²reik²tinis mato Pσ pavidalas.
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Summary

A modi�ed limit theorem for the Matsumoto zeta-

function on the complex plane

Let s = σ + it be a complex variable, and ϕ(s) is the Matsumoto zeta-

function de�ned by

ϕ(s) =
∞∏

m=1

g(m)∏
j=1

(
1− a

(j)
m

p
sf(j,m)
m

)−1

with m ∈ N, a
(j)
m ∈ C, f(j,m) ∈ N, 1 ≤ j ≤ g(m) and m-th prime number

pm. In this work, it is proved that a limit theorem on the complex plane is

valid for the function ϕ(s). The exact statemet of the result is following.

Let σ > α + β + 1
2
, and on (C,B(C)) de�ne a probability measure

PT (A) =
1

T 2
meas2{ϕ(σ + it1 + it2) ∈ A}, A ∈ B(C),

where B(C) is the class of Borel sets of the complex plane C, meas2{A} is

the Lebesgue measure of a measurable set A ∈ R2, and, for T > 0, (t1, t2) ∈

[0, T ]2, and α and β are non-negative constants. Then the limit measure

PT (A) converges weakly to the probability measure Pσ as T →∞. Also the

explicit form of a measure Pσ is obtained.

31



Literat	ura

[1] P. Billingsley, Convergence of Probability Measures, John Willey,

New York (1968).

[2] H. Bohr, B. Jessen, Über die Wertverteilung der Riemannscher Zeta-

function, Erste Mitteilung, Acta Math., 54, 1�35 (1930).

[3] R. Ka£inskait
e, A discrete limit teorem for the Matsumoto zeta-

function on the complex plane, Liet. Matem. Rink., 40(4), 475�492 (2000)

(rusu� kalba) = Lith. Math. J., 40(4), 364�378 (2000).

[4] R. Ka£inskait
e, A. Laurin£ikas, Pirminiu� skai£iu� pasiskirstymas,

�iauliu� universiteto leidykla, �iauliai (2003).

[5] A. Laurin£ikas, Limit theorems for the Matsumoto zeta-function, J.

Théor. Nombres Bordeaux, 8, 143�158 (1996).

[6] A. Laurin£ikas, Limit Theorems for the Riemann Zeta-Function,

Kluwer, Dordrecht (1996).

[7] K. Matsumoto, Value-distribution of zeta-functions, Lecture Notes

in Math., Springer, 1434, 178�187 (1990).

[8] A.A. Tempelman, Ergodic Theorems on Grups, Mokslas, Vilnius

(1986).

32



�ym
ejimai

k, l,m, n, j � nat	uralieji skai£iai

p � pirminis skai£ius

N � nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e

Z � sveiku�ju� skai£iu� aib
e

R � realiu�ju� skai£iu� aib
e

C � kompleksiniu� skai£iu� aib
e

s = σ + it � kompleksinis kintamasis

i � menamasis vienetas: i =
√−1

Res = σ � kompleksinio kintamojo s realioji dalis

Ims = t � kompleksinio kintamojo s menamoji dalis

A×B � aibiu� A ir B Dekarto sandauga

meas{A} � aib
es A Lebego matas

µN(...) = 1
N+1

]{0 ≤ m ≤ N : ...} � kur ta²ku� vietoje i�ra²omos s¡lygos,

kurias tenkina m

B(S) � erdv
es S Borelio aibiu� klas
e

Γ(s) � Oilerio gama funkcija pusplok²tum
eje σ > 0

apibr
eºiama integralu Γ(s) =
∞∫
0

e−xxs−1dx

B � dydis apr
eºtas konstanta (O didysis atitikmuo).

33


