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1. Jvadas

Tegul s = o+it yra kompleksinis kintamasis, {a,, } yra kompleksiniy

skaiciy seka, o {\,,} - didéjanti teigiamy skai¢iy seka. Eiluté

o0
E ame_’\ms
m=1

vadinama Dirichlé eilute. Jei \,, = logm, pastaroji eiluté tampa paprastaja

Dirichlé eilute
ZOO a
m=1 ’

Analizinéje skaiciy teorijoje ir apskritai matematikoje svarbus vaidmuo

tenka dzeta funkcijoms. Tai kompleksinio kintamojo s funkcijos, tam tikroje
pusplokstumeéje apibréziamos Dirichlé eilutémis. Zinomiausia dzeta funkcija

yra Rymano dzeta funkcija ((s). Kai o > 1, ji apibréziama eilute

() =Y —

ms
m=1

ir analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma. ((s) yra meromorfiné
funkcija. Ji turi paprastajj poliy taske s = 1 su reziduumu 1. Be to, funkcija,
kai 0 > 1, yra i§reiskiama Oilerio sandauga

o163

p

Dzeta funkcijy reikSmiy pasiskirstymas yra labai sudétingas, sunku ka

nors pasakyti apie jy konkrecCias reikSmes. Dzeta funkcijy reik§miy pa-



siskirstymo tyrimui gali buti taikomi tikimybiniai metodai. Problema for-
muluojama taip: duota tam tikra aibé, kaip daznai dzeta funkcijy reikSmeés
papuola ] §ig aibe? Pastaroji idéja kilo H. Borui. Pirmuosius rezultatus
gauvo H. Boras ir B. Jesenas 1930 metais.

Tegul R yra uzdaras staciakampis kompleksinéje plokStumoje, su krastinémis
lygiagre¢iomis koordinaciy asims, o L(7T,R) zymi aibés {t € [0,T] : log<(o +
it) € R} Zordano mata.

1.1 teorema ([2]). Kai o > 1, egzistuoja riba

D) _ wi(n,o)

lim
T—o00

kuri priklauso tik nuo o ir R.

1932 metais H. Boras ir B. Jesenas gavo panasy rezultata, kai o > %
Minéty teoremy jrodymai remiasi iskilyjy kreiviy sumy teorija, kurig sukure
H. Boras ir B. Jesenas.

Galima paminéti Siuos matematikus, kurie uzsiima(-¢) dzeta funkcijy
tyrimu. Tai B. Bag¢i, P.D.T.A. Eliotas, A. Gosas, D. Dzoineris, K. Mat-
sumoto, A. Selbergas, J. Steudingas, A. Ivic¢ius, S. Voroninas, J. Kacorovskis,
T. Hatori ir kt. Lietuvoje Sioje srityje dirba A. Laurin¢ikas, E. Stankus,
R. Garunkstis, R. Kacinskaité, J. Genys, D. Siauéiﬁnas, S. Zamarys ir kt.

Musy darbo tikslas - gauti naujo tipo ribines teoremas Matsumoto dzeta

funkcijai silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme. Prisiminsime silpno



konvergavimo apibrézima. B(S) pazymékime erdvés S Borelio aibiy klase.
Tegul P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)). Sakome, kad matas

P, silpnai konverguoja j mata P, jei

lim | fdP, = / fapr
S S

kiekvienai apréztai tolydziai funkcijai f : S — R.
Bet kokiam m € N apibrézkime teigiamag sveikaji skai¢iy g(m). Be to,

tegul o) € Cir f(j,m), 1 < j < g(m), yra naturalieji skai¢iai. Apibrézkime

daugianarj
g(m) ‘ ‘
Ap(z) = [T (1 = a?0m),
j=1

kurio laipsnis f(1,m)+...+ f(g(m), m). Tegul p,, Zymi m-ajj pirminj skai¢iy.
|7] K. Matsumoto nagrinéja tokia dzeta funkcija
p(s) =[] An' s (1)
m=1

Jis pareikalavo, kad galioty salygos

g(m) = Bp%, |a| < p2, (2)

kur « ir [ yra neneigiamos konstantos, o B - dydis apréztas konstanta (ne
visada tas pats). (1) begaliné sandauga konverguoja absoliuciai, kai o >
a+ [+ 1, ir apibrézia ¢ia holomorfine funkcija ¢(s) neturinéia nuliy.

Matsumoto dzeta funkcija yra viena i§ funkcijy, pusplokstuméje o > o +



£ 4 1 apibréziamy absoliuc¢iai konverguojanciomis Dirichlé eilutémis

3 15

i m

kai koeficientams b,, galioja jvertis b,, = Bm**5+¢ bet kokiam ¢ > 0.

Funkcija ¢(s) apibendrina klasikines dzeta funkcijas, isreiskiamas Oilerio
sandauga. Pvz.: Dirichlé L-funkcijos L(s, x), Dedekindo dzeta funkcija virs
algebriniy skaic¢iy kuno, paraboliniy formy dzeta funkcija.

K. Matsumoto [7] jrodé dvi ribines teoremas funkcijai ¢(s).

Tegul R yra uzdaras staciakampis kompleksinéje plokstumoje C su kras-
tinémis lygiagrec¢iomis koordinaciy asims. Pirmoji teorema nagrinéja atvejj,
kai 0 > a+ [+ 1. Kai op > a+ [ +1, log ¢(0q +it) apibrézkime pagrindiniy

logaritmo reikSmiy suma

log (0 + it) Z Z Log(1 —fam)s).

m=1 j=1
meas{A} pazymékime A C R aibés Lebego mata.
1.2 teorema ([7]). Tegul oy > a+ B+ 1 bei yra tenkinamos (2) sqlygos.

Tada egzistuoja riba

1
lim Tmeas{t € [0,77] : log p(oo +it) € R}.

T—o0

Antroji teorema |7], nagrinéja log ¢(o¢+it) pusplokstuméje oy < a+G+1.



Mes magistro darbe nagrinésime sudétingesnj reikSmiy pasiskirstyma.

Tegul T' > 0. Pazymékime

va(..) = %meaSQ{(tl,tg) €01 ...},

kur daugtaskio vietoje jraSomos salygos, kurias tenkina (t1,%2), o measy{A}
Zymi i¥matuojamos aibés A C R? Lebego mata. Erdvéje (C, B(C)) apibrézkime

tikimybinj mata
Pr(A) = vi(p(o +ity +its) € A), A€ B(C).

1.3 teorema. Tegul o > a+ B+ 1. Tada erdvéje (C,B(C)) egzistuoja
tikimybinis matas P, toks, kad Pr konverguoja silpnai 3 P,, kai T — oo.

Nepakanka tik jrodyti mato egzistavimg. [domu jj yra identifikuoti.

Pirmiausia reikalinga tam tikra topologiné struktura. Pazymékime -y
vienetinj apskritimg kompleksinéje plokstumoje, t.y., v = {s € C : [s| = 1},

ir tegul
Q= H7p7
P

kur 7, = v visiems pirminiams p. Su sandaugos topologija ir pataSkine
daugyba begaliniamatis toras {2 yra kompaktiska topologiné Abelio grupé.
Tegul 02 = Q x Q. Tada Q2 taip pat yra kompaktiska topologiné grupé.
Todél erdvéje (Q2,B(Q?)) egzistuoja tikimybinis Haro matas mpgs. Gau-

name tikimybing erdve (Q2, B(Q?), mp2). w(p) € Q; pazymékime w; €



projekcija j koordinatine erdve v,, j = 1,2. Tada formulés
wik) = 1T @)
p*|lk

pagalba funkcija w;(p) pratesiame j visa naturaliyjy skai¢iy aibe kaip pilnai
multiplikatyviaja unimoduliariaja funkcija, j = 1,2 (p“||k reiskia, kad p*|k,
bet p>t 1 k).

Pusplokstumeéje o > o+ (6 + % ir w = (wy,ws) € N? tikimybinéje erdvéje
(22, B(Q?), mys) apibrézkime kompleksines reiksmes jgyjantj atsitiktinj ele-

menta ¢(s,w) formule

oo 9(m) (), fGm) F(Gm) .
plow) =] (1_%% (Pm)ws (pm)) |

pfnf (3,m)

m=1 j=1

Jis taip pat gali buti apibréziamas eilute

i) = 32 M ety

m=1
kur koeficientams b(m) galioja jvertis b(m) = Bm®*#+¢ bet kokiam & > 0.
1.4 teorema. Tequl o > a+ 3+ % Tada tikimybinis matas Pr silpnai

konverguoja 3 tikimybing matq
P,(A) = mps(w € Q% : p(o,w) € A), A€ B(C),

kai T — oo.



2. Ribiné teorema Matsumoto dzeta funkcijai. I
Siame skyriuje jrodysime 1.3 teorema, t.y., kad egzistuoja tikimybi-
nis matas P, j kurj silpnai konverguoja tikimybinis matas Pr(A) = v3(¢(o+

ity + ito) EA), kai T — oo .

2.1. Pagalbiniai rezultatai
1.3 teoremos jrodymui mums reikia gerai zinomos tikimybiniy maty
tolydumo teoremos erdvéje (R? B(R?)).
2.1.1 lema. Tegul {P,} yra tikimybiniy maty seka (R*, B(R)) erdvéje,
o {fu(m1,72,...,Tk)} yra atitinkamy charakteristiniy funkcijy seka n € N.

Tarkime, kad

T}L%fn(717727--'77k):f(7—1;7—27---;7—k)7
visiems (T1,72,...,7,) € R, ir funkcija f(71,7o,...,Tk) yra tolydi taske

(0,0,...,0). Tada egzistuoja tikimybinis matas P erdvéje (R*, B(RF)) toks,
kad P, konverguoja silpnai j P kai n — oo. Siuo atveju, f(T1,Tay ..., Tk) yra
P charakteristiné funkcija.

Irodymas. Lemos jrodyma galima rasti, pvz., [1]. Musy atveju k = 2.

Tikimybinio mato Py silpno kpnvergavimo jrodymui galime sudaryti mata
Qr(A) = y%((%(p(a + ity +ity), Se(o + ity +ity)) € A),

A e B(R?).



Tegul tokiems N € N,
O'+Zt ZCLJ j, Q. GC, )‘j ER, (3)

yra Dirichlé polinomas. Tegul Ji(z) yra Beselio funkcija, bet kokiam fiksuo-

tam realiajam k apibréziama eilute

Jk<33') _ Z _1>m(%) .

m!D(k+m+1)’
¢ia I'(k) yra gama funkcija. Apibrézkime charakteristine funkcija

N
fox (7)) = > [ 7%, (alm) Ji, (lajl m2)

j=1
LN N

xexp{z(§Z/€j—l—Zk +1;) >} (4)
J=1 7=1

kur Zvaigzduté reiskia sumavima pagal visus sveikuosius skaicius k; ir [j,

Jj=1,..., N, kai eksponentés \; tenkina salyga

N
> (ki +1)A; =0.

J=1

2.1.2 lema. Tikimybinis matas
PT,pN (A) = V%((%pN<O' + ’ltl + ’itg), %pN(O' + Ztl + th)) € A), A c B(R2),

silpnai konverguoja j matq erdvéje (R B(R?)), apibréztq charakteristine
funkcija foy (11, 72), kai T — oo.

Irodymas. Tikimybinio mato Pr,, silpno konvergavimo jrodymui tirsime
jo charakteristinés funkcijos fr,, asimptotinj elgesj. Ji apibréziama tokiu

10



budu

fron(T1,72) = / exXp {i<715€1 + 725132)}dPT,pN
2
iR T T
= ﬁ/ / exp {’L.TléﬁpN(O' + Ztl + Ztg)
0 0

+inSpn (0 + ity + ity) fdiydis.
Nesunku matyti, kad

N

Rpw(o +it) = Y aj| cos(Ajt +m;),
=1
@40

N

Spa(o+it) = Y lasin(Ajt +1),
=1
a0

kur n; = arga;.

Pagal 2.4.1 teoremy i§ |6] realiems x ir 6

oo
elesin 0 — E Jk: (x)ezkﬁ’
k=—00
0o

eixcos@ _ Z Zka(x)esz
k=—00
Tada turime
eXp{iTlﬂ?pN(a + Zfl + th)}

[ee)

= Y Jnlalm) . Jey(lanlm)

11



||Mz
=
=

N
x exp {i Z +77Jk+t1+t2
7=1
ir

eXp{ingpN(J + Zfl + Ztg)}

_ Z I, (Jar|m2) - . Jiy (Jan|2)

N

X exp {Z(Zlﬂ]] + (tl ‘f‘tQ)le/\])} (7)

=1

Remiantis (4) ir (6)-(7) i§ (5) randame, kad
frpn(T1,72) = fou (11,72 +Z HJk: (lajlm)J, (laj|72)

xexp{ Zk: +Zk + 1) 77]
N
/ / exp {i(t1 +t2) Y (kj +1;)\; }dtrdta, (8)
j=1

kur *x reiskia sumavima pagal visus sveikuosius k; ir [;, 7 = 1,..., N, ten-
kinancius salyga

N

> (kj+1)A; # 0.

7=1

Akivaizdu, jei Y1, (k; + 1;)A; # 0, tada

- N 1 — exp{«T le‘ AN
/0 /0 exp {z’(t1+t2)Z(’fﬁlj))‘i}dtldt? = ( 1_ e}z){{@ ZZJ (i; :l )i\ }})

Yra zinoma, kad Beselio funkcijoms teisingas jvertis

Bcllk‘
K[!

Ji(x) = 2] < ¢

12



¢ia ¢1 yra laisvai pasirinkta konstanta [4]. Vadinasi, imdami bet kokj € > 0,
randame K = K (e) tokj, kad

N
] ST dllaglm)dy (lasln)
j=1

[k1 |+l |+ en | FlIn|> K (€)

X exp {z(g Z k; + Z(k] + lj>77j>}

xi (1 — exp{iT Z;-Vzl(kj + lj))‘j}>2
T2\ 1— exp{i Z;V:1<kj + )N}

visiems |7| < ¢, |12| < ¢3 (¢ ir ¢z yra teigiamos konstantos). Dabar

<3 (9)

parinkime Ny = Ny(e) tokj, kad, (8) nelygybés sumos liekanai, kai N > Ny,
galioty jvertis

N
‘ SYTT s llasim) i (aslm)
j=1

ot 4102+t o L |<E 0)
N N

<exp {i(5 Y ks + D (ki + 1))}
j=1 j=1

xi (1 - exp{iTZ;V:l(kj + lj))‘j})Q
T2\ 1 —exp{i Z;V:l(kj +1;)As}

Vadinasi, i$ (8)-(9) seka, kad

lim fr,, (71, 72) = fon (71, T2),
T—o0

t.y., frpy(71,72) konverguoja i fp, (71, 7), kai T" — oo, tolygiai pagal 7y ir
79 kiekviename baigtiniame intervale. Remiantis 2.1.1 lema, mes gauname
tikimybinio mato Pr,, silpna konvergavima i mata erdvéje (R? B(R?)),

apibrézta charakteristine funkcija f,,. Lema jrodyta.

13



2.2. 1.3 teoremos jrodymas

Tegul fr(71,72) yra mato Pr charakteristiné funkcija. Tada

| fr(T1,72) = frpy (71, 72)|

T T
T . . . .
< _|T12‘ / / [Rp(o + ity + it2) — pv (0 + ity + itz)|dtrdt
0 0

|72 ]
T2

T+ |T: T . . ; ;
< [l + | 1|T2| 2|/ / |0 + ity +ity) — py(o + ity + ity)|dt dts. (11)
0 0

T T
+ / / |Sp(o + ity +ite) — py (o + ity + ito)|dt;dts
0 0

Remiantis 2.1.2 lema, egzistuoja teigiamas skai¢ius T = Ty (o, ca, c3,¢€) toks,
kad, kai T > T},
€
|fT7pN (7—1’ TQ) - pr (7—177—2)| < Z_l (12)
yra teisinga tolygiai pagal |11| < co , || < ¢3. I8 (11) iSplaukia, kad egzis-
tuoja teigiami skaiciai N = N(o,¢) ir T¢ = T¢(0,ca,c3,¢) tokie, kad, kai
T>1Tz,
€
|fr(T1,72) = frpx (11, 72)| < 5 (13)
tenkinama tolygiai pagal |71| < ¢o , |2 < c3. Tegul N yra fiksuotas skaicius

ir Ty = max (7T, T¢). 18 (12) ir (13), tokiems T3, Ty > Ty, randame, kad
|fT1(7—177—2) - sz(TlvTQ)| <e

tolygiai pagal |71| < ¢2, | 72| < ¢3. I8 ¢ia darome i8vada, kad funkcija fr (71, 72)

konverguoja tolygiai pagal 7 ir 7 kiekviename baigtiniame intervale j tam

14



tikra funkcija f(71,72). Bet pagal 2.1.1 lema, funkcija f(7,7) bus tolydi

taske (0,0). Taigi, 1.3 teorema yra jrodyta.

15



3. Ribiné teorema Matsumoto dzeta funkcijai. II
Kadangi 1.3 teoremoje yra jrodomas tik tikimybinio mato egzistavi-

mas, Siame skyriuje gausime isreikstinj jo pavidalg.

3.1. Ribiné teorema erdvéje O
Pradésime nuo silpno tikimybiniy maty konvergavimo savybiy.
Erdvéje (4™, B(y™)) tikimybinio mato @ Furje transformacija g(ki, ...k.,)

yra apibréziama lygybe

g(kl,...k:m):/ b a2k dQ,
7771

kur k; yra sveikieji skaiciai, z; € v, 7 =1,...,m.
3.1.1 lema. Tegul {Q,} yra tikimybiniy maty seka erdvéje (™, B(y™)),
0 {gn(k1,...km)} yra atitinkamy Furje transformacijy seka. Tarkime, kad

kiekvienai sveikyjy skaiciy aibei (ky,...,kn) egzistuoja riba
gk, .. ky) = Jirilogn(kl, s kom)-

Tada egzistuoja tikimybinis matas Q erdvéje (Y™, B(y™)) toks, kad @, silp-
nai konverguoja i Q, kai n — oo. Be to, g(ki,...km) yra mato Q Furje
transformacija.

Erdvéje (2,B(€2)) tikimybinio mato () Furje transformacija g(k) yra

16



apibrézta formule
g(&)_/H:pl;PdQ’
2 p

kur k = (kq, ks, ...) ir tik baigtinis skaicius sveikyjy skai¢iy k, yra nenuliai
bei z, € v,p € P.

3.1.2 lema. Tegul {Q,} yra tikimybiniy maty seka erdvéje (2, B(2)), o
{gn(k)} yra atitinkama Furje transformacijy seka. Tarkime, kad kiekvienam

vektoriui k egzistuoja riba

g(k) = lim g, (k).

n—oo

Tada erdvéje (2, B(Q2)) egzistuoja tikimybinis matas Q toks, kad Q, silpnai
konverguoja j Q, kai n — oo. Be to, g(k) yra Q Furje transformacija.

Irodymas. 3.1.1 ir 3.1.2 lemos yra tolydumo teoremy apie tikimybinius
matus kompaktiskoje Abelio grupéje atvejis, 7r. pvz. [6].

Invariantiskas Borelio matas kompaktiskoje topologinéje grupéje yra vadi-
namas Haro matu.

3.1.3 lema. Kiekvienoje kompaktiskoje topologinéje grupéje egzistuoja
vienintelis tikimybinis Haro matas.

Irodymas. Tai 5.14 teorema i§ [1].

Sudarome tikimybinj mata
Qr(A) = vr((p",p") :p €P) € A), A€ B(Q).

17



3.1.4 teorema. Tikimybinis matas Qr(A) silpnai konverguoja j Haro
matq mps, kat T — oo.

Irodymas. €? dualioji grupé yra

2
DDz
=1 p

kur Z;, = 7Z visiems p € P,j = 1,2. Elementas k = (kip,kop : p € P) €

2
D D Z,,, kur tik baigtinis skaicius sveikyjy skai¢iy k;, yra nenuliai, erdvéje
j=lp

02 atvaizduojamas
2
k'
w— k= HijJp(p).
=1

Vadinasi, mato ¢ Furje transformacija gr(k) yra

gr(k) = /Q NI wder

j=1 p

1 T ,T 2 ‘
<[ [T
0 Jo
T

j=1 p

1
_ (T/ exp {itIZ/ﬁplogp}dtl)
0
P
1 [T
X (?/ exp {itgzkgplogp}dt2>,
0
p

kur tik baigtinis skai¢ius sveikyjy skai¢iy ki, ir kg, yra nenuliai. Pirminiy
skaiciy logaritmai yra tiesiskai nepriklausomi vir§ racionaliyjy skaic¢iy lauko.

Be to
[P =exp (ijplogp), j=12,
p p

yra racionalus skacius. Taigi randame, kad

18



—_

jei ki =0,
gn (k) = <

1 1—exp{iT'}_, kiplogp} el k 7§ 0
\ T 1—exp{i}_, kiplogp} ’ Je 1p )

(

1, jei kap =0,
X
1—exp{iT kay, log p} ..
1 T 2p by jei  kop #0
\ T 1—exp{i}_, koplogp} ~ 7 ’
4
1, jei k=0,
1 1—exp{iT Zp k1plogp} L. _
T 1—exp{i}_, kiplogp} ’ Jel klp 7& Oa ka - 07
1 1—exp{iT' 3", k2p log p} L. o
T l—exp{i)_, k2plogp} ’ Jel klp =0, k2p 7é 0,
ll—exp{iTZp k1plogp} ) ll—exp{iT > p ka2p log p} ik 7& 0 I 7& 0
\T 1—exp{i>_, kiplogp} T l—exp{i}_, kaplogp} ’ J 1p ) 2p :

I$ ¢ia randame, kad

lim gr(k) =

T—o00

Tai kartu su 3.1.2 lema duoda tikimybinio mato Q1 silpna konvergavima j

mata apibrézta Furje transformacija

Bet pagal 3.1.3 lemga tai yra Haro matas mp» erdvéje (Q% B(Q?)). Teorema

jrodyta.

19



3.2. Ribinés teoremos absoliuc¢iai konverguojanc¢ioms
Dirichlé eilutéms
Tegul o1 > % yra fiksuotas ir

- E e (2)')

m=1

bei

Pn(s,w) = i b(m)&lg)@(m exp{ — (T)Ul}, T = (@,@) € 02

n

m=1
Galima jrodyti, kad eilutés ¢,(s) ir ¢,(s,w) abi silpnai konverguoja pus-
plokstuméje o > a + 3+ 1 (zr. pvz. [3]).

Kaio>a+ [+ %, erdvéje (C, B(C) apibrézkime du tikimybinius matus
Pr, = vi(pn(o +ity +ity) € A), A€ B(C),
ir
Pr,, = V(a0 + ity +ity,0) € A), A€ B(C),
3.2.1 teorema. Tequlo > a+ 3+ % Tada egzistuoja tikimybinis matas
P, erdvéje (C,B(C) toks, kad abu matai Pr,, ir ﬁT,n silpnai konverguoja j

P,, kai T — oc.

Jrodymas. Apibrézkime funkcijg u, : Q> — C eilute

me
m=1
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Kadangi eilutés konverguoja absoliuciai, kai 0 > o+ 3 + %, funkcija u,(w)

yra tolydi ir
un((p ") 1 p €P) = (0 + ity + ity).

Pastarasis faktas kartu su 3.1.4 teorema bei 5.1 teorema i§ [1], parodo, kad
matas Pr,, silpnai konverguoja j mata mpgou, ', kai T — oo.

Dabar apibrézkime funkcija u, : Q* — C eilute

iy 3 of-(2) }

1

mO'
Pakartojant ta pacia argumentacija, kaip ir u, atveju, gauname, kad matas
]BT,n konverguoja j mgou, ', kai T — oo.

Tegul funkcija u : Q% — Q2 yra apibrézta formule

u(w) =@ - w.

Tada gauname

Un(w) = tn(u(w)).
Kadangi Haro matas mpo yra invariantiskas tagky erdvéje Q2 postumiy
atzvilgiu, turime

Moty = Mo (unu) ™ = (mpou™Hu, ' = mypu,t.

Teorema jrodyta.
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3.3. Aproksimavimas pagal vidurkj
Siame skyriuje aproksimuosime funkcijas ¢(o + ity + its) ir @(o +
ity + ity,w) pagal vidurkj.

3.3.1 teorema. Tegul 0 > o+ f+ 5. Tada

n—oo T—00

1
o Jo
ir, beveik visiems w € Q2,

lim hmsup—/ / o(o + ity + ity,w) — pu(0 + ity + ite,w)|dt dts = 0.

n—oo T—00

Irodymas. |5| yra jrodyta, kad pusplokstuméje o > a+ (§ + %

T
lim Tim sup/ (o(0 + it) — (o + it)|dt = 0. (14)
0

=00 Tooo

Vadinasi,

lim limsup — / / lp(o + ity + ity) — pu(o + ity + itg)|dt dts

n—oo T _ .o

T+to
= lim limsup = / ( / lo(o +it) — n (o + z't)|dt> dts

n—=o0 T—oo

< lim limsup = / (—/ \g0(0+it)—gpn(a+it)|dt>dt2
T Jo \T Jo

n—oo T—00

1 72
= lim limsup T / lo(o +it) — @, (o + it)|dt.
0

n—oo 7T .o

Tai, drauge su (14) jrodo pirmajj teoremos tvirtinima.
Tuo paciu budu kaip ir aproksimuojant (o + ity +its) eilute ¢, (o + ity +

it3), gauname, kad

n—oo T—00

1
lim limsupﬁ/ / lo(o + ity + itg,w) — pn(o + ity + ite, w)|dt dts
o Jo
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1 2T
< lim lim sup T / lo(0 + it,w) — @n(o +it,w)]|dt. (15)
0

n—00 Tooo

Beveik visiems w’ € €2 [4],

1 T
lim lim sup ?/ lp(o +it,w') — pu(o +it,w")|dt =0, (16)
0

n—oo T—00

kur

)= 3 o { - (%)}

m=1

Tegul ' C Q toks, kad elementai i§ € tenkina (16) sary$j. Tada mg (') =

1. Ir, kai w € Q,
mps((wy,ws) € i wp =w,wy =W -w ) >mp(Q) -my (V) =1.

I$ kitos pusés W' = w; - wy. Tai reiskia, kad (15) nelygybé galioja visiems

w € Q2. Ir antrasis teoremos tvirtinimas yra jrodytas.
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3.4. p(s) ir p(s,w) ribinés teoremos

Apibrézkime dar vieng tikimybinj mata
Pr(A) = 2 (p(o + ity + ity,w) € A), AeB(C), weN

3.4.1 teorema. Tequl o > o+ 3+ % Tada abu tikimybiniai matar Pp
ir Pr silpnai konverguoja i tq pati matq erdvéje (C,B(C), kai T — oc.

Remiantis 3.2.1 teorema, abu tikimybiniai matai Pr,, ir ﬁTm silpnai kon-
verguoja j ta patj mata P,, kai T" — oo. Jrodysime, kad tikimybiniy maty
{P,} Seima yra tirSta.

Tegul (Q1,Q2) yra atsitiktinis vektorius tam tikroje tikimybinéje erdvéje

(Q,B(Q), P) ir tolygiai pasiskirstes [0, 1]2. Apibrézkime elementa
Xrn(0) = on(o +iT0Q +iTQ2).

Tada, pagal 3.2.1 teoremg turime

Xrn(0) 2 Xu(0), (17)

kur X, yra kompleksines reikSmes jgyjantis atsitiktinis kintamasis, turintis
pasiskirstyma P, ( L, reigkia konvergavima pagal pasiskirstyma). ¢,(s)

eiluté konverguoja absoliuciai, pusplokituméje o > o + 3+ 3 1 todél

sup lim sup — / / lon (o + ity + ity)|dt 1 dts

neN T—oo

1
3
< sup limsup — / < / lon(o + ity + its)| dtl) dts
neN T—oo T 0 T 0
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1 T 1 T+to %
= sup lim sup — / — / lon(o +it)[dt ) dty
neN T—oo T T

1
3
< sup limsup — / < / |g0n(0—|—it)|2dt> dty
neN T—oo

1
2
= sup lim sup |g0n o +it)| dt>

neN T—oo

= mZ( )
( Z’bm23 ) <R < oo0.

Tegul e > 0ir K = ?. Tada i§ ¢ia padarome iSvada, kad

N|=

IN

lim sup P(| X1, (0)] > K)

T—o0
1 T
< sup lim sup m/o /o lon (o + ity + ite)|dt dts < €.

neN T—oo

Tai ir (17) parodo, kad
P(|X.(0)| > K) <e. (18)

Tegul K. = {s € C: |s| < K}. Tada K. yra kompaktiska aibé ir i§ (18)
bei X,,(¢) apibréZimo

P,(K.)>1—¢.

Tai reigkia, kad tikimybiniy maty { P, } Seima yra tir§ta. Tada pagal Procharovo
teorema, ji yra reliatyviai kompaktiska (7zr. pvz. [1]).
Dabar tegul

XT(O') = QO(O' + 'LTQl + 7/TQ2)
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Tada pagal 3.3.1 teorema, kiekvienam ¢ > 0,

lim limsup P(|Xr(0) — Xr,(0)| > €}

T e 1 [T T
< lim limsup — / / lpo(o + ity + ity)
1 Jo Jo

n—00 Too £
I$ Seimos { P, } reliatyvaus kompaktiskumo i$plaukia, kad egzistuoja posekis
{P,,} C {P,} toks, kad {P,,} konverguoja silpnai j P,, kai n; — oo. Vadi-
nasi,
D

an(O') — b, (20)

nip—oo

Erdvé C yra separabili. Taigi, i§ (20), (17), (19) ir 1.2.4 teoremos i$ [6] seka

Xr = P, (21)

—00

Tai reiskia, kad egzistuoja matas P, toks, kad matas Pr konverguoja silpnai
i Py, kai T'— oo. (21) sarysis parodo, kad matas P, yra nepriklausomas nuo

posekio {P,, } pasirinkimo. Be to,
X,(o0) — P,. (22)
Dabar tegul
)N(T,n(a, w) = @0 +iTQ1 +iTQy,w)
ir

Xr(o,w) = p(o +iTQ1 +iTQz,w).
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Pritaikius dydziams )Z'Tm ir XT argumentus kaip ir Xr, bei X ir pagal
3.3.1 teorema, bei (22), gauname, kad matas Pr taip pat konverguoja j P,,

kai T" — oo. Teorema jrodyta.
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3.5. 1.4 teoremos jrodymas
Is 3.4.1 teoremos iSplaukia, kad lieka jrodyti, jog matas P, 3.4.1
teoremoje sutampa su ¢(o,w) reik§miy pasiskirstymu.

Tegul a = {p~* p € P}. Apibrézkime ¢;,¢ € R, transformacija erdvéje
02 tokiu budu ¢;(w) = (awy, aws), w € Q2 Tada {¢;} yra iSmatuojama
maty islaikanti transformacijy aibé erdvéje Q2. Taip pat, kaip 5.3.6 teoremos
i§ [7] irodyme, galima jrodyti, kad {¢;} grupé yra ergodiné.

Tegul A € B(C) ir apibrézkime tikimybinéje erdveje (Q2, B(Q?), mpyo)

atsitiktinj kintamajj n(w) taip

1, jei ¢(o,w) € A,
n(w) = (23)

0, jei p(o,w) ¢ A.
Dar daugiau, turime, kad procesas n(¢;(w)) yra ergodinis. Naudojant gerai
zinoma Birkhofo-Kin¢aino teorema i§ (8|, gauname, kad

1

7| nodenar =B +o), 7o,

kur En yra atsitiktinio kintamojo n vidurkis. Tada, tolygiai pagal 7, 0 < 7 <

T

Y

1

TH1
7] et =Eyso), T

ir n ir ¢; apibrézimus randame

1

T+7
7| Tsosandt =By + ofu). 24)
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Fiksuokime aibe A € B(C) tokia, kad ji buty mato P, tolydumo aibé ir
tegul ¢y, 1, (w) = (ay,wy, apws), w € Q. Tada i§ (23) ir (24) isplaukia

1 [T T
T2

(Dt 1, (W) )dt 1 dly
1 JQ T
/ T](¢t1+t27 ) dtldtQ
0

9 T+to
¢t o ))dt) dtg

T

1 1
TO(T
1 (T/1
:f/()(f
1
T

/T(En +o(1))dty = EX 4+ o(1) = P,(A) +0(1),T — oo. (25)

/tz e
[ o)

2

Is kitos puseés, mes randame, kad
1 [T [T
7| | renn@andt = oo+ it +itew) € 4)
Taciau, pagal 3.4.1 teorema
11m va(o(o + ity + ity,w) € A) = P,(A).

I ¢iair (25), gauname, kad P,(A) = P»(A) visoms mato P, tolydumo aibéms.
Kadangi tokios aibés sudaro apibréziancia klase, iSplaukia, kad P,(A) =

P>(A) visiems A € B(C). Teorema jrodyta.
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Santrauka

Modifikuota ribiné teorema Matsumoto dzeta funkcijai

kompleksinéje plokStumoje

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis, o ¢(s) yra Matsumoto
dzeta funkcija apibrézta formule
oo g(m) a(j) -1
90(8) = H (1 - sf(j,m)) )
: D,
¢ia m € N, o' € C, f(j,m) € N, 1 < j < g(m) ir p,, yra m-asis pirminis
skai¢ius. Siame darbe jrodyta ribiné teorema funkcijai ©(s) kompleksinéje
plokstumoje.

Tegul 0 > o+ (8 + 3. Erdvéje (C, B(C)) apibrézkime tikimybinj mata

1
= jTZmeaSQ{go(a + ity +ity) € A}, A€ B(C),

Pr(A)
¢ia B(C) yra kompleksinés plokstumos C Borelio aibiy klase, meass{A} -
maciosios aibés A € R? Lebego matas, T > 0, (t1,t2) € [0,T]? bei a ir 3

yra neneigiamos konstantos. Tada ribinis matas Pr(A) silpnai konverguoja j

mata P, kai T" — oco. Taip pat gautas isreikstinis mato P, pavidalas.
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Summary

A modified limit theorem for the Matsumoto zeta-

function on the complex plane

Let s = o + it be a complex variable, and ¢(s) is the Matsumoto zeta-

function defined by

with m € N, a¥) € C, f(,m) e N, 1 < j < g(m) and m-th prime number
Pm- In this work, it is proved that a limit theorem on the complex plane is
valid for the function ¢(s). The exact statemet of the result is following.

Let 0 > a+ 3+ 3, and on (C, B(C)) define a probability measure

1
measy{p(o + ity +ity) € A}, A e B(C),

PT(A) = T2

where B(C) is the class of Borel sets of the complex plane C, measy{A} is
the Lebesgue measure of a measurable set A € R? and, for T > 0, (t;,1s) €
[0,T]?, and o and 3 are non-negative constants. Then the limit measure

Pr(A) converges weakly to the probability measure P, as T — oo. Also the

explicit form of a measure P, is obtained.
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Zymeéjimai

k,l,m,n,j — naturalieji skaiciai

P — pirminis skaic¢ius

N — naturaliyjy skaiciy aibée

Z — sveikyjy skai¢iy aibé

R — realiyjy skaiciy aibé

C — kompleksiniy skai¢iy aibé

s=o0+1t — kompleksinis kintamasis

1 — menamasis vienetas: i = /—1

Res =0 — kompleksinio kintamojo s realioji dalis
Ims =1t — kompleksinio kintamojo s menamoji dalis
Ax B — aibiy A ir B Dekarto sandauga
meas{A} — aibés A Lebego matas

pun(...) = ﬁﬂ{o <m<N:..} — kur tagky vietoje jraSomos salygos,

kurias tenkina m
B(S) — erdvés S Borelio aibiy klasé
['(s) — Oilerio gama funkcija pusplokstuméje o > 0
apibréziama integralu I'(s) = 70 e ldx
0

B — dydis apréztas konstanta (O didysis atitikmuo).
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