SIAULIU UNIVERSITETAS
MATEMATIKOS IR INFORMATIKOS FAKULTETAS
MATEMATIKOS KATEDRA

Jurga Spetylaité

Logaritminés eilés begalinio indekso nehomogeninis
krastinis Rymano uzdavinys sriciai, apribotai

begaliniu Dini — LipSico kontaru

Magistro darbas

Darbo vadovas

doc. dr. Petras Alekna

Siauliai, 2009



Turinys

| AT TSRO 3
§ 1. Srities D ir kontiiro L nusakymas ir JO SAVYDES ......c.eevirriiiiiieeiieiieeieeiee e 5
§ 2. Uzdavinio fOrmulavimas..........cc.ueiiieiuiiie i eeee et e e et eeree e e e eara e e e enenas 8
§ 3. Nehomogeninio uzdavinio atskirojo sprendinio iSraiSka..........c.ccccevvuieniiniiienienciienieeee, 9
§ 4. Funkcijos F,(¢) israiska KONtiro L' taSKUoSE......coc.ovveeeveerveeveeceemresreeseeseeseeesssseesseeenons 14
§ 5. Funkciju X*(¢) ir ¥, (¢) krastiniy reik§miy asimptotika kontiiro L' taskuose ............... 18
§ 6. Kosi tipo integralo ivertis taSko z = a aplinkoje.........cceevieeviiiniiinieiiieieceeeeee e, 26
§ 7. Nehomogeninio uZdavinio SPrendinys..........ccceeeueereerieeniienieeniiesreenieeeseeseesseesseesveensnas 29
SUIMIMATY ..ottt e e st e e e ettt e e e s nsteeeeensaeeesensseeeeeansseeeeasssaaesanssneeeanns 32
LEETALTTA . ...ttt ettt ettt ettt et et e b e bt et s bt e bt et e s bt e bt et e ebt e beenbeennenees 33



Ivadas

[2] darbe iSnagrinétas logaritminés eilés begalinio indekso kraStinis Rymano
uzdavinys begalinei sriciai D, kurios kontiiras L= {1 <t< oo} yra realiosios asies teigiamosios
pusasés dalis.

Siame darbe formuluojamas ir nagrinéjamas logaritminés eilés o >1 analogiskas
krastinis Rymano uzdavinys sriciai, apribotai begaliniu Dini — LipSico kontiiru.

Darbe naudojamasi KoSi tipo integralo su logaritminiu tankiu asimptotika. IS esmés

skiriasi funkcijos

O, (z)= ij (ins)" dt ir D (z)= i Mdl .

Pirmajame integrale In“¢ yra analizinés funkcijos In” z kontdriné reikSmé ir Kosi tipo

integralui @, (z) yra gauta daugianaré asimptotiné formulé

e, (52) G [0l )
2my T 27 o+l 2er(r—z)

(r - z) o+1
¢a B,,,(w) — Bernulio daugianaris, In®z parenkama vienareik§mé $aka, kurios kontiiriné

a

reikSmé¢ ant kontiro L kairiojo krasto sutampa su In“r, telL, funkcija

o ANm—oa-1
0. (7) ZAm(Z—mj ,0 P (z) —analiziné¢ funkcija taiko z = oo aplinkoje.

a
m=p+2+k, ln T

Su kanonine funkcija X (z) siejamai funkcijai @, (z) gautoje asimptotinéje formuléje

@ (:)= = In“|7] P 11?“”|z|
27zz(a + 1)

"2 (e 2) )z

+ 0(1na ’Z

yra tik vienas, grei¢iausiai augantis narys, kai z — . Sios informacijos apie d)z;(z) kitima
nepakanka, nagrin€¢jant nehomogenini uzdavinj. Todél buvo biitina panaudoti Dini — LipSico
kontora. Tik pareikalavus, kad L' bty eilés ¢ >« Dini — LipSico konturas, jrodyta, kad

funkcija na(t)zlnE)(t)—lnFOQt’) yra tolydi ir aprézta kontiro L' taskuose (3 teorema), o



sveikosios funkcijos Fo(z) nuliai iSdéstyti ant realiosios aSies neigiamos pusasés. Esant

tokiam kontiirui, pavyko jrodyti, jog atskirasis nehomogeninio uzdavinio sprendinys

- i

yra apreztas.
Gautas suformuluoto uzdavinio bendrasis sprendinys aprézty funkciju klaséje B,

(10 teorema).



§ 1. Srities D ir kontiiro L nusakymas ir jo savybés

Siame darbe kontiiras L yra paprastas glodus begalinis kontiiras, esantis srityje
’z| >1+06 >1. Kontiiro L pradzia yra kompleksinés plok§tumos baigtinis taSkas z = a, o galas
yra taSkas z = oo . Kontiirg L be jo pradzios ir galo tasky zymésime L.

Sakykime, ®(r) yra kampas, esantis tarp Ox aSies ir liestinés konturui L taske 7.
Kontturo L glodumas reiskia, kad @(T) yra tolydzioji funkcija argumento 7 € L atzvilgiu,
iskaitant taSka 7 =00, t. y. egzistuoja Sios funkcijos baigtin¢ riba, kai 7 >0, 7€L.
Patogumo délei, laikome, kad

li =0. 1
z’—)olor?reL@(T) 0 M

Sritis D yra kompleksinés plokStumos atviroji sritis, kurios kontiiras yra L ([5]).

Tolydzioji argr Saka ant konttiro L yra parinkta taip, kad

lim _argr=0, 2
T—00,7€L 8 @

tai yra
’argr’ <4, <o, 3)

1 apibrézimas. Paprastas glodus begalinis kontiras L, kai ’r’ >1 bet kuriam 7€ L,

vadinamas q >0 eilés Dini — LipSico kontiiru, jeigu ¥ t,,7, € L teisinga nelygybée

|®(r2 )— @(r1)| <Aln™ % , A= const. 4)
oo
IS (1) ir (4) lygybiy, kai 7, =7 ir 7, =, gauname
A
Olr)<—— L. 5
| (T)‘ 1n‘1|2T’ T e ®)

Klases D, funkcijos ant begalinio kontiiro yra iSnagrinétos darbe [1].



Sakysime, jog @(7) € D, taske 7 =00, jeigu Vr e L

() - 0() < —2 L. (5")

<—,T€
lnq’2r|

Pastaba. Nagrinéjant nehomogenini krastini Rymano uZzdavinj, laikysime, kad
begalinis konttras L tenkina Dini — LipSico salyga tik taSko z = oo aplinkoje, tada kai visa
kita kontiiro L dalis yra tik glodi.

Tarkime, kad kontiiras L tenkina (4) salyga ir apibréztas lygtimi

z'(s)z x(s)—i—iy(s), 0<s<oo,

¢ia s — konturo ilgis, x(s), y(s) — tolydziai diferencijuojamos funkcijos (s;too). Is (2)
lygybés turime, jog x(s) — +oo, kai § > ©,0 y(s) gali biti apréztas ir neapréztas.

Pazymékime L', L' < L kontiirg
(s) = x(s)+iy(s), 0< s, <s< o0, (6)
¢ia skaiCius s, parinktas taip, kad esant s > s,

Re Z'(S) > max{e” 1 }, (7

]arg r(s] <—, (8)

T
4

O(z(s)) < )

Visur Siame darbe kontiru L’ suprasime, jog tai yra ka tik aprasyto kontaro L dalis.

1 lema. Jeigu L' yra eilés q >0 Dini — LipSico kontiras, tai kiekvienam t e L'

teisingi jverciai

. ‘dargr‘< 4,
lnq|ZT’ ’ dr ’_|T|1n"|27”

(10)

]arg r’ <

¢ia A,, A, —yra teigiamos konstantos.



2 lema. Jei ¢(t)e D, (L), p(0)=0 ir p>1, tai funkcija

dreD (L)

_ 2L !
3 lema. Jei (p(t)e DP(L) ir p>a>0, tai
lo(z)~ p(eo)ln“[e| = y(r)e D, (L),

o Kosi tipo integralas —j W )d

konverguoja ir yra apréztas tasko z = o aplinkoje.
2y T Z' z)

4 lema. Jei funkcija (p(t) yra tolydi taske t = o ir egzistuoja Yt € L, t # 0, iSvestiné,

tenkinanti nelygybe

ldo(t)] .
| dr | el

p>1, A=const.,

tai (o(t) € Dpfl(L).

5 lema. Jei funkcija (o(t)er(L), go(oo):O ir p>0, o funkcija a)(t) yra apreézta

kreivés L taskuose ir jos isvestiné

*

A

<
d

telL, t#w, A =const,
dt

k)

tai o(t)p(t)=¢(t)e D,(L).

Visos Sios lemos suformuluotos [2] darbe (94 — 95 p.).



§ 2. UZdavinio formulavimas

Tarkime, kad L ir L' — § 1 apraSyti konttrai. Tuomet logaritminés eilés begalinio
indekso nehomogeninis krastinis Rymano uzdavinys formuluojamas taip:

aprézty srityje D funkcijy klaséje B, reikia rasti analizine funkcijq CD(Z), tenkinanciq

krastine sqlyga

()= G)o (1) + glt), (rel) (11)
kai

argG(t)= o(t)n"lt|, a>1, (12)
o(t)e Dy(L), B>a+2, ¢(x)=1>0, (13)
In|G(t)e D,(L), p>2 (14)
27 <argG(a)<0, (15)
g(t)eD.(L), r>a, g(0)=0, g(a)=0, kai G(a)=1, (16)

L' — Dini — Lipsico ¢ilés g > o + 2 kontiiras.

Kartu su (11) — (16) uzdaviniu nagrinéjame atitinkama homogeninj uzdavini
w(0)=G()w (). (ceL). (17)

IS (11) tiesinés lygybés seka, kad klas¢je B, nehomogeninio uzdavinio bendrasis

sprendinys iSreiSkiamas formule ([2], 107 p.)

q)(Z):q)O(Z)+ F(Z)X(z), (18)

— (17) homogeninio uzdavinio Sios klasés bendrasis sprendinys.



§ 3. Nehomogeninio uzdavinio atskirojo sprendinio iSraiSka

ISsiaiSkinsime atskirojo sprendinio CDO(Z) iSraiska.
Tarkime ‘¥, (z) € B, —(17) homogeninio uzdavinio atskirasis sprendinys toks, kad
P,(1)#0,kai re L.

Tuomet i§ (17) lygybés randame

Spresdami gautaji Suolio uzdavinj, gauname nehomogeninio uzdavinio atskiraji sprending

0y e

Zinoma ([2], 108 p.), kad kiekvienas (17) homogeninio uzdavinio sprendinys klaséje B,

iSreiSkiamas formule

¢ia Fo(z) — nulinés eilés sveikoji funkcija, o X (z) — homogeninio uzdavinio kanoniné

funkcija nusakoma formule ([2], 101 p.)

Todéel (19) iSraiSka galima perraSyti



(20)

®,(z)= Fo(Z)X(Z)I g(t)

dt
F)x (Ne-2)

Tam, kad gauti (11) — (16) uzdavinio apréZta atskiraji sprendini d)o(z), reikia parinkti
nulinés eilés sveikaja funkcija F (z), tenkinancia salygas:

1) F,(z) neturi nuliy ant kontiro L;

2) netiesioginis integralas (20) lygybéje konverguoja;

3) funkcija dDO(z), nusakyta (20) formule, priklauso klasei B, .

Kadangi sveikoji funkcija F; (z) yra nulings eilés, tai jos iSraiSka yra daug paprastesné

(12], 16 p.):

¢ia z, yra funkcijos nuliai.

Paprastumo délei nuliai iSdéstyti realiosios aSies neigiamojoje pusasyje z, =—r, , t.y.

1< <r<..<r <., r,—o (n1—o) (21)

todél
(— rH)E L, nel?2,...

Tada sveikoji funkcija yra nusakyta iSraiska

F(z)= ﬁ(l + rij (22)

n=1 n

kurioje dar reikia apibrézti nuliy seka {rn }

(22) sveikaja funkcija uzraSome Rymano — Styltjeso integralu

lnE)(z)zzT n{u Jdu : (23)

&a n(u) —nulius {7, } skai¢iuojanti funkcija.

10



Imdami z =t € L, gauname

[’e]

In F ¢ j uH j du+tj u+2)d =K, (1)+1,(t). (24)

"

Sakykime, kad w, (u) galima parinkti taip, kad funkcija ’X 8 (z‘)exp{l(Z (t)}( yra aprézta,

kai ¢t — oo. Toliau jsitikinsime, kad

wa(u):%Re(lnu—m')a, a>1. (25)

Nulius skai¢iuojanéia funkcija 7(u) parenkame taip, kad K, (t)=0O(1), t — .

Funkcijos lnFO(t) nagrin¢jima pradésime nuo funkcijy

lnFo(x) = x]3 ;((;l_)’_dz) , x>1, (26)
. N 1 Relln - i} 2 Relln — )
K, (x)=x] n(u) ;(};‘1( ;1)“ ) : 1,(x)=2x| %du 27)

nagringjimo, ¢ia A = gp(oo), Ay = 2i .
/4

Zinome ([4], 53 p.), kad bet kuriam z

1n|F0(z){ < xT n{u Jd =InF,(x), x= ]z] . (28)

Kai iSsiaiSkinsime funkcijos lnFO(x) kitima, tada galésime {vertinti skirtuma

InFy(r)—In Fy(e]), kai te L.

Kadangi funkcijy K, (x) ir [, (x) savybes iSnagrinétos darbe ([2], 109 — 120 p.), tai jas

pateikiame be irodymo.

11



1 teorema. Jei o >1 ir nulius skaiciuojanti funkcija nusakyta lygybe

E[l + iRe(Inu - m‘)“ } kai u>u, = eXp{ﬂCtg l},
n(u) _ 2a

= 2 2z (29)
0, kai 0<u <u,,
tai
1) funkcija K, (x) yra tolydi ir aprézta intervale 1< x <o
2) funkcijos K, (x) iSvestiné, kai x 21, x # oo, tenkina nelygybe
‘dK“(x)|£ M, -, 0< M, = const
| dx | x(lnx)"
cia E[w] - sveikoji dalis w.
2 teorema. Jei o >1 ir x > e, tai teisinga asimptotiné lygybé, (x - 00)
© A\ [a]+2
(x)=2 Re(lnu —f , _ Allnx)™ Z C B Jex) (nx) "+ R, (x),  (30)

27, u(u + x) 27(a +1) a+1

¢ia R, (x)e Dkof{a}(exp(&t +0)<x<w), 0 B, —Bernulio skai¢iai, [er] — sveikoji dalis c .
Sveikosios funkcijos F; (z) nulius skaiciuojanciaja funkcija n(u) apibrézéme (29)

lygybe.

Tada sveikosios funkcijos F,(z) nulius {-r, } rasime i§ lyg&iy sekos
Re(Inu — m )" = n=123,.., (31)

imdami 7, =u, — didZiausiaja realiaja $akni. Pastebésime, kad dél funkcijos Re(Inu — 7i)”

monotoniSkumo, kai u > u,, iSplaukia nelygybé 1<u, <7 . Nagrinéti funkcija

Tn(u)—/loRe(lnu—m)adu’ x>1, a1, %:i

K, (x)=x u(u + x) 2z

n

12



sunku todél, kad jos tankis n(u)— A, Re(Inu — 7 )" turi skaiiaja pirmosios riiies triikio tasky

aibg¢ ir néra monotoninis.
. Nl o1 . .
Kadangi Vu >u, ’n(u)— A, Re(Inu — ) ’S 5 tai integralas absoliuciai konverguoja,

kai t e L, be to,

1% tdu 1 1 1
OE oy —‘fd( S )egm ”zln(fﬂ

13



§ 4. Funkcijos F,(¢) iSraiSka kontiiro L' taSkuose

Tarkime, 7=|t|e” — kontiro L' bet kuris taskas, o x=|t] — sutampa su spindulio

argz =0 taSku. Pakankamai dideliems x € {argz = 0} taskas ¢ yra vienintelis dél kontaro L'

glodumo iki z =00

y »
a ;
b= ™
-1, g 3 1 0 1 o |I] k’ ;
L
Funkcijos
lnF(x)sz lelde_ (e)+ 1, (]). 1| = » (32)
0 ; u(p+x) a v
savybeés suformuluotos 1 ir 2 teoremose.
Nagrinésime skirtuma
1, (6)=nFy(t)-nFy(]), te L, 33)

X }du:]gn(u)ut+xt—ux—txdu:
wou (u+t)(u+x)

tJ.uu+t :f (u+x)

m%« M My >

(34)
¢ia

l+lo Re(lnu—m')“}
du,tel, a>1. (35)

InF,(r)= z]o E{

n

u(u + t)

14



3 teorema. Jeigu a >1 ir L' —eilés q > a Dini — Lipsico kontiras, tai

1) funkcija n, (t) tolydi ir aprézta, kai t € L', ir

lim n,(6)=0; (36)
2) visiemst e L', (t # o)
‘dna( )‘ < Aa Aa = const. (37)

I (Y

Irodymas. Pasinaudojg¢ nelygybe |argt(s] < %, kai t € L', gauname

u+|t’_ u+|] < u+|] \[2(u +’t ) <7 (38)

’“+t’_\/u2+2u]t|cosa)+|t]2 \/u +~2ulf| + |’ \/ +lf

Ivertiname (34) lygybe, atsizvelgdami 1 (38) iverti ir nelygybe E(% + aj —-0o|< % , 1Ir
gauname
BT iy T [ L LUt ) S ) 39
‘770! X ‘arg | J-( | ‘{ U +’t|)2 u € ( )
Kai |t| =x >0, tai antraji integrala integruodami dalimis, gauname
xT Re(Inu — Zu)“ dul < x’Re(lnrl - m)a’ axT Re(Inu — 7 )" dl, (40)
" (u+x) u+x ; u(u+x)

Pasinaudoje¢ (30) asimptotine lygybe, i$ (39) ir (40) nelygybiu, gauname jverty, kai ¢ € L'

, =const,

I, (1)<

15



IS gautojo jverCio ir (10) nelygybés, kuri galioja g >a eilés Dini — LipSico kontiirui,

gauname, kad

In“® ]t|
1 ln"|2t|

]na (t] <A

ir 1§ Sios nelygybés matyti, kad funkcija 7, (t) yraapréZtair lim 7, (t) =0.

t—oo,tel

Diferencijuodami integrala pagal parametra ¢, gausime

M:ﬂ d {]g(u t—te ™ )E{%JrloRe(lnu—m')a}du}:

dt OE +t)(u +te—iargt
" - 1 — ) l )
( —iarg! w(u xt)EL *+ o Re{lnu - ) } . dargth{Z + A Re(Inu - 7) } _
=\l-e )J- 2 B du +ix J- : du, X=|t|.
(e x)"(u +1) d (u+x)

n n

Panaudodami 1 lemos jvercius, (40) nelygybe bei (30) iSraiska, gauname (37) jverti.
Teorema jrodyta.
IS (33) lygybés turime
Fy(t)=F, (e, e L,
IS ¢ia, atsizvelgiant | (32) lygybeg, gauname

Fy(t)=explk, (f)+ () + 7, ()}, re L. (41)

Kadangi funkciju KQQt), Ia(M) ir na(t) savybés nusakytos 1 — 3 teoremose, tai

suformuluosime teorema, nusakanéia sveikosios funkcijos F(z) israiska kontiro L'

taskuose.

16



4 teorema. Jeigu a >1, L' —eilés q > o Dini — Lipsico kontiiras, o Fo(t) — funkcija,

nusakyta (35) lygybe, tai aplinkoje t = o teisinga israiska

a+1 a+1

+1 la |+2
FO (t) _ exp{ 10 (lnlt’)a A Z +1|B | 27[ k+1(ln|t|)a+l—k i Ra qt‘)-ﬁ- Ua (f)} ’ (42)

cia U,(t)=n,()+K, Qt|) — funkcija aprézta kontiro L' taskuose, o jos isvestiné tenkina

nelygybe

1,teL",t¢<>O,AZ=const. (43)

Ua,(t)( <

R, ()€ D, (L") (44)

17



§ 5. Funkcijy X*(¢) ir ¥, (¢) kraStiniy reik§miy asimptotika kontiiro L'
tasSkuose

Nagrinésime kanoninés funkcijos X (z) savybes, kai kontiiras L tenkina Dini —
Lipsico salygas.
IS pat pradziy atkreipsime démesi, kad labai skiriasi funkcijos

(nefde o 0= ] (ine|)* @ | 45)

Pirmajame integrale In“¢ yra analizinés funkcijos In“z konttriné reikSmé ir Kosi

tipo integralui d)a(z) yra teisinga asimptotiné formulé ([2], 90 p.)

iiﬁjiidf=—@myBm(m?)‘@myi? 2l ), o
27ZILZ'(T—Z) o+1 2m a+1 27ZILZ'(T—Z)

¢ia Ba+1(w) — Bernulio daugianaris, In”z parenkama vienareikSmé Saka, kurios kontiiriné

reikSmé ant kontiro L kairiojo krasto sutampa su In“z, 7elL, funkcija

o ANm—oa-1
0. (7) ZAm(Z—mj ,0 P (z) —analiziné¢ funkcija taiko z = oo aplinkoje.

a
m=p+2+k, ln T

Visai kita padétis su funkcija d):;(z), kuri glaudziai susieta su kanonine funkcija

X (z) Po daugybeés ivertinimy jai yra nurodyta israiska ([2], 99 p.)

@' ()= = In“|7] Jre h?””|z|
27zz(a + 1)

2 (e ) )z

+ O(lna ’Z

kurioje ry$kiai matome tik viena, grei¢iausiai auganti narij, kai z — oo . Sios informacijos apie
<I>Z(z) kitima nepakanka sprendziant nehomogenini uzdavini. Tod¢l buvo biitina pereiti prie
Dini — LipSico konttro. Tik pareikalavus, kad L' bity eilés ¢ > a Dini — LipSico kontiras,

garantuojame funkcijos 7, (t) apréztuma, o to pakanka nehomogeninio uzdavinio sprendimui.

18



6 lema. Jeigu a>1 ir L' — eilés q>a+1 Dini — LipSico kontiiras, tai dél te L',

t— o,
AN (27Zi)a 11’1|l" ot
R oyl R OF (47)
r;+(t)er(L'), p:min{q—a—l;ko—{a}}, (48)

3, jei [a]=2k,

o skaicius k, =
2, jei |a]=2k+1.

Irodymas. Sakykime co(t) =argt, tel’ ir

lim argr=0, argt e Dq(L’).

tel,t—w

Tuomet

ol)= 2tle (1), of)=0.

Remiantis funkcijos (1 + iz)a —1 analiziSkumu vienetiniame skritulyje |z| <1, gauname

{m@}a 1=0)e D, (1), 7)o,

1n|t|
Todél, remiantis 3 lema, gauname

In“ ¢t —In“| = 7(-)n“l| e D,_,(L'). (49)

Kadangi

)= [ P 0, 6)- )

ir pagal salyga g>a+1, o 1/7(oo)=0, tai KoSi tipo integralas 7, (z) konverguoja ir yra

apréztas tasko z =oo aplinkoje, be to,

19



V;(t) € qua—l(L’)'

Pasinaudoje¢ funkcijos Gba(z) asimptotine formule, jos kraStinéms reikSméms, gauname

ey (2m) (ln_tj - :
CDa (t)_ a+1 Ba+l 2 i +a() tGL (50)
Ga 75 (¢)=52,(¢)—r(¢), taip pat
Zf(t)er(L'), p=minlg—a—1;k, —{a}}. (51)

Pasinaudoj¢ Bernulio daugianario apibrézimu ([2], 85 p.), iSskleidziame (50)

asimptoting formulg

)a+l—k

_Ca), 1(mzj (2 Z | (ml!jwk CLIR o (1ns)"™* —(inf

a+l 27 a+1 a+l & 2m) "

Panaudoje (49), (50), (51) sarySius, gauname

v, ()=-27) Baﬂ[l“”.'jm (0.
o+l Pl
gia 7, ’ (t) — funkcija, tenkinanti (48) sarySius.

Lema jrodyta.

5 teorema. Esant (12) — (14) sqlygoms ir t € L' teisinga israiska

InX*(r)=-i2 @m) Bw(m’ﬂ +ipty Inff + g, (¢ (52)
a+1 27

cia p, = 27r 1n|G )‘

qa(t)ero(L'), £o :min{p—l;ﬂ-a-l;q-a -1k, —{a}}. (53)
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Irodymas. Funkcija In X (z) uzraSome integraly suma

z In G(r)dz' Lz 1n|G(T)‘—ln’G(oo)|dT N eriG(OOXI dr .
s

InX(z)=—
! (Z) 27 %, T(T—Z) 277, T(Z’—Z) L,T(T—Z)

e[l VR ) 0e)r 0.(2)+ 0,(e) 4 290 o)

Ga 1 =g(0), 0 @ (z) apibrézta (45) lygybéje.

Remiantis Dini — LipSico klasés D, funkcijy savybémis ([2], 94 p.), gauname

0’ (t)e D, (L), 0 ()€ D, (L),

-2l et

_ lln|z|—argz)+ 7,(2),
2m

¢ia

ao(z)zwln(l—i)

2r zZ ¢

Funkcijos Qo(z) ir g, (z) yra analizinés tasko aplinkoje z =0, o funkcijai <I)Z(z) pritaikg 6

lema, gauname

2. (t)= -2 (2m) Bw{ln—'t"j +4ir; (¢), r, (¢()e D,(L).
a+l 27

¢ia p — skaiCius, nusakytas (48) sarysiais.
Pasizymeéjus
to = (27) "' In|G(e0)),

P (t)E Qo(f)+Q1+(f)+Q?(f)+670(f)—ﬂo(afgf)+ +/1ir;+(t),

Gauname teoremos tvirtinima.

Dabar iSsiaiSkinsime funkcijos
¥y (0)= F(0)x (), tel’ (54)
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kitima, kai ¢ — 0. Cia Fo(t) — funkcija, nusakyta (35) lygybe.
6 teorema. Sakykime, Fo(t) — funkcija, apibrézta (35) lygybe. Esant (12) — (16)

sqlygoms teisinga israiska
\gxgzem{{ﬂJq4+§thj+qxo+o;@%,feLg (55)

cia U, (t) — funkcija, nurodyta 4 teoremoje, o

qZ(t)ero(L’), p, =min{p—1; f-a-1;q-a-1;k,—{a}}. (56)

Irodymas. Esant 6 teoremos salygoms yra teisingos (42) ir (52) formulés, kai 1€ L'.
Pazymésime ¢ (t)=R, Qt])+ q,(t); T§ (44) ir (53) sarySiy gausime (56). Pertvarke (50)
formulés desiniaja pusg ir pasinaudoj¢ Bernulio daugianario apibrézimu, matysime, kad (54)

lygybés desinéje pus¢je nebeliks funkciju Fo(t) ir X +(z‘) visy pagrindiniy nariy, iSskyrus
it I ir 2.

Teorema irodyta.
ISvada. Kadangi funkcija q;'(t)+ Ua(t) aprézta kontiro L' taskuose, tai i§ (55)

lygybés iSplaukia, kad ant konttiro L’
lln"{’g (tX’ = ’1n’F0 (t)x +(t)” <4,, A, =const. (57)

Gausime (19) formuléje esancio integralo iSraiska integravimo konttiro galiniy tasky
aplinkose.
Sakykime, kad W, (t) ir Fo(t) — funkcijos, nusakytos (54) ir (35) formulémis.

7 teorema. Esant (12) — (16) sqlygoms , teisinga israiska

_gl) N o)
gl(t)_\P(;r(t)EDp'(L)’ gl( )_0’ (58)
cia
o =min{p-1;f-a-1;q-a-1;k,~{ahr—a+1}>1. (59)
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Irodymas. Pagal 6 teorema, kai ¢ € L'
. A .
()= lexpl- s+ 1) 00,0
Uzradysime g, (¢) kita israiska

¢ia

g'(r)=glt)n™"l

L g (0)= (1n|t’)17a exp{— U,(t)- i(yo ln]t| + gln“ Mj} :
Remiantis 3 lema, gauname
g'()e D, oy(L), g'()=0. (60)

Atsizvelgiant | funkcijos U, (t) savybes, lengva pastebéti, kai o >1

%g**(% < M, , tel', M! =const.

7

g**(tx <M = const.;

Tada 18 (60) priklausomybés ir 3 lemos, iSplaukia

go(t)

g*(t)g**(t)eDrfaH(L,)’ go(oo):O. (61)

IS (56) priklausomybiy ir

expl-q.(1)feD, (L),
gauname

g(t)e Dp,(L’), g,(:0)=0, p'=min{p,,r-a+1}.

Teorema irodyta.

Suskaidysime kontiira L taSke b # a, o 1 dalis ab ir L\ab.
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8 teorema. Esant (12) — (16) sqlygoms tasko z =a aplinkoje gauname israiskq

glt) _ (- &) 62)

cia 0< u<l,
g(t)eD, (ab), y, =min{p—-1; B-1;r}>1. (63)

[rodymas. Funkcija In X (z) i1SreiSkiame suma integraly

Lmjb ~InGla), lnzGﬁ([a)a'[Id_rZ_ ﬁ ajb,ln%(r)d”
+oo G( )dT + +0,(z)+ 0,z
i ), e-z) Q)0+ 0.0e)

gia O (t)e D, (ab), y'=min{p—1; B -1}.

IS Kosi integralo kitimo integravimo kontiiro galuose ([3], 25 p.), gauname

0:(0)=-"% D, —a)+ 030, 0:0)< H(ap)

Kadangi funkcija Q(z)z 0, (z)+ Q4(z) analiziné tasko z =a aplinkoje, tai pazymeje

f()=07(t)+ 0, (c)+ O(t), gauname

X'(e)=(e—af" exp{f()}; f(t)e D, (ab), y'>1. (64)

Atsizvelge 1 (15) salyga, turime 0< p <1.

Pasizyméje g(¢)= g(¢)[F, ()] exp{~ £ (¢)} ir naudodamiesi (64) sarysiais, turime
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Kadangi F,(t)# 0 ant kontiiro L, tai

§(t)eDy0(ab), Yo =min{p—1; B-1;1}>1.

Teorema irodyta.

ISvada. Kanoning funkcija X (z) tasko z =a aplinkoje galime uzrasyti

X(z)=(z—a)"" expl0()}. (63)

¢ia é(z) — funkcija, turinti baigting riba, kai z —>a, 0o ¢, v — anksc¢iau minéti skaiciai.
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§ 6. Kosi tipo integralo jvertis taSko z =a aplinkoje

7 lema. Jeigu ab — paprastas glodus lankas, y(t)e D (ab), o >1, w(a)=0,

0< u<1, v —bet kuris natiiralusis skaicius, tai tasko z = a aplinkoje

IS

(2)=—1 _ !
:2{7 W Z)_ — | (66)

u _
]z—a| In®!
|z -4

Irodymas. Sakykime, kad lanko ab ilgis mazesnis uz 1, kai ab — standartinis lankas.
Pasizymeéje

(i)  _yle ™ —a)" _ v'(0) (67)

(t—a)™ t—df Ce-alf

Atsizvelgdami { arg(t —a) ir (¢ —a)"" savybes lanko ab taskuose, i§ 5 lemos gauname

v'(t)e D, (ab), y'(a)=0. (68)

Nagrinésime funkcija

w(z)=—— IM

27 W a‘”(t—Z)'

Laikydami, kad z € ab, pasizymékime

=dl=

=7, 0<5<%r0, ry <l.

Sakykime, c € ab ir ’c - a| =20, tada

ol k-l (oot
’Z a| W 2m~[ a’ (t—z) ()dt+2m g[,

= ‘{’l(z)+ lI’Z(Z)Jr lP3(z).
(69)
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Panaudodami nelygybes ([3], 28 p.)

o= ~l=d|<l=o" |z~ d2]r -5
gauname jverti
26
1 2 I‘Wﬂ 1-u jd —KZ dlr 1 < K31 ’ (70)
7o =9 R PCR R P
20
¢ia
:j du
0u"|u 1|”
Atkreipdami démesi, kad y"(a)= ty—al=5,
gauname funkcijos ‘¥, (z) verti
|\P2(Z]:| 1 J'W (t)_‘//(o)dt+‘//*(to) '//()J' dt‘SK dlt t0| K ! an_C‘S
‘2711&6 t—z i ’ welt t“ﬂo‘ 1 lnal z—a’
£, o
<K,
In°™! !
=4
(71)
Tuomet
(2 < z—d" K, 't dr _ K" ]9 r dr
3 2 25r#|7”—5|1n61 2r 257"_5 r,u+l lnol
r r
Kadangi 1 <r(r—5)"' <2, kai 26 <r<r,, tai
-1 -1 7o
|T3(Z]SK95# 2 1 + A I +Z dr I < Klol (72)
(26)'In° —  p'm° =~ Hisp et S| In°
20 A r ’z—a|
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Gautus (70) — (72) iverCius jras¢ 1 (69) lygybe, gauname (66) iverti tasko z=a
aplinkoje. Lema jrodyta.

ISvada. Sakykime, kad tenkinamos 7 lemos salygos, tada funkcija

W(e)=(-a)™ W(e)= : _262'#+W = av;“(i"):{}tt ~z) 7

yra tolydi tasko z = a aplinkoje ir

lim W (z)

z—a

0. (74)

Analogiskai jrodoma

8 lema. Jeigu tenkinamos 7 lemos sqlygos, bet l//(a);t 0, tai funkcija W(z) yra

aprézta tasko z = a aplinkoje.
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§ 7. Nehomogeninio uzZdavinio sprendinys

Irodysime, kad anksCiau nusakyta sveikoji funkcija Fo(z) tenkina § 3 pradzioje

1Svardintas salygas.

9 teorema. Esant (12) — (16) sqlygoms, sveikajai funkcijai

- E{l+io Re(lnx—m’)a}
2 d

_ _ol=)
F,(z)=exp z;][ Wt 2) Xt Ay = et (75)

kanoninei funkcijai
|
X(z)= exp{i J' Tr(er_(z))d T } ;
funkcija
_FR2)X(2);  gle)dr
)= EOr rD) (76)

yra nehomogeninio uzdavinio sprendinys klaséje B, .

Irodymas. (76) lygybéje esancio netiesioginio integralo konvergavimas iSplaukia i$
(16) salygos, kai a >1 ir (57) ivercio. Todél CI)O(Z) yra analizin¢ srityje D.

Tarkime ac — bet kuri baigtiné L dalis, tada 1§ uzdavinio salygu gauname

InG(t)e Dy(ac), y =min{p, B}>2.
Todél pagal 2 lema
X (t)e Dy_l(ac).

Kadangi F,(t)X*(¢)# 0 kontiiro L taskuose ir F,(t)e H(ac), tai

1

F ()X (t)

€D, (ac). (77)
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IS 8 teoremos iSplaukia, kad
LQeDyo(a'c'), 7o =min{p—1; B-1;r}>1. (78)
IS (78) sarysio ir 2 lemos turime
@, (t)e D, (ac), y,—1>0. (79)
Lieka iSnagrinéti sprendinio CI)O(Z) kitima konttiro L galiniy taSky aplinkose.

Norédami gauti jo kitima kontliro L pradzios tasko z=a aplinkoje, pasinaudosime 8

teoremos iSvadoje gauta (65) lygybe. Funkcija CDO(Z) pertvarkome

.\ gledr | _
21 | F0X (o) -2) LLE)(f)T(f)(t—Z)}

(80)

¢ia Po(z) — analizin¢ funkcija taS8ko z=a aplinkoje. Jeigu pu+iv #0, tai pagal 8 lema,
CI)O(Z) aprézta, kai z — a . Si i$vada teisinga ir tuo atveju, kai x+iv =0, nes tada g(a) =0.
Nagrinésime sprendinio CDO(Z) kitima tasko z=o0 aplinkoje. Funkcija <I>0(z)

iSreik§ime suma

jF g(t)at +I g(r)dt +zj g(t)dt } &)

ac O(I)‘)(Jr (t)(t - Z) L\ac tFO (t)X+ (t) L\ac ZE)(Z)X+ (ZXI - Z)
Kadangi {L \ ac} e L', tai pagal 7 teorema, funkcija

z glt) di

27 e B (OX7(e) tle=2)

aprézta, kai z — oo. Funkcijos ¥, (z) = FO(Z)X (z) apréztumas tasko z = oo aplinkoje irodytas
(12], 147 p.).
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9 teorema jrodyta.

Suformuluosime galutini rezultata.

10 teorema. Logaritminés eilés o >1 plius begalinio indekso (l > 0) nehomogeninis
krasStinis Rymano uzdavinys (11) — (16) aprézty funkcijy klaséje B, turi be galo daug
sprendiniy, kuriy bendroji formulé

L

ofe)- x(e) SO ke rte),

cia F, (z) — sveikoji funkcija, nusakyta (22), (31), (35) formulémis, X (z) — kanoniné funkcija,

F (Z) — bet kuri sveikoji funkcija, kurios reik§Sméms kontiiro L taskuose teisinga nelygybé

ta+l a+1 e .
In|F(r) < 27(T((LD+1 a+lz * B (il +
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Summary

In [2] was studied boundary Riemann problem with an infinite index of logarithmic
order for infinite space D which contour L= {1 <t< oo} is the positive semi-axis part of real

axis.

In this work is formulated and studied analogical boundary Riemann problem of
logarithmic order & > 1 for the space bounded by the infinite Dini — Lipschitz contour.

In this paper is used asymptotics of Cauchy type integrals with a logarithmic density.

Basically differ functions

@,(:)= = jfgfjf)dt i c)= = [0 1“|f’

)%

In the first integral In“¢ is contour value of the analytical function In” z and for
Cauchy-type integral @ (z) is obtained polynomial asymptotic formula (46). Function ®, (z)
associated with the canonical function X (z) obtained in asymptotic formula is the only one,
the fastest growing member, when z — c. The information about the change of the @, (z) is

insufficient considering inhomogeneous problem. It is necessary to use the Dini — Lipschitz

contour. Let L' be Dini — Lipschitz contour of ¢ >« order, it is proved that the function
n,(t)= lnE)(t)—lnFOQt]) is continuous and bounded in contour L' points (Theorem 3), and
zeros of entire function F, (z) are arranged on the negative semi-axis of the real axis. Being

the before mentioned contour, it was proved that a separate inhomogeneous target solution
(76) is bounded.
In this work is obtained the general solution of formulated task (11) - (16) of bounded

functions in class B, (Theorem 10).

32



Literatira

GREICIUTE, 1. Dini — Lipsico klasés funkcijos. Bakalauro darbas. Siauliai, 2001.

. ALEKNA, P. Begualinio indekso krastinis Rymano uZdavinys. Siauliai, 2004. 170 p.
ISBN 9986-38-509-1.

. ALEKNA, P. Analiziniy funkcijy krastiniai uzdaviniai. Siauliai, 2003. 128 p. ISBN
9986-38-452-4.

. XEMMAH, V. K. Mepomopduvie gynxyuu. Mocksa, 1966.

. TOPOB, II. T'. Heoonopoonas xpaesas 3adaua Pumana c GeckoHeuHbiM UHOEKCOM
Jnozapugmuueckoeo nopsaoxka o >1. Marepuanbl BCECOIO3HOW KOH(PEPEHIIMU TI0

KpaeBbIM 3a1a4aM0, Kazaub, 1970. 279 — 284 .

33



