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1.IVADAS
1.1 Apibrézimai

1 Apibrézimas.Baigtire arba skaiiuojama reali skatiy aibe g = (8, 3,,....[3,....)vadinama
tiesiSkai nepriklausoma (virs raciongkatiy laukoQ ), jeigu kiekvienamn=1, 2, ..., IS

lygybés

LT fot o +1,5,= 0,

kurr,,r,,...,r,-racionalieji skaiiai, iSplaukia, kaa ,=r,= ... =r  =0.
1 PastabaTarp skatiu f,,f5.,,....[5,,-... néra lygiu nuliui.

2 PastabaBaz £ vadinsime baigtine, jei atbf sudaro baigtinis ské&iy skatius, prieSingu

atveju — begaline.

2 Apibrézimas.Baigtiné arba skaiiuojama tiesiSkai nepriklausaprealy skatiy aibe
B =P P p,,---) vadinama skadiuojamos realj skatiy aibés A, A,,...,A, ,...racionalia

baze, jei kiekvienas skaiis A ,iSreiSkiamas tiesine kombinacija
A=tOB+rOB + 4B (1.1.1)

kurr{”eQ —racionalis skatiai iri,, i,, ... ,i m - skirtingi skagiai.

3 PastabaTai p&aiai skatiy aibei egzistuoja daug racionghazi, bet tam tikroje bage
ISraiSka (1.1.1) yra vienintel
4 PastabaJeigu israiskoje (1.1.1) visi, = 0, £1,+2,...- sveiki skaéiai, tai baz vadinama

sveilkaja.



1 TeoremakKiekviena skaiiluojama realiy skatiy aibe turi savyje baz
Tikslinga bazs elementus? = (..., 8,55, By s Bi + Bo »--: B0 »--.)i8riKiuoti didéjimo tvarka,

taiyra..< S, <..<fB, <pf; <0< p < B, <. ... Tegul " = Bx...x B - yram aibiy

£ Dekarto sandauga.

Aibg A ={A,,A,... Jgalima iskaidyti M (M< o0 ) nesikertatsiy aibiy taip, kad iSskaidyme
(1.1.1) visi skadiai r (", r{”, ..., r{" bty nelygis nuliui (i8skyrus atvgjkaim= 1) visoms
A, kuriosieinaj poaih m. Tegul iS§ s = s (m)— neigiami ir(m-s)— teigiami, tai yra

lygybé (1) uzraSoma taip:

A, =(BY,T(m), (1.1.2)

kur Br(nS) :(ﬁ;)!ﬁ;lﬂéﬂliﬂ;)l F’(m):(r |(n) r(n)' )r|(mn)) GmeOS s<m Irm =

[P

1,2,....M.
Pastebsim, kad 5 € ™, ne visos vektoriaug® koordinags yra skirtingos.

Teguli aibg W, ieina visi skaiiai pavidalo (1.1.2), kum= 1, tai yra
W ={gr:pepreQ i=12..}

Aibé W, turi pavidah:

W. = B+ B (BB e BB # Bl k=12,
’ (r,r)eQ?r #0i,k=122,...

Toliau, W, turi pavida:



W, = {ﬁilril +B.5 B (BB B € ﬁgiﬂil # B, # i3;}

3.
(. r.n)eQir #0r, #0r #0

Sudarykim sekaibiy W,, W, , ... tokia, kad
M
A=)>W,
m=1

ir W, W, =0, kaii# j.CiaM <.

IS to iSplaukia, kad

W, = > {BY Fm)).

F(m)eQ™

BRep™
Cia, kaim=2, 3, ..., simbolisz* reiSkia sumavirg pagalr(m »su koordinatmis
nelygiomis 0, ir pagaj3® su koordinaimis nelygiomis tarpusavyje.
Aibé

(B9 F(m)
turi viem elemeny, tai yra skaliarin vektoriy [5’,?) ir r(m) sandaug

(Y F(M)=B. 1+t B + BT+t B

Be to, jeiF(my) # F(m,), tai (B, 7(m))# (B, F(m,)).

Viskas, kas ank$au paraSyta, reziumuojama se&iafe teoremoje.

2 TeoremaBaigtinio diskretaus mat@, ne&jas A turi baz g tokia, kad



A=Y S B Fm)l=w(B) (1.1.3)

m=11(m)eQ™
i ep™
CiaM <o,
Toliau, g vadinsime matqu, baze.
Tegul

() = {0,x< 0,

1x>0.

ISvada:

Tegul bendras baigtinis diskretus magasturi baz; 5, tada

te((=0, ) = > g (ALY, T (M)} e(x— (B, T (m))).

(B T (m)ew (B)
Tyrimuose daznai yra nagéjami elementai i bendibaigtiny may M poklast;.
3 Apibrézimas.Bendg baigtin diskrety mat u, vadinsimeM-kvazigardeliniy jeigu jis turi

M elemeni baigtire baz £.

Tegul baz g baigtire, tai yra g = (5,, f,,-....y )- Skleidinio (1.1.3)

(B’f) = ﬁ1r1 +"'+ﬂM M

koeficientair,,r,,...,r, , bendrai tariant yra raciorial ska¢iai. Jeigu ba&

Bis BBy SVEiKOji, tair,r,,....1, = 0£1+2,... .



Bendru atveju skaliarinsandauga skleidinyje (1.1.3) yra pavidalo

(B:T) =i+ BV + Bralma -t Bulu

kur v,,...,v,, =0x1%2,... . Tai yrabaz g = (f,,5,.....fy ) susideda iS dvigjpobazi; —

4 Apibrézimas.Apibendrint baigtin diskrety maty x, vadinsimeM — diskreiu

m-kvazigardeliniu, jeigu jo b&z g = f,,..... ., Pm.a1:----Py turi sveikaji pobaz g, f,,.....0.,

kur m —didziausias skaius su tokia savybe. Priminsime, kil < .

Pastaba: M- diskretudM-kvazigardelinis matag:, turi negja W(£) pavidalo (1.1.3), kur

M < oo iIr vektoriausr(m )koordinags yra tik sveikieji skaiai 0,+1+2,....

Pastebsime, kad egzistuoja matai su pilna begaline batgra M = «.

1.2 Zymejimai

Beveik periodini funkcijy teorijoje yra Zzinoma, kad kiekviena baigtiskatiy seka
Y Yoareeeens Yine (1.2.1)

turi savyje baigtin sveikaja baz ,E’ ;

y, =(@,E)+(8,,m), i=12,..,N,, (1.2.2)



v - serijos numerisy =12 ..
j — nurodo generaliés visumos elemento nuniger
k, - vektoriaus koordinas, k, =12,...

Nagrinedami imtis iS baigtini visumy ([1]) mes skaiius (1.2.1) iSreiSkime pavidal

(1.2.2). Uzdavinys yra paprastesnis, kaig,,...,f, yra tiesiSkai nepriklausomi, t.y. baz

,B =(f.. p,,.-.f) yra sveikoji. Tuomet pastekime, kad gm + g,m, +...+ m = Q

tada ir tik tada, kam =m, =....=m = 0O

1.3 Generalirés visumos strukiira

Tarkime, kad turime visumsusidedatia iS nuliuky ir vienetuky

M, Mo
f_/%

—
11,...100,...0 ;kur M, +M,=N. (1.3.1)

Parinkus imt tario n, vienetuku sk&ius imtyje, yra atsitiktinis dydis turintis hiperg@etrin

pasiskirstym.
C”h n-my
Pl¢, = mﬁ=%, kur m = 01...,M,,
N

Cu =0, kaim >M,.

Nagringjant visuny tokio pavidalo

My Mo

ﬂl’ﬂl""’ﬂl'ﬂZ’ﬂZ"'"ﬂZ' (1-3-2)

kur 8 = (B, B,) — tiesiSkai nepriklausoma sveikoji Bary. g,m + f,m, =0 tada ir tik
tada, kaim, =m, =0, mes & generalig visumy visada galime suvestvisumy susidedatia

iS nuliuky ir vienetuk;.

IS kiekvieno generalis visumos elemento atimarfig, t.y.



M, Mg

By BrvesPrs Bas o sBa
-5

M M,

Br= B B = Boreon 5= B,,00,...0

Dabar padaliname i®, — f, ir gauname

Dabar po centravimo ir normavimo atrinkdami paprassitikting imtj mes galime pereiti

prie imties turigios hipergeometrinpasiskirstym.
Bet nagrigjant visum tokio pavidalo:

My Mg Mo

BusBrssB BosBoseesBo Bt Bovens S+ By KUT My + Mg+ Myg = N

Atlikus centravim ir normavim:

/81_/82 ﬂl_ﬂz O’_'\JALQ ﬂ1 /81
181_/82' ,ﬂl_ﬂz, o ﬂl_ﬂz, ’181_/82,
A ) A,

bt ﬂl_ﬂz 181_/82

mes negalime jos suvesgtvisuny susidedatia iS nuliuky ir vienetuk;.

Dabar patikrinsime ar 1 wﬂ—l sudaro bagsveikyjy skatiy aibéje.

1 2

i
ﬁ1 - ﬁz

1Im+ m, =0,

Am, = g,m + pim, =0.

(1.3.3)



IS lygybés
ﬂl(rn.L + m2)'*‘ﬁ2(_ ml) =0,
seka, kad ji galioja, tada ir tik tada, kaj =m, =0.

5

y; = [, — tiesiSkai nesuriSti svaiky skatiy aibéje.
1~ M2

Taigi gavome, kad ir

1.4 Imtys

Baigtine populiacip galime stebti jvairiais klidais, pavyzdziui:

|. Paprasta atsitiktiné imtis

Tarkime turime ska&iy generalig visum v,,Y,,....Y , parenkame inptario n,
Y, Yi,o-Ys  Kaiip #1, # .21 ir nagrirgjame toky statistiky &, = z yi, -
j=1

Tada, kai

Ol
1. Yi :{l

tai £— sveiki skatiai.

Kai

_—

tuometé =g m + 4,m,, m,m, =01....

Atlikdami generaligs visumos centravimir normavim, pasiketia jos elementai ir

atitinkamai nagrigjama statistika:

n yij_ﬂz B B n yij_ﬁz B
en—;( Ll ﬁz)+ﬁ2]—(ﬁ1 B s -




~ (B~ )Y X, 418, = (B~ B0, + 1B,
j=1

Cia ixii =17, ,

j=1
kur Xj = {l
0,

taigi 7, —1gyja sveikus skaius.

Paprasta atsitiktinimtis duoda surigtimties element sely, t.y. £, — suma

priklausomy atsitiktiniy dydziy.

Il. Puasoniné imtis

Skirtingai nuo paprastos atsitikém imties, Puasonénmtis yra tokia, kai pirmiausiai
parenkame imtiesit] u, pasiskirgiusi pagal binomipdésn u ~ B(N,%j, su tokiais

parametrais:

n . n n n
Mu=N—=nirDu=N—|1-—|=n1-—|,
SR # N( Nj ( Nj

t.y. pasirenkame: su tokia tikimybe

m N-m
m( N n

P{u=m}=C} (ﬁj (1_ﬁj , kur m=01,...,N,

nes Puasono imtyje kiekvienas elementas daiijrauktas; imtj, nepriklausomai nuo kit

element, su tikimybe p :%, ir atrenkame papragatsitikting imtj iS generalis visumos

Vi Yoreen Yy -

Tada statistika uzsiraso taip

SZ/, :Z‘,Yij ,

=1

kur 5; — suma nepriklausomatsitiktiniy dydZiy.
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2. TEORINIS PAGRINDAS

2.1 Fundamentalioji J. Hajeko lema

Puasono imtyje kiekvienas elementas gati irauktas; imtj, nepriklausomai nuo

kity element, su tikimybep = % .
Siuo atveju imtiesirris yra atsitiktinis dydisu ~ B(N,%)
Tikimybe atrinkti objekt, rinkini O, ,....,0, yra lygi

i 1
p“A-p)" =Cyp A-p) "=
C:N

Si lygybe rodo, kad Puasono iingalima gauti dviem etapais:

1. Gauname realizaaijpinominio atsitiktinio dydziou , t.y.

Plu=kj=Cyp“@-p"*.

2. Po to iS generalits visumosX,, X,,...,X, parenkame papragsatsitikting imtj tario
K.
Pazyntkime:

S(n) —indeksg aibé paprastos atsitiktis imties elemenmnt
S'(n) —indeks aibé Puasono imties elementkai x =k ;
Pasirinkimas i$ generalia visumos atliekamas taip:

Kai x=n, tai i$ elemenivisumos parenkame paprastsitikting imtj tario n ir

laikome, kad indekgaibés sutampaS(n) = S'(n )

Kai #=k>n,taii§B={12,..,N} parenkame paprasatsitikting imtj tario k, t.y.
S'(k). Po to iSS'(k )parenkame paprasatsitikting imtj tirio n ir gaunameS(n) — S'(k )

Kai 1=k <n, tai iSB parenkame paprasatsitikting imtj tario n, t.y. S(n), o po to is

S(n) parenkame paprasatsitikting imtj tario k, t.y. S(n) o S'(k) .

12



Rezultate gauname du indgksnkinius (S(n), S'(«)), be to,
kai z<n,tai S'(u) < S(n),
kai 1 >n,tai S'(u) o S(n).

Apibrézkime atsitiktinius dydzius :

nn=>(x;-X),
jeS(n)

7= (X, -X),
jeS'(1)

Turime, kadMn(n) =Mn'(u) = 0

IS S(n)ir S'(x) apib&zimy iSplaukia, kad

0  kai u=n,
a0 -7 =1 Y, -X), kai g<n,
jes(M\S(u)

- > (X;=X), kai g>n

jeS'(u)\S(n)

Hajeko lema Teisinga nelygyb

D(r(n)—7'()) _ [T, 1
Dr(w)  Vn N-n

13



2.2 Puasono teorema

Teorema Tam, kad sum pasiskirstymastatymai&, =&, + &, +...+ &

nepriklausomiems be galo maziems atsitiktiniamsz@yds susivest; Puasono ésn

1) > [dF,(x) >0, (n— o),

2)kzn [dF () 2, (n—> o),
k=1|x-1<¢

3)§ [xdF,(x)—>0, (n— o),
k=1|x<e

4) i | xzank(x)( '[Xank(X)J -0, (n—> ),

k=1 ||x<e |X<e

kur R, Zymi srit, kuri gaunama i3 tiés —oo < X < +oo intervaly [ < ¢ ir [x-1 < ¢

pasalinimo kady.

14



2.3 J.Hajeko teorema apie konvergavimpj Puasono pasiskirstym

Imtis iS baigtires populiacijos gali @iti laikoma, kaip atsitiktinis bandymas, kai iS &b
S= {],2,3 ..... N} pasirenkamaelement, sc S. Aibé Svadinasi populiacija, 8— imtis.

Pazyntsimes turinti k elemeng kaip s, ir s, tikimybg pazynmésim P(s, ).

Paprastos atsitiktés imties (be grazinimo)iitio n, tikimybé yra lygi

N -1
P(s,) = (n j kark =n, (2.3.1)
0, kaik # n.

J. Hajeko straipsnyje ([1]) parodyta, kad statistibiniy pasiskirstyna uzdavin galima

spresti imant i$ populiacijos Puasono intty. vietoj (2.3.1) imant tikimybes

n k n N-k
P(Sk)—[ﬁj (1_Wj : (2.3.2)

kaiO<k<N.

Imti su tikimykemis (2.3.2) J. Hajekas vadino Puasono imtimi.
Pazyntsime

& = 2 Vi (2.3.3)

ie%v
kur s, - paprasta atsitiktinimtis.

Aisku, kad¢&, =¢, (s, ) - atsitiktinis dydis turi baigtinvidurki

»

EE, = Z y. (2.3.4)

15



ir dispersia

— 1 N
kurY=-—">"y, .
N, =

J.Hajekas gavoiltinas ir pakankamasiygas, kad galiat lygybé:

imP{, —E&, <x(Dé, |= % fe';tzdt
o )

(2.3.5)

(2.3.6)

Kai populiacip v, ,Y,, ..., Y.,n, Sudaro sveiki teigiami skaai, tuomet jis gaunaalyga kada

limPlg, =kj=e* %k' .

Teorema §pie konvergavim j Puasono pasiskirstyg)

14

Tarkime, kadn, - «, n, S%N ir

limEE, =limD&, =4>0

k
Yra limP{e, =kj=e” % , tada ir tik tada kai

n,
V—0

lim— = o

V—0

lim— 3 y2 =0

v—0 Nv T

suVvz> 0.

16
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(2.3.9)
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Mesirodeme, kad teisingos teoremos

1 Teorema
M, M,

Kai generalir visumy tokio pavidalog,, £,,....5, B, By .--P

populiacijos elementasy, = m ( j) B+ m( j) B, j=1....N.

Parenkant paprasatsitikting imtj ir jos elemenf sumy yra &, = z Yy, .

n i
i=1

—1

TaiP{& = Am+ B,( - m)) 9%,1”’1, m=0,12,..,

kai pM1—>/1,%—)O,n—wo,N—n—)oo,kuer+M2:N,ml+ m=n p:%.

2 Teorema

Ml M2 M12

Kai generalir visumy tokio pavidalog,, £,,....0, B> .B-- 5> B+ BB+ 5 4

populiacijos elementag, = m( j) 8+ m/( j) B, j=1.....N.

4o\ —
Parenkant Puasono ipit jos element suma Iygi§; :Z—y" '81,
=1 182 _ﬂ1
H At 2 542
Tai P{Z y, :/}1r1+/32r2} N A e' Ay el rr,=01,2,..,
= r' r,

kai M,p— 4, My,p—> 4,, %—)O,ﬂ—)oo,N—l’]—)oo, kur M, +M,+M,,=N, p:%.

3. J.HAJEKO TEOREMOS JRODYMAS IMTIMS IS
KVAZIGARDELINI U VISUMU

3.1 1 Teoremogrodymas imtims i$S kvazigardeliniy visumy paprastai
atsitiktiniai im ¢iai

Mes savo darbgodysime J. Hajeko teorenapie konvergavimi Puasono

pasiskirstym, kai populiacijos elementai yra iS kvazigakdel.y.

17



Yy =my, (DA +m, (1)B,, 1=12,..N,.
Kur g, ir g, yra baz sveikyju skatiy aibeje.

Pastaba Miisy populiacija sudaro dvigjmatavimy sveikoji ba2, nors gaitu bati ir didesnio

matavimo bagz

J. Hajekas sié nagrireti generalini visumy sistem;

YoYor-Yn,  v=12..,

kurios matricinis pavidalas yra toks:

Yio Yoo s Vi,
Yoir  Yoor -oos Yo,
yvl' yv2 v yl/Nv

Imame paprasta atsitiktggnmtj yvjl,yvjz,---,y%  tarion, kur 1< j, #j,#...# |, <N.

Pasinaudosime Zyéimais jvestais J. Hajeko straipsnyje ([1]) ir pazgime imties element

sum;

Sn, = Y, TV, Tt Y

n &
ty. E&, :NZ Yy o
i=1

kadangi J. Hajeko nagiéjama populiacip sudaro sveiki teigiami skaai, tai (2.3.7)

formuleje turime, kadZ, taip pat sveiki skéiai.

Bet misy populiacijos elementaiéna sveiki skaiiai, t.y.

Yii :mlv(j)ﬂl"'mzv(j)ﬁz’ (3.1.1)

Taigi ir imties element suma nasy atvep nebus sveikas skaiils.

Kadangi g = (B, B, )— tiesiSkai nepriklausoma sveikoji ldatai turime toks salyga:

18



yyj :rn.'l.v(j)ﬂl—‘rmZV(j)ﬁvZ :OC> rnlv :mZV :O’

Yoot Yottty = (m,, (1)+m1v (2)+ ---+m1‘,(jnv ))/81 +(m,, (1)+ m,, (2)+ et mZV(jnV ))ﬁz =

my My
=AM+ f,m,.
Charakteringa funkcija&, tokia:
Meten -+ 1 ﬂe‘mlﬁ[(q+ pe’™i)dg (3.1.2)
Pu(n) 2z - 4 | o

n
kur p=—, q=1-p,
p=yr 4=1-P

Pu(m=Cip"g"".
Toliau mes praleisime serijos indeks ir vietoje populiacijosy, , Y, .Y,

nagriresime realyju skatiy seky Yy, ¥, Yy -

Kadangiy, turi pavidah (3.1.1), taiy; bus toks

Yi :ml(j)ﬁl"'mz(j)ﬂz- (3.1.3)

Misu generalig visuma yra (1.3.2) pavidalo, tai@i{fn =mpg, + rﬁzﬂz} turi apibendrinta

hipergeometrippasiskirstym ir mes tairodysime.

. 1 157 o o+t (M (1) A+my (1) 6,)
Me't‘f“: 4 e.gh (q+pe m ()t () 2)d9:
P (n) 277_'[; 1;!

) PNl(n) % Je'(a+ pe” " g+ pe” )"0 (3.1.4)

-7

19



nesy, = Am () + Amy(j ) P=1..N
y, = Am(i)+ 5,0, m()=1, j=L..M,

= -0+ 4,m, (), m,(j) =1, ]=M,+1..,N

Generalije visumoje baziniai element#, ir S,kartojasi .

BroveoBy it Baveenso

M, M,=N-M,

Toliau skleidziame (3.1.4) pagal Niutono binomanfioikg ir gauname

7 M, M, ' _ ' '
Me'tgn _ P (n)zij‘ —ushzzcbll plleltﬂlllelalqu—llcll\jzpI2€|tﬂ2IZe|612qM2—I2d9:
T 1,=01,=0
1 1 eflmelﬂlelﬂzdezzcll plleltﬂll qu '1C'2 p|2e|t/32 qu—Iz
P (n) 27[ 1,=01,-0 '

Yra zinoma, kad
i Tei‘g("”l'z)de —
T

Gauname

M, M '1
1 2 CMl M2

2.2 G

2ioCup" q"

|1+|2 q My +Mo—li -1, eit (Bli+522)

1

M, M, C!
Z Z C C |t(,31|1+,52|2)
l=

0l,=0
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bl
My M,

Irodéme, kadP{én :/81I1+/82|2}: o
N

Jeigu pazyresime, kadt, =t, =t , tai
&y it, )y +it,5,]
it 11+It2 olo
Q(tl’tz)zzzp{fn =,B1|1+ﬂ2|2}elﬂ s .
,=01,=0
Dabar turime dvimatkvazigardelig charaktering funkcija, kuria padauginame is$

ﬁlﬁz I I e AR gt it

(27

B ﬂz
ir gauname
Tz

B B
161182 j je—ltﬁlﬁh 'tzﬂzmzq(t tz)dtldt

My M,

— ﬂlﬂZ (0 ity Sy —it o3,y ity Bl ity Boly
= [ |e dtdt, > > P, = Al + 5, =

,=01,=0

72' 7Z'

M; M, ﬂﬂ B ﬁz
= ZZ P{éfn :ﬂ1|1 +IBZ ) 1 2 j Ie—'tﬁl(”h |1)e—'t2ﬁ2(mz |2)dt1dt

l,=01,=0 ( 7T

ﬂl ﬂz
Taigi pagalé, apibezima yra

B P
{5 ﬂlml +ﬁ2mz} (ﬂlﬂz I Ie—mﬁlml Itzﬂzmzq(t t )dtldt

ﬁl ﬂz

Kadangi
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T

B T N
B J‘e—itlﬂm—ll)dti: 1 je—iv(rﬁl—u)dv: L m=l,
1) 2 27 -
_é d 0, m=l,

kurt,8, =V,

v

B A
_j M l —ju (M, —
, L fermma, - L o
T a i 1
- 0 m,=l,,

kurt,, =u,
w Cr
gavome, kadP{&, = A, + B,M, | = én :
N

Dabar reikigirodyti, kad P{&, = 8,m, + B,M, } konverguoja Puasono
pasiskirstym.

i 1 o g OH M)Ay (1))
Metén — on +P MDA do
P, (n) 27 -[ H(q )

Jeigu pazyresime, kadt, =t, =t , tai

Me ten _ 1 1 f "ShH(q_i_ pégﬂml(l)tyﬁﬁ'mz(l)tzﬂz)dg_
P, (n) 27
1 7
) 2 "9(6,1,,1,)d0

H(q+ péﬂﬂm(J)t]ﬂiﬂr@(J)tzﬂz) =g(Ot.t,) |

cia 1

22
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Dabar atskirai iSraSysime kaip atrod@d,t;,t,)

N - . . .
g(@,tl,tz) = H(q + pé'9+'”‘1(l)t1ﬂ1+'m2(l)t2ﬂ2) —

j=1
N . ’ . ” . "

=[] 9,6.t,,t,) = Me' S5 (3.1.7)
j=1

Pastebkime, kad

qé90+it10+it20 + pé9+i”1(j)t1ﬂl+imz(j)ﬁz — Mé(fﬁ)

kur ﬁj = (77] ;771177]))

P} =0 =0 = 0f=g

PV =177 = BmG)o = Bm())}=p.

IS cia iSplaukia, kad
N N N
=271 S=27 S=27
=1 =1 j=1

n,,--1y — Nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai.
Atsitiktinio vektoriausr; charakteringoji funkcija yray; (6,t,,t, Yisiemsj=1..,N.

Dabar turime, kad

PlS =nS =mA. S =mp,=

23



1Y i
(5] 2l
A

kur m,m, = 0,£1,£2,.....

Pagal apibizima g(o,t,,t,) , kai

Gauname

Melgsl’\‘ +it, Sy +it, Sy — g(@,tl,tz) =

_ i 3 iéaﬂﬂtlm'ﬂﬁitzm‘"ﬂz PlS, =M, S, = '3, S =" B,

mi=0 m=—co m"=—c0

Dabar (3.1.9) formugl padauginsime iS integralo
s emE

(_ﬂ-) ﬂlﬂZJ'J' J'eflmflmltlﬁlflmztzﬂzdédtldtz

ir gauname

P{Sl'\l =n,S =mp, :mzﬁz}:

1 ’ B 5 —ion-i —im
(o) A | e gon ydan, -

N 0 0
=2 2 X PlSi=m.S =m"A, S =m"p,}

24

[etmmuiman o1, t,)dédt o,

(3.1.8)

(3.1.9)



T T

1 3 T ﬁl 182
T

T *x T

b P

3 T B
(27[) ﬂlﬂz J' J‘ J'e—l On—imyty By —imyt, B+ OM'+itym” B, +it,m ﬂzdédtldtz _

T i

J'ele(m n)de ﬂl J‘ e|t1/31(m ml)dti J‘e'tzﬂz(m m’l))dt

/31 A

1 m=n m=m, m=m,

0, Kkitais atvejais

PerraSysime (3.1.6) formutaip, kad ity patog istafiusi (3.1.8) formu¢, suintegruoti:

N
9(6,t,t,) =H(CI+ pei9+it1ﬂm(j)+itzﬂzmz(j)):

j=1

N
— exp{z In(q + pée"'itlﬂlml(j)"'itzﬂzmz(j))} .

=1

IS ¢ia seka, kad, kafj=1— p, tuomet

A 0L iy .
9(0,t,,t,) =exp In(L— p+ pd?AmitAm iy -

=

= exp{ZIn(lJr p(e'MAm DA () _ 1))} = exp{ZIn(1+ X},

j=1

Gia X = p(ei9+it1ﬁ1ml(j)+it2ﬁ2m2(j) . l)
0 j+1 ]
Kadangiln(1+ x) =Z )
j=1

pagal alyga [{ <1 =
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N ‘p(ei6+it1ﬂ1ml(j)+it2ﬂ2mz(j) _1)‘ < p(1+ 1): 2p — p <%.
Gauname

90.t,t,) ~expd p(e” AN ARD 1)) =

j=1

- exp{z p((ei9 _1+1)(elt1ﬂm(1)+ltzﬁzmz(1) ~1+1) _1} —

j=1

:expid((éﬂ ) +])((ét1/inl(j)+itzﬁzﬁh(j) ~1)+1) _1)} _

:expip((éé’ _])(étjﬂlnl(j)+itzﬁz”&(i) _])+(é9 _])+(ét]ﬂln1(j)+it2,62mz(j) _:D +1_:D} —

=

N N
N jt1am (j)+t2B2mp () i 1AM (j)+taBmp (j)
di_1 D p(e -) ) pe”-DE -1)

Gavome, kad

N
g o(e? 1) 3 p(elamiyizrom (i) gy

ge,t,t,)=e" e

i p(e' 9_1)(eit1ﬂlml( +itaomp () -1)
e ' (3.1.10)

Toliau nagrigsime y,,...,y, , kuriy pavidalas yra
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Y = gm(j)+ B,m,(]), j=1...,N,

Yi :ﬁ1M(j)+ﬂ2'Os ITH(j)Zl, jz:L...,Ml,
=p, -0+ B,m,(j), m,(j) =1, j=M,+1...,N.
Generaligje visumoje baziniai elementd, ir f,kartojasi
Prr-oBy it Paresf
M, M,=N-M,
Siuo atveju gauname, kad
N
> (etamliitafome (i) gy -
j=1
Ml
:Z(emﬂm(i) @l (i) _1) + Z( WAM() | gitam (i) 1) _
j=1 ‘”1(1,):1 j=M,+1 ‘nl( j)=0
my(j)=0 m,(j)=1

= %:(enlﬁlml(j) _1)+ ZN:(eitzﬂzmz(j) _1): Ml(eitlﬂl _1)+ M Z(eitzﬁz —1).

j=1 j=M+;1
Dabar gauta iSraiSkatatomeg (3.1.10)
g(H,tl,tz) _ eNp(ei'g—l) .ep(Ml(enlﬂl—l)-FMz(eitZﬂz—l)) .ep(Ml(eitlﬁl—l)-FMz(eitZﬂZ—l))(em—l) (3.1.11)
Ir jstaius (3.1.11) (3.1.8) gauname

T
B
J‘ (e4 it fm-itBm ).

a'—»&\ﬁ

PSS A S M~ jﬁm

G
B

|
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. (eNF(é‘g—l) . PV Th 2721 (vt -}y 221 @) )dédtidt2 (3.1.12)

Apskatiuosime (3.1.12) integral

§y =[N
— RN

|
E’:\

(2w

-

(64 aw—it],B_Lnl—itz,@n}z) ) eNp(éB_J) _ ep([\/h(étl/ﬁ_l)_FMz(é’tzﬁz )
) ep(Ml(e'tlﬁl ~1}M, (6272 —1))(ei? 1) d Hdtldtz _

v
1 3 T B B ) " "
_ (_ B ﬂz J' J' J'e—iHn—itl,é’ln”h—itzﬁzm2 eNpé‘9 e—Npelee' ﬁlepMze' 2h2 g PMigPM;
2 ) "t -

M (7 ) . le(eiH_l)epMzeitzﬂz (€7-1) e pM, (¢9-1) dédtldtz =
T T

2 B By
NP e My e 1 it g my i or t26
=e e PMe p“"z(—z BB, | [etimtalm Pt g g it
T v T

T
. 1 j g1 gNpd” M/ (67-1) =My (67-1) o PM€"22 (€7 -1) P, (¢°-1) 4 g
21
-

(3.1.13)

Atskirai apskatiuosime integral, kurio pointegralia funkcija priklauso nu@:
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j —|0r1 Npé'g leeitlﬂl(em—l) e leemeleepMze"Zﬂ2 (e9-1) e pMzemepM2 do =

1 J‘e—mheNpégepM €171 (9-1)+ pM,€272 (&1 )e—pé"(M1+M2)ep(Ml+M2)d0

27z

KadangiM, + M, = N, tai gauname

J=gelr 1 e—ime(e'g—l)p(Mle“lﬂl+Mze'tZﬁz)de _e\p 1 e—i&neﬂ(e'g—l)de
= ju , (3.1.14)
-7 -7

kur A= p(M £+ M " )

Kadang| J'e—len l(elofl)de

5 e (p(M eltlﬂ1 M eltzilz! )) e (Mle"1ﬁ1+M e“zﬂz) _

Np (leeitJﬁl + pM 2eitzﬂ2 )n . p(Mleit1ﬂ1+Mzeit2ﬁ2)
nl

Pagal Niutono binomo forméil

(a+b)"=>Cia' b™',

1=0

turlme (leeitlﬁl—‘r— pMzeitZﬁz) ic pM I 'tlﬁll (pM )nl ity (- |)

3=5.37C! (pM, ) € (pM, ) gt grol ) (3.1.15)
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Gauta iSraiSkjstatomg (3.1.13) ir gauname, kad
ND My oo pM, €7 e ) I n-I
V=ee e ™ =% C, (pM,) (pM,)
n

/4 T

2r

71'

s

2 B P
l 1 2 r r it1 it/ . . B _ g ito3
( P.B, I J. gAMLt gPME g PMoEEE gt gltafo (n1) | g MR o M it i, =

éfzﬁz(mzf( n-1)) q

i} 1L . 1 g 2
=emMe™ 25 G (M) ( PM) '—ﬁm e qt—ﬁzj
= 1=0
A 72
Kadangi
A T =
1) Ziﬂl J'e—ltlﬂl(ml—l)dtl:ij'e—lv(ml—l)dvz 1 m )
T 2r °
= r 0, m =1,
il
kurt,8, =V,
” 1, =n-1,
2) —ﬂz J’ g o)) gy j gm0 g ) M
72 -7 0, m,#n-1,
kurt,, =u.

Gavome, kad

n

V = e_lee_pMz
l(n rnl)l nl

1
HC:h(le)ml(pMz)mz

30

St (pM, e ™ (pM, ) =

(3.1.16)



Priimame slygas

nM
L 52

pM; = 4,
KadangiM, =N -M,, tai

n n
pM, =N(N—M1)=n—ﬁ'\/‘1 ~n-A4.

Pasinaudodami lokaline Muavro-Loplaso teorema, gaesmame, kad

L (nny?

n -n ZNE 0
C,’\“(ﬂj (1_1)\‘ _ e N[ NJ _
N N \/
N N

N 1 (n-n)? 0
nesN—=n—o, todl 2, nf, n -
N
NN

IS lokalines Muavro-Loplaso teoremos turime, kad

(my—pM, )

eprz M. )™ e 2pM,
(pl 2) :P{gp:mz}z—

m,! 27pM,

Kadangi,

m, =n—-m, iris (3.1.18) formus mes turime, kagpM, = n—%M1 ~n-4,

taim, - pM, =m, _(n_NMlj =-m M.
Tadajstatome Sias iSraiSka$3.1.20)

2
o
(my—pM, )?

e_ 2pM, e 2[n7%|v|1) 1

) e 1)
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(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

(3.1.20)



... n
Claﬁ—>0, N—o, N-n-— w.

Taigi gavome, kad

{Si=n%= 1 %= 9,
P{Si =1

~
~

P
P{&, = Am+B,(n-m)} =

(3.1.21)

Mesjrodeme, kad su tokiomagygom pM; — 1, %—) 0,n—00,N— n— oo kur

-1

M,+M,=N,m+ m=n p:%, teisinga 1 TeoremP{& = Am+ B,( n- ”l)}_)%lml'
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3.2 2 Teoremogrodymas imtims iS kvazigardelinig visumy Puasoniniai

im¢iai

Misu nagrirgjama generaliavisuma yra:

My M My,

BBy BaveesBy Pt Boseess Bt o

kur M;+M,+M,, =N.
Populiacijos elementas yra iS kvazigaégel.y.
Yy =m, (DA +m, (), ] =12..N,.

Kur g, ir g, yra baz sveikyju skatiy aikeje.

Imame Puasoniimtj yv,-l,yv,-z,...,yv,-kv , t.y. pasirenkame: su tokia tikimybe

k N-k
P{u=k}= c;(ﬁj (1—%)  kurk = 01,..,N,

Tada statistika uzsiraso taip

i

5=iw. (3.2.1)
j=1

kur é; — suma nepriklausomatsitiktiniy dydZi.

Atsitiktinio dydzio 5; charakteringa funkcija yra tokia:
L N _ o .

Me*s =] (q + peltﬂm(mltﬂzmz(n)

=1

Me'é: :(q + peth )Ml(q + pet’: )Mz(q + peltth) )Mlz

33



M12

M, M,
S, = L A

j1:1 j2:1 j3=1
ity _ \9E3
Me"" =q+ pe”™ 71, — nepriklausomi ir v.p. atsitiktiniai dydziai

ity _ [t
Me"™™ =q+ p€e” . . _rieprikiausomiir v.p. atsitikiiniai dydziai

m

it;/J . itj3
Me’" =q+ pe” yihryts —nepriklausomi ir v.p. atsitiktiniai dydziai

Me' = i i i P{Zn: Yi, =M +mp, + mzﬂ3}eit(nwlmhﬂ2mbﬂ3) =

1 17 o i0-+ity
= —— e (q+pe ")dg=g(t).
Py (n) 272"[, 11:!

Pagaly,,...,y, apibgzima

g(t) = é PNl(n) _]ieim (q + pe' O+itfy )Ml (q + pe' O+itf3, )MZ <q n pé O+t (Sy+f;) )Ml? do

J. Hajekasrodk, kad

a(t) ~ (q+ pe )" (q+ pe¥ )" (g-+ e ) )" = q(t)
Konstruojame lydiritdésn
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@M1 (a+pe”t =1+ M, (g pe? 1)+ My, (q+ pe 172 1) _

— expiM, pe” —1)+ M, ple" —1)+ M,, ple" ) —1}}.

Tarkime
M,p—> A4 iIr M,p—>4,.
Tuomet

|\/|12= N—|\/|1—l\/|2
n
p(N_Ml_Mz):N(N_Ml_Mz):n_le_pMz-

Esant Siomis prielaidomis gauname

gMip(e _y phle

eM M, p(€"/2-1) eﬂq(e“ﬂZ—l)

Kadangi pM,, = «, tai

15 (A+h2) itA
pPM;, {e n 1} L
Bn

e

cia A ==%ine aPMale (e o2 1)\t . = [pl\/l ( it (Sy+f,) _1)]t=0

== p|v|12| (B + B,)e" 720 = pM 1, (B, + B,)
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g 1d°

1
i i

= (PMi (B, + ) ) o =

[lez (eit(ﬂl+ﬂ2) - D]\tzo =

1
i 2

(PMLi(B, + )i, + B)e" %)), = PM,(B, + ,)°

IS (3.2.2) gauname

RCT it(5, + 5,) pM
exp pM,, eﬂ -1 _ 1A, 2 12 { _
p{ ( ] (B + B lez}

2 3
. t 1 it 1 it .
ex M. I +— M, +—| —— M., +...—Iity/ pM =
p 12{ \/ple 2(\/%] p 12 G(MJ p 12 p lZJ

113
_Et 2 +}&+ t2

2 6./pM,, )
e Pz e 2, kadangipM,, — o

Taigi

1) M+ Somy— A, ’
2 B,

2782

n

P{Zn: Yi, = mf, +m,f, + n%ﬂs} - P{Uﬁl = rn_L}P{nﬁz = mz}e

Bet mus toks atsakymas netenkina, nes mes gavaadeikimyb: konverguoja misnji

pasiskirstym.
Todkl iSsprendme § uzdavin kitokiy bady.
Nagrirgjam toki pat generali@visum:

My M, M,

BresBy BoveesBBy Pt Bosees B+ o
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kur M;+M, +M,, =N,
ir tokia pat statistil &, .

Bet po centravimo ir normavimo generalines visumos

MlZ

Ba B P

' ﬂz_ﬁ1’/gz_ﬂ1 ﬂz_ﬂl’

My M

f_J% f—Aﬁ
00,...,0, 1.1,...,

pasikeéia ir statistika, kurdabar atrodo taip:

£ =f Yy =Fo. (3.2.3)

Statistikos Charakteringa funkcija bus tokia:

y] ﬂZ

it 1 1 7| i9+it
Me™ = Py (n) 27 j 6hH(‘H pe  )do.

UZraSysime charakterindunkcija tokiy pavidal;:

e [ p ()
Me|:1ﬁ2ﬂ1:ZZPZJ| = m+ 2 me Bo=P1

i R r e -

= P{i Y, =(u—-m)B,+ mpB,+ I’T}Bz}
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Lt MP 1t 5 © )

Me /= /e ﬁll. = z i P{i Y =(u~— m)[?’ﬁ s, + Wz} anﬁﬂz ﬂlnb]:

m=—o0 My=-0

['e]

-y > {Z y, =(u-m)p,+ mp,+ naﬂz}é i

m=—0 My=—

Paketiame

>~ P

&
'Sy,

it 2y, 2N (B pesam) =
e"eMe ! =) > e >y =(u- DB+ uh,+ Bﬁz}=
m=—o0 Mp=-o0 =1

DIDICE P{i Y, = Alu— )+ B ro}=

IS &ia seka, kad

z
P

(272_)2 J' —|t1rl—|tg 2.

. %
P{Z y, =ﬂ1r1+ﬂ2r2}=M |

1=1
_?1

0

Z i eltlﬁl(/l my )+itgB 2(mar my) {Z yJI ﬂl(,u m)‘l‘ﬂz( rg+ q)} qt d}_

ml OO[T'Q:OO

= i i (/glﬂﬂ)z .[ .[ g (= (u-my) Byt o(r o (mz*m]))ﬂzp{z yn ﬂl(ﬂ m)+ﬂ2( -+ m} Qtdg
My=—c0 My=—o0 oz
ﬁl ﬁZ

(3.2.4)
Kadangi
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T

j e—ltlﬁl(rl (u—my)) dg :ij‘ <V (r—(u-my) d\=
2 *

v 0, m#u—1

15 rnL:/Ll_r_:]_a
b 2r

kurt,, =v

ﬂz je ity (1= (”‘2+”h))dt _ i 'Te_iu(rz_(%+M))du _ 11 rnz = I’2 — n’!l_,
2) 2 o
,ﬂi - O, rnz ” r2 _ IT!U

kurt,, =u.

Kadangi gavome, kad

m=u-
taim=r-m=r—-u+rn=r+r,—u

Istatomg (3.2.4) gautas reikSmes

T

i i IglﬂZ f f e*'tl(rl (1—my)) =it o(r o~ (m2+m1))ﬂzp{z y ﬂl(ﬂ m)+ﬂ2( na"‘ rﬁ)} qt d}:

my=—c0 NMp=-00 (272-)

ﬂl ﬂz
= P{i Y; :ﬂ1(ﬂ_ﬂ_r1)+ﬂ2(ﬂ_r1+r1+r2_;u)}:P{iyjl :ﬂ{l"‘ﬂ!z}-

Remdamiesi 1 Teoremos s&avimais mes galim tvirtinti, kad

2{18% ﬂrz 542
)

P{i Y; :ﬂ1r1+ﬂ2r2} { /B1r1} P{772 ﬂ!Q}

Taigi, mesirodyme 2 Teorem

H rle*ﬂi ﬂrz e*ﬂz
P{Z Y; :ﬂ1r1"‘ﬂ2r2}_>/11 e,
1=1

r! r,!

kurM,p—> 4, M ,p—>1,, M;+M,+M_,=N,r+r,=n, p:%,

%—)O,n—wo,N—n—)oo.
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ISvada

Misu darbo tikslas buv@rodyti J.Hajeko teoremapie konvergavimi Puasono
pasiskirstym, kai populiaciy sudaro nesveiki teigiami skéi.
J.Hajekas savo darledé kad

kur &, - sveikas skaius.

Mes J. Hajeko teoreqrirodeme imtims i$ kvazigardelinivisumy. Buvoijrodytos dvi

teoremos.

1 Teorema

A

P{£, =Bm+B,(n- m)] 4%1“, esant tokiomaygom pM, — 4,
n n
ﬁ—>0,n—>oo,N— n—o.kur M;+M,=N,m+ m=n p:ﬁ.
Nagrincjome generalia visum tokio pavidalo:

B Brs ooy 2552
Populiacijos elementagy, = m( j) A,+ my( j) B, i=1....N.

Mes pasirinkome papragatsitikting imtj, jos element sumy pazyngjome & = z Y, -

=1

Ir aproksimuojant gavome, kal{& = gm + B,( n- m)} > & =

2 Teorema

[E} e_ﬂi /1;2 e_lz
r! r,!

P{i Yi = ﬂlrﬁ'ﬂzrz} -

Kai sz—>/11,M12p—>12,%—>0,n—>oo,N—n—>oo, kur M, +M,+M,,=N, pzﬁ,.

Cia mes nagrigiome generali@Vvisuma B, B,,....B0faBaree B2 Bt Bor B+ B

populiacijos elementag, = m( j) 8, + m/( j) B, j=1,...,N. Pasirinkome Puasono ignkur

M =
imties element suma lygié, = Z Y, =/ :
1=1 ﬂz _131
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~ I
Siuo atveju mes gavome, k Z y, = ,Blr1+,6’2r2} -
1=1

Taigi ir vienu ir kitu atveju tikimyb, kad imties elementsuma lygi nesveikam skaii,

konverguoja Puasono pasiskirstyn
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Santrauka

Nagriredami J. Hajeko teorem apie konvergavim i Puasono pasiskirstym
pastebjome, kad jijrodyta imtims, kum elementai sveiki ské&ai. Bet dazniausiai stebim
im¢iu elementai yra nesveiki sk@i. Todl mes savo darbgodéme J. Hajeko teoresn
imtims IS kvazigardelini visumy. [rodéme dvi teoremas skirtingom populiacijom ir gavome
kad tikimybes, kad imties elemansuma lygi nesveikam skaii, konverguoja; Puasono
pasiskirstym.
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Summary

While we were analyzing J. Hajeks’ theorem aboubveogence to the Poison
distribution, we noticed that this theorem was destiated to the sample from the finite
population consisting of whole numbers. Majority alfserved samples elements are real
numbers. Therefore, we demonstrated J. Hajeksrénedor the samples from quasi-grating
populations in our work. Also, two theorems werendastrated for the different sets and we
obtained that probability of the sum of the samelements, which is equal to the real

number, converges to the Poison distribution.
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