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1. ĮVADAS 

1.1 Apibr÷žimai 

 

1 Apibr÷žimas. Baigtin÷ arba skaičiuojama realių skaičių aib÷ ,...),...,,( 21 nββββ = vadinama 

tiesiškai nepriklausoma (virš racionalių skaičių lauko Q ), jeigu kiekvienam n = 1, 2, …, iš 

lygyb÷s 

    

r 11β + r 22 β + … + r nn β = 0, 

 

kur r 1 , r 2 , … , r n - racionalieji skaičiai, išplaukia, kad r 1= r 2 = … = r n =0. 

1 Pastaba. Tarp skaičių ,...,...,, 21 nβββ  n÷ra lygiu nuliui. 

2 Pastaba. Bazę β  vadinsime baigtine, jei aibę β  sudaro baigtinis skaičių skaičius, priešingu 

atveju – begaline. 

 

2 Apibr÷žimas. Baigtin÷ arba skaičiuojama tiesiškai nepriklausomų realių skaičių aib÷ 

,...),...,,( 21 nββββ =  vadinama skaičiuojamos realių skaičių aib÷s ,...,...,, 21 nΛΛΛ  racionalia 

baze, jei kiekvienas skaičius nΛ išreiškiamas tiesine kombinacija   

 

nΛ = r
11

)(
i

n
i β + r

22

)(
i

n
i β + … + r

mm i
n

i β)( ,    (1.1.1) 

 

kur r ∈)(n
j Q – racionalūs skaičiai ir i 1 , i 2 , … , i m - skirtingi skaičiai. 

3 Pastaba. Tai pačiai skaičių aibei egzistuoja daug racionalių bazių, bet tam tikroje baz÷je 

išraiška (1.1.1) yra vienintel÷. 

4 Pastaba. Jeigu išraiškoje (1.1.1) visi r j =  0, 2,1±± ,…- sveiki skaičiai, tai baz÷ vadinama 

sveikąja. 
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1 Teorema. Kiekviena skaičiuojama realių skaičių aib÷ turi savyje bazę. 

Tikslinga baz÷s elementus ,...),...,,,,,...,(..., 2112
+++−−−= nm βββββββ išrikiuoti did÷jimo tvarka, 

tai yra ......0...... 2112
+++−−− <<<<<<<< nm ββββββ . Tegul βββ ××= ...m  - yra m aibių 

β  Dekarto sandauga. 

Aibę { }..., 21 ΛΛ=Λ galima išskaidyti į M (M ∞≤ ) nesikertančių aibių taip, kad išskaidyme 

(1.1.1) visi skaičiai r )(

1

n
i , r )(

2

n
i , … , r )(n

im
 būtų nelygūs nuliui (išskyrus atvejį, kai m = 1) visoms 

nΛ , kurios įeina į poaibį  m. Tegul iš jų s = s (m) – neigiami ir (m–s) – teigiami, tai yra 

lygyb÷ (1) užrašoma taip: 

 

))(,( )( mrs
mn

rr
β=Λ ,     (1.1.2) 

 

kur ),...,,,...,(
11

)( ++−−

+
=

mss iiii
s

m βββββ
r

, =)(mr
r

(r )(

1

n
i , r )(

2

n
i , … , r )(n

im
) msQm ≤≤∈ 0,  ir m = 

1,2,…,M. 

Pasteb÷sim, kad )(s
mβ
r

mβ∈ , ne visos vektoriaus )(s
mβ
r

 koordinat÷s yra skirtingos.  

Tegul į aibę W1  įeina visi skaičiai pavidalo (1.1.2), kur m = 1, tai yra 

 

W1={ ;,: Qrr iiii ∈∈ βββ  i = 1,2,…}. 

 

Aib÷ W2 turi pavidalą: 

 

W2 =












=≠∈

=≠∈+

,...2,1,;0;),(

,...;2,1,;,),(:
2

2

kirQrr

kirr

iki

kikikkii βββββββ
 

 

Toliau, W3  turi pavidalą: 
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W3












≠≠≠∈

≠≠∈++
=

0,0,0;),,(

;,),,(:

3121321

321321332211

3

3

iiiiii

iiiiiiiiiiii

rrrQrrr

rrr ββββββββββ
 

 

Sudarykim seką aibių W1 , W 2 , … tokią, kad  

∑
=

=Λ
M

m
mW

1

 

 

ir W =∩ ji W ∅, kai ji ≠ . Čia M ∞≤ . 

Iš to išplaukia, kad 

 

{ }∑
∈
∈

=

ms
m

mQmr

s
mm mrW

ββ

β
)(
)(

)(* ))(,(
r
r

rr
. 

 

Čia, kai m = 2, 3, …,  simbolis ∑*
reiškia sumavimą pagal )(mr

r
su koordinat÷mis 

nelygiomis 0, ir pagal )(s
mβ
r

 su koordinat÷mis nelygiomis tarpusavyje.  

Aib÷  

{ }))(,( )( mrs
m

rr
β  

turi vieną elementą, tai yra skaliarinę vektorių )(s
mβ
r

 ir )(mr
r

 sandaugą: 

 

( )(s
mβ
r

, )(mr
r

)
mmssss iiiiiiii rrrr ++−− +++++=

++
ββββ ......

1111
. 

 

Be to, jei )()( 21 mrmr
rr

≠ , tai ( )(

1

s
mβ
r

, )( 1mr
r

)≠ ( )(

2

s
mβ
r

, )( 2mr
r

). 

Viskas, kas ankščiau parašyta, reziumuojama sekančioje teoremoje. 

  

2 Teorema. Baigtinio diskretaus mato dµ  neš÷jas Λ  turi bazę β  tokią, kad 
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{ }∑ ∑
=

∈
∈

==Λ
M

m Qmr

s
m Wmr

ms
m

m1 )(

)(* )())(,(

)(

ββ

ββ
r
r

rr
    (1.1.3) 

 

Čia ∞≤M . 

Toliau, β  vadinsime mato dµ baze.  

Tegul  





≥

<
=

.0,1

,0,0
)(

x

x
xe  

 

Išvada: 

Tegul bendras baigtinis diskretus matas dµ  turi bazę β , tada 

 

))).(,(())})(,(({)),(( )()(

)())(,( )(

mrxemrx s
m

s
m

Wmr
dd

s
m

rrrr

rr
ββµµ

ββ

−=−∞ ∑
∈

 

 

Tyrimuose dažnai yra nagrin÷jami elementai iš bendrų baigtinių matų M poklasių.  

 

 3 Apibr÷žimas. Bendrą baigtinį diskretų matą dµ  vadinsime M-kvazigardeliniu, jeigu jis turi 

M elementų baigtinę bazę β . 

Tegul baz÷ β  baigtin÷, tai yra β ).,....,,( 21 Mβββ=  Skleidinio (1.1.3)  

 

MM rrt βββ ++= ...),( 11

rr
 

 

koeficientai Mrrr ,...,, 21 , bendrai tariant yra racionalūs skaičiai. Jeigu baz÷  

mβββ ,...,, 21 sveikoji, tai Mrrr ,...,, 21 ,...2,1,0 ±±=  . 
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Bendru atveju skaliarin÷ sandauga skleidinyje (1.1.3) yra pavidalo 

 

MMmmmm rrr ββνβνββ ++++= ++ ......),( 1111

rr
, 

 

kur ,...2,1,0,...,1 ±±=mνν  .Tai yra baz÷ β ),....,,( 21 Mβββ= susideda iš dviejų pobazių – 

sveikosios mβββ ,....,, 21  ir ne .,....,1 Mm ββ +   

 

4 Apibr÷žimas. Apibendrintą baigtinį diskretų matą dµ  vadinsime M – diskrečiu 

 m-kvazigardeliniu, jeigu jo baz÷ β = Mmm ββββ ,....,,...., 11 + turi sveikąjį pobazį mβββ ,....,, 21 , 

kur m – didžiausias skaičius su tokia savybe. Priminsime, kad ∞<M . 

 

Pastaba: M – diskretus M-kvazigardelinis matas dµ  turi neš÷ją )(βW  pavidalo (1.1.3), kur 

∞<M  ir vektoriaus )(mr
r

 koordinat÷s yra tik sveikieji skaičiai ,...2,1,0 ±± . 

Pasteb÷sime, kad egzistuoja matai su pilna begaline baze, tai yra ∞=M . 

 

1.2 Žym÷jimai 

 

Beveik periodinių funkcijų teorijoje yra žinoma, kad kiekviena baigtin÷ skaičių seka 

νννν Nyyy ,.....,, 21      (1.2.1) 

turi savyje baigtinę sveikąją bazę  νβ
r

:  

),(),( jj mEay
rrrr

ννν β+= , νNj ,...,2,1= ,   (1.2.2) 

kur  
43421

r

νk

E )1,...,1,1(=  ,    ν

νννν
k

k Raaa ∈= ),...,( 1

r
, 

),...,( 1 ννν ν
βββ k=

r
, 

),...,( 1 ννν ν jkjj mmm =
r

 , kur ,.....3,2,1,0 ±±±=νijm  , 
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ν - serijos numeris, ,...2,1=ν , 

j – nurodo generalin÷s visumos elemento numerį, 

νk - vektoriaus koordinat÷s, ,...2,1=νk . 

Nagrin÷dami imtis iš baigtinių visumų ([1]) mes skaičius (1.2.1) išreiškime pavidalų 

(1.2.2). Uždavinys yra paprastesnis, kai kβββ ,...,, 21  yra tiesiškai nepriklausomi, t.y. baz÷ 

),...,,( 21 kββββ =
r

 yra sveikoji. Tuomet pasteb÷kime, kad 0...2211 =+++ kkmmm βββ , 

 tada ir tik tada, kai 0.....21 ==== kmmm . 

 

1.3 Generalin÷s visumos struktūra 

 

Tarkime, kad turime visumą susidedančią iš nuliukų ir vienetukų 

876876 01

0,...,0,0,1,...,1,1

MM

 , kur NMM =+ 01 .             (1.3.1) 

Parinkus imtį tūrio n, vienetuku skaičius imtyje, yra atsitiktinis dydis turintis hipergeometrinį 

pasiskirstymą. 

{ }
n
N

mn
MN

m
M

n C

CC
mP

1

1

1

1

1

−
−==ξ , kur 11 ,...,1,0 Mm = , 

01

1
=m

MC , kai 11 Mm > . 

 

Nagrin÷jant visumą tokio pavidalo 

448447648476 01

222111 ,...,,,,...,,

MM

ββββββ ,                 (1.3.2) 

kur ),( 21 βββ =
r

 – tiesiškai nepriklausoma sveikoji baz÷, t.y. 02211 =+ mm ββ  tada ir tik 

tada, kai 021 == mm , mes šią generalinę visumą visada galime suvesti į visumą susidedančią 

iš nuliukų ir vienetukų.  

Iš kiekvieno generalin÷s visumos elemento atimame2β , t.y. 
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448447648476 01

222111 ,...,,,,...,,

MM

ββββββ  

2β−  

____________________________ 

8764444 84444 76 01

0,...,0,0,,...,, 212121

MM

ββββββ −−−  

 

Dabar padaliname iš 21 ββ −  ir gauname  

876876 01

0,...,0,0,1,...,1,1

MM

 

 

Dabar po centravimo ir normavimo atrinkdami paprastą atsitiktinę imtį mes galime pereiti 

prie imties turinčios hipergeometrinį pasiskirstymą. 

Bet nagrin÷jant visumą tokio pavidalo: 

444 8444 76448447648476 1001

2121222111 ,...,     ,...,,     ,...,,

MMM

ββββββββββ ++ , kur NMMM =++ 1001 .         (1.3.3) 

Atlikus centravimą ir normavimą: 

444 8444 76
876

444 8444 76 10

0

1

21

1

21

1

M

21

21

21

21 ,...,    ,0,...,0    ,,...,

MM

ββ
β

ββ
β

ββ
ββ

ββ
ββ

−−−

−

−

−
, 

}
444 8444 76

876
10

01

21

1

21

1

M

,...,    ,0,...,0    ,1,...,1

M
M

ββ
β

ββ
β

−−
, 

mes negalime jos suvesti į visumą susidedančią iš nuliukų ir vienetukų. 

Dabar patikrinsime ar 1 ir 
21

1

ββ
β
−

 sudaro bazę sveikųjų skaičių aib÷je. 

01 2
21

1
1 =

−
+⋅ mm

ββ
β

, 

0211211 =+− mmm βββ . 
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Iš lygyb÷s 

( ) ( ) 012211 =−++ mmm ββ ,   

seka, kad ji galioja, tada ir tik tada, kai 021 == mm . 

Taigi gavome, kad 1 ir 3
21

1 β
ββ

β
=

−
 – tiesiškai nesurišti sveikųjų skaičių aib÷je. 

 

1.4 Imtys 
 

Baigtinę populiaciją galime steb÷ti įvairiais būdais, pavyzdžiui: 

I. Paprasta atsitiktin÷ imtis 

 

Tarkime turime skaičių generalinę visumą Nyyy ,...,, 21 , parenkame imtį tūrio n, 

niii yyy ,...,
21

, kai niii ≠≠≠ ...21  ir nagrin÷jame tokią statistiką ∑
=

=
n

j
in j

y
1

ξ . 

Tada, kai 

1.  




=
,1

,0
jy  

tai ξ – sveiki skaičiai. 

Kai  

2.  




=
,

,

2

1

β

β
jy  

tuomet 2211: mm ββξ += , ...1,0, 21 =mm  . 

Atlikdami generalin÷s visumos centravimą ir normavimą, pasikeičia jos elementai ir 

atitinkamai nagrin÷jama statistika: 

 

( ) ( ) =+
−

−
−=










+−⋅

−

−
= ∑∑

==

n

j

i
n

j

i

n n
yy

jj

1
2

21

2

21
1

221
21

2
β

ββ

β
βββββ

ββ

β
ξ  
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( ) ( ) 221
1

221 βηβββββ nnX n

n

j
i j

+−=+−= ∑
=

. 

Čia ∑
=

=
n

j
ni j

X
1

η , 

kur 




=
,0

   ,1
jX   

taigi nη – įgyja sveikus skaičius. 

Paprasta atsitiktin÷ imtis duoda surištų imties elementų seką, t.y. nξ – suma 

priklausomų atsitiktinių dydžių. 

II. Puasonin÷ imtis 

 

Skirtingai nuo paprastos atsitiktin÷s imties, Puasonin÷ imtis yra tokia, kai pirmiausiai 

parenkame imties tūrį µ , pasiskirsčiusi pagal binominį d÷snį 







N

n
NB ,~µ , su tokiais 

parametrais: 

n
N

n
NM ==µ  ir 







 −=






 −=
N

n
n

N

n

N

n
ND 11µ , 

 t.y. pasirenkame µ  su tokia tikimybe 

{ }
mNm

m
N N

n

N

n
CmP

−








 −






== 1µ , kur Nm ,...,1,0= , 

nes Puasono imtyje kiekvienas elementas gali būti įtrauktas į imtį, nepriklausomai nuo kitų 

elementų, su tikimybe 
N

n
p = , ir atrenkame paprastą atsitiktinę imtį iš generalin÷s visumos 

Nyyy ,...,, 21 . 

Tada statistika užsirašo taip  

∑
=

=
µ

µξ
1

*

j
i j

y , 

kur *
µξ – suma nepriklausomų atsitiktinių dydžių. 
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2. TEORINIS PAGRINDAS  
 

2.1 Fundamentalioji J. Hajeko lema 
 

Puasono imtyje kiekvienas elementas gali būti įtrauktas į imtį, nepriklausomai nuo 

kitų elementų, su tikimybe
N

n
p = . 

Šiuo atveju imties tūris yra atsitiktinis dydis 







N

n
NB ,~µ . 

Tikimyb÷ atrinkti objektų rinkinį 
kii OO ,....,

1
 yra lygi 

k
N

kNkk
N

kNk

C
ppCpp

1
)1()1( −− −=−  

Ši lygyb÷ rodo, kad Puasono imtį galima gauti dviem etapais: 

1. Gauname realizaciją binominio atsitiktinio dydžio µ , t.y. 

{ } kNkk
N ppCkP −−== )1(µ .      

2. Po to iš generalin÷s visumos NXXX ,...,, 21  parenkame paprastą atsitiktinę imtį tūrio 

k. 

Pažym÷kime: 

)(nS  – indeksų aib÷ paprastos atsitiktin÷s imties elementų; 

)(' nS  – indeksų aib÷ Puasono imties elementų, kai k=µ ; 

Pasirinkimas iš generalin÷s visumos atliekamas taip: 

1. Kai n=µ , tai iš elementų visumos parenkame paprastą atsitiktinę imtį tūrio n ir 

laikome, kad indeksų aib÷s sutampa )(')( nSnS = . 

2. Kai nk >=µ , tai iš { }NB ,...,2,1=  parenkame paprastą atsitiktinę imtį tūrio k, t.y. 

)(' kS . Po to iš )(' kS  parenkame paprastą atsitiktinę imtį tūrio n ir gauname )(')( kSnS ⊂ . 

3. Kai nk <=µ , tai iš B parenkame paprastą atsitiktinę imtį tūrio n, t.y. )(nS , o po to iš 

)(nS  parenkame paprastą atsitiktinę imtį tūrio k, t.y. )(')( kSnS ⊃  . 
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Rezultate gauname du indeksų rinkinius ))('),(( µSnS , be to, 

kai n≤µ , tai )()(' nSS ⊆µ ,      

kai n>µ , tai )()(' nSS ⊃µ .      

Apibr÷žkime atsitiktinius dydžius : 

 

( )∑
∈

−=
)(

)(
nSj

j XXnη  ,       

 

( )∑
∈

−=
)('

)('
µ

µη
Sj

j XX  ,      

Turime, kad 0)(')( == µηη MnM . 

Iš )(nS ir )(' µS  apibr÷žimų išplaukia, kad  

 
















>−−

<−

=

=−

∑

∑

∈

∈

)(\)('

)(\)(

),(

,,)(

,,0

)(')(

nSSj
j

Snsj
j

nkaiXX

nkaiXX

nkai

n

µ

µ

µ

µ

µ

µηη  

 

Hajeko lema.    Teisinga nelygyb÷ 

 

nNnD

nD

−
+≤

− 11

)('

))(')((

µη
µηη

  � 
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2.2 Puasono teorema 
 

Teorema: Tam, kad sumų pasiskirstymo įstatymai 
nnknnn ξξξξ +++= ...21  

nepriklausomiems be galo mažiems atsitiktiniams dydžiams susivestų į Puasono d÷snį 

 

( ) ∑
<<

−

=
xk

k

k

e
xP

0 !

λλ

, 0>λ , 

 

būtina ir pakankama, kad kiekvienam ( )10  << εε  būtų tenkinamos sąlygos: 

 

1) ( ) 0
1

→∑ ∫
=

nk

k R

nk xdF
ε

,          ( )∞→n , 

 

2) ( ) λ
ε

→∑ ∫
= <−

nk

k x

nk xdF
1 1

,        ( )∞→n , 

 

3) ( ) 0
1

→∑ ∫
= <

nk

k x

nk xxdF
ε

,        ( )∞→n , 

 

4) ( ) ( ) 0
1

2

2 →

























−∑ ∫ ∫

= < <

nk

k x x

nknk xxdFxdFx
ε ε

,      ( )∞→n , 

 

kur εR žymi sritį, kurį gaunama iš ties÷s +∞<<∞− x  intervalų ε<x  ir ε<−1x  

pašalinimo būdų.          � 
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2.3 J.Hajeko teorema apie konvergavimą į Puasono pasiskirstymą 
 

Imtis iš baigtin÷s populiacijos gali būti laikoma, kaip atsitiktinis bandymas, kai iš aib÷s 

{ }NS ,...,3,2,1=  pasirenkama s elementų, Ss ⊂ . Aib÷ S vadinasi populiacija, o s – imtis. 

Pažym÷sime s turinti k elementų kaip ks  ir ks tikimybę pažym÷sim )( ksΡ . 

Paprastos atsitiktin÷s imties (be gražinimo), tūrio n, tikimyb÷ yra lygi 

 









≠

=







=Ρ

−

. kai ,0

,  ,
)(

1

nk

nkkai
n

N

sk      (2.3.1) 

 

J. Hajeko straipsnyje ([1]) parodyta, kad statistikų ribinių pasiskirstymų uždavinį galima 

spręsti imant iš populiacijos Puasono imtį, t.y. vietoj (2.3.1) imant tikimybes 

 

,1)(
kNk

k N

n

N

n
s

−








 −






=Ρ      (2.3.2) 

 

kai Nk ≤≤0 . 

  

Imtį su tikimyb÷mis (2.3.2) J. Hajekas vadino Puasono imtimi. 

Pažym÷sime  

∑
∈

=
ν

ν νξ
nsi

in y ,      (2.3.3) 

kur 
νn

s  - paprasta atsitiktin÷ imtis. 

Aišku, kad ( )
ννν

ξξ nnn s=  - atsitiktinis dydis turi baigtinį vidurkį  

 

∑
=

=Ε
ν

ν ν
ν

νξ
N

i
in y

N

n

1

     (2.3.4) 



 16 

ir dispersiją 

( )
2

11 ∑
=

−
−

−
=

ν

ν ν
ν

νν

ν

νξ
N

i
in Yy

N

nN

N

n
D ,    (2.3.5) 

kur ∑
=

=
ν

ν
ν

N

i
iy

N
Y

1

1
. 

 

J.Hajekas gavo būtinas ir pakankamas sąlygas, kad galiotų lygyb÷: 

 

{ } dteDxE
x

t

nnn ∫
∞−

−

∞→
=<−Ρ

2

2

1

2

1
lim

π
ξξξ

νννν
   (2.3.6) 

 

Kai populiaciją 
νννν Nyyy ,...,,

21
 sudaro sveiki teigiami skaičiai, tuomet jis gauna sąlygą kada 

 

{ }
!

lim
k

ek
k

n

λ
ξ λ

ν ν

−

∞→
==Ρ .     (2.3.7) 

 

Teorema (apie konvergavimą į Puasono pasiskirstymą) 

Tarkime, kad ∞→νn , νν Nn
2
1

≤  ir  

0limlim >==
∞→∞→

λξξ
νν νν nn DE      (2.3.8) 

Yra { }
!

lim
k

ek
k

n

λ
ξ λ

ν ν

−

∞→
==Ρ , tada ir tik tada kai  

0lim =
∞→

ν

ν

ν N

n
      (2.3.9) 

ir 

0lim
1

2 =∑
>−

∞→
τ

ν
ν

ν

ν
νiy

iy
N

n
     (2.3.10) 

su 0>∀τ .  
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Mes įrod÷me, kad teisingos teoremos 

1 Teorema  

Kai generalinę visumą tokio pavidalo:
1 2

1 1 1 2 2 2, ,..., , , ,...,

M M

β β β β β β
64748 64748

,  

populiacijos elementas: ( ) ( )1 1 2 2, 1,...,jy m j m j j Nβ β= + = . 

Parenkant paprastą atsitiktinę imtį ir jos elementų sumą yra 
1

j

n

n i
j

yξ
=

= ∑ . 

Tai ( ){ } 1
1 1 2 1 1

1

, 0,1,2,...
!

m
n

e
P m n m m

m

λ

ξ β β λ
−

= + − → = , 

 kai λ→1pM , 0, ,
n

n N n
N

→ → ∞ − → ∞ , kur 1 2 1 2, ,
n

M M N m m n p
N

+ = + = = . 

2 Teorema 

Kai generalinę visumą tokio pavidalo 
1 2 12

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., , ,...,

M M M

β β β β β β β β β β+ +
64748 64748 644474448

, 

populiacijos elementas ( ) ( )1 1 2 2, 1,...,jy m j m j j Nβ β= + = . 

Parenkant Puasono imtį ir jos elementų suma lygi 1

1 2 1

.lj

l

yµ

µ

β
ξ

β β
∗

=

−
=

−∑  

Tai 
1 1 2 2

1 2
1 1 2 2 1 2

1 1 2

, , 0,1,2,...
! !l

r r

j
l

e e
P y r r r r

r r

λ λµ λ λ
β β

− −

=

 
= + → ⋅ = 

 
∑ ,  

kai 2 1 12 2,M p M pλ λ→ → , 0, ,
n

n N n
N

→ → ∞ − → ∞ , kur 1 2 12 ,
n

M M M N p
N

+ + = = . 

       

3. J.HAJEKO TEOREMOS ĮRODYMAS IMTIMS IŠ 
KVAZIGARDELINI Ų VISUMŲ 

 

3.1 1 Teoremos įrodymas imtims iš kvazigardelinių visumų paprastai 
atsitiktiniai im čiai 

 

Mes savo darbe įrodysime J. Hajeko teoremą apie konvergavimą į Puasono 

pasiskirstymą, kai populiacijos elementai yra iš kvazigardel÷s, t.y. 



 18 

2211 )()( ββ ννν jmjmy j += , νNj ,..,2,1= . 

Kur 1β  ir 2β  yra baz÷ sveikųjų skaičių aib÷je. 

Pastaba. Mūsų populiacija sudaro dviejų matavimų sveikoji baz÷, nors gal÷tu būti ir didesnio 

matavimo baz÷. 

J. Hajekas siūl÷ nagrin÷ti generalinių visumų sistemą: 

νννν Nyyy ,...,, 21 , ,...2,1=ν , 

kurios matricinis pavidalas yra toks: 

LL

L

LL

MOMM

K

K

νννν N

N

N

yyy

yyy

yyy

,,,

,,,

,,,

21

22221

11211

2

1

 

Imame paprasta atsitiktinę imtį 
νννν njjj yyy ,...,,

21
, tūrio n, kur Njjj n ≤≠≠≠≤

ν
...1 21 . 

Pasinaudosime žym÷jimais įvestais J. Hajeko straipsnyje ([1]) ir pažym÷sime imties elementų 

sumą: 

νν νννξ
njjjn yyy +++= ...

21
 

t.y.     ∑
=

=Ε
ν

ν νξ
N

i
jn i

y
N

n

1

, 

kadangi J. Hajeko nagrin÷jamą populiaciją sudaro sveiki teigiami skaičiai, tai (2.3.7) 

formul÷je turime, kad 
ν

ξn  taip pat sveiki skaičiai. 

Bet mūsų populiacijos elementai n÷ra sveiki skaičiai, t.y. 

 

2211 )()( ββ ννν jmjmy j += ,    (3.1.1) 

 

Taigi ir imties elementų suma mūsų atvejų nebus sveikas skaičius.  

Kadangi ),( 21 βββ =
r

 – tiesiškai nepriklausoma sveikoji baz÷, tai turime tokią sąlygą:  
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00)()( 212211 ==⇔=+= νννννν ββ mmjmjmy j , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+++++++=+++ 2

~

2221

~

11121 )....21()...21(...

21

ββ
ννν ννννννννν 44444 344444 2144444 344444 21

m

n

m

nj jmmmjmmmyyy
n

 

1 1 2 2m mβ β= +% % . 

 

Charakteringa funkcija 
ν

ξn  tokia: 

θ
π

νν θ
π

π

θξ
dpeqe

nP
Me

N

j

ityini

N

it jn ∏∫
=

+

−

− +=
1

)(
2

1

)(

1
,             (3.1.2) 

kur 
N

n
p = , pq −=1 , 

nNnn
NN qpCnP −=)( . 

Toliau mes praleisime serijos indeksą ν  ir vietoje populiacijos 
νννν Nyyy ,...,,

21
 

nagrin÷sime realiųjų skaičių seką  Nyyy ,...,, 21 .  

Kadangi jyν  turi pavidalą (3.1.1), tai jy  bus toks  

 

2211 )()( ββ jmjmy j += .     (3.1.3) 

 

Mūsų generalin÷ visuma yra (1.3.2) pavidalo, taigi { }2211
~~ ββξ mmP n +=  turi apibendrinta 

hipergeometrinį pasiskirstymą ir mes tai įrodysime. 

=+= ∏∫
=

++

−

− θ
π

ββθ
π

π

θξ dpeqe
nP

Me
N

j

jmjmitini

N

it n

1

))()((
)(

2

1

)(

1
2211

 

 

( ) ( ) θ
π

βθβθ
π

π

θ dpeqpeqe
nP

MitiMitini

N

2211

2

1

)(

1 ++

−

− ++= ∫ ,           (3.1.4) 
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nes )()( 2211 jmjmy j ββ += ,   Nj ,...,1=  

0)( 211 ⋅+=′ ββ jmy j ,   1)(1 =jm , 1,...,1 Mj =  

)(0 221 jmy j ββ +⋅=″ ,   1)(2 =jm , NMj ,...,11 +=  

 

Generalin÷je visumoje baziniai elementai 1β  ir 2β kartojasi . 

43421
1

11,...,
M

ββ  ir 43421
12

22,...,
MNM −=

ββ  

Toliau skleidžiame (3.1.4) pagal Niutono binomo formulę ir gauname 

== ∑∑∫
= =

−−

−

−
1

1

2

2

2222222

2

1111111

1
0 02

1

)(

1 M

l

M

l

lMlilitll
M

lMlilitll
M

ni

N

it dqeepCqeepCe
nP

Me n θ
π

θβθβ
π

π

θξ
 

 

∑∑∫
= =

−−

−

−=
1

1

2

2

222222

2

111111

1

21

0 02

1

)(

1 M

l

M

l

lMlitll
M

lMlitll
M

lilini

N

qepCqepCdeee
nP

ββθθ
π

π

θ θ
π . 

 

Yra žinoma, kad 









≠+

=+
=∫

−

−−−

.,0

,,1

2

1

21

21)( 21

nll

nll
de llni θ

π

π

π

θ
 

Gauname  

=+−−++

= =
−∑∑ )(

0 0

2211212121

1

1

2

2

2

2

1

1 llitllMMll
M

l

M

l
nNnn

N

l
M

l
M eqp

qpC

CC ββ
 

 

)(

0 0

2211

1

1

2

2

2

2

1

1 llit
M

l

M

l
n
N

l
M

l
M

e
C

CC
ββ +

= =
∑∑= . 
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Įrod÷me, kad { }
n
N

l
M

l
M

n C

CC
llP

2

2

1

1

2211 =+= ββξ . 

Jeigu pažym÷sime, kad ttt == 21 , tai  

{ }∑∑
= =

++==
1

1

2

2

222111

0 0
221121 ),(

M

l

M

l

litlit
n ellPttq ββββξ . 

Dabar turime dvimatę kvazigardelinę charakteringą funkciją, kurią padauginame iš 

( ) ∫ ∫
− −

−−
1

1

2

2

222111
21

~~

2
21

2

β
π

β
π

β
π

β
π

ββ

π
ββ

dtdte mitmit

, 

ir gauname  

( )
=∫ ∫

− −

−−
1

1

2

2

222111
212,1

~~

2
21 )(

2

β
π

β
π

β
π

β
π

ββ

π
ββ

dtdtttqe mitmit

 

( )
{ } =+=⋅= ∑∑∫ ∫

= =

+

− −

−−
1

1

2

2

222111

1

1

2

2

222111

0 0
221121

~~

2
21

2

M

l

M

l

litlit
n

mitmit ellPdtdte ββ
β
π

β
π

β
π

β
π

ββ ββξ
π
ββ

 

{ }
( )∑∑ ∫ ∫

= =

−−

− −

−−+==
1

1

2

2

2222

1

1

2

2

1111

0 0
21

)~()~(
2
21

2211
2

M

l

M

l

lmitlmit
n dtdteellP β

β
π

β
π

β
π

β
π

β

π
ββ

ββξ  

Taigi pagal nξ  apibr÷žimą yra 

{ }
( ) ∫ ∫

− −

−−=+=
1

1

2

2

222111
212,1

~~

2
21

2211 )(
2

~~
β
π

β
π

β
π

β
π

ββ

π
ββ

ββξ dtdtttqemmP mitmit
n . 

Kadangi 
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1) 







≠

=
== ∫∫

−

−−

−

−−

,~,0

,~,1

2

1

2
11

11)~(
1

)~(1 11

1

1

1111

lm

lm
dvedte lmivlmit

π

π

β
π

β
π

β

ππ
β

 

kur vt =11β , 

2) 







≠

=
== ∫∫

−

−−

−

−−

,~,0

,~,1

2

1

2
22

22)~(
2

)~(2 22

2

2

2222

lm

lm
duedte lmiulmit

π

π

β
π

β
π

β

ππ
β

 

 

kur ut =22β , 

gavome, kad { }
n
N

m
M

m
M

n
C

CC
mmP

2

2

1

1

~~

2211
~~ =+= ββξ . 

Dabar reikia įrodyti, kad { }2211
~~ mmP n ββξ +=  konverguoja į Puasono 

pasiskirstymą. 

θ
π

ββθ
π

π

θξ dpeqe
nP

Me
N

j

jmjmitini

N

it n ∏∫
=

++

−

− +=
1

))()((
)(

2

1

)(

1
2211

 

Jeigu pažym÷sime, kad ttt == 21 , tai 

=+= ∏∫
=

++

−

− θ
π

ββθ
π

π

θξ dpeqe
nP

Me
N

j

tjimtjimini

N

it n

1

)()( )(
2

1

)(

1
222111

 

 

θθ
π

π

π

θ dttge
nP

ni

N

),,(
2

1

)(

1
21∫

−

−= ,              (3.1.5) 

 

čia 
),,()( 21

1

)()( 222111 ttgpeq
N

j

tjimtjimi θββθ =+∏
=

++

.             (3.1.6) 
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Dabar atskirai išrašysime kaip atrodo ),,( 21 ttg θ  

=+= ∏
=

++
N

j

tjimtjimipeqttg
1

)()(
21 )(),,( 222111 ββθθ  

NNN SitSitSi
N

j
j Mettg ′′′+′′+′

=

==∏ 21

1
21 ),,( θθ               (3.1.7) 

 

Pasteb÷kime, kad  

 

)()()(000 2211121 ηββθθ
rr

tijimtjimiititi Mepeqe =+ ++++
, 

 

kur ),,( ''''''
jjjj ηηηη =

r
, 

 

{ } qP jjj ==′′′=′′=′ 0,0,0 ηηη  

{ } pjmjmP jjj ==′′′=′′=′ )(),(,1 2211 βηβηη . 

 

Iš čia išplaukia, kad 

∑
=

′=′
N

j
jNS

1

η      ∑
=

′′=′′
N

j
jNS

1

η     ∑
=

′′′=′′′
N

j
jNS

1

η  

Nηη
rr

,...,1  – nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai. 

Atsitiktinio vektoriaus jη
r

 charakteringoji funkcija yra ),,( 21 ttg j θ  visiems Nj ,...,1= . 

Dabar turime, kad 

 

{ }==′′′=′′=′ 2211 ,, ββ mSmSnSP NNN  
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∫ ∫ ∫
− − −

−−−






=
π

π

β
π

β
π

β
π

β
π

ββθ θθββ
π

1

1

2

2

222111
212,121

3

),(
2

1
dtdtdttge timtimni

,           (3.1.8) 

kur ,....2,1,0, 21 ±±=mm  . 

Pagal apibr÷žimą ),,( 21 ttg θ  , kai  

'''''''''''' ,, mSmSmS NNN === , 

kur  Nm ,...,1,0' = , +∞−∞= ,...,''m , +∞−∞= ,...,'''m . 

Gauname  

==′′′+′′+′ ),,( 21
21 ttgMe NNN SitSitSi θθ

 

{ }∑ ∑ ∑
=

∞

−∞=

∞

−∞=

++ =′′′=′′=′=
N

m m
NNN

m

mitmitmi mSmSmSPe
0' ''

21
'''

'''''' ''','','2211 ββββθ
         (3.1.9) 

 

Dabar (3.1.9) formulę padauginsime iš integralo 

∫ ∫ ∫
− − −

−−−







π

π

β
π

β
π

β
π

β
π

ββθ θββ
π

1

1

2

2

222111
2121

3

2

1
dtdtde timtimni

 

ir gauname 

{ }==′′′=′′=′ 2211 ,, ββ mSmSnSP NNN  

=






= ∫ ∫ ∫
− − −

−−−
π

π

β
π

β
π

β
π

β
π

ββθ θθββ
π

1

1

2

2

222111
212121

3

),,(
2

1
dtdtdttge timtimni

 

{ }∑ ∑ ∑
=

∞

−∞=

∞

−∞=

⋅=′′′=′′=′=
N

m m
NNN

m

mSmSmSP
0' ''

21
'''

''','',' ββ  
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∫ ∫ ∫
− − −

++−−− ⋅






⋅
π

π

β
π

β
π

β
π

β
π

ββθββθ θββ
π

1

1

2

2

2211222111
21

''''''
21

3

2

1
dtdtdee mitmitmitimtimni

. 

Dabar atskirai paskaičiuosime integralus: 

=







∫ ∫ ∫
− − −

+++−−−
π

π

β
π

β
π

β
π

β
π

ββθββθ θββ
π

1

1

2

2

2211222111
21

''''''
21

3

2

1
dtdtde mitmitmitimtimni

 








===

== ∫ ∫ ∫
− − −

−−−

atvejaiskitais

mmmmnm
dtedtede

mmitmmitnmi

,0

,,',1

222

1 2
'''

1
''

2
)'''(2

1
)''(1)'(

1

1

2

2

)122111

π

π

β
π

β
π

β
π

β
π

ββθ

π
β

π
β

θ
π

 

 

Perrašysime (3.1.6) formulę taip, kad būtų patogų įstačius į (3.1.8) formulę, suintegruoti: 

( )∏
=

++ =+=
N

j

jmitjmitipeqttg
1

)()(
21

222111),,( ββθθ  

∑
=

+++=
N

j

jmitjmitipeq
1

)()( )}ln(exp{ 222111 ββθ
. 

Iš čia seka, kad, kai pq −=1 , tuomet  

∑
=

++ =+−=
N

j

jmitjmitipepttg
1

)()(
21 )}1ln(exp{),,( 222111 ββθθ  

=−+= ∑
=

++
N

j

jmitjmitiep
1

)()( ))}1(1ln(exp{ 222111 ββθ })1ln(exp{
1

∑
=

+
N

j

x , 

čia )1( )()( 222111 −= ++ jmitjmitiepx ββθ
. 

Kadangi ( ) ( )
∑
∞

=

+−
=+

1

11
1ln

j

jj

j

x
x , tai 

pagal sąlygą 1<x    ⇒   
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⇒    ( )
2

1
211)1( )()( 222111 <⇒=+≤−++ pppep jmitjmiti ββθ

. 

Gauname 

=−≈ ∑
=

++
N

j

jmitjmitiepttg
1

)()(
21 )}1(exp{),,( 222111 ββθθ  

 

( )∑
=

+ =−+−+−=
N

j

jmitjmiti eep
1

)()( }1)11)(11(exp{ 222111 ββθ
 

 

( ) =−+−+−= ∑
=

+ }1)1)1)((1)1((exp{
1

)()( 222111

N

j

jmitjmiti eep ββθ
 

 

=−+−+−+−−= ∑
=

++ })11)1()1()1)(1((exp{
1

)()()()( 222111222111

N

j

jmitjmitijmitjmiti eeeep ββθββθ
 

 

∑∑
= =

+

=

+

=

−−−∑ −

N

j

jmitjmiti
N

j

jmitjmitN

j

i eepepep

eee 1

)(222)(111

1

)(222)(111

1

)1)(1()1()1(
ββθββθ

. 

 

Gavome, kad 

⋅
∑

= =

+

=

−∑ −

N

j

jmitjmitN

j

i epep

eettg 1

)(222)(111

1

)1()1(

21 ),,(
ββθ

θ  

 

∑
⋅ =

+ −−
N

j

jmitjmiti eep

e 1

)(222)(111 )1)(1( ββθ

.             (3.1.10) 

 

Toliau nagrin÷sime Nyy ,...,1 , kurių pavidalas yra  
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)()( 2211 jmjmy j ββ += ,   Nj ,...,1= , 

0)( 211 ⋅+=′ ββ jmy j ,   1)(1 =jm , 1,...,1 Mj = , 

)(0 221 jmy j ββ +⋅=″ ,   1)(2 =jm , NMj ,...,11 += . 

Generalin÷je visumoje baziniai elementai 1β  ir 2β kartojasi  

43421
1

11,...,
M

ββ  ir 43421
12

22,...,
MNM −=

ββ . 

 

Šiuo atveju gauname, kad 

=−∑
=

+
N

j

jmitjmite
1

)(222)(111 )1( ββ

 

( ) ( ) =−⋅+−⋅=

=
=+=

=
==

∑∑
1)(
0)(1

)()(

0)(
1)(1

)()(

2

11

222111

2

1

1

222111 11

jm
jm

N

Mj

jmitjmit

jm
jm

M

j

jmitjmit eeee ββββ
 

 

( ) ( ) ( ) ( )1111 2211

1

222

1

111
21

1

)(

1

)( −+−=−+−= ∑∑
+==

ββββ itit
N

Mj

jmit
M

j

jmit eMeMee . 

 

Dabar gauta išraiška įstatome į (3.1.10)  

 

( ) ( ) ( ) ( ) )1)(11()11()1(
21

22
2

11
1

22
2

11
1),,( −−+−−+−− ⋅⋅=

θββββθ

θ
iititititi eeMeMpeMeMpeNp eeettg   (3.1.11) 

 

Ir įstačius (3.1.11) į (3.1.8) gauname 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) 21
)1)(11()11()1( 22

2
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Apskaičiuosime (3.1.12) integralą: 
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Atskirai apskaičiuosime integralą, kurio pointegralin÷ funkcija priklauso nuo θ : 
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Kadangi NMM =+ 21 , tai gauname 
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Gauta išraišką įstatome į (3.1.13) ir gauname, kad 
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kur vt =11β , 
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Priimame sąlygas 

λ→1pM , λ→
N

nM1               (3.1.17) 

Kadangi 12 MNM −= , tai 

λ−−=−= nM
N

n
nMN

N

n
pM ~)( 112 .            (3.1.18) 

Pasinaudodami lokaline Muavro-Loplaso teorema, mes gauname, kad 
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Iš lokalin÷s Muavro-Loplaso teoremos turime, kad 
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Kadangi, 

12 mnm −=  ir iš (3.1.18) formul÷s mes turime, kad λ−−= nM
N

n
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n
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Tada įstatome šias išraiškas į (3.1.20)  
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Mes įrod÷me, kad  su tokiom sąlygom λ→1pM , 0, ,
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3.2  2 Teoremos įrodymas imtims iš kvazigardelinių visumų Puasoniniai 

imčiai 

 

Mūsų nagrin÷jama generalin÷ visuma yra: 

444 8444 764847648476 1221

21212211 ,...,,...,,...,

MMM

ββββββββ ++  

kur NMMM =++ 1221 . 

Populiacijos elementas yra iš kvazigardel÷s, t.y. 

2211 )()( ββ ννν jmjmy j += , νNj ,..,2,1= . 

Kur 1β  ir 2β  yra baz÷ sveikųjų skaičių aib÷je. 

Imame Puasoninę imtį 
ν

ννν kjjj yyy ,...,,
21

,  t.y. pasirenkame µ  su tokia tikimybe 
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== 1µ , kur Nk ,...,1,0= , 

Tada statistika užsirašo taip  

∑
=

=
µ

µξ
1

*

j
i j

y ,     (3.2.1) 

kur *
µξ – suma nepriklausomų atsitiktinių dydžių. 

Atsitiktinio dydžio *
µξ  charakteringa funkcija yra tokia: 
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( ) ( ) ( ) θ
π

ββθβθβθ
π

π

θ dpeqpeqpeqe
nP

tg
MitiMitiMitini

N

12212211 )(

)(

1

2

1
)( ++++

−

− +++= ∫ . 

J. Hajekas įrod÷, kad 
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Bet mus toks atsakymas netenkina, nes mes gavome, kad tikimyb÷ konverguoja į mišrųjį 

pasiskirstymą. 

Tod÷l išsprend÷me šį uždavinį kitokių būdų. 

 Nagrin÷jam tokią pat generalinę visumą: 

444 8444 764847648476 1221

21212211 ,...,,...,,...,

MMM

ββββββββ ++ , 
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kur NMMM =++ 1221 , 

ir tokią pat statistiką *
µξ . 

Bet po centravimo ir normavimo generalines visumos 
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Remdamiesi 1 Teoremos skaičiavimais mes galim tvirtinti, kad  
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Taigi, mes įrodyme 2 Teoremą  
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Išvada 
 

Mūsų darbo tikslas buvo įrodyti J.Hajeko teoremą apie konvergavimą į Puasono 

pasiskirstymą, kai populiaciją sudaro nesveiki teigiami skaičiai.  

J.Hajekas savo darbe įrod÷ kad  

{ }lim
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k

nP k e
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ν

λ
ξ −

→∞
= = , 

kur nν
ξ  - sveikas skaičius. 

Mes J. Hajeko teoremą įrod÷me imtims iš kvazigardelinių visumų. Buvo įrodytos dvi 

teoremos.  
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Nagrin÷jome generalinę visumą tokio pavidalo: 

1 1 1 2 2 2, ,..., , , ,...,β β β β β β  

Populiacijos elementas: ( ) ( )1 1 2 2, 1,...,jy m j m j j Nβ β= + = . 

Mes pasirinkome paprastą atsitiktinę imtį, jos elementų sumą pažym÷jome 
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2 Teorema 

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2
1 1 2! !l

r rn

j
l

e e
P y r r

r r

λ λλ λ
β β

− −

=

 
= + → ⋅ 

 
∑ ,  
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Čia mes nagrin÷jome generalinę visumą 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., , ,...,β β β β β β β β β β+ + , 

populiacijos elementas ( ) ( )1 1 2 2, 1,...,jy m j m j j Nβ β= + = . Pasirinkome Puasono imtį, kur 

imties elementų suma lygi 1
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Šiuo atveju mes gavome, kad 
1 1 2 2
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Taigi ir vienu ir kitu atveju tikimyb÷, kad imties elementų suma lygi nesveikam skaičiui, 

konverguoja į Puasono pasiskirstymą. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Santrauka 

 
Nagrin÷dami J. Hajeko teoremą apie konvergavimą į Puasono pasiskirstymą, 

pasteb÷jome, kad ji įrodyta imtims, kurių elementai sveiki skaičiai. Bet dažniausiai stebimų 

imčių elementai yra nesveiki skaičiai. Tod÷l mes savo darbe įrod÷me J. Hajeko teoremą 

imtims iš kvazigardelinių visumų. Įrod÷me dvi teoremas skirtingom populiacijom ir gavome  
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kad tikimybes, kad imties elementų suma lygi nesveikam skaičiui, konverguoja į Puasono 

pasiskirstymą. 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Summary 

  

While we were analyzing J. Hajeks’ theorem about convergence to the Poison 

distribution, we noticed that this theorem was demonstrated to the sample from the finite 

population consisting of whole numbers. Majority of observed samples elements are real 

numbers. Therefore, we demonstrated J. Hajeks’ theorem for the samples from quasi-grating 
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populations in our work. Also, two theorems were demonstrated for the different sets and we 

obtained that probability of the sum of the sample elements, which is equal to the real 

number, converges to the Poison distribution.       
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