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1. I�VADAS

Elipsin
e kreiv
e E vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno Q yra apibr
eºiama Vejer²traso

lygtimi

y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ Z.

Laikysime, kad kreiv
es E diskriminantas 4 = 16(4a3 + 27b2) 6= 0. Tuomet kreiv
e E

n
era singuliari. Magistro darbe yra nagrin
ejama L funkcija, susijusi su elipsine kreive E.

Tarkime, kad p ºymi pirminius skai£ius, o v(p) yra lyginio

y2 ≡ x3 + ax+ b (mod p)

sprendiniu� skai£ius. Apibr
eºiame

λ(p) = p− v(p).

Elipsin
es kreiv
es L funkcija LE(s), s = σ + it, pusplok²tum
eje σ > 3
2
yra apibr
eºiama

Oilerio sandauga

LE(s) =
∏
p|4

(
1− λ(p)

ps

)−1∏
p-4

(
1− λ(p)

ps
+

1

p2s−1

)−1

.

I² klasikinio Has
es (Hasse) i�ver£io

|λ(p)| ≤ 2
√
p (1.1)

i²plaukia, kad sandauga, apibr
eºianti funkcij¡ LE(s), konverguoja absoliu£iai ir tolygiai

pusplok²tum
eje σ ≥ 3
2

+ ε su kiekvienu ε > 0. Tod
el funkcija LE(s) yra analizin
e pus-

plok²tum
eje σ > 3
2
.

Dzeta ir L funkciju� teorijoje svarbi¡ viet¡ uºima ju� universalumo tyrimai. Pri-

mename, kad Rymano dzeta funkcijos ζ(s), kuri pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama

Dirichl
e eilute

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms

ir yra meromor�²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡ su vieninteliu poliumi ta²ke

s = 1, universalum¡ 1975m., i�rod
e Voroninas [7]. Tarkime, kad 0 < r < 1
4
, o funkcija

f(s) yra tolydi ir nevirstanti nuliu skritulyje |s| ≤ r, bei analizin
e to skritulio viduje.

Tuomet Voronino teorema tvirtina, kad su kiekvienu ε > 0 egzistuoja toks realusis skai£ius

τ = τ(ε), kad

max
|s|≤r
|ζ(s+

3

4
+ iτ)− f(s)| < ε.
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V
eliau Voronino teorema buvo i�rodyta bendresn
eje formoje [4]. Tegul meas {A} yra

ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego matas, K yra juostos {s ∈ C : 1
2
< σ < 1} kompaktin
e aib
e

turinti jungu�ji� papildini�, o funkcija f(s) yra analizin
e ir nevirstanti nuliu aib
eje K, bei

analizin
e jos viduje. Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε} > 0.

Linikas su Ibrahimovu i²k
el
e hipotez¦, pagal kuria visos funkcijos, kurioje nors pus-

plok²tum
eje apibr
eºiamos Dirichl
e eilute, analizi²kai prat¦siamos i� kair¦ nuo absoliutaus

konvergavimo pusplok²tum
es ir ten tenkinan£ios kai kurias nat	uralias augimo s¡lygas,

yra universalios Voronino prasme. Daugelis autoriu� gavo rezultatus, remian£ius min
et¡

hipotez¦. Magistrinio darbo tikslas yra i�rodyti diskre£i¡ universalumo teorem¡ elipsiniu�

kreiviu� L funkcijoms.

Tegul, trumpumo d
elei,

µN(...) =
1

N + 1
]{0 ≤ m ≤ N : ...},

£ia ]{A} yra aib
es A elementu� skai£ius, o vietoje daugta²kio ra²oma s¡lyga, kuri¡ tenkina

m. Tegul h > 0 yra �ksuotas skai£ius. Pagrindinis darbo rezultatas yra tokia teorema.

Teorema. Tarkime, kad exp{2πk
h
} su kuriuo nors sveikuoju k 6= 0 yra racionalusis

skai£ius. Tegul K yra juostos D = {s ∈ C : 1 < σ < 3
2
} kompaktin
e aib
e, turinti

jungu�ji� papildini�, o funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi nuliui aib
eje K ir analizin
e jos

viduje. Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
N→∞

µN(sup
s∈K
|LE(s+ imh)− f(s)| < ε) > 0.
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2. ATSITIKTINIU� ELEMENTU� APIBR 
E�IMAS

Pagrindin
es teoremos i�rodymas remiasi ribine teorema tikimybiniu� matu� silpnojo

konvergavimo prasme funkcijai LE(s) analiziniu� funkciju� erdv
eje. Priminsime, kai kurias

s¡vokas ir apibr
eºimus.

Tegul S yra metrin
e erdv
e. Simboliu B(S) ºym
esime erdv
es S Borelio aibiu� klas¦.

J¡ sudaro σ - k	unas, generuotas erdv
es atviru� aibiu� sistemos, tai yra maºiausias σ k	unas,

kuriam priklauso atvirosios aib
es. Tikimybinis matas P , erdv
eje (S,B(S)) yra neneigiama

aib
es funkcija, apibr
eºta aibiu� sistemoje B(S) ir tenkinanti s¡lygas:

10. P (S) = 1;

20. Jei A1, A2, ...,∈ B(S) ir Aj ∩ Ak = ∅, kai j 6= k, tai

P

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=
∞∑
k=1

P (Ak).

Tegul Pn, n ∈ N, ir P yra tikimybiniai matai, erdv
eje (S,B(S)). Sakome, kad Pn,

kai n → ∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P , jeigu su kiekviena realia, apr
eºta ir tolydºia

funkcija f erdv
eje S yra teisinga lygyb
e

lim
n→∞

∫
S

fdPn =

∫
S

fdP.

Tegul (Ω,B(Ω),P) yra tikimybin
e erdv
e. Funkcija X : Ω → S yra vadinama

S - reik²miu atsitiktiniu elementu, apibr
eºtu tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),P), jeigu su

kiekviena aibe A ∈ B(S)

{ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A} ∈ B(Ω).

Tegul γ = {s ∈ C : |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksin
eje plok²tumoje.

Apibr
eºiame begaliniamati� tor¡

Ω =
∏
p

γp,

£ia γp = γ su visais pirminiais p. �i� tor¡ sudaro visos galimos funkcijos, kurios pirminiu�

skai£iu� aib¦ atvaizduoja i� vienetini� apskritim¡. Yra ºinoma, kad su sandaugos topologija

ir pata²kin
es daugybos operacija toras Ω yra kompaktin
e topologin
e Abelio grup
e. Tod
el

erdv
eje (Ω,B(Ω)) galima apibr
eºti tikimybini� Haro mat¡ mH . Haro matas mH yra in-

varianti²kas post	umiu� elementais i² Ω atºvilgiu, tai rei²kia, kad su kiekvienu ω ∈ Ω ir bet

kuria aibe A ∈ B(Ω) yra teisingos lygyb
es

mH(ωA) = mH(Aω) = mH(A).
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Tarkime, kad skai£ius exp{2πk
h
} yra racionalusis su kuriuo nors k 6= 0. Tuomet egzistuoja

toks teigiamas sveikasis skai£ius k0, kad visi k, kuriems exp{2πk
h
} yra racionalus skai£ius,

yra k0 kartotiniai [3]. Tegul

exp

{
2πk0

h

}
=
m0

n0

, m0, n0 ∈ N, (m0, n0) = 1.

Apibr
eºiame grup
es Ω pogrupi� Ωh. Tegul ω(p) yra elemento ω ∈ Ω projekcija i� apskritim¡

γp. Funkcij¡ ω(p) prat¦siame i� aib¦ N formul
es

ω(m) =
∏
pα‖m

ωα(p)

pagalba, £ia pα‖ rei²kia, kad pα|m, bet pα+1 - m. Min
et¡ pogrupi� apibr
eºiame taip:

Ωh = {ω ∈ Ω : ω(m0) = ω(n0)}.

Tuomet, savo ruoºtu, Ωh yra tai pat kompaktin
e topologin
e Abelio grup
e, tod
el erdv
eje

(Ωh,B(Ωh)), galime apibr
eºti tikimybini� Haro mat¡ mh
H . Gauname tikimybin¦ erdv¦

(Ωh,B(Ωh),m
h
H).

Tegul D = {s ∈ C : 1 < σ < 3
2
}. Tarkime, kad s ∈ D,ωh ∈ Ωh ir apibr
eºiame

LE(s, ωh) =
∏
p|∆

(
1− λ(p)ωh(p)

ps

)−1∏
p-∆

(
1− λ(p)ωh(p)

ps
+
ω2
h(p)

p2s−1

)−1

.

Tegul H(D) yra analiziniu� juostoje D funkciju� erdv
e su tolygaus konvergavimo ant

kompaktu� topologija, tai yra, ²ios erdv
es seka fn(s) konverguoja i� funkcij¡ f(s), jeigu bet

kuriai kompaktinei aibei K ⊂ D ji konverguoja tolygiai aib
eje K i� funkcij¡ f(s).

2.1 lema. Funkcija LE(s, ωn) yra H(D) - reik²mis atsitiktinis elementas,

apibr
eºtas tikimybin
eje erdv
eje (Ωh,B(Ωh),m
h
H).

I�rodymas. Tegul P yra visu� pirminiu� skai£iu� aib
e. Pirmiausia pasteb
esime, kad

ω(p), p ∈ P , yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai Haro matomH atºvilgiu. Tai i²plaukia

i² to, kad Haro matas mH yra Haro matu� ant kordinatiniu� apskritimu� γp sandauga.

Straipsnyje [3] buvo i�rodyta, kad egzistuoja mati funkcija g : Ω → Ωh. Simboliu gp,

paºym
esime ²ios funkcijos siaurini� i� kordinatini� apskritim¡ γp. Tegul p1, ..., pr yra bet koks

baigtinis pirminiu� skai£iu� rinkinys, o A1, ..., Ar ∈ B(γ). Tegul u : S → S1. Primename,

kad kiekvienas tikimybinis matas P erdv
eje (S,B(S)) indukuoja vieninteli� tikimybini� mat¡

Pu−1 erdv
eje (S1,B(S1)), apibr
eºiam¡ formule

Pu−1(A) = P (u−1A), A ∈ B(S1).
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Taigi turime, kad mh
H = mHg

−1. I² ²iu� pastabu� randame, kad

mh
H(ωh ∈ Ωh : ωh(p1) ∈ A1, ..., ωh(pr) ∈ Ar) =

= mHg
−1(ωh ∈ Ωh : ωh(p1) ∈ A1, ..., ωh(pr) ∈ Ar) =

= mH(ω ∈ Ω : ω(p1) ∈ g−1
p1
A1, ..., ω(pr) ∈ g−1

pr Ar) =

= mH(ω ∈ Ω : ω(p1) ∈ g−1
p1
A1), ...,mH(ω ∈ Ω : ω(pr) ∈ g−1

pr Ar) =

= mh
H(ωh ∈ Ωh : ωh(p1) ∈ A1), ...,mh

H(ωh ∈ Ωh : ωh(pr) ∈ Ar).

Taigi gavome, kad ωh(p), p ∈ P , yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, apibr
eºti

tikimybin
eje erdv
eje (ΩH ,B(ΩH),mh
H).

Kadangi sandauga ∏
p|4

(
1− λ(p)ωh(p)

ps

)−1

yra baigtin
e, tai ji yra analizin
e funkcija su visais s. Tod
el lemos i�rodymui pakanka

i�rodyti, kad sandauga ∏
p-4

(
1− λ(p)ωh(p)

ps
+
ω2
h(p)

p2s−1

)−1

konverguoja tolygiai kompaktin
ese juostos D aib
ese.

Tegul

xp(s, ωh) =
λ(p)ωh(p)

ps
.

Kadangi

log

(
1− λ(p)ωh(p)

ps
+
ω2
h(p)

p2s−1

)
=
−λ(p)ωh(p)

ps
+O

(
1

p2σ−1

)
,

tai uºtenka nagrin
eti eilut
es ∑
p-M

xp(s, ωh) (2.1)

tolygu� konvergavim¡ kompaktin
ese aib
ese, nes eilut
e∑
p

1

p2σ−1

konverguoja, kai σ > 1.

Tarkime, kad EX yra atsitiktinio dydºio X vidurkis. Tuomet

E|xp(s, ωh)|2 = E(xp(s, ωh)) · xp(s, ωh) =
λ2(p)

p2σ

∫
Ωh

ωh(p) · ωh(p)dωh =
λ2(p)

p2σ
.

I² £ia ir (1.1) i�ver£io gauname, kad∑
p-4

E|xp(s, ωh)|2 <∞,
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kai s ∈ D. Tod
el pagal 1.2.11 teorem¡ i² [4] gauname, kad (2.1) eilut
e konverguoja beveik

visiems ωh ∈ Ωh su kiekvienu �ksuotu s ∈ D. I² teoremos apie Dirichl
e eilu£iu� tolygu�

konvergavim¡ (2.1.3 teorema i² [4]) i²plaukia, kad (2.1) eilut
e konverguoja tolygiai juostos

D kompaktin
ese aib
ese, o tuo pa£iu sandauga, apibr
eºianti LE(s, ωh), taip pat konverguoja

tolygiai kompaktin
ese juostos D aib
ese beveik visiems ωh ∈ Ωh. Tod
el LE(s, ωh) H(D) -

reik²mis atsitiktinis elementas.
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3. RIBIN 
E TEOREMA

�iame skyrelyje i�rodysime diskre£i¡ ribin¦ teorem¡ silpnojo tikimybinio mato kon-

vergavimo prasme funkcijai LE(s). Tegul PLE yra atsitiktinio elemento LE(s, ωh) skirstinys,

tai yra,

PLE = mh
H(ωh ∈ Ωh : LE(s, ωh) ∈ A), A ∈ B(H(D)).

Apibr
eºiame tikimybini� mat¡

PN(A) = µN(LE(s+ imh) ∈ A), A ∈ B(H(D)).

3.1 teorema. Tarkime, kad h tenkina pagrindin
es teoremos s¡lygas. Tuomet

tikimybinis matas PN , kai N →∞, silpnai konverguoj¡ i� mat¡ PLE .

3.1 teoremos i�rodymas yra pakankamai ilgas ir sud
etingas, tod
el ji�

skaidysime i� kelias lemas. Prad
esime ribine teorema erdv
eje (Ωh,B(Ωh)).

Apibr
eºiame tikimybini� mat¡

QN(A) = µN((p−imh : p ∈ P) ∈ A), A ∈ B(Ωh),

£ia P yra visu� pirminiu� skai£iu� aib
e.

3.2 lema. Tikimybinis matas QN , kai N → ∞, silpnai konverguoja i� Haro mat¡

mh
H .

I�rodymas. Mato QhN Furj
e transformacija fN(k
	
),k
	

= (kp ∈ Z, p ∈ P), turi pavidal¡

fN(k
	
) =

∫
Ωh

(ωh)
k
	dQN =

1

N + 1

N∑
m=0

∏
p∈P

p−imhkp =

=
1

N + 1

N∑
m=0

exp

{
−imh

∑
p∈P

kp log p

}
.

�ia tik baigtinis skai£ius sveiku�ju� skai£iu� kp yra nelyg	us nuliui. Pritaik¦ geometrin
es

progresijos sumos formul¦, i² £ia gauname, kad

fN(k
	
) = 1, kai k

	
= 0
	
,

ir

fN(k
	
) =

1

N + 1

e−i(N+1)h
∑
p∈P kp log p − 1

e−ih
∑
p∈P kp log p − 1

, kai k
	
6= 0
	
.

I² £ia i²plaukia, kad

lim
N→∞

fN(k
	
) =

 1, kai k
	

= 0
	
,

0, kai k
	
6= 0
	
.
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Kadangi mato QhN Furj
e transformacija, kai N →∞, konverguoja i� Haro mato transfor-

macij¡, tai i² ºinomu� tolydumo teoremu� tikimybiniams matams grup
ese gauname teore-

mos tvirtinim¡.

Tegul σ ∈ 1
2
yra �ksuotas skai£ius ir

vn(m) = exp

{
−
(
m

n

)σ1}
, m, n ∈ N.

Apibr
eºiame ko�cientus λ(m),m ∈ N, lygyb
es

LE(s) =
∞∑
m=1

λ(m)

ms
, σ >

3

2

pagalba. Be to, tegul

LE,n(s) =
∞∑
m=1

λ(m)vn(m)

ms

ir

LE,n(s, ωh) =
∞∑
m=1

λ(m)ωh(m)vn(m)

ms
, ωh ∈ Ωh.

Kadangi i² (1.1) i�ver£io i²plaukia, kad

λ(m) =
∑
pα‖m

λα(p)� m
1
2d(m),

£ia

d(m) =
∑
d|m

1� mε, ∀ε > 0,

ir pα‖m rei²kia, kad pα|m, bet pα - m, tai eilut
es, apibr
eºian£ios funkcijos LE,n(s)

ir LE,n(s, ωh), konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > 1. Erdv
eje apibr
eºiame

(H(D),B(H(D))) tikimybinius matus

PN,n(A) = µN(LE,n(s+ imh) ∈ A)

ir

P̂N,n(A) = µN(LE,n(s+ imh, ω0h) ∈ A).

�ia ω0h yra �ksuotas Ωh elementas.

3.3 lema. Tikimybiniai matai PN,n ir P̂N,n, kai N →∞, abu silpnai konverguoja

i� t¡ pati� tikimybini� mat¡ Pn, erdv
eje (H(D),B(H(D))).

I�rodymas. Nagrin
ejame funkcij¡ u : Ωh → H(D), apibr
eºt¡ formule

u(ωh) =
∞∑
m=1

λ(m)vn(m)ωh(m)

ms
.
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Kadangi pastaroji eilut
e konverguoja absoliu£iai, tai funkcija yra tolydi. Be to, i² funkcijos

u apibr
eºimo matome, kad

PN,n = QhNu
−1.

Tod
el i² [1] monogra�jos 5.1 teoremos gauname, kad matas PN,n, kai N → ∞ silpnai

konverguoja i� mat¡ mh
Hu
−1. Pana²iai apibr
eº¦ funkcij¡ û : Ωh → H(D) lygybe

û(ωh) =
∞∑
m=1

λ(m)vn(m)ω0h(m)ωh(m)

ms
,

gauname, kad matas P̂N,n, kai N → ∞, silpnai konverguoja i� mat¡ mh
H û
−1. Tod
el lieka

i�rodyti, kad

mh
Hu
−1 = mh

H û
−1.

Apibr
eºiame dar vien¡ funkcij¡ u1 : Ωh → Ωh formule

u1(ωh) = ω0hωh.

Tuomet turime, kad

û(ωh) = u(u1(ωh)).

Kadangi Haro matas mh
H yra invarianti²kas post	umiu� ta²kais i² Ωh atºvilgiu, tai

mh
H û
−1 = mh

H(u(u1))−1 = (mh
Hu
−1
1 )u−1 = mh

Hu
−1,

ir lema i�rodyta.

Kad i�rodytume 3.1 teorem¡, lieka pereiti nuo funkcijos LE,n(s) prie LE(s). Tai

pati sud
etingiausia i�rodymo dalis.

Prad
esime metrikos apibr
eºimu erdv
eje H(D). Yra ºinoma, kad egzistuoja tokia

juostos D kompaktiniu� aibiu� seka {Kl}, kad

D =
∞⋃
l=1

Kl.

Be to, aibes Kl galima parinkti taip, kad Kl ⊂ Kl+1, l ∈ N ir, jeigu K yra juostos D

kompaktin
e aib
e, tai K ⊆ Kl su kuriuo nors l.

Tegul f, g ∈ H(D) ir

ρl(f, g) = sup
s∈Kl
|f(s)− g(s)|.

Tuomet

ρ(f, g) =
∞∑
l=1

2−l
ρl(f, g)

1 + ρl(f, g)
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yra metrika, erdv
eje H(D) indukuojanti tolygaus konvergavimo kompaktuose topologij¡.

Mums bus reikalingos kai kurios s¡vokos, naudojamos silpnojo matu� konvergavimo

teorijoje. Tegul {P} yra seka tikimybiniu� matu� erdv
eje (S,B(S)). Sakome, kad ²i ²eima

yra reliatyviai kompaktin
e, jeigu i² kiekvienos jos sekos galima i²rinkti silpnai konverguo-

janti poseki� i� kuri� nors mat¡, erdv
eje (S,B(S)). �eima yra vadinama suspausta, jeigu su

kiekvienu ε > 0 egzistuoja tokia kompaktin
e aib
e K ⊂ S, kad su visais P ∈ {P} yra

teisinga nelygyb
e

P (K) > 1− ε.

Matu� ²eimos reliatyvaus kompakti²kumo ir suspaustumo s¡vokas suri²a Prohorovo teore-

mos. Tiesiogin
e teorema tvirtina, kad kiekviena suspausta ²eima yra ir reliatyviai kompak-

tin
e. Atvirk²tin
e teorema sako, kad pilnoje separabiliojoje erdv
eje S kiekviena reliatyviai

kompaktin
e matu� ²eima yra ir suspausta.

Dabar i�rodysime tvirtinim¡, apie funkcijos LE(s) vidurkin¦ aproksimacij¡ funkcija

LE,n(s).

3.4 lema. Tegul K yra kompaktin
e juostos D aib
e. Tuomet

lim
n→∞

lim sup
N→∞

1

(N + 1)

N∑
m=1

sup
s∈K
|LE(s+ imh)− LE,n(s+ imh)| = 0.

I�rodymas. Tegul σ1 >
1
2
ir

ln(s) =
s

σ1

Γ

(
s

σ1

)
ns.

�ia Γ(s) yra Oilerio gama funkcija. Tuomet standartiniu keliu yra i�rodoma, kad

LE,n(s) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

LE(s+ z)ln(z)
dz

z
.

�ioje formul
eje pakeisime integravimo ties¦ nauja. Tegul σ2 > 1 ir σ2 > σ. Kadangi

integruojamoji funkcija turi paprast¡ji� poliu� ta²ke z = 1, tai i² reziduumu� teoremos

i²plaukia, kad

LE,n(s) =
1

2πi

σ2−σ+i∞∫
σ2−σ−i∞

LE(s+ z)ln(z)
dz

z
+ LE(s). (3.1)

Juostoje D imame uºdar¡ kont	ur¡ L, apimanti� aib¦ K, ir tegul σ yra kont	uro L atstumas

iki aib
es K. Tuomet, pasinaudoj¦ Ko²i� integraline formule, gauname

sup
s∈K
|LE(s+ imh)− LE,n(s+ imh)| ≤ 1

2πδ

∫
L

|LE(z + imh)− LE,n(z + imh)||dz|.
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Vadinasi, pakankamai dideliems N

1

N + 1

N∑
m=0

sup
s∈K
|LE(s+ imh)− LE,n(s+ imh)| �

� 1

N + 1

N∑
m=0

1

2πδ

∫
L

|LE(z + imh)− LE,n(z + imh)||dz| �

� |L|
N + 1

sup
s∈L

2N∑
m=0

|LE(σ + imh)− LE,n(σ + imh)|,

£ia |L| yra kont	uro L ilgis.

I² (3.1) randame, kad

LE(σ + imh)− LE,n(σ + imh)�

�
∞∫

−∞

|LE(σ2 + imh+ iτ)||ln(σ2 − σ + iτ)|dτ. (3.2)

�ia f(x) � g(x), g(x) > 0, x ∈ X, rei²kia, kad egzistuoja tokia konstanta c > 0, kad su

visais x ∈ X yra teisinga nelygyb
e

|f(x)| ≤ cg(x).

I² i�ver£io
T∫

0

|LE(σ + it)|2dt� T,

teisingo srityje σ > 1, i²plaukia diskretusis i�vertis

1

N + 1

N∑
m=0

|LE(σ + imh+ iτ)|2 � 1 + |τ |, N →∞.

Tod
el i² 3.2 turime, kad

1

N + 1

2N∑
m=0

|LE(σ + imh)− LE,n(σ + imh)| �

�
∞∫

−∞

|ln(σ2 − σ + iτ)|
(

1

N + 1

2N∑
m=0

|LE(σ2 + imh+ iτ)|2
) 1

2

dτ �

�
∞∫

−∞

|ln(σ2 − σ + iτ)|(1 + |τ |)dτ. (3.3)

Parametrus δ ir σ2 galima parinkti taip, kad galiotu� nelygyb
e σ2 − σ ≤ −c < 0.

13



Kadangi i² funkcijos ln(s) apibr
eºimo gauname, kad

lim
n→∞

sup
σ≤−c

∞∫
−∞

|ln(σ + iτ)|(1 + |τ |)dτ = 0,

tai i² (3.3) i²plaukia lemos tvirtinimas.

Analogi²kas tvirtinimas galioja ir funkcijoms LE(s+ imh, ωh) ir LE,n(s+ imh, ωh).

3.5 lema. Tegul yra kompaktin
e juostos D aib
e. Tuomet

lim
n→∞

lim sup
N→∞

1

N + 1

N∑
m=0

sup
s∈K
|LE(s+ imh, ωh)− LE,n(s+ imh, ωh)| = 0.

I�rodymas. Paºodºiui kartoja 3.4 lemos i�rodymo samprotavimus ir i�verti�

N∑
m=0

|LE(σ + imh, ωh)|2 � N, N →∞.

Apibr
eºiame dar vien¡ tikimybini� mat¡

P̂N(A) = µN(LE(s+ imh, ωh) ∈ A), A ∈ B(H(D)).

3.6 lema. Tikimybiniai matai PN ir P̂N , kai N → ∞, silpnai konverguoja i� t¡

pati� tikimybini� mat¡ erdv
eje (H(D),B(H(D))).

I�rodymas. Pagal 3.3 lem¡ tikimybiniai matai PN,n ir P̂N,n, kai N → ∞, silpnai

konverguoja i� t¡ pati� mat¡ Pn. Tegul

XN,n(s) = LE,n(s+ iθN),

£ia θN yra atsitiktinis dydis, apibr
eºtas kurioje nors tikimybin
eje erdv
eje (Ω̂,B(Ω̂),P), ir

turintis pasiskirstym¡

P(θN = mh) =
1

N + 1
, 0 ≤ m ≤ N.

Simboliu D−→ ºym
esime konvergavim¡ pagal pasiskirstym¡. Tuomet i² 3.3 lemos turime,

kad

XN,n(s)
D−−−→

N→∞
Xn(s), (3.4)

£iaXn(s) yraH(D) - reik²mis atsitiktinis elementas, turintis pasiskirstym¡ Pn. I�rodysime,

kad matu� ²eima {Pn : n ∈ N} yra suspausta. Tegul Ml yra bet koks teigiamas skai£ius.

Tuomet i² �eby²evo tipo nelygyb
es i²plaukia, kad

P(sup
s∈Kl
|XN,n(s)| > Ml) ≤

1

(N + 1)Ml

N∑
m=0

sup
s∈Kl
|LE,n(s+ imh)|, (3.5)
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£ia {Kl} - yra juostos D kompaktiniu� aibiu� seka, naudojama erdv
es H(D) metrikos

apibr
eºime. Kadangi funkcijos LE,n(s) eilut
e konverguoja absoliu£iai srityje D, tai

sup
M≥1

lim sup
N→∞

1

N + 1

N∑
m=0

sup
s∈Kl
|LE,n(s+ imh)| ≤ Rl <∞. (3.6)

Dabar tegul ε > 0 yra bet koks skai£ius, o Ml = Rl2
l

ε
. Tuomet i² (3.5) ir (3.6) i²plaukia,

kad

lim sup
N→∞

P (sup
s∈Kl
|XN,n(s)| > Ml) ≤

ε

2l
.

I² £ia ir (3.4) gauname, kad

P(sup
s∈Kl
|Xn(s)| > Ml) ≤

ε

2l
. (3.7)

Apibr
eºiame aib¦

Hε = {f ∈ H(D) : sup
s∈Kl
|f(s)| ≤Ml, l ∈ N}.

�i¡ aib¦ sudaro tolygiai apr
eºtos analizin
es funkcijos, tod
el ji yra kompaktin
e erdv
esH(D)

aib
e. Be to i² (3.7) gauname, kad

P(Xn(s) ∈ Hε) ≥ 1− ε

su visais n ∈ N, arba i² mato Pn apibr
eºimo

Pn(Hε) ≥ 1− ε

su visais n ∈ N. Taigi i�rod
eme, jog matu� ²eima {Pn} yra suspausta, tod
el pagal Prohorovo

teorem¡ ji yra reliatyviai kompaktin
e. Vadinasi, egzistuoja {Pnk} ⊂ {Pn}, kad Pnk , kai

k →∞, silpnai konverguoja i� kuri� nors mat¡ P erdv
eje (H(D),B(H(D))). Kitais ºodºiais

sakant,

Xn(s)
D−−−→

N→∞
P. (3.8)

Tegul XN(s) = LE(s+ iθN). Tuomet i² (3.4) lemos randame, kad su bet kuriuo ε > 0

lim
n→∞

lim sup
N→∞

P (ρ(XN,n(s), XN(s)) ≥ ε) =

= lim
n→∞

lim sup
N→∞

µN(ρ(LE,n(s+ imh), LE(s+ imh)) ≥ ε) ≤

≤ lim
n→∞

lim sup
N→∞

1

(N + 1)ε

N∑
m=0

ρ(LE,n(s+ imh), LE(s+ imh)) = 0.

I² £ia (3.4), (3.8) ir 4.2 teoremos i² [1] gauname, kad

XN(s)
D−−−→

N→∞
P, (3.9)

15



kas yra ekvivalentu mato PN silpnajam konvergavimui i� mat¡ P . Be to, i² (3.9) turime,

kad matas P nepriklauso nuo sekos {Pnk}. Tod
el teisingas s¡ry²is

Xn
D−−−→

N→∞
P. (3.10)

Pakartoj¦ samprotavimus atsitiktiniams elementams

X̂N,n(s, ωh) = LE,n(s+ iθN , ωh)

ir

X̂N(s, ωh) = LE(s+ iθN , ωh),

bei atsiºvelg¦ i� (3.10), i�rodome, kad matas P̂N , kai N →∞, taip pat silpnai konverguoja

i� mat¡ P . Lema i�rodyta.

3.1 teoremos i�rodymas. I² 3.6 lemos turime, kad 3.1 teoremos i�rodymui pakanka

i�rodyti ribinio mato P pavidal¡ 3.6 lemoje.

Tarkime, kad A yra mato P tolydumo aib
e, tai yra jos kra²to P - matas yra lygus

nuliui. I² 3.6 lemos ir silpnojo tikimybiniu� matu� savyb
es (2.1 teoremos 5o tvirtinimas i²

[1]) gauname, kad

lim
N→∞

µN(LE(s+ imh, ωh) ∈ A) = P (A). (3.11)

Aib¦ A �ksuojame ir (Ωh,B(Ωh),m
h
H) erdv
eje apibr
eºiame atsitiktini� dydi� θ formule

θ(ωh) =

 1, jei LE(s, ωh) ∈ A,

0, jei LE(s, ωh) /∈ A.

Nesunku matyti, kad to dydºio vidurkis

E(θ) =

∫
Ωh

θdmh
H = mh

H(ωh ∈ Ωh : LE(s, ωh) ∈ A) = PLE(A). (3.12)

Primename, kad PLE(A) yra atsitiktinio elemento LE(s, ωh) pasiskirstymas.

Tolimesnis i�rodymas naudoja ergodin
es teorijos elementus. Tarkime, kad ah =

p−ih : p ∈ P . Apibr
eºiame toro Ωh transformacij¡ fn formule

fn(ωh) = ahωh, ωh ∈ Ωh.

Kadangi Haro matas mh
H yra invariantinis, tai turime, kad fn yra mati i²laikanti mat¡

transformacija tikimybin
eje erdv
eje (Ωh,B(Ωh),m
h
H). Darbe [3] yra i�rodyta, kad ²i

transformacija fn yra ergodin
e. I² £ia ir klasikin
es Birkhofo teoremos [2] i²plaukia, kad

beveik visiems ωh ∈ Ωh mato mh
H atºvilgiu

lim
N→∞

1

N + 1

N∑
m=0

θ(fmh (ωh)) = E(θ). (3.13)
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Ta£iau i² atsitiktinio dydºio θ ir fn apibr
eºimu� matome, kad

1

N + 1

N∑
m=0

θ(fmh (ωh)) = µN(LE(s+ imh, ωh) ∈ A).

Tod
el i² (3.12) ir (3.13) gauname, kad beveik visiems ωh ∈ Ωh yra teisinga lygyb
e

lim
N→∞

µN(LE(s+ imh, ωh) ∈ A) = PLE(A).

Pastaroji lygyb
e kartu su (3.11) parodo, kad P (A) = PLE(A). Kadangi A buvo bet

kuri mato P tolydumo aib
e, tai ²i lygyb
e galioja visoms mato P tolydumo aib
ems. Yra

ºinoma [1], kad mato tolydumo aib
es sudaro apibr
eºian£i¡ klas¦, tod
el su visomis aib
emis

A ∈ B(H(D)) yra teisinga lygyb
e P (A) = PLE(A). Taigi i² 3.6 lemos i²plaukia, kad matas

PN , kai N →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ PLE . Teorema i�rodyta.
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4. PAGRINDIN 
ES TEOREMOS I�RODYMAS

�iame skyrelyje remdamiesi 3.1 teorema, i�rodysime pagrindin¦ magistro darbo

teorem¡ apie funkcijos LE(s) universalum¡.

4.1 teorema. Tarkime, kad exp{2πk
h
} su kuriuo nors sveikuoju k 6= 0 yra

racionalusis skai£ius. Tegul K yra juostos D = {s ∈ C : 1 < σ < 3
2
} kompaktin
e aib
e,

turinti jungu�ji� papildini�, o funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi nuliui aib
eje K, ir analizin
e

jos viduje. Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
N→∞

µN(sup
s∈K
|LE(s+ imh)− f(s)| < ε) > 0.

4.1 teoremos i�rodym¡ prad
esime nuo kai kuriu� aibiu� tir²tumo i�rodymo. Gautus

rezultatus panaudosime 3.1 teoremos ribinio mato PLE atramos pavidalui gauti.

Tarkime, kad su visais p ∈ P |ap| = 1. Apibr
eºiame funkcij¡

fp(s, ap) =


− log

(
1− λ(p)ap

ps

)
, jei p | 4,

− log

(
1− λ(p)ap

ps
+

a2p
p2s−1

)
, jei p - 4.

4.2 lema. Visu� konverguojan£iu� eilu£iu�∑
p

fp(s, ap)

aib
e yra visur tir²ta erdv
eje H(D).

Lemos i�rodymui bus reikalingi tokie tvirtinimai.

4.3 lema. Tarkime, kad {gm} yra erdv
es H(D) seka, tenkinanti s¡lygas:

10. Jei µ yra kompleksinis matas erdv
eje (C,B(C)) su kompaktine atrama,

priklausan£ia juostai D, kad
∞∑
m=1

|
∫
C

gmdµ| <∞,

tai tuomet su visais r = 0, 1, 2... ∫
C

srdµ(s) = 0;

20. Eilut
e
∞∑
m=1

gm

konverguoja erdv
eje H(D);
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30. Su kiekviena kompaktine aibe K ⊂ D

∞∑
m=1

sup
s∈K
|gm(s)|2 <∞.

Tuomet visu� konverguojan£iu� eilu£iu�

∞∑
m=1

amgm, |am| = 1,

aib
e yra visur tir²ta erdv
eje H(D).

Lema yra 6.3.10 teorema i² [4], ten galima rasti ir jos i�rodym¡.

Primename, kad analizin
e kampe | arg s| ≤ θ0, 0 < θ0 ≤ π, funkcija g(s) yra

vadinama eksponentinio tipo, jeigu tolygiai pagal θ, |θ| ≤ θ0,

lim sup
n→∞

log |g(reiθ)|
r

<∞.

4.4 lema. Tarkime, kad g(s) yra sveikoji eksponentinio tipo funkcija, o {λm} yra

kompleksiniu� skai£iu� seka. Tegul α, β yra tokie real	us skai£iai, kad:

10.

lim sup
y→∞

log |g(±iy)|
y

≤ α;

20.

|λm − λn| ≥ δ|m− n|;

30.

lim
m→∞

λm
m

= β;

40.

αβ < π.

Tuomet

lim sup
m→∞

log |g(λm)|
|λm|

= lim sup
r→∞

log |g(r)|
r

.

Lema yra vadinama Bern²teino teorema. Jos i�rodymas yra duotas [4].

4.5 lema. Tegul

π(x) =
∑
p≤x

1.

Tuomet

lim
x→∞

1

π(x)

∑
p≤x

λ2
p = 1.
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Lemos i�rodymas duotas [6].

4.6 lema. Tarkime, kad µ yra kompleksinis matas erdv
eje (C,B(C)) su kompaktin¦

atrama, gulin£ia pusplok²tum
eje σ > σ0. Be to, tegul

g(s) =

∫
C

eszdµ(z)

ir g(s) 6≡ 0. Tuomet

lim sup
r→∞

log |g(r)|
r

> σ0.

Lema yra 6.4.10 lema i² [4].

4.2 lemos i�rodymas. Tarkime, kad p0 pakankamai didelis �ksuotas skai£ius. Pir-

muoju ºingsniu i�rodysime, kad visu� konverguojan£iu� eilu£iu�∑
p>p0

fp(s, 1)ap, |ap| = 1,

aib
e yra visur tir²ta erdv
eje H(D). Paºymime

f̂p(s, 1) =

 {fp(s, 1), jei p > p0,

0, jei p ≤ p0.

Tuomet, i² (1.1) i�ver£io gauname, kad su visais p > p0

f̂p(s, 1) =
λ(p)

ps
+ rp(s), (4.1)

ir funkcijai rp(s) yra teisingas i�vertis

rp(s)� p1−2σ.

Taigi eilut
e ∑
p

rp(s)

konverguoja tolygiai juostos D kompaktin
ese aib
ese. I�rodin
ejant 2.1 lem¡, buvo gauta,

kad eilut
e ∑
p

λ(p)ωh(p)

ps

su beveik visais ωh ∈ Ωh konverguoja tolygiai srities D kompaktin
ese aib
ese. Taigi,

egzistuoja tokia seka {âp : |âp| = 1}, kad eilut
e∑
p

f̂p(s, 1)âp
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konverguoja erdv
eje H(D).

Tegul gp(s) = f̂p(s, 1)âp. Kad i�rodytume visu� konverguojan£iu� eilu£iu�∑
p>p0

fp(s, 1)ap, |ap| = 1,

aib
es tir²tum¡ erdv
eje H(D), pakanka i�rodyti visu� konverguojan£iu� eilu£iu�∑
p

gp(s)ap, |ap| = 1,

tir²tum¡ erdv
eje H(D), nes |âp · ap| = 1.

Tarkime, kad µ yra kompleksines reik²mes i�gyjantis matas erdv
eje

(C,B(C)) su kompaktine atrama, gulin£ia juostoje D, ir tenkinantis s¡lyg¡∑
p

∣∣∣∣ ∫
C

gp(s)dµ

∣∣∣∣ <∞. (4.2)

Primename, kad mato µ atrama yra minimali uºdara aib
eA, kurioje |µ(A)| > 0. Trumpumo

d
elei, tegul

hp(s) =
λ(p)âp
ps

.

Tuomet turime i² (4.1), kad eilut
e ∑
p

|gp(s)− hp(s)|

konverguoja tolygiai kompaktin
ese juostos D poaibiuose. Tod
el i² (4.2) turime, kad∑
p

∣∣∣∣ ∫
C

hp(s)dµ

∣∣∣∣ <∞,
arba, panaudoj¦ hp(s) apibr
eºim¡, gauname, kad∑

p

|λ(p)|
∣∣∣∣ ∫
C

p−sdµ

∣∣∣∣ <∞. (4.3)

Dabar transformuojame sriti� D. Tegul D̂ = {s ∈ C : 1
2
< σ < 1}, u(s) = s − 1

2
ir

µu−1(A) = µ(u−1A), A ∈ B(C). Ai²ku, kad tuomet µu−1 yra taip pat kompleksinis

matas su kompaktine atrama, gulin£ia juostoje D̂. Paºymime

k(z) =

∫
C

e−szdµu−1(s), z ∈ C,

ir

λp = λ(p)p−
1
2 .
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Tuomet i² (4.3) turime, kad ∑
p

|λp||k(log p)| <∞. (4.4)

Dabar parodysime, kad funkcijai k(z) galime taikyti 4.4 lem¡. I² mato µu−1

atramos kompakti²kumo turime, kad egzistuoja toks M > 0, kad su kiekvienu y > 0

|k(±iy)| =
∣∣∣∣ ∫
K

e±iysdµu−1(s)

∣∣∣∣ ≤ eMy

∫
C

|dµu−1(s)|,

£ia K yra mato µu−1 atrama. I² ²io i�ver£io i²plaukia, kad

lim sup
y→∞

log |k(±y)|
y

≤M.

Vadinasi gavome, kad 4.4 lemos s¡lyga 10 galioja su α = M . Tegul skai£ius β tenkina

nelygybes 0 < β < π
M
. Apibr
eºiame aib¦

A = {m ∈ N : ∃r ∈
[(
m− 1

4

)
β

(
m+

1

4

)
β

]
, k(r) ≤ e−r}.

Imame �ksuot¡ skai£iu θ, 0 < θ < 1. Tegul Pθ yra pirminiu� skai£iu�, kuriems |λp| > 0 aib
e.

Tuomet i² (4.4) turime, kad ∑
p∈Pθ

|k(log p)| <∞. (4.5)

Be to, ∑
p∈Pθ

|k(log p)| ≥
∑
m/∈A

∑′

p
|k(log p)| ≥

∑
m/∈A

∑′

p

1

p
, (4.6)

£ia
∑′

p rei²kia, kad yra sumuojama pagal visus tokius pirminius p ∈ Pθ, kuriems galioja

nelygyb
e (
m− 1

4

)
β < log p ≤

(
m+

1

4

)
β.

Trumpumo d
elei, tegul

a = e(m− 1
4

)β

ir

b = e(m+ 1
4

)β.

Tada i² (4.5) ir (4.6) turime, kad ∑
m/∈A

∑
p∈Pθ
a<p≤b

1

p
<∞. (4.7)

Paºym
ej¦

πθ(x) =
∑
p≤x
p∈Pθ

1
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ir

π(x) =
∑
p≤x

1,

bei pasinaudoj¦ αp apibr
eºimu ir (1.1) i�ver£iu, gauname∑
a<p≤u

λ2
p ≤

∑
a<p≤u
p∈Pθ

1 + θ2
∑
a<p≤u
p/∈Pθ

1 =

= (4− θ2)(πθ(u)− πθ(a)) + θ2(π(u)− π(a)). (4.8)

Tegul δ yra maºa teigiama, konstanta ir u ≥ a(1 + δ). Tuomet i² (4.8) ir 4.5 lemos, kai

m→∞, randame

(πθ(u)− πθ(a)) ≥
(

1− θ2

4− θ2 + o(1)

)
(π(u)− π(a)).

Pasinaudoj¦ pastar¡ja nelygybe ir sumavimu dalimis, gauname

∑
p∈Pθ
a<p≤b

1

p
=

b∫
a

dπθ(u)

u
≥
(

1− θ2

4− θ2 + o(1)

) b∫
a

dπθ(u)

u
≥

≥
(

1− θ2

4− θ2 + o(1)

) ∑
a(1+δ)<p≤b

1

p
. (4.9)

Gerai ºinoma, kad su kuriomis nors konstantomis c1 ir c2 yra teisinga formul
e∑
p≤x

1

p
= log log x+ c1 +O(e−c2

√
x), x→∞,

i² kurios, kai m→∞, gauname, kad∑
a(1+δ)<p≤b

1

p
=

1

2
− log(1 + δ)

β

1

m
+O

(
1

m2

)
.

I² £ia ir (4.9), kai m→∞, i²plaukia nelygyb
e∑
p∈Pθ
a<p≤b

1

p
≥ 1− θ2

4− θ2

(
1

2
− log(1 + δ)

β

)
1

m
+O

(
1

m2

)
.

Prisimin¦ (4.7), kai δ yra pakankamai maºa konstanta, i² £ia gauname, kad∑
m/∈A

1

m
<∞. (4.10)

Aib¦ A uºra²ome pavidalu

A = {am}, a1 < a2 < ....

Tuomet (4.10) rodo, kad

lim
m→∞

am
m

= 1. (4.11)
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Ta£iau i² aib
es A apibr
eºimo matome, kad egzistuoja tokia seka {ξm}, kad(
am −

1

4

)
β < ξm ≤

(
am +

1

4

)
β (4.12)

ir |k(ξm)| ≤ e−ξm . I² £ia ir (4.11) i²plaukia, kad

lim
m→∞

ξm
m

= β (4.13)

ir

lim sup
m→∞

log |k(ξm)|
ξm

≤ −1. (4.14)

(4.13) lygyb
e yra 4.4 lemos 30 s¡lyga. Be to i² (4.12) turime, kad

|ξm − ξn| ≥ |am − an|β −
β

2
≥ c3|m− n|.

Taigi 4.4 lemos 20 s¡lyga taip pat yra i²pildyta. Gauname, kad visos 4.4 lemos s¡lygos

yra patenkintos, tod
el i² (4.14) randame, kad

lim sup
r→∞

log |k(r)|
r

≤ −1. (4.15)

Ta£iau pagal 4.6 lem¡, jei k(z) 6≡ 0, tai

lim sup
r→∞

log |k(r)|
r

> −1,

kas prie²tarauja (4.15) nelygybei. Vadinasi turi b	uti k(z) ≡ 0. Diferencijuodami ²i¡

lygyb¦ ir imdami z = 0 gauname, kad∫
C

srdµu−1(s) = 0, r = 0, 1, 2, ....

�ios lygyb
es ir mato µu−1 apibr
eºimas parodo, kad∫
C

srdµ(s) = 0, r = 0, 1, 2, ....

Taigi gavome, kad yra patenkinta 4.3 lemos 10 s¡lyga. Be to galioja ir ²ios lemos 20 s¡lyga,

nes i² funkcijos gp(s) apibr
eºimo turime, kad eilut
e∑
p

gp(s)

konverguoja erdv
eje H(D). Ai²ku, kad 4.3 lemos 30 s¡lyga taip pat galioja, nes su

kiekviena kompaktine aib
e K ⊂ D∑
p

sup
s∈K
|gp(s)|2 <∞.

24



Vadinasi gavome, kad seka {gp(s)} tenkina visas 4.3 lemos s¡lygas. Tod
el visu�

konverguojan£iu� eilu£iu� ∑
p

gp(s)ap, |ap| = 1,

aib
e yra visur tir²ta erdv
eje H(D). Lema i�rodyta.

Dabar, remdamiesi 4.2 lema, i�rodysime tvirtinim¡ apie 3.1 teoremos ribinio mato

PLE atram¡. Primename, kad mato PLE atrama yra tokia minimali uºdara aib
e, kad

PLE(s) = 1. Aib
e S yra sudaryta i² visu� tokiu� elementu� x ∈ H(D), kuriu� kiekviena

aplinka G turi savyb¦ PLE(G) > 0. Apibr
eºiame aib¦

S = {g ∈ H(D) : g(s) 6= 0 arba g(s) ≡ 0}.

4.7 teorema. Mato PLE atrama yra aib
e S.

Prie² i�rodydami 4.7 teorem¡ suformuluosime dvi lemas.

4.8 lema. Tarkime, kad {Xn} yra tokia H(D) - reik²miu� nepriklausomu� atsitiktiniu�

elementu� seka, kad eilut
e
∞∑
m=1

Xm

beveik tikrai konverguoja. Tada tos eilut
es sumos atrama yra visu� tokiu� elementu�

g ∈ H(D), kuriuos galima uºra²yti konverguojan£ia eilute

g =
∞∑
m=1

fm, fm ∈ SXm ,

aib
es uºdarinys.

Lema yra 1.7.10 teorema i² [5].

4.9 lema. Tarkime, kad {gn(s) : n ∈ N} yra analiziniu� srityje D funkciju� seka

ir, kai n → ∞, fn(s) → f(s) tolygiai konverguoja srityje D. Tegul f(s) 6≡ 0. Tada

vidinis srities D ta²kas s0 yra funkcijos f(s) nulis tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia

seka {Sn ∈ D}, konverguojanti i� so ir fn(sn) = 0, kai n > n0(s0).

Lema yra vadinama Hurvico teorema, ji yra 6.5.6 lema i² [4].

4.7 teoremos i�rodymas. Mes tur
ejome, kad {ωh(p) : p ∈ P} yra

nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu�, apibr
eºtu� tikimybin
eje erdv
eje

(Ωh,B(Ωh),m
h
H) seka. I² £ia, naudodami ²io skyrelio pradºios ºymenis, turime, kad

{fp(s, ωh(p)) : p ∈ P} yra nepriklausomu� f(D) - reik²miu� atsitiktiniu� elementu�, apibr
eºtu�

tikimybin
eje erdv
eje (Ωh,B(Ωh),m
h
H) seka. Kiekvieno atsitiktinio elemento fp(s, ωh(p))

atrama yra aib
e

{g ∈ H(DM) : g(s) = fp(s, a), |a| = 1}.
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Tod
el pagal 4.8 lem¡ turime, kad H(D) - reik²mio atsitiktinio elemento

logLE(s, ωh) =
∑
p

fp(s, ωh(p))

atrama yra visu� konverguojan£iu� eilu£iu�∑
p

fp(s, ap), |ap| = 1,

aib
es uºdarinys. Pagal 4.2 lem¡, ²i aib
e yra visur tir²ta erdv
eje H(D). Atvaizdis u :

H(D) → H(D) duotas formule u(g) = eg, g ∈ H(D), yra tolydus ir logLE(s, ωh)

atvaizduoja i� LE(s, ωh), o H(D) atvaizduoja S\{0}. I² £ia turime, kad atsitiktinis

elementas LE(s, ωh) priklauso aibei S\{0}. Ta£iau pagal apibr
eºim¡ atrama yra uºdara

aib
e. Kadangi pagal 4.9 lem¡ uºdarinys S\{0} = S, tai elemento LE(s, ωh) atrama

priklauso aib
e S. I² kitos pus
es, atsitiktinis elementas LE(s, ωh) yra beveik tikrai konver-

guojanti nenuliniu� daugikliu� sandauga, tod
el v
el pagal 4.9 lem¡ gauname, kad beveik tikrai

elemento LE(s, ωh) atrama priklauso aibei S.

Pagal apibr
eºim¡, mato PLE atrama SPLE yra atsitiktinio elemento

LE(s, ωh) atrama. Taigi i�rod
eme, kad S ⊂ SPLE ir SPLE ⊂ S. I² £ia gauname, kad

SPLE = S. Teorema i�rodyta.

Prie² 4.1 teoremos i�rodym�a pateiksime dar por¡ lemu�.

4.10 lema. Tarkime, kad Pn, n ∈ N ir P yra tikimybiniai matai kurioje nors

metrin
eje erdv
eje (S,B(S)) ir kai n→∞ Pn silpnai konverguoj¡ i� P . Tuomet su kiekviena

atvira aib¦ G ⊂ S

lim inf
n→∞

Pn(G) ≥ P (G).

4.11 lema. Tarkime, kad K yra kompaktin
e kompleksin
es plok²tumos aib
e turinti

jungu�ji� papildini�. Tuomet kiekviena funkcija g(s), kuri yra tolydi aib
eje K ir analizin
e

jos viduje, yra tolygiai aib
eje A aproksimuojama daugianariais nuo s.

Lema yra vadinama Mergeliano teorema. Jos i�rodym¡ galima rasti [8].

4.1 teoremos i�rodymas. I² pradºiu�, tarkime, kad funkcija f(s) turime ne nuli�

analizini� t¦sini� i� juost¡ D. Apibr
eºiame aib¦

G = {g ∈ G : sup |g(s)− f(s)| < ε}.

Aib
e G yra atvira, be to, pagal 4.7 lem¡ funkcija priklauso mato PLE atramai. Tod
el i²

mato atramos s¡vybiu� ir 4.10 lemos i²plaukia, kad

lim inf
N→∞

µN(sup
s∈K
|LE(s+ imh)− f(s)| < ε) ≥ PLE(G) > 0. (4.16)
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Dabar tegul funkcija f(s) tenkina 4.1 teoremos s¡lygas. Tuomet pagal 4.11 lem¡ egzistuoja

toks daugianaris p(s), p(s) 6= 0 aib
eje K, kad

sup
s∈K
|f(s)− p(s)| < ε

4
. (4.17)

Fiksuojame tolydºi¡ logaritmo log p(s) ²ak¡. Tuomet v
el pagal 4.11 teorem¡ egzistuoja

toks daugianaris q(s), kad

sup
s∈K
|p(s)− eq(s)| < ε

4
.

I² £ia ir (4.17) i²plaukia, kad

sup
s∈K
|f(s)− eq(s)| ≤ sup

s∈K
|f(s)− p(s)|+ sup

s∈K
|p(s)− eq(s)| < ε

4
+
ε

4
=
ε

2
. (4.18)

Kadangi eq(s) 6= 0, tai i² (4.16) gauname, kad

lim inf
N→∞

µ(sup
s∈K
|LE(s+ imh)− eq(s)| < ε

2
) > 0.

Pastaroji nelygyb
e kartu su (4.18) i�rodo teorem¡.
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I�VADOS

Elipsin
e kreiv
e E vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno Q yra apibr
eºiama Vejer²traso

lygtimi

y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ Z.

Laikysime, kad kreiv
es E diskriminantas 4 = 16(4a3 + 27b2) 6= 0. Tuomet kreiv
e E

n
era singuliari. Magistro darbe yra nagrin
ejama L funkcija, susijusi su elipsine kreive E.

Tarkime, kad p ºymi pirminius skai£ius, o v(p) yra lyginio

y2 ≡ x3 + ax+ b (mod p)

sprendiniu� skai£ius. Apibr
eºiame

λ(p) = p− v(p).

Elipsin
es kreiv
es L funkcija LE(s), s = σ + it, pusplok²tum
eje σ > 3
2
yra apibr
eºiama

Oilerio sandauga

LE(s) =
∏
p|4

(
1− λ(p)

ps

)−1∏
p-4

(
1− λ(p)

ps
+

1

p2s−1

)−1

.

Magistro darbe yra i�rodyta diskreti universalumo teorema elipsiniu� kreiviu� L funkci-

joms.

Teorema. Tarkime, kad exp{2πk
h
} su kuriuo nors sveikuoju k 6= 0 yra racionalusis

skai£ius. Tegul K yra juostos D = {s ∈ C : 1 < σ < 3
2
} kompaktin
e aib
e, turinti

jungu�ji� papildini�, o funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi nuliui aib
eje K ir analizin
e jos

viduje. Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
N→∞

µN(sup
s∈K
|LE(s+ imh)− f(s)| < ε) > 0.
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Universality of L - functions, of elliptic curves. Discrete case

SUMMARY

Let E be an elliptic curve given by the Weierstrass equation

y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ Z.

We suppose that the discriminant 4 of E is distinct from zero. For each prime p, denote

by v(p) the number of solutions of the congruence

y2 ≡ x3 + ax+ b (mod p),

and de�ne

λ(p) = p− v(p).

The L - function of LE(s), s = σ + it, of the curve E is de�ned, for σ > 3
2
, by

LE(s) =
∏
p|4

(
1− λ(p)

ps

)−1∏
p-4

(
1− λ(p)

ps
+

1

p2s−1

)−1

,

and is analytically continued to an entire function.

In the master work, we prove the universality of the function LE(s).

Theorem. Suppose that h > 0 is such that exp{2πk
h
} is rational for some k ∈ Z\0.

Let K be a compact subset of the strip {s ∈ C : 1 < σ < 3
2
} with connected complement,

and let f(s) be a function continuous on K and analytic in the interior of K. Then, for

every ε > 0,

lim inf
N→∞

µN(sup
s∈K
|LE(s+ imh)− f(s)| < ε) > 0.
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