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1. JVADAS

Elipsiné kreivé E vir§ racionaliyjy skai¢iy kuno Q yra apibréziama VejerStraso
lygtimi
y* =2 +ax + b, a,beZ.
Laikysime, kad kreivés E diskriminantas A = 16(4a® + 270%) # 0. Tuomet kreivé F

néra singuliari. Magistro darbe yra nagrinéjama L funkcija, susijusi su elipsine kreive F.

Tarkime, kad p zZymi pirminius skai¢ius, o v(p) yra lyginio
yv’=2"+ar+b (modp)
sprendiniy skai¢ius. Apibréziame

Alp) =p —v(p).

3

Elipsinés kreivés L funkcija Lg(s),s = o + it, pusplokS§tuméje o > 3 yra apibréziama

Qilerio sandauga

Li(s) = H(l B )\(p))_l H(l _Alp) . 21_1>_1'

S S
ol P P peer

I$ klasikinio Hasés (Hasse) jvercio

()] < 2y/p (1.1)

isplaukia, kad sandauga, apibrézianti funkcija Lg(s), konverguoja absoliudiai ir tolygiai
pusplok$tumeéje o > g + € su kiekvienu € > 0. Todél funkcija Lg(s) yra analiziné pus-
plokstuméje o > %

Dzeta ir L funkcijy teorijoje svarbig vieta uzima jy universalumo tyrimai. Pri-
mename, kad Rymano dzeta funkcijos ((s), kuri pusplok$§tuméje o > 1 yra apibréziama

Dirichlé eilute

)=

ms
m=1

ir yra meromorfiskai pratesiama j visg kompleksine plokStuma su vieninteliu poliumi taske

s = 1, universalumg 1975m., jrodé Voroninas [7]. Tarkime, kad 0 < r < i, o funkcija

f(s) yra tolydi ir nevirstanti nuliu skritulyje |s| < r, bei analiziné to skritulio viduje.
Tuomet Voronino teorema tvirtina, kad su kiekvienu € > 0 egzistuoja toks realusis skaicius
T = 7(€), kad

rlnlz<xx|(’(s—|— Z +i7) — f(s)] <e.



Véliau Voronino teorema buvo jrodyta bendresnéje formoje [4]. Tegul meas {A} yra
madcios aibés A C R Lebego matas, K yra juostos {s € C : % < o < 1} kompaktiné aibé
turinti jungyjj papildinj, o funkcija f(s) yra analiziné ir nevirstanti nuliu aibéje K, bei
analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{T € [0,T] : sup |((s +iT) — f(s)] < e} > 0.
T—oo T seEK

Linikas su Ibrahimovu igkélé hipoteze, pagal kuria visos funkcijos, kurioje nors pus-
plokstumeéje apibréziamos Dirichlé eilute, analiziskai pratesiamos j kaire nuo absoliutaus
konvergavimo pusplokstumeés ir ten tenkinancios kai kurias naturalias augimo salygas,
yra universalios Voronino prasme. Daugelis autoriy gavo rezultatus, remiancius minéta
hipoteze. Magistrinio darbo tikslas yra jrodyti diskrecia universalumo teorema elipsiniy
kreiviy L funkcijoms.

Tegul, trumpumo délei,

1

= — #Ho<m<N: ..

pi ()

Cia #{ A} yra aibés A elementy skai¢ius, o vietoje daugtaskio rasoma salyga, kurig tenkina
m. Tegul h > 0 yra fiksuotas skai¢ius. Pagrindinis darbo rezultatas yra tokia teorema.

Teorema. Tarkime, kad exp{%} su kurivo nors sveikuoju k # 0 yra racionalusis
skaicius. Tegul K yra juostos D = {s € C : 1 < 0 < %} kompaktine aibé, turinti
Jungugy papilding, o funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi nuliuvi aibéje K ir analiziné jos
viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

liminf py(sup |Lg(s +imh) — f(s)| <€) > 0.
N—00 seK



2. ATSITIKTINIU ELEMENTU APIBREZIMAS

Pagrindinés teoremos jrodymas remiasi ribine teorema tikimybiniy maty silpnojo
konvergavimo prasme funkcijai Lg(s) analiziniy funkcijy erdvéje. Priminsime, kai kurias
savokas ir apibrézimus.

Tegul S yra metriné erdvé. Simboliu B(S) Zymésime erdvés S Borelio aibiy klase.
Ja sudaro o - kunas, generuotas erdveés atviry aibiy sistemos, tai yra maziausias o kunas,
kuriam priklauso atvirosios aibés. Tikimybinis matas P, erdvéje (S, B(S)) yra neneigiama
aibés funkcija, apibrézta aibiy sistemoje B(S) ir tenkinanti salygas:

1% P(S) =1,

20, Jei Ay, Ao, ..., € B(S) ir A;N Ay = @, kal j # k, tai

o ['j A = gpmw.

Tegul P,,n € N, ir P yra tikimybiniai matai, erdvéje (S, B(S)). Sakome, kad P,,
kai n — oo, silpnai konverguoja i matg P, jeigu su kiekviena realia, aprézta ir tolydzia

funkcija f erdvéje S yra teisinga lygybé

lim fdP —/fdP

n—oo

Tegul (Q,B(Q2),P) yra tikimybiné erdvé. Funkcija X : Q@ — S yra vadinama
S - reikSmiu atsitiktiniu elementu, apibréztu tikimybinéje erdvéje (€2, B(Q2),P), jeigu su
kiekviena aibe A € B(S)
{we: X(w) e A} € B(Q).

Tegul v = {s € C: |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje.

Apibréziame begaliniamatj tora
0= H )
p

¢la 7y, = 7y su visals pirminiais p. éi tora sudaro visos galimos funkcijos, kurios pirminiy
skaiCiy aibe atvaizduoja | vienetinj apskritima. Yra Zinoma, kad su sandaugos topologija
ir pataskinés daugybos operacija toras ) yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél
erdvéje (Q,B(Q)) galima apibrézti tikimybinj Haro mata my. Haro matas my yra in-
variantiskas postumiy elementais is 2 atzvilgiu, tai reiskia, kad su kiekvienu w € €2 ir bet

kuria aibe A € B({2) yra teisingos lygybés
my(wA) = my(Aw) = my(A).
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Tarkime, kad skaicius exp{%} yra racionalusis su kuriuo nors k£ # 0. Tuomet egzistuoja
toks teigiamas sveikasis skaicius kg, kad visi k, kuriems exp{%} yra racionalus skaicius,

yra ko kartotiniai [3]. Tegul

21k m
exp{@o}:n—;, mo,ng € N, (mg,ng) = 1.

Apibréziame grupés € pogrupj €2p,. Tegul w(p) yra elemento w € ) projekcija j apskritima
vp- Funkcija w(p) pratesiame i aibe N formulés
w(m) = [ «*(p)
p*[lm

pagalba, ¢ia p“|| reigkia, kad p®|m, bet p®™! { m. Minéta pogrupj apibréZiame taip:
Qp={weN:w(mp) =wlng)}

Tuomet, savo ruoztu, €2, yra tai pat kompaktiné topologiné Abelio grupé, todél erdvéje
h

(Q, B(€2,)), galime apibrézti tikimybinj Haro mata m},. Gauname tikimybine erdve
(wa B<Qh)7 ml]z_])
Tegul D={seC:1<o0< %} Tarkime, kad s € D, wy, € Qy, ir apibréziame

Lg(s,wp) = H(1 _ M) - H(l _ A(p)wn(p) I W%(p))_l'

s s 2s—1
DA p N p p

Tegul H(D) yra analiziniy juostoje D funkcijy erdvé su tolygaus konvergavimo ant
kompakty topologija, tai yra, §ios erdvés seka f,(s) konverguoja j funkecija f(s), jeigu bet
kuriai kompaktinei aibei K C D ji konverguoja tolygiai aibéje K j funkcija f(s).

2.1 lema. Funkcija Lg(s,w,) yra H(D) - reik§mis atsitiktinis elementas,
apibréztas tikimybinéje erdvéje (U, B(Q,), mhy).

Jrodymas. Tegul P yra visy pirminiy skaic¢iy aibé. Pirmiausia pastebésime, kad
w(p),p € P, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai Haro mato my atzvilgiu. Tai iSplaukia
i§ to, kad Haro matas mpy yra Haro maty ant kordinatiniy apskritimy v, sandauga.
Straipsnyje [3] buvo jrodyta, kad egzistuoja mati funkcija g : Q — €. Simboliu g,
pazymeésime Sios funkcijos siaurinj j kordinatinj apskritima v,. Tegul py, ..., p, yra bet koks
baigtinis pirminiy skai¢iy rinkinys, o A;,..., A, € B(~). Tegul v : S — S;. Primename,
kad kiekvienas tikimybinis matas P erdvéje (S, B(.S)) indukuoja vienintelj tikimybinj mata
Pu~! erdvéje (S, B(S1)), apibréziama formule

Pu~Y(A) = P(u='A), A € B(S,).



Taigi turime, kad mf, = mgg~!. I§ $iy pastaby randame, kad
mip(wn €  : wa(pr) € A, ooy wi(pr) € Ay) =

=mug~ (wn € s wn(pr) € Ay, wn(pr) € Ay) =
=mp(w € Q:wp) € g, A, ...,w(p,) € g, A;) =
=mg(w € Q:w(p) € gp_llAl), womp(w € Q:w(p,) € gp_rlAT) =
=ml(wn € Qs wi(py) € Ay, ..., mly(wn € Qi - wi(p,) € A,).

Taigi gavome, kad wp(p),p € P, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, apibrézti

tikimybinéje erdvéje (Qzr, B(Qg), my).

11 (1 — A(p)wn(p) ) o

S
pl& p

Kadangi sandauga

yra baigtiné, tai ji yra analiziné funkcija su visais s. Todél lemos jrodymui pakanka

jrodyti, kad sandauga

H(l —Ap)nlp) | Wi(p)>1

S 25—1

in p p

konverguoja tolygiai kompaktinése juostos D aibése.

Tegul
A
l‘p(S, Wh) — (p)c‘:h(p) )
p
Kadangi
A 2 —-A 1
1Og<1_ (p)w (p) +wg(pl)> _ —AP)wn(p) +0< : 1>,
pS p S— pS p o—

tai uztenka nagrineéti eilutés
> (s, wp) (2.1)
pto

tolygy konvergavima kompaktinése aibése, nes eilute

1
P

p

konverguoja, kai o > 1.

Tarkime, kad EX yra atsitiktinio dydzio X vidurkis. Tuomet

N (p).

Elzy(s,wn)* = E(zy(s,wn)) - zp(s,wn) = )\pgf) /Wh(p) - wn(p)dwn = %

Qp

I ¢ia ir (1.1) jvercio gauname, kad

ZE|xp(s, wp)|? < o0,
PO
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kai s € D. Todél pagal 1.2.11 teorema i$ |[4| gauname, kad (2.1) eiluté konverguoja beveik
visiems wy, € €, su kiekvienu fiksuotu s € D. IS teoremos apie Dirichlé eiluciy tolygy
konvergavima (2.1.3 teorema i$ [4]) iSplaukia, kad (2.1) eiluté konverguoja tolygiai juostos
D kompaktinése aibése, o tuo paciu sandauga, apibrézianti Lg(s,wy,), taip pat konverguoja
tolygiai kompaktinése juostos D aibése beveik visiems wy, € €. Todél Lg(s,wy,) H(D) -

reikSmis atsitiktinis elementas.



3. RIBINE TEOREMA

Siame skyrelyje jrodysime diskrecia ribine teorema silpnojo tikimybinio mato kon-
vergavimo prasme funkcijai Lg(s). Tegul Py, yra atsitiktinio elemento Lg(s, wy,) skirstinys,
tai yra,

Pr, =m(w, € Qy: Lp(s,wy,) € A), A € B(H(D)).
Apibréziame tikimybinj mata
Pn(A) = un(Lg(s+imh) € A),A € B(H(D)).

3.1 teorema. Tarkime, kad h tenkina pagrindinés teoremos sglygas. Tuomet
tikimybinis matas Py, kat N — oo, silpnai konverguojq 3 matq Pr,,..

3.1 teoremos jrodymas yra pakankamai ilgas ir sudétingas, todél ji
skaidysime j kelias lemas. Pradésime ribine teorema erdvéje (€2, B(€2)).

Apibréziame tikimybinj mata
Qn(A) = un((p~™" . peP)e A),Ac By,
¢ia P yra visy pirminiy skaiciy aibé.

3.2 lema. Tikimybinis matas Qu, kai N — oo, silpnai konverguoja 3 Haro matg

Irodymas. Mato Q,,, Furjé transformacija fx(k),k = (k, € Z,p € P), turi pavidala

N
1 —1m
) = [y = g S T -
Qh mZUpEP
(R {
= — exp { —imh Z kp logp} .
N+1 m=0 peEP

Cia tik baigtinis skaicius sveikyjy skai¢iy k, yra nelygus nuliui. Pritaik¢ geometrinés

progresijos sumos formule, i ¢ia gauname, kad

ir
1 e_i(N’H)theP kplogp

fN(k> = N +1 e—ithefp kplogp 1 ’

I cia iSplaukia, kad



Kadangi mato )5, Furjé transformacija, kai N — oo, konverguoja j Haro mato transfor-
macija, tai i§ zinomy tolydumo teoremy tikimybiniams matams grupése gauname teore-
mos tvirtinima.

Tegul o € % yra fiksuotas skaicius ir

vp(m) = exp{—(%)al}, m,n € N.

Apibréziame koficientus A(m), m € N, lygybés

pagalba. Be to, tegul

mS
m=1
ir
2 A (m)wy,(m)v,(m
LE,n(s,wh) = Z ( ) h7518> ( ), wp, € Qh.
m=1

Kadangi i§ (1.1) jvercio iSplaukia, kad
A(m) = Y~ A*(p) < mzd(m),
p|m
¢ia
d(m):21<<m€, Ve >0,
dlm
ir p¥||m reiskia, kad p“|m, bet p* { m, tai eilutés, apibréziancios funkcijos Lg,(s)
ir Lg,(s,wp), konverguoja absoliuc¢iai pusplokstuméje o > 1. Erdvéje apibréziame

(H(D),B(H(D))) tikimybinius matus
PN,n(A) = ,U/N(LEJL<S + th) < A)
ir
pN7n(A) = ,U,N<LE77L(S + th, WOh) - A)
Cia wop, yra fiksuotas €2, elementas.
3.3 lema. Tikimybiniai matat Py, tr PN,n, kai N — oo, abu silpnai konverguoja

i tq patg tikimybing matq P,, erdvéje (H(D),B(H(D))).
Irodymas. Nagrinéjame funkcija u : ), — H(D), apibrézta formule

u(wh) _ Z /\<m>vn£;2)Wh(m),

m=1
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Kadangi pastaroji eiluté konverguoja absoliuciai, tai funkcija yra tolydi. Be to, i§ funkcijos
u apibrézimo matome, kad

Pyny = Qnyu"

Todél i§ [1] monografijos 5.1 teoremos gauname, kad matas Py, kai N — oo silpnai

konverguoja j mata m;u~t. Panasiai apibréze funkcija @ : , — H(D) lygybe

Oo)\ m)won (m)wp (m
Z (m)wp,(m)

S Y

m=1

gauname, kad matas me, kai N — oo, silpnai konverguoja j mata m®a~1. Todél licka
jrodyti, kad

miu™ =mhat

Apibréziame dar vieng funkcija uy : €, — €, formule

ur(wp) = wopws-

Tuomet turime, kad
(wp) = u(uq(wp))-
Kadangi Haro matas m/; yra invariantiskas postumiy tagkais i§ Q, atZvilgiu, tai

h ~—1

mpt~ = miy (u(w)) ™ = (m] b= mipu!

1y, —1 __
= (mljuy )u™ =mpu ",

ir lema jrodyta.

Kad jrodytume 3.1 teorema, licka pereiti nuo funkcijos Lg,(s) prie Lg(s). Tai
pati sudétingiausia jrodymo dalis.

Pradésime metrikos apibrézimu erdvéje H(D). Yra zinoma, kad egzistuoja tokia

juostos D kompaktiniy aibiy seka { K}, kad

D = GKl.
=1

Be to, aibes K; galima parinkti taip, kad K; C K;.1,l € N ir, jeigu K yra juostos D
kompaktiné aibé, tai K C K su kuriuo nors [.

Tegul f,g € H(D) ir

o f,9) = Sup 1f(s) —g(s)].
Tuomet
- -1 IOZ f7
;2 1+p(f.9)

11



yra metrika, erdvéje H (D) indukuojanti tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija.

Mums bus reikalingos kai kurios sagvokos, naudojamos silpnojo maty konvergavimo
teorijoje. Tegul { P} yra seka tikimybiniy maty erdvéje (S, B(S)). Sakome, kad §i Seima
yra reliatyviai kompaktiné, jeigu is kiekvienos jos sekos galima isrinkti silpnai konverguo-
janti posekj j kurj nors mata, erdvéje (.S, B(S)). Seima yra vadinama suspausta, jeigu su
kiekvienu € > 0 egzistuoja tokia kompaktiné aibé K C S, kad su visais P € {P} yra
teisinga nelygybeé

P(K)>1-e

Maty Seimos reliatyvaus kompaktiskumo ir suspaustumo savokas surisa Prohorovo teore-
mos. Tiesioginé teorema tvirtina, kad kiekviena suspausta Seima yra ir reliatyviai kompak-
tiné. Atvirkstiné teorema sako, kad pilnoje separabiliojoje erdvéje S kiekviena reliatyviai
kompaktiné maty Seima yra ir suspausta.

Dabar jrodysime tvirtinima, apie funkcijos Lg(s) vidurkine aproksimacija funkcija
Lg.(s).

3.4 lema. Tequl K yra kompaktine juostos D aibé. Tuomet

N

1
lim lim su sup |Lg(s +tmh) — Lg.,,(s +imh)| = 0.
S T sup =gy D sup (s + imh) = Lin(s -+ imh)

Irodymas. Tegul o, > % ir

Lo(s) = Uilr (i) ne.

Cia ['(s) yra Oilerio gama funkcija. Tuomet standartiniu keliu yra jrodoma, kad

o1+100
1 dz
01 —100

éioje formuléje pakeisime integravimo tiese nauja. Tegul oy > 1 ir 0o > 0. Kadangi
integruojamoji funkcija turi paprastajj poliy taske z = 1, tai i§ reziduumy teoremos

iSplaukia, kad
o9 —0+100
1 dz
Loa(s) = 5 / Les + ()% + Li(s). (3.1)

09 —0—100

Juostoje D imame uzdarg kontura L, apimant] aibe K, ir tegul o yra konturo L atstumas
iki aibés K. Tuomet, pasinaudoje Kosj integraline formule, gauname

1
up | Lip(s -+ imh) — Li(s + imh)] < o= / Li(= + imh) — Ly (= + imh)||d].

T

seK
L

12



Vadinasi, pakankamai dideliems N

N
N;Hn;ilg |Lp(s+imh) — Lg,(s+imh)| <
1 XN . o i
<<N+1mz::027T5L/| g(z+imh) — Lg (2 +imh)||dz| <
1 2N
SNT1 SSEEW;) |Lip(0 + imh) — Li,(0 + imh)],

¢ia |L| yra konturo L ilgis.

I3 (3.1) randame, kad

Lg(o +imh) — Lg (0 +imh) <

<</|LE(02+imh—|—i7')||ln(02—0—1—2'7')|d7. (3.2)

Cia f(z) < g(z),g(x) > 0,2 € X, reiskia, kad egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad su

visais ¢ € X yra teisinga nelygybe

/()] < cg(z).
IS jvercio
T
/ |Lp(o +it)]2dt < T,
0

teisingo srityje o > 1, iSplaukia diskretusis jvertis

N

1
> |Lglo +imh+ir)]> < 1+]|r|, N — oo
m=0

N +1

Todél is 3.2 turime, kad

2N
1
~ L ) — L ;
N—i—ln;)‘ (0 +imh) gn(o+imh)| <
i 1 2N %
< / |ln(o2 — 0 +i7)| <N—+1mzzo |Lp (o9 + imh + ir)|2> dr <
< / |l,(09 — o +47)|(1 + |7|)dT. (3.3)

Parametrus ¢ ir o9 galima parinkti taip, kad galioty nelygybé 0o — o < —c < 0.

13



Kadangi i§ funkcijos [,,(s) apibrézimo gauname, kad

lim sup / |ln(o +i7)|(1 + |T])dT = 0,
TL—>OOU§_C

tai i§ (3.3) iSplaukia lemos tvirtinimas.
Analogiskas tvirtinimas galioja ir funkcijoms Lg(s+imh,wy) it L, (s+imh,wy).
3.5 lema. Tegul yra kompaktinée juostos D aibe. Tuomet

N

lim 1i L imh. wp) — Lgn(s + imh, wy)| = 0.
Jim lim sup 1;?@1}?‘ g(s+ imh,wy) — Lga(s +imh,w)|

Irodymas. Pazodziui kartoja 3.4 lemos jrodymo samprotavimus ir jvert]

N
Z |Lg(o +imh,w,)]* < N, N — oco.

m=0

Apibréziame dar vieng tikimybinj matg

~

Pn(A) = pun(Lg(s +imh,wy) € A), A€ B(H(D)).

3.6 lema. Tikimybiniai matar Py ir Py, kai N — 0o, silpnai konverguoja § tg
pats tikimybing matq erdvéje (H(D), B(H(D))).
Irodymas. Pagal 3.3 lemg tikimybiniai matai Py, ir PNW, kai N — oo, silpnai

konverguoja j ta patj mata P,. Tegul

Xan(S) = LE,n(S + i@N),

~

¢ia Oy yra atsitiktinis dydis, apibréztas kurioje nors tikimybinéje erdvéje (€2, B(Q), P), ir

turintis pasiskirstyma

1
0<m<N.

]P’(@N = mh) = N—_H, =~

Simboliu — zymeésime konvergavima pagal pasiskirstyma. Tuomet i85 3.3 lemos turime,
kad
Xnn(s) —2— X,u(s), (3.4)

N—o0
¢ia X, (s) yra H(D) - reikSmis atsitiktinis elementas, turintis pasiskirstyma P,. Irodysime,
kad maty Seima {P, : n € N} yra suspausta. Tegul M; yra bet koks teigiamas skai¢ius.

Tuomet is éebyéevo tipo nelygybeés isplaukia, kad

N

1
P(sup | Xyn(s)| > M) < ———— sup |Lgn(s + imh)|, 3.5
(50 [Xova(o)] > Mi) < (g 3 sup (s + )| (3.5)
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¢ia {K;} - yra juostos D kompaktiniy aibiy seka, naudojama erdvés H (D) metrikos
apibrézime. Kadangi funkcijos Lg ,(s) eiluté konverguoja absoliudiai srityje D, tai

N

sup lim sup Z sup |Lgn(s +imh)| < R < oco. (3.6)

N +1
M>1 N—oo sk

Dabar tegul € > 0 yra bet koks skai¢ius, o M; = RZTQZ. Tuomet i§ (3.5) ir (3.6) isplaukia,
kad

: €
lljglsup P(sup | Xnn(s)| > M) < 5
— 00 SEK[

I8 ¢ia ir (3.4) gauname, kad

€

P(sup | X, (s)| > M;) < o (3.7)
seK;

Apibréziame aibe

H.={fe€ H(D):sup|f(s)| < M, € N}.

seK;
éi@ aibe sudaro tolygiai apréztos analizinés funkcijos, todél ji yra kompaktiné erdvés H (D)

aibé. Be to i$ (3.7) gauname, kad
P(X,(s) e H)>1—¢
su visais n € N, arba i§ mato P, apibrézimo
P,(H)>1—c¢

su visais n € N. Taigi jrodéme, jog maty Seima { P, } yra suspausta, todél pagal Prohorovo
teorema ji yra reliatyviai kompaktiné. Vadinasi, egzistuoja {P,, } C {F,}, kad P,,, kai
k — oo, silpnai konverguoja j kurj nors mata P erdvéje (H(D), B(H(D))). Kitais Zodziais
sakant,

X,(s) —== P. (3.8)

N—o00
Tegul Xn(s) = Lg(s+ i0x). Tuomet i$ (3.4) lemos randame, kad su bet kuriuo € > 0
lim T sup P(p(X v (5), X (5)) > €) =
n=00  N—oo

= lim limsup pn(p(Len(s +imh), Lg(s +imh)) > €) <

n—0 N_o00

N
< 7}1320 li]rvnjolip V1) mZ:Op(LE,n(S +imh), Lg(s +imh)) = 0.

I8 ¢ia (3.4), (3.8) ir 4.2 teoremos i§ [1] gauname, kad



kas yra ekvivalentu mato Py silpnajam konvergavimui j mata P. Be to, i§ (3.9) turime,

kad matas P nepriklauso nuo sekos {P,, }. Todél teisingas sarysis

X, —2> P. (3.10)

N—oo

Pakartoje samprotavimus atsitiktiniams elementams
Xnn(s,wp) = Lpn(s + iy, wy)
ir
XN(S, wp) = Lp(s+i0y,wy),

bei atsizvelge j (3.10), jrodome, kad matas Py, kai N — oo, taip pat silpnai konverguoja
i mata P. Lema jrodyta.

3.1 teoremos jrodymas. 18 3.6 lemos turime, kad 3.1 teoremos jrodymui pakanka
irodyti ribinio mato P pavidalg 3.6 lemoje.

Tarkime, kad A yra mato P tolydumo aibé, tai yra jos krasto P - matas yra lygus
nuliui. I$ 3.6 lemos ir silpnojo tikimybiniy maty savybés (2.1 teoremos 5° tvirtinimas i$

[1]) gauname, kad
]\}im pun(Lg(s+imh,wy) € A) = P(A). (3.11)
—00
Aibe A fiksuojame ir (5, B(Q4), m”) erdvéje apibréziame atsitiktini dydj € formule
1, jei Lg(s,wy) € A,

0, jei Lg(s,wy) ¢ A.

Nesunku matyti, kad to dydzio vidurkis

0(wn) =

E(9) = /Hdm}}[ =ml(wn € Y Lp(s,wp,) € A) = P (A). (3.12)
Qp
Primename, kad P, (A) yra atsitiktinio elemento Lg(s,w;) pasiskirstymas.

Tolimesnis jrodymas naudoja ergodinés teorijos elementus. Tarkime, kad a; =

p~ . p € P. Apibréziame toro €, transformacija f,, formule
fulwn) = anwn,  wp € Q.

Kadangi Haro matas m’, yra invariantinis, tai turime, kad f, yra mati i$laikanti mata
transformacija tikimybinéje erdvéje (Qp, B(2,),m%). Darbe [3] yra jrodyta, kad $i
transformacija f, yra ergodiné. I§ &a ir klasikinés Birkhofo teoremos [2] i$plaukia, kad

beveik visiems wj, € €2, mato m’}{ atzvilgiu

N%ONJr 1 29 fi*(wn)) = E(6). (3.13)
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Taciau i$ atsitiktinio dydzio @ ir f,, apibrézimy matome, kad

> O£ (wn)) = v (Li(s + imh, wy) € A).

m=0

1
N+1
Todél i§ (3.12) ir (3.13) gauname, kad beveik visiems wj, € €, yra teisinga lygybé
]\}lm /LN(LE(S + imh,wh) € A) = PLE(A)
—00

Pastaroji lygybé kartu su (3.11) parodo, kad P(A) = P,(A). Kadangi A buvo bet
kuri mato P tolydumo aibé, tai $i lygybé galioja visoms mato P tolydumo aibéms. Yra
zinoma [1], kad mato tolydumo aibés sudaro apibréziancia klase, todél su visomis aibémis
A € B(H(D)) yra teisinga lygybé P(A) = P (A). Taigi i$ 3.6 lemos iSplaukia, kad matas

Py, kai N — oo, silpnai konverguoja j mata Pr,. Teorema jrodyta.
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4. PAGRINDINES TEOREMOS TRODYMAS

Siame skyrelyje remdamiesi 3.1 teorema, jrodysime pagrindine magistro darbo
teorema apie funkcijos Lg(s) universaluma.

4.1 teorema. Tarkime, kad exp{%} su kurivo nors sveikuoju k # 0 yra
racionalusis skaicius. Tegul K yra juostos D = {s € C:1 < 0o < %} kompaktiné aibe,
turinti jungygi papilding, o funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi nuliui aibéje K, ir analiziné
jos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

liminf pn (sup |Lg(s +imh) — f(s)| <€) > 0.
N—o00 seK

4.1 teoremos jrodyma pradésime nuo kai kuriy aibiy tirstumo jrodymo. Gautus
rezultatus panaudosime 3.1 teoremos ribinio mato Pr, atramos pavidalui gauti.

Tarkime, kad su visais p € P |a,| = 1. Apibréziame funkcija

pS

—log 1—M), jei plA,
fp<s7ap) =

—log(1— 2@ 4 “5) jei ptA
s pQSfl 9 .] p .

4.2 lema. Visy konverguojanciy eiluciy

pr(s,ap)

aibé yra visur tirsta erdvéje H(D).
Lemos jrodymui bus reikalingi tokie tvirtinimai.
4.3 lema. Tarkime, kad {g,} yra erdvés H(D) seka, tenkinanti sglygas:
1%, Jer p yra kompleksinis matas erdvéje (C,B(C)) su kompaktine atrama,

priklausancia juostai D, kad
S 1 [ gl < o
m=1 C

tai tuomet su visais r = 0,1, 2...

2. FEiluté
konverguoja erdvéje H(D);
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30, Su kiekviena kompaktine aibe K C D

o0

Z sup |gm(s)]* < oo.
m—1 seK

Tuomet visy konverquojanciy eiluciy

o0

Zamgmv |6Lm| = 1’

m=1
aibé yra visur tirsta erdvéje H(D).
Lema yra 6.3.10 teorema i$ [4], ten galima rasti ir jos jrodyma.
Primename, kad analiziné kampe |args| < 65,0 < 6y < 7, funkcija g(s) yra

vadinama eksponentinio tipo, jeigu tolygiai pagal 6, |0| < 6,

1 0
lim sup M < 00.
n—oo r

4.4 lema. Tarkime, kad g(s) yra sveikoji eksponentinio tipo funkcija, o {\,,} yra

kompleksiniy skaiciy seka. Tequl o, yra tokie realus skaiciai, kad:
1°.
1 +i
lim sup og lg(Ew)| _ o
Yy—00
20,
[ Am — An| = 8lm —nl;
30,
Am
lim — = £;
m—oo 1M
49,
af <.
Tuomet
1 Am 1
lim sup 0g |9(Am)| — limsup 22 lg(r)|
m—oo |)\m| r—o0 r
Lema yra vadinama Bernsteino teorema. Jos jrodymas yra duotas [4].
4.5 lema. Tequl
m(x) = Z 1.
p<w
Tuomet



Lemos jrodymas duotas [6].
4.6 lema. Tarkime, kad p yra kompleksinis matas erdvéje (C, B(C)) su kompaktine

atrama, gulincia pusplokstuméje o > oy. Be to, tequl

o5) = [ e“du(z)
C
ir g(s) Z0. Tuomet

1
lim sup M > 0y.
r

7—00

Lema yra 6.4.10 lema i§ [4].
4.2 lemos jrodymas. Tarkime, kad py pakankamai didelis fiksuotas skaic¢ius. Pir-
muoju zingsniu jrodysime, kad visy konverguojanciy eiluciy
> fols Day, o] =1,
P>Po

aibé yra visur tirSta erdvéje H(D). Pazymime

{fp(571)7 .]el P > Do,
07 Jel pgpﬂ

fp(s> 1) =

Tuomet, i§ (1.1) jvercio gauname, kad su visais p > po

fp(3> 1) = T + Tp(S), (4'1)
ir funkcijai r,(s) yra teisingas jvertis
r(s) < p' 7.

Taigi eilute

er(s)

p

konverguoja tolygiai juostos D kompaktinése aibése. Jrodinéjant 2.1 lema, buvo gauta,

kad eiluté
3 A(p)wn(p)

S
> p

su beveik visais wy € (), konverguoja tolygiai srities D kompaktinése aibése. Taigi,

egzistuoja tokia seka {a, : |a,| = 1}, kad eiluté
Z fp(sa 1)ay
P
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konverguoja erdvéje H(D).
Tegul g,(s) = fp(s, 1)a,. Kad jrodytume visy konverguojandciy eiluciy
Z fp(S, 1>ap7 ’a’p’ = 17
P>Po

aibés tirstuma erdvéje H (D), pakanka jrodyti visy konverguojanciy eiluciy
ng<5)ap’ |ap| =1,
p

tirstuma erdvéje H(D), nes |a, - ap| = 1.
Tarkime, kad p yra kompleksines reikSmes jgyjantis matas erdvéje

(C, B(C)) su kompaktine atrama, gulin¢ia juostoje D, ir tenkinantis salyga

3 /gp(s)d,u‘ < 0. (4.2)

L

Primename, kad mato p atrama yra minimali uzdara aibé A, kurioje |u(A)| > 0. Trumpumo

délei, tegul

Tuomet turime i (4.1), kad eiluté
D 1gp(s) = hy(s)]
p

konverguoja tolygiai kompaktinése juostos D poaibiuose. Todél i (4.2) turime, kad

S| [ o] <,

L

arba, panaudoje h,(s) apibrézima, gauname, kad

> IA(p)|‘ /p‘sdu‘ < 00. (4.3)
P C

1

<o <1} uls) =s—3ir

Dabar transformuojame sritj D. Tegul D = {s € C : 5

put(A) = p(u=tA), A € B(C). Aisku, kad tuomet pu~' yra taip pat kompleksinis

matas su kompaktine atrama, gulincia juostoje D. Pazymime
k(z) = /eszduul(s), z € C,

ir



Tuomet i§ (4.3) turime, kad
> Mllk(ogp)| < oo. (4.4)
p

Dabar parodysime, kad funkcijai k(z) galime taikyti 4.4 lema. I§ mato pu~!

atramos kompaktiskumo turime, kad egzistuoja toks M > 0, kad su kiekvienu y > 0

k(i) =\ [ e
K

< [ o),
C

¢ia K yra mato pu~! atrama. I3 §io jvercio isplaukia, kad

log [k(+y)|
y

lim sup < M.

Y—00

Vadinasi gavome, kad 4.4 lemos salyga 1° galioja su o = M. Tegul skaifius S tenkina

nelygybes 0 < 8 < 7. ApibréZiame aibe

A= {meN:3r€{(m—i>6<m+i)ﬁ],kz(r> <e )

Imame fiksuota skai¢iu 6,0 < § < 1. Tegul Py yra pirminiy skai¢iy, kuriems |\,| > 0 aibé.

Tuomet i§ (4.4) turime, kad

Z |k(logp)| < oo. (4.5)

pEPy
Be to,
S klogp)] = SO Jk(ogp) = 30N 4 (4.6)
pePy m¢A P mgA PP

¢ia Zp reiskia, kad yra sumuojama pagal visus tokius pirminius p € Fy, kuriems galioja

(m—i)ﬁ<logp§(m+i>ﬁ.

nelygybe
Trumpumo délei, tegul
ir

Tada i8 (4.5) ir (4.6) turime, kad

>N L, (4.7)

mgA pEPy
a<p<b

Pazymeéje

p<z
pEPy
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ir

m(z) = Z 1,

p<z

bei pasinaudoje a,, apibrézimu ir (1.1) jverciu, gauname

SN 142> 1=

a<p<u a;EpPSGu a;ZpPSGu
= (4= 0)(mo(u) — m(a)) + 6°(w(u) — 7(a)). (4.8)

Tegul § yra maza teigiama, konstanta ir u > a(1 + ¢). Tuomet i§ (4.8) ir 4.5 lemos, kai
m — oo, randame

() = m0(a) 2 (1 oy ) 70 = ().

Pasinaudoje pastaraja nelygybe ir sumavimu dalimis, gauname

b

> %:a/dﬂi(u) 2(4 _102—520(1)) /dwz(u) .

€ P,
p 0 a

a<p<b
> 16 Z L (4.9)
—\4-0%2+0(1) ( P '

14+6)<p<b

Gerai Zinoma, kad su kuriomis nors konstantomis ¢ ir cp yra teisinga formule
1 s /E
Z— = loglogx + ¢; + O(e” V"), © — oo,
p<w
is kurios, kai m — oo, gauname, kad
a(14+6)<p<b p
I§ ¢ia ir (4.9), kai m — oo, isplaukia nelygybeé
1_1-0*/1 log(1+d)\1 1
30 sof)
2y - g )m
a<p<b
Prisimine (4.7), kai § yra pakankamai maza konstanta, i§ ¢ia gauname, kad
1
d — <o (4.10)
m
m¢A
Aibe A uzrasome pavidalu

A={an}, a1 <ay<...

Tuomet (4.10) rodo, kad
lim =™ = 1. (4.11)



Taciau 18§ aibés A apibrézimo matome, kad egzistuoja tokia seka {¢,,}, kad

(am - i)ﬁ <én < (am + i)ﬁ (4.12)

ir [k(&,)| < e o, I8 dia ir (4.11) iSplaukia, kad

Em

lim % = 3 (4.13)
m—oo M
ir
log |k
lim sup log [k{&m)]| < -1 (4.14)

4.13) lygybeé yra 4.4 lemos 3° salyga. Be to i§ (4.12) turime, kad
g
p
|§m - £n| > |am - a/n’ﬁ — 5 > 63|m — n|

Taigi 4.4 lemos 2° salyga taip pat yra iSpildyta. Gauname, kad visos 4.4 lemos salygos
yra patenkintos, todél i§ (4.14) randame, kad

log [k(r)| _

lim sup < -1. (4.15)
r—00
Tac¢iau pagal 4.6 lema, jei k(z) # 0, tai
log |k
hm Sup M > _1’
r—00 r

kas priestarauja (4.15) nelygybei. Vadinasi turi buti k(z) = 0. Diferencijuodami §ia
lygybe ir imdami z = 0 gauname, kad

/srd,uul(s) =0, r=0,1,2,....

C
Sios lygybés ir mato pu~! apibrézimas parodo, kad

/srdu(s) =0, r=0,1,2,....
C

Taigi gavome, kad yra patenkinta 4.3 lemos 1° saglyga. Be to galioja ir §ios lemos 2 salyga,

nes i§ funkcijos g,(s) apibrézimo turime, kad eiluté

ng(s)

konverguoja erdvéje H (D). Aisku, kad 4.3 lemos 3° salyga taip pat galioja, nes su

kiekviena kompaktine aibée K C D

> sup lgy(s)[* < oo.

K
pse
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Vadinasi gavome, kad seka {g,(s)} tenkina visas 4.3 lemos salygas. Todél visy
konverguojanciy eiluciy

ng(s)ap, |ap| =1,
P

aibé yra visur tir§ta erdvéje H (D). Lema jrodyta.
Dabar, remdamiesi 4.2 lema, jrodysime tvirtinima apie 3.1 teoremos ribinio mato

Pp,, atrama. Primename, kad mato P, atrama yra tokia minimali uzdara aibeé, kad

E

Pr.(s) = 1. Aibé S yra sudaryta i§ visy tokiy elementy x € H(D), kuriy kiekviena
aplinka G turi savybe P, (G) > 0. Apibréziame aibe

S={ge€ H(D):g(s) # 0 arba g(s) = 0}.

4.7 teorema. Mato Pr,, alrama yra aibé S.
Prie$ jrodydami 4.7 teorema suformuluosime dvi lemas.
4.8 lema. Tarkime, kad {X,,} yra tokia H(D) - reikSmiy nepriklausomy atsitiktiniy
elementy seka, kad eilute
> X
m=1
beveik tikrai konverguoja. Tada tos eilutés sumos atrama yra visy tokiy elementy

g € H(D), kuriuos galima uzrasyti konverguojancia eilute

g = me> fm € SXm7

m=1
aibés uzZdarinys.

Lema yra 1.7.10 teorema i$ [5].

4.9 lema. Tarkime, kad {g,(s) : n € N} yra analiziniy srityje D funkcijy seka
ir, kai n — oo, fu(s) — f(s) tolygiai konverquoja srityje D. Tegul f(s) # 0. Tada
vidinis srities D taskas sy yra funkcijos f(s) nulis tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia
seka {S, € D}, konverguojanti i s, ir fn(s,) =0, kai n > no(so).

Lema yra vadinama Hurvico teorema, ji yra 6.5.6 lema i [4].

4.7 teoremos jrodymas. Mes turéjome, kad {wp(p) : p € P} yra
nepriklausomy atsitiktiniy dydziy, apibrézty tikimybinéje erdveéje
(Q, B(U,), m%) seka. 1§ ¢a, naudodami o skyrelio pradzios Zymenis, turime, kad
{fo(s,wn(p)) : p € P} yra nepriklausomy f(D) - reiksmiy atsitiktiniy elementy, apibrézty
tikimybinéje erdvéje (Qp, B(Qn), m%) seka. Kiekvieno atsitiktinio elemento f,(s,ws(p))
atrama yra aibeé

{g € H(DM) : g(S) - fp<87a)7 ‘a| = 1}'
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Todél pagal 4.8 lemg turime, kad H (D) - reiksmio atsitiktinio elemento
1Og LE(S’ wh) = Z fp(57 wh(p))
P
atrama yra visy konverguojanciy eiluciy

pr(57ap)> |a,| =1,

aibés uzdarinys. Pagal 4.2 lema, $i aibé yra visur tirSta erdvéje H(D). Atvaizdis u :
H(D) — H(D) duotas formule u(g) = e%, g € H(D), yra tolydus ir log Lg(s,ws)
atvaizduoja i Lg(s,wp), o H(D) atvaizduoja S\{0}. I§ ¢ia turime, kad atsitiktinis
elementas Lg(s,wy) priklauso aibei S\{0}. Taciau pagal apibrézima atrama yra uzdara
aibé. Kadangi pagal 4.9 lema uzdarinys m = S, tai elemento Lp(s,wy) atrama
priklauso aibé S. Is kitos pusés, atsitiktinis elementas Lg(s,wy,) yra beveik tikrai konver-

guojanti nenuliniy daugikliy sandauga, todél vél pagal 4.9 lema gauname, kad beveik tikrai

elemento Lg(s,wy) atrama priklauso aibei S.

Pagal apibrézima, mato Py, atrama S p,, Vyra atsitiktinio elemento
Lg(s,wp) atrama. Taigi jrodéme, kad S C Spy, ir Sp,, C S. I8 ¢la gauname, kad
Sp,, =S5. Teorema jrodyta.

Pries 4.1 teoremos jrodyma pateiksime dar porag lemy.

4.10 lema. Tarkime, kad P,,n € N ur P yra tikimybiniai matai kurioje nors
metrinéje erdvéje (S, B(S)) ir kain — oo P, silpnai konverguojq j P. Tuomet su kiekviena
atvira aibe G C S

liminf P,(G) > P(G).

n—oo

4.11 lema. Tarkime, kad K yra kompaktiné kompleksinés plokstumos aibé turints
Jungyjs papilding. Tuomet kiekviena funkcija g(s), kuri yra tolydi aibéje K ir analiziné
jos viduje, yra tolygiai aibéje A aproksimuojama daugianariais nuo s.

Lema yra vadinama Mergeliano teorema. Jos jrodyma galima rasti [8].

4.1 teoremos jrodymas. 1§ pradziy, tarkime, kad funkcija f(s) turime ne nulj

analizinj tesinj j juosta D. Apibréziame aibe

G ={geG:suplg(s) - f(s)] <e}.

Aibé G yra atvira, be to, pagal 4.7 lema funkcija priklauso mato Py, atramai. Todél i3

mato atramos savybiy ir 4.10 lemos iSplaukia, kad

li]%n inf py(sup |Lg(s +imh) — f(s)] <€) > P, (G) > 0. (4.16)
00 seK
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Dabar tegul funkcija f(s) tenkina 4.1 teoremos salygas. Tuomet pagal 4.11 lema egzistuoja
toks daugianaris p(s), p(s) # 0 aibéje K, kad

sup | f(s) — p(s)] < T (4.17)

Fiksuojame tolydzia logaritmo log p(s) Saka. Tuomet vél pagal 4.11 teorema egzistuoja
toks daugianaris ¢(s), kad

sup [p(s) — e1®)] < =

seK 4
I8 ¢ia ir (4.17) i8plaukia, kad
q(s) as) €L € _ €
sup [f(s) — e®¥| <sup |f(s) — p(s)| +sup[p(s) —e®™| <~ + - = 5. (4.18)
seK seEK sEK 4 4 2

Kadangi e?(®) £ 0, tai i (4.16) gauname, kad
lim inf yu(sup | Lg(s + imh) — 1] < E) > 0.
N—oo seK 2

Pastaroji nelygybé kartu su (4.18) jrodo teorema.
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ISVADOS

Elipsiné kreive E vir§ racionaliyjy skai¢iy kuno QQ yra apibréziama VejerStraso
lygtimi
y* = 2° + axr + b, a,be’.
Laikysime, kad kreivés E diskriminantas A = 16(4a® + 27b?) # 0. Tuomet kreive F

néra singuliari. Magistro darbe yra nagrinéjama L funkcija, susijusi su elipsine kreive F.

Tarkime, kad p Zymi pirminius skai¢ius, o v(p) yra lyginio
yv=2"+ar+b (modp)
sprendiniy skaic¢ius. Apibréziame

Ap) =p —v(p).

3

Elipsinés kreivés L funkcija Lg(s),s = o + it, pusplok§tuméje o > 5 yra apibréziama

Oilerio sandauga

o= T1(0-22) 040 )

plA A

Magistro darbe yra jrodyta diskreti universalumo teorema elipsiniy kreiviy L funkci-
joms.

Teorema. Tarkime, kad exp{%} su kuriuo nors sveikuoju k # 0 yra racionalusis
skaicius. Tegul K yra juostos D = {s € C: 1 < o < %} kompaktiné aibé, turinti
Jungugi papilding, o funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi nuliuvi aibéje K ir analiziné jos
viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

liminf uy(sup |Lg(s +imh) — f(s)| <€) > 0.
N—o00 seK
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Universality of L - functions, of elliptic curves. Discrete case

SUMMARY

Let E be an elliptic curve given by the Weierstrass equation
2 _ 3
y " =z2"+ar+0b, a,bel.

We suppose that the discriminant A of E is distinct from zero. For each prime p, denote

by v(p) the number of solutions of the congruence
v’ =2° +ar+b (mod p),
and define

Ap) =p —v(p).

The L - function of Lg(s),s = o +it, of the curve FE is defined, for o > %, by

Ls(s) =H<1—%)1H(1—@+ 1 )

S 2s—1
plA plA b b

and is analytically continued to an entire function.

In the master work, we prove the universality of the function Lg(s).

Theorem. Suppose that h > 0 is such that exp{Z~} is rational for some k € Z\0.
Let K be a compact subset of the strip {s € C:1 <o < %} with connected complement,
and let f(s) be a function continuous on K and analytic in the interior of K. Then, for
every € > 0,

liminf py (sup |Le(s +imh) — f(s)] <€) > 0.
N—o00 seK
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