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IVADAS

Darbo tikslas — susipazinti su Kulbako-Leibliero ir Censovo-Salichovo informacijy
taikymais.

Uzdavinys: IStirti keliy hipoteziy tikrinimo, optimaliy kriteriju tikimybiniy klaidu
asimptotinj elgesi.

Parametry {vertinimo ir hipoteziy patikrinimo uzdaviniai yra svarbiausi matematinéje
statistikoje. Tiksliis sprendiniai galimi tik specialiais atvejais, todél asimptotiniai metodai leidzia
sukurti statistines procediiras, kuriomis galime gauti asimptotiSkai efektyvius jverCius arba
optimalius kriterijus. Le Kamas [2] atskleidé glaudu rysi tarp asimptotiniy statistikos uzdaviniy ir
tikétinumo santykio logaritmo elgesio, did¢jant steb¢jimy apimciai. Todél nattralu, kad XX a. 6
desimtmetyje buvo jvesti Kulbako [10, 11] Cernovo [4] atstumai, taikomi hipoteziy tikrinimo
teorijoje. Statistiniy hipoteziy tikrinimo uzdaviniuose taikomos dvi procediiros gaunant
optimalius kriterijus. Geriausiai iStirta, galétume vadinti galingiausiu kriterijy procediira, kada
tikrinant dvi hipotezes apribojama vienos rusies klaidos tikimyb¢, o kitos risies klaidos tikimybg
stengiamasi sumazinti. Tokios procediiros iSsamiai apraSytos Lemano monografijoje [15], o
kriterijai vadinami Neimano-Pirsono vardais. Pagal antra procediira stengiamasi sumazinti
didziausia 1§ visuy rusiy klaidy tikimybes. Statistiniai kriterijai, tenkinantys antraja procediira,
vadinami minimaksiskais.

Pirmasis asimptotines procediiras, hipoteziy tikrinimo uZzdaviniuose, kai stebimi
nepriklausomi ir vienodai pasiskirste dydziai apras¢ Cernovas [3]. Toliau tos idéjos gilinamos
Censovo [4] ir Salichovo [14].

Kai stebéjimy prigimtis yra sudétingesné maksimalaus tikétinumo statistinius kriterijus
intensyviai tyré J. Linkovas [16], o minimaksiskus V. KaniSauskas [7]

Siame darbe stengiamasi uzpildyti tarping grand; tarp seniausiy Cernovo ir Censovo darby
ir naujausiy Linkovo ir KaniSausko, nagrin¢jant sudétinga polinomin; skirstinj. Reikia pastebéti,
kad asimptotiniaime paprastyju hipoteziy tikrinimo uzdavinyje, stebint polinominio skirstinio
imtj, Salichovas [14] savo darbe pateiké tik galutinius rezultatus, kurie musy darbe pilnai
1Svedami ir paaiSkinami.

Magistro darba sudaro: jvadas, teorija, pagrindiniai rezultatai ir literatiira. Teorinéje dalyje
trumpai supazindinama su pagrindinémis polinominio skirstinio savybémis ir sasajomis Su
Helingero integralu bei informacijos atstumais. Dalyje ,,Pagrindiniai rezultatai* yra pristatomos

gautos formulés bei jy pritaikymo galimybés. Darbo pabaigoje pateikiamos iSvados.



1. TEORIJA

1.1. Absoliutinis maty tolydumas

Imkime tikimybing erdve (W,B,P) ir atsitiktini dydi X = X (w), wTW. Sakykime, kad

funkcija g(x) = g(x,, X,,..., X, ) yra tolydi pagal visus savo argumentus.

1 Apibrézimas: Jei i§ lygybés r{(A)=0, ATA, iSplaukia j(A)=0, tai sakoma, kad matas
r yra absoliugiai tolydus mato j atzvilgiu. Zymime r << j .

Teorema: (Radono-Nikodimo). Jei g ir r yra matai iSmatuojamojoje erdvéje {W, A},
matasJ yra S — baigtinis, 0 matas r— absoliuc¢iai tolydus mato jJ atzvilgiu, tai egzistuoja
neneigiama A — i$matuojama funkcija f, kiekvienai AT A tenkinanti lygybe

r(A) =0 f(W)j(dW).

Jei ir matas r yra s — baigtinis, tai funkcija f yra beveik visur baigtiné. Jei be funkcijos f yra dar
ir kita A — iSmatuojama funkcija g, visoms AT A tenkinanti lygybe
r(A) =0 f(W)j(dW),
A
tai funkcijos f ir g yra beveik visur lygios mato j atzvilgiu.

Funkcija f teoremoje daznai vadinama mato r Radono-Nikodimo i§vestine mato J

atzvilgiu ir Zymima 4 Ji turi daugeli paprastos klasikinés analizés nagrin€¢jamos iSvestinés
J
savybiy.
Jei g ir r yra du baigtiniai tikimybiniai matai, nusakyti formulémis:
J(A)= &plx), ATB(X), kur X ={x,,X,,....x, },

i TA
¢ia p(xi >O), i=12,..,n;

r(A)=

) Qo

aly,), ATB(Y), kur Y ={y,,y, ... v, },

A

=<
-

Cia q(yl)> 0,i=12..m,tada r<<j,ty. x, =y,, m=n. Siuo atveju galime rasyti

r(A)= ‘ig((i'l))gp(x,) ir OI—'_’(x): M xTX.

> Qe

iiX;



1.2. Helingerio integralas

Tarkime, kad (X“,B”,{Pln, PZ“}), n30 - binariné statistiniy eksperimenty Seima su
stebéjimais X" T X", H," ir HJ — dvi paprastos hipotezés, reiskiancios, kad stebéjimai X" turi
tikimybini mata P"ir P, atitinkamai.

Sakykime, kad macioje erdvéje (X“,B”) turime tris tikimybinius matus R", P},
Q"tokius, kad P"<<Q", i=12, "nTN. Tada tikimybiy maty P ir P, aT[01] eilés
Helingerio integralu vadiname dydj

_‘I_Egzél(zln > 0),a =0
(@)= R Py = Feslar 27 2T 0)
%Engl(zg > 0),a =1

kur ES— matematinis vidurkis mato Q"atzvilgiu, 1(A) - aibés A indikatorius, z]

TR
i=12.

Jei turime steb¢jimus X" = (Xl,Xz,...,Xn), kur X, X,,..., X, yra nepriklausomi, vienodai
pasiskirste atsitiktiniai dydziai apibrezti tikimybingje erdvéje (X,B) su nezinomu skirstiniu P,,
g TQ, o macioje erdvéje (X,B) apibréztas matas Q toks, kad P; <<Qi=12,.,r, kur
q,,....q, yra fiksuoti taskai i§ Q.

Tada a T[0,1] eiles Helingerio integralas tarp maty P = E)EAIIZ'AI?B ir B = I?EAII-Z'ALES :

n

N

Hi(a)=H,(0.q,.a)=E3(z ) ;) =§(‘) pf (x)p} (X)Q(dX)g ,

1.3. Hipoteziy tikrinimas

SusipaZinsime su pagrindiniais principais, kuriuos pateiké A. Aksiomaitis [1] hipotezéms
tikrinti.
Bet koks teiginys apie tikraji imties X skirstinj P* vadinamas hipoteze.

Dazniausiai tikriname dvi hipotezes:



H,:P* =P, H,:P* =P
(uzrasas P* =P, reiskia teigini: tikrasis X skirstinys P* yra P).

Statistine hipoteze vadiname bet kuria prielaida apie neZinoma generalinés aibés
(atsitiktinio dydzio) tikimybiy skirstinj. Skirstiniy klasé daznai yra zinoma (normalioji,
eksponentiné, Puasono ir t. t.), taciau priklauso nuo vieno ar keliy neZinomy parametruy.

Prielaida apie tikimybiy skirstinio parametry reikSmes vadiname parametrine hipoteze.
Parametring hipotezg vadiname paprastaja, jeigu ji nusakoma viena parametro reikSme. PrieSingu
atveju hipotezé yra sudétingoji. Sakykime, zinome, kad atsitiktinis dydis X ~ N(m,s). Tada
hipotezé m = m,yra paprastoji, 0 hipotez¢é m >m, — sudétingoji. Viena i§ galimy hipoteziy,
dazniausiai mums ypac¢ reikSminga, vadiname pagrindine arba nuline hipoteze ir Zzymime H,.
Hipoteze, prieSinga nulinei, vadiname alternatyvigjq hipoteze arba tiesiog alternatyva, ir zymime
H, (H,).

Tarkime, turime imtj (X Lreees Xn), gauta stebint atsitiktini dydi X, kurios tikimybiy
skirstinys priklauso nuo parametro g. Reikia patikrinti nuling hipotez¢ H,:q =¢q, Ssu
alternatyva H, :q = g,. Laikydami, kad H, teisinga, parenkame statistika G = Gn(Xl,..., Xn),
kurio tikimybiy skirstinys yra zinomas arba aproksimuojamas zinomu skirstiniu. Statistikos
galimy reikSmiy aib¢ R suskaidome { dvi sritis: K ir R \ K. Hipotezg H,tikriname tokia
procediira: jei sudarius konkre€ia imt] (xl,..., Xn), statistikos G, reikSmeé patenka i sritj K, tai
hipotez¢ H, prieStarauja imties duomenims ir yra atmestina, o jei i sritif R \ K — hipotezé yra
suderinta su imtimi ir priimtina. Srit{ K — hipotezés Hjatmetimo aibg vadiname Kkritine sritimi.

Pirmos riisies klaida — atmesta teisinga hipotezé H,. Sios klaidos tikimybé a lygi
tikimybei, kad statistika G, pateks i kriting sriti K, kai H teisinga:

a=P(GTK|H,).

Antros ritsies klaida — priimta klaidinga hipotezé H,. Sios klaidos tikimybé b lygi
tikimybei, kad statistika G, nepateks 1 kriting sritj K, kai H, klaidinga (teisinga alternatyva
H, (H,)):

b=P(G, TK|H,)=1-P(G, TK|H,).
Biity idealu, jei & =0 (niekada neatmestume teisingos hipotezés) ir b =0 (nepriimtume

klaidingos hipotezés). Nenorédami atmesti hipotezés H,, parenkame maza pirmosios klaidos



tikimybe a (jos statistinés reik§més gali bati 0,1; 0,05; 0,01). Tokius kriterijus vadinsime
reikSmingumo kriterijais, o tikimybe & — reik§smingumo lygmeniu.

Tarkime, kad H, yra klaidinga, o alternatyva H, — teisinga. Tikimybg atmesti klaidinga
hipotez¢ H,, kai teisinga alternatyva H, (antros rusies klaidos nebuvimo tikimybg),
1-b= P(GnTK | Ha) vadiname reikSmingumo kriterijaus galia. MaZesng antrosios risSies
klaidos tikimybe b atitinka didesne kriterijaus galia. Kriteriju, kurio reikSmingumo lygmuo a,
reikia parinkti taip, kad kriterijaus galia biity kuo didesné. Didziausia galia turintj kriterijy
vadinsime galingiausiu.

Parametrinés hipotezés tikrinimo reikSmingumo kriterijaus algoritmas:

- Formuojame nuling hipotez¢ H, ir alternatyva H,.

- Parenkame reikSmingumo lygmen; a .

- Laikydami, kad H, yra teisinga, imties (Xl,..., Xn) pagrindu apibréziame statistika
G,=G,(X,,...., X, ) ir apibadiname jos skirstin{.

- Parenkame Kkriting sritj K.

- Priimame sprendima: jei statistikos G, konkreti realizacija g, TK, hipotezé H,
nesuderinama su imties duomenimis ir yra atmestina, o jei g, T K, hipotezé yra suderinama su

stebéjimo duomenimis ir priimtina.

1.4. Polinominis skirstinys

Turime nepriklausomu bandymuy seka tokia, kad kiekviename bandyme gali jvykti
nesutaikomi jvykiai A, A,,...,A.. Ivykio A tikimybé kiekviename bandyme lygi p, >0
(p1 +p,t..tp = 1) ir nepriklauso nuo kity bandymuy rezultaty. Per m bandymy ivykusiy ivykiy
A skaiCiy zymime X,, i=12,....,k . Tada atsitiktinio vektoriaus X = (Xl,...,Xk_l) tikimybinis
skirstinys vadinamas polinominiu ir Zymimas X ~ P(m, [ pk).

m! me o m,
P(Xl = m11 XZ :mZI--., Xk—l = mk_l): W pl pk y

kurm3m 30irm+..+m =m.



1.4.1. Polinominio skirstinio taikymas

Tarkime, kad turime statistiniy eksperimenty $eima (X”,B“,P“), nTN su stebéjimais
X" = (X, Xy X, )T X", kur X, X,,..,X, yra nepriklausomi atsitiktiniai ~vektoriai
X; = (Y1 Y 2,...,Yk_l) turime polinominj skirtini:

m!

P(Yl — mj_lYZ :mz,---,Yk_]_ = mk-l) = ml!mk!

m m
PPt

kur m+..+m.=m ir p+p,+..+p =1, p, i=L..kyra tikimybés. Zymésime
X ~P=(p,, pyrer P, M).

Tikriname r paprastyjy hipoteziy H':P" =R", i=1..,r.

Teorema. Kulbako-Leibliero atstumas sukonstruotas pagal polinominj skirstini

P = (pli s P, e Py ,m), P, = (plj Py e Py ,m) turi tokj pavidala:

I(Pi,Pj): mgpll In&,
1=1

I
kuri®j,i,j=212,..,r.
Teorema. aT[O,l] eilés Helingerio integralas, sukonstruotas pagal du polinominio
skirstinio tikimybinius matus P" ir P;" turi pavidala:
n n n % : a -a (‘jmxn
H..(a):H(P P a):gép p; %+
€

ij [ ti Mg !
t=1 [’}

kuri® j,i,j=212,..,r.

1.5. Kulbako atstumai

Susipazinsime su pagrindinémis savokomis ir Kulbako atstumy savybémis, kurios pateiktos
[10] knygoje.
1 apibrézimas: Turime dvi tikimybines erdves ( ¢ ,B,m) (¢,B,m) su elementais XT ¢ ir

ju s -algebromis B.
Tarkime, kad egzistuoja matas 7 toks, kad I~ m_, I~ m,. Tai reiskia, kad pagal Radeno

— Nikodimo teorema, egzistuoja tankis f,(x), kad

m(E)= f.(x\)dI(x),i=12, ETB



zymeésime
f.(x) = %(X) arba dm, (x) = f,(x)d/(x) .

Kartu galioja formulé:

dv dv dm
(1).

X
drl dm df
Cia (1) nurodo kurio mato atzvilgiu galioja lygybeé.
3 apibréZzimas: Informacijos kiekis maty m ir m, atzvilgiu aibés E, kai m (E)>0

apibréziamas formule:

s log f.(x) dm, (x) =

11:2,E) = mj_(E)g f,(x) m (E)

L 3 f.0log fl();) dI(x).

f2(x)
Kai m,(E) =0, tada si lygybé lygi 0 su dm,(x) = f,(x)dI(x).

Kai E yra visa erdvé ¢, tada zymime 1(1:2).
Taigi pagal apibréZima

11:2) = fl(x)log%dl(x) ir 1(2:1) = fz(x)log%dl(x).

IS Cia iSplaukia, kad

~1(2:1) = § f,(¥)log fl(’;) dI(x).

f2(x)

Kartu su atstumu 1(1;2) apibrésime atstuma J(1,2) pagal formulg:

J@12)=1(L:2)+1(2:1) = §(f,(x) - f,(x)log :1(())(())dl(x).

1.51. 1(1:2) ir J(1,2) savybés

1 Teorema: Atstumas I (1: 2) yra adityvi funkcija nepriklausomuy atsitiktiniy ivykiy ar
dydziy atzvilgiu t. y., jei X ir Y yra nepriklausomi jvykiai, tai
IL:2;X,Y)=1(@Q:2;X)+1(1:2}Y).
Si formulés i¥plaukia i§ vektoriaus (X, Y) tankio i$siskaidymo dél nepriklausomybeés. T.y.
fi(x,y) = g; (¥)h; (y)

10:2:X,Y) = 06 9log- 0 1, ) = 0, 0o, (log 2 I am(gav(y) =



- ogl(x)loggl—((xxidm(x) +ohl(y)log%dv(y) S 1@ 2X) +1(1:2Y),

cia
d/(x,y) =dm(x)dv(y)ir gg;()dm(x) =1, gh;(y)dv(y) =1 i=12.

Jei dydziai X ir Y yra priklausomi, tai adityvumas vis tiek islieka atzvilgiu salyginiy informaciju:

10:2:X¥) = 0 log-2 e ey = 3, 001og 2 0, 005, (v 10 1oL

kur g, (x) = f(x y)dy, hi(y|x) = fi(xy)/g,(x), i=12.

Cia salyginé informacija apibréziama formule:

1(L:2,Y | X = %) = gh,(y] X)log 218’/")3 dy .

Pastebime, kad
IQL:2Y [ X)=E(@L:2Y[X=x)=09,)I(1:2}Y | X =x)dX,
kur 1(1:2;Y | X = x) gali bati apibrézta kaip salyginé informacija Y, kai X = X.
2 Teorema.
IL:2;X,Y)=11:2,X)+1(L:2Y | X)=1(L:2Y)+1(1:2; X |Y).
3 Teorema . Bet kuriems matams /m ir m  1(1:2) 30 su lygybe, tada ir tik tada jei ju
tankiai lygts, t. y. f,(x) = f,(X).
ISvados:

5 £, 00d1(x)

f.(x) 0 m, (E)
f,(x)] df f. (x)d/ L — | ,
1) 0 (%) ogf() (x) 3 §0 L (X) (x)ﬂ ogOf 004100 = m,(E) ong(E)

f,(x) _ m(E)
f,(x) m,(E)
2) Jeigu E;TB,i=12.., E 1E,=0,i1 jir x=E,E,, tai yra suskaidoma erdvé x

nuo /(E) >0, su lygybe tada ir tik tada, kai [N xTE.

1 susikertancias aibes E,, E,,.... Tada teisinga nelygybe

ml(Ei)
m2 (EI) ,

I(1:2)3éml(Ei)Iog

f,() _ m(E)

= [N, xTE,,i=12,..
f,(x)  m,(E)

su lygybe tada ir tik tada, kai

10



3) a) I@:2Y,X)31(1:2;X)sulygybe tada ir tik tada, kai 1(1:2;Y|X)=0;
b) 1(1:2;X,Y)31(:2;Y) su lygybe tada ir tik tada, kai 1(1:2; X |Y)=0;
c) 1(X:2;X|Y)31(@1:2;Y | X)sulygybe tada ir tik tada, kai 1(1:2;X)=0;
d) 1(1:2;X,Y)31(1:2; X |Y)su lygybe tada ir tik tada, kai 1(1:2;Y)=0.
Kadangi J(1,2) = 1(1:2) +1(2:1), tai analogiSskos savybés galioja atstumui J(1,2):
4 Teorema. J(1,2) yra adityvi funkcija nepriklausomy atsitiktiniy jvykiy X ir Y
atzvilgiu, t.y. J1L,2;X,Y)=J(@L2X)+I12Y).
5Teorema. J(1,2;X,Y)=J(@2;X)+J([L2Y | X)=J(@2Y)+JI(L2; X |Y).
6 Teorema. J(1,2) 3 Osu lygybe tada ir tik tada, kai f,(x) = f,(x)[1].

ISvados
0 f.()d7(x)
\ f,(x) 3 A T E =
) (f()- fz(x))logmdl(x) go f,(x)d(x) - fz(X)d’(X)g'ogm -
m, (E)
m, (E)

= (m,(E) - m, (E))log

I(E) >0, tada ir tik tada, kai f,(x)/ f,(x) = m,(E)/m,(E)[I], XTE.
2) JeiE; TB,i=12..,E 1E =0,itjirx=UE,

ml(Ei)
m, ()

tada ir tik tada, kai f,(x)/f,(x) = m (E;)/m,(E)[ 1], xTE,, i =12,....
3) a) J(1L,2;X,Y)3J(12; X) tada ir tik tada, kai J(L,2;Y | X)=0;

J(L2) 3 é(ml(Ei)— m, (E;))log

b) J(1,2;X,Y)3 J(1,2;Y) tada ir tik tada, kai J(1,2;X |Y)=0;
c) J(L2;X,Y)3 J(1,2;Y | X) tada ir tik tada, kai J(1,2;X)=0;
d) J(L2;X,Y)3J(L,2; X |Y) tada ir tik tada, kai J(1,2;Y)=0.
7 Teorema. J(1,2;X)3)(1,2;Y), tada ir tik tada, kai f,(x)/f,(x) = g,(T(x))/g, (T (X)) 1.

11



2. PAGRINDINIAI REZULTATAI

2.1. Cernovo-Salichovo informacijos rySys su hipoteziy tikrinimu.

Tarkime, kad turime statistiniy eksperimenty $eima (C", B", Pqn ,qTQ), n30, kur Qyra
abstrakti aib¢, su stebéjimais X" T ¢". Pasinaudodami $iais stebéjimais tikriname tris paprastas
hipotezes:

H,:g=q,.,H,:9=q,, H;:q =g,
kur g tikroji parametro reikimé. Sioms hipotezéms tikrinti naudosime statistinj kriterijy
d": c" ®R® kur R® yra aibé vektoriy d" = (dln,dzn,d;),
d'30,d'+d; +d] =1. (1)
Kartu naudosime a T[0,1] eilés Helingerio integrala tarp maty P, ir Pq';:
HM(a)=H,(g,.9.,a)=E] (zi")(z?)l'a, aT[0]] )

Tarkime, D"yra aibé visy statistiniy kriteriju. Kartu zymésime a; (0’ ”): Eld] (X ”) -
tikimybé priimti H;, kai teisinga hipotezé H;, i =1,2,3, kur E[Zymi matematini vidurki
atzvilgiu mato P,

Ivedame tokias salygas:
Al. Su visais i =1,3 ir n TN laikome, kad
Pe ~ Pa -
A2. Egzistuoja funkcija )/, tokia, kad y, 6K ®¥ kai n®¥, ir grieztai iskilioji ir

diferencijuojama funkcija c; (a) tokia, kad visiems a = [0,1], I, j= 13,it J egzistuoja riba

limn™InH; (@)=c;(a). 3)
TEOREMA:
Tegul salygos Al ir A2 biina patenkinamos, tada
- -1 - _ .
rI&@rrgén [ljgg Inilmax a; (@)= - .min Ji (4)
i,jllTl ..... 3] i,jTL...3]
kur
-J; :‘J( i’qj):Cij(ao):0i<r;tlcij(a)<o' (5)

J; vadinama Cernovo-Salichovo informacija [3, 13]
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Irodymas: Apibrézkime maty Seima Q" 2 aT[O,l], I j= 13

" p{aL,}
dQy = el gpr (6)
H; (a)
kur L =InZJ =In—"
gq;
Pagal salyga A2 ir (lema VI11.3.2 R.S. Ellis [5]) turime
Qa) - limy 'L =ct(a,)=0, )

kur Q;(;” - lim,o, reiskia konvergavima pagal tikimybg.
IS (6) lygybés turime

L, =-alj +InHj(a), ®)
kur L® o, =IndP; /dQ;¥ .

Pagal (7) 1S (8) lygybés gauname

n,ij -1 n - _
Q) —lmn™Lio ==y 9
IS (6) ir (2) lygybés turime
. expja-1 Ln
doni = p{—’} dP;. (10)
H;(a)
IS (10) lygybeés isplaukia
L', =@-a)Li +InH](a) . (11)

.}
IS (9) ir (11) lygybiy gauname
QM —limn?'L" , =-J. . (12)

& ey CiQl i
Tai reiskia
DI =" T L (x")+3,2-ef.
I$ (12) lygybés isplaukia, kad e >0ir g >0,
Qui(e"/Dri)<g, (13)

visiems n>n, =n,(g,e).
I§ (1) lygybeés, kai laisvasis narys ¢" T D", gauname
Eggodl“(x )+ +ED b aF (x")=1.

Akivaizdu, kad
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a,(a")=E'd} (x")= g, a7 (X" JexplLy, J2 EG, @ (X" (X" TDI JexplLy, (X7)). (1)
kur 1(A)zymimas aibés A indikatorius.

Tegul max Eg, df (X")=1/r. Tada is (13) ir (14) lygybiy turime
T

Ijl{l ..... 3}
_max a; (d“)3gl—g9exp_l’_—n_lmin Ji —neg. (15)
| FL.3) er 0 F i3 b

Kadangi e >0 ir d" TD", jstate i (15) gauname

limn~ |nnfnln max a; (d )3— min J; (16)
R i)
I3 (7) formulés, kai e >0ir d >0, kur $ n, = n,(e,d) toks, kad
Q““q L <d)>1—e, n>n,. (17)
[ (14) istate (11), gauname
a,(d")=€g a7 (X" Jexp{t-a, )L} + InHi (a, )} (18)

Tai iSplaukia i§ (18) ir (17) lygybiy, kadangi

~

_max a; (d”)EeXp}:(l—a Jnd+ max H’ ( )y/ (19)
:,jjl‘{l ..... 3} T i,jlf{l ..... 3} b

Kadangi d > 0, pasinaudoja (19) gauname
limn™ inf In max a (d )E—_lmin J; (20)
ne¥ 1o :,ij{l ..... 3} :,jll\{l ..... 3}

Sujungia (16) ir (20) gauname (4).
Teorema jrodyta.

Pastaba: Akivaizdu, kad gauname teoremos rezultata, kai funkcija c; (a) salygose A2
apibrézta visiems a T (0,1).
2.2. Kulbako informacijos rySys su hipoteziy tikrinimu
Tikriname hipotezes
Ho:P* =P, H:P* =P
Pagal stebéjimus X :(Xl,XZ,...,Xn), kur X, X,,..,X,- nepriklausomi ir vienodai

pasiskirste atsitiktiniai dydZiai turintys skirstini P*, d statistinis kriterijus tikrinti hipotezes H,

irH,.
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Kartu jvertinsime tokia statistiniy kriterijy klasg B(b, n) = {d -a, (0’ ) <b,0<b< 1}, kurioje
aprézta antros riisies klaidos tikimybé. Cia Kriterijusd = (dl,dz) toks, kad d, 30 ir d, +d, =1,
a,(d)=Ed,(X) - tikimybé priimti hipoteze H,, kai teisinga H, . a,(d)= Ed,(X) - tikimybe
priimti hipotez¢ H,, kai teisinga H, .

Teorema: Tarkime, kad P, ~ P, . Jei tikimybiniy maty P,ir P, Kulbako informacija

I (PO, Pl)baigtiné, tai teisinga formulé

lim inf 1Inal(d) -1(P,PR,).

n®¥ d1B(b.n) N
Irodymas. Tarkime, kad X, turi tankius p,(x) ir p,(x) maty P, ir P atzvilgiu. Tada

stebéjimy X = (X, X,,..., X, ) tankis atzvilgiu P, ir P, bus

Py (%)= o (xJpo (%, )11 po (%, ) ir Py(x) = Py (x, )y (%, ), ),

dP p.(x)
Tada —2(X )= X, ), kur L
dpl( ) 99( ) g( ) po(X)
Pagal apibrézima
dP Ing%(x
al(d):Egdl( ) Ed( )dP( ):Elndl(x)e 1 :E1nd1( )eXp:n alng K (21)
) ,

Kadangi E, Ing(X,)=-1(P,,P,) < ¥, tai pagal didziujy skai¢iy désnj

" —lim= alng( )=-1(P.P,). (22)

n®¥ n
Ivedame aplinka
Uh.n)={x: f,(x)+1(R,P)>-n},

kur f (X)=

Tada i3 (22) seka, kad P,{U(h,n)}31-d, kai n3n,(h,d).
Kartu pastebime, kad pagal B(b,n) apibrézima bet kokiam kriterijui o TB(b,n) teisingos
nelygybés
Erd,(X)£D,
Erd,(X)31-b . (23)

Vadinasi, kai n 3 n, i§ (21) atsizvelge 1 (22) ir (23) gauname
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a,(d) = E7d,(X) = E7, (X Jexpfn = & In g(Xi)§3 ErI(X TU (h,n))expf- ni (P, P,) - nA}

1 i=1
3(1-b-d)exp{-nI(P,P,)-nh}.
IS ¢ia
Ilqi@ggﬁig(l;n)n‘l Ina,(@)=-1(P,P,).

Teorema jrodyta.

2.3. Taikymai su polinominiu skirstiniu

1 atvejis:

Pritaikysime praeituose skyreliuose gautas teoremas. Sakykime, tikriname hipoteze, kad
stebima imtis (X1 ..... Xn) turi polinominj skirstini, t.y.

Hy P =Py Py = Py P = Py s

Hy Py = P P2 = Pgyveen P = Py s

Hy Py = Psu Py = Py, P = Py, -

Misy atveju reikia rasti

35 =3(P.Py)= 3R =(p, P M) Py = e 2 ).

Zinome, kad J;; = inf C; (@), kur C;(a)= lim < In Ho(a).

n®¥

Hj (a) - a eilés Helingerio integralas, atitinkantis du polinominio skirstinio matus

Tada

Kk

. k 0
Cij¢(a) _ mga[(p{? In pti )pl—tajz_ pf ptlj—a In ptj ]g = mga[pi ptlj'a In pti - p? ptlj_a In ptj ]g =
t=1 =
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4 ia 2 p,
—ma Pe P [ln p, —In pt] maln@— p
=1 ptj ﬂ

t

a, = a toks, kad maln@p— Py ptla =0

t=1 t g
! a —a(j : :
Tada J;; :J( i,qj):mgépti"ptlj AL
€t=1 [’}
Pavyzdys:
Tegul hipotezes
) 1 1 1 _ 1
Hl'pl_zp §’p3_Z’p“_€’
P = ] ' P2 1 p -1 P -1
LT g 4’7 g’
H p—ip—ip—lp—l
3- M 4’ 2 4’ 3 4’ 4 4
Tegul m =100, k =4.
Pagal (16) formulg
I|m1 inf In max a; (d )
n®¥ [ ¢"TD" IJ|{123}

Ieskome a, = a i lygties

4¢€ P, C
mQ ¢In—-"p7 pt-
t:18 p‘J g
Kaii=1ir j=2
eé 16 . g 16 . . % 19
e i - < " I e
1008¢In 4+ %19 Elo +oin 310810 0 5 4.8
e§ 1645 €2y g 1435 ¢8y g 1z
B 29 8o 49
kai a =0,49, tada - 0,711 =0 - netinka,
a =05, tada -0,333=0 - netinka,
a =0,51, tada 0,046 =0 - tinka.
Radome a, = 0,51, ji istatome | lygti
? 1-0,51
J, =, =100 %i? 19 _I_glo 910 %10
edy e2ﬂ e3g 68y edy

17

.1-0,51
‘210

45

a ~l-a

w Py =

% 1¢ U
- . a u
+oln 8210 B0 g
§ 1269 ¢85
8o !
1-0,51
0
%10 10 F2952.
§6g €85 P



Kaii=1ir j=3

ég 10 % 1¢ % 19 % 19 lq
A — — T .a — = .a — T .a -a ||
TR U U T S S ST W 1 0 LI O L 1
e§ 1‘64121 Edyg g 1:63g é4g § 164y e4y g 1664 é45
88 4y 49 49 4y g
kai a = 0,48, tada - 0,085 =0 - netinka,
a =0,49, tada - 0,029 = 0 - netinka,
a=0,5,tada 0,028 =0 - tinka.
Radome a, = 0,5, ji istatome { lygti
? 5 1-0,5 .05 .1-0,5 .05 .1-0,5 .05 .1-0,5 0
3, =3, =100620 10, elovelo T alovelo T al0 e1l0 R gg 55
edg edyp e3p edyg €4y edo §6g 49
Kaii=2ir j=1
é% 10 %a 10 % 10 % 19 u
8 — -a — — = .a 1
100sen 2:810°2 L8 ¢y, § 2lo'a10” ¢4 %39 %510 " ign8aldElo i
eg 1‘6215 4g g -e80 i35 g 1:€4g ¢4y § 1:68g €65 ¢
8 45 49 60 a
kai a =0,4, tada - 3,493=0,
a =0,49, tada - 0,046 =0 - tinka.
Radome a, = 0,49, ji istatome | lygti
® 1-0,49 .1-0,4 .1-0,4 1-0,49 0
STRENPSIE ExlN LIS U N T T L
€29 ¢4y €8g €3¢ edg edyp e8g €6s
Kaii=2ir j=3
é% 16 g 1¢ g 19 g 19 1@
-a — = .a - a — - .a -a |
100k 2-820°2 10" | 8ael0e 10 ¢y 4 a10%e107" o) a0 10
eg 1-e2ﬂ §4p g 1:88g é4y g 1:84g 249 g 1685 &40 |
88 4o 4y 49 4 a
kai a =0,49, tada - 0,34 =0 - netinka,
a=0,5,tada 0=0 - tinka.
Radome a, = 0,5, ji istatome { lygti
P .05 1-0,5 .05 .1-0,5 0,5 .05 .1-0,5 0
3, =3, =10065=0 ELO 1o el %10 %10 +ELOEL0 e 9571,
€2g é4y €8g edy edg 4y €8s eds
Kaii=3ir j=1
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ég 10 % 16 . g 10 . % 16 . U
e - e .a Li-a —_— .a Li-a i .a Li-a u
PV ST A ST Ul Y U TU AUt
e§ 1‘64121 Edyg g 1:24g ¢3¢ § 164y e4y g 1:24g é6g
88 4y 39 49 60 g

kai a = 0,495, tada - 0,057 =0 - netinka,
a =05, tada -0,028 =0 - netinka,
a =0,503,tada -0,011=0- tinka.

Radome a, = 0,503, ji istatome { lygti

%100503 101 0,503 100503 101 0,503 %100503 101 0,503 @100503 101 05039
Jy = Ja =100k6—+ ¢~ veoe €2 L S P
§45  &4g 45 &3g 45 &4g §45 &69 p
Kaii=3ir j=1
é% 19 %a 16 % 16 %a 1§ . u
19721 19%e1¢ 19721 1¢%21¢ U
100keIn 4-210"2187 ¢, Aug 0" L4 M_eg 0 L) A-ug 0 "0,
eg 1-e4ra 62g g 1: ey €8y g 1649 edg g 1:e 7 885
B 29 8 49 8o v
kai a =0,499, tada - 0,034 =0 - netinka,
a=0,5,tada 0=0 -tinka.
Radome a, = 0,5, ji istatome { lygti
1-0,5 .05 .1-0,5 .05 .1-0,5 .05 .1-0,5 0
3, =3, =100 %19 %19 +E10 elo  elorele w10 ele 2 g9y
edg €2y edg €8y edg el edg €89

Matome, kad minimaksiSkas trijy paprasty hipoteziy klaidy tikimybiy apatiné riba

eksponentiskai mazeja kaip

max(a12 (d)’ A (d)’ as (d)’ Ay (0’), as (d), Az (d)) =€

12,3

-nmin J;;
i U

rq«gg}la.,- (@)=em.

2 atvejis:

1(P,,P,) skaiiavimai.

Turime stebéjimus X" = (Xl,..., Xn), X, ~ Pq, qTQ - nezinomas
Ho:q =4, H, :qg=q, 9. 1Q.

-ni(p, P, )

q1’" g0

Pagal (2.2 skyrelio) teorema zinome, kad al(d) e

Rasime Kulbako atstuma I(Pq Py ) konkreciu atveju.
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Pavyzdys:

Tikriname dvi hipotezes su polinominiu skirstiniu:
Hyipy= Py Py = Py Py = Py s

Hy i Py = Py Py = Pgyiees Py = Py, -
Pagal 1.4.1. skyrelyje nurodyta formule randame Kulbako atstumus

Tarkime duotos hipotezés:

1 1 1 1.
Hl'pl_Z!pz_gaps_ZaFM—gy
1 1 1 1
Hz-pl_E’pz_g’pa_Z'm_g-
Tegul m =100, k =4.
Kai i=1ir j=2
zé 1 1 1 1¢
1,.4,1, 3,1 4.1 §.
= “InZE+ZIn2+ZIn2+ZnX2=
1(P,P,) 1oo<;4|n1 3In} 4|n1 6In1? 20,16
g 2 8 4 8o
Kaii=2ir j=1
% 1 1 1 1¢
12,1, 8.1 4.1 8§
I{P,P,)=100¢=In<+ZIn2+ZInZ++ZIn2+=1 1.
(P.P,) Oogzn1 8n1 4n1 8n7i 8,80
4 3 4 60
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ISVADOS

Tiriant paprastas hipotezes iStyréme optimaly kriterijy (1 — atvejo minimakso, 2 — atvejo tolygiai
galingiausio) blogiausiy klaidy pasirenkant hipotezés tikimybiy asimptotinj elgesi, t. y. gavome dvi
asimptotines formules (teoremos):

1. Teorema:
Ii@ggn'ltifr]tlnhlmax a;(d)=- min J;
" 1P :,jlﬂl ..... 3] :,jlf[l ..... 3]

kur
-J; = —J( i,qj): C; (a,)= Oi(r;tlcij (a)<o.
J; vadinama Cernovo-Salichovo informacija.
2. Teorema: Tarkime, kad P, ~ P, . Jei tikimybiniy maty Pyir P, Kulbako informacija

1(P,, P,) baigting, tai teisinga formulé

| _
E'@«@m‘&z,n)ﬁln a,(d)=-1(P,P,).

Parodéme konkreéiuose pavyzdziuose, kaip tos formulés taikomos tiriant hipotezes apie

Polinomin;j skirstinj.
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TESTING THE HYPOTHESES OF POLYNOMIAL DISTRIBUTION

SUMMARY

Statistical Hypothesis Testing. The work consists of two parts: in the first part two
simple hypotheses were tested and a statistical criterion which should meet the following
specifications was applied:

a; — the probability of type | error was defined and a, - the probability of type Il error was
minimized.

The asymptote formula of behaviour of the probability of type Il error was obtained in the
work when the n number of the data was approaching infinity.

In the second part of the work three simple hypotheses were tested. It has been explored
how the minimum error probability of all available errors, i.e., the error probability of the optimal
minimax criterion, performed when the n number of the data was indefinitely increasing.

The error probability analysed in the first part of the work was asymptotically decreasing in
proportion to the Kulbak distance while the corresponding error probability analysed in the second
part of the work was respectively decreasing in proportion to the Censov distance.

Moreover, the properties of the distances mentioned above were described in the theoretical
part of the work.

The work concludes with choosing a polynomial distribution as an example which has
demonstrated how the two asymptote formulas of the two results were obtained and how the

asymptotic behaviour of testing of respective hypotheses looked like.
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