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Skirtingos aktuarinés mirtingumo prielaidos ir jy jtaka mirties rodikliy
ivercéiams

Santrauka

Kiekvienas verslas yra asocijuojamas su ilgojo laikotarpio nezinomybe ir rizika patirti netikétus nuo-
stolius. Gyvybés draudimo industrija néra iSimtis. Cia svarbiausia rizika kyla i§ mirtingumo rodikliy
kintamumo laike, nes draudimo jmoniy rezervy skai¢iavimai ir kainodara grindziami klienty mirtingumo
duomenimis. Todél periodiska mirtingumo analizé aktuarams yra butina. Pagrindiniai mirtingumo analizés
zingsniai apima duomeny laikotarpio pasirinkima, atsitiktinumo ignoravima duomenyse, tinkamos mirtin-
gumo taisyklés pasirinkima ir gradavima, standartinés mirtingumo lentelés interpoliavimo metoda ir saugiy
pasikliovimy intervaly nustatyma mirtingumo normoms. Sie zingsniai yra esminiai, siekiant kritiskai jvertinti
mirtingumo normas ir uztikrinty patikima bei pelningg jmonés veikla gyvybés draudimo sektoriuje. Visy
§iy problemy sprendimui tobula metodika neegzistuoja, todél darbe yra nagrinéjamas laisvai pasirinktas
algoritmas, skirtas saugiai jvertinti klienty mirties rodiklius pagal jy amziy.

Raktiniai Zodziai: Gyvybés draudimas, mirtingumo norma, mirtingumo lentelés interpoliavimas, grada-
vimas, pasikliovimo intervalai, atsitiktinumas.

Different Actuarial Mortality Assumptions and Their Impact on Mortality
Estimates

Abstract

Every business is associated with long-term uncertainty and the risk of incurring unacceptable losses.
The life insurance industry is no exception. Here, the primary risk arises from the variability of mortality
rates over time, as calculations of insurance company reserves and pricing are based on customers mortality
data. Therefore, periodic mortality analysis is crucial for actuaries. Key steps in mortality analysis include
choosing the data time frame, accounting for randomness in the data, selecting and graduating the data
with an appropriate mortality law, using the standard mortality table interpolation method, and establis-
hing secure confidence intervals for mortality norms. These steps are essential for a critical evaluation of
mortality norms, ensuring a reliable and profitable operation in the life insurance sector. Given the absence
of a universally perfect methodology to address these challenges, this work explores a specifically chosen
algorithm designed to reliably assess clients’ mortality indicators based on their age.

Key words: Life Insurance, mortality rate, mortality table interpolation, graduation, confidence intervals,
randomness.



Turinys

1 Pagrindiniai aktuariniai iSgyvenamumo dydziai
1.1 I8gyvenamumo, tikimybinio tankio funkcijos ir salyginés tikimybes
1.2 Mirtingumo galia . . . . . . . . . ...
1.3 Centrinis mirtingumo daznis . . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.4 Nugyventy mety skaidius. . . . . . . ... ...

2 Mirtingumo jverciy modeliavimo teorija
2.1 Atsitiktinis dinaminiy parametry generavimas . . . . . . . . . . .
2.2 Mirtingumo duomeny agregavimas . . . . . . . . . ... ... ..
2.3 Mirtingumo désniai . . . . . .. ... oL oL
2.4 BFGS gradiento nuolydzio optimizavimo metodas . . . . . . . . .
2.5 Maziausiy kvadraty metodas . . . .. ... . oo
2.6 x?2 statistinis hipoteziy testas . . . . . ... ... ... ... ...

2.7 Treciosios eilés mirties tikimybiy skirtumai ir kreivés glotnumo testas. . . . . . .. .. .. ..
2.8 Mirtingumo lentelés interpoliavimas zmogaus trupmeniniame amziuje . . . . . . . . . . . ..

2.9 Mir¢iy skai¢iaus pasiskirstymas ir kvantiliai . . . . . .. ... ..
2.10 Klasikinio Gyvybés Draudimo jmoky skai¢iavimai . . . . . . . . .

3 Praktiné dalis
3.1 Duomenys . . . . . . . .
3.2 Bendra modelio simulacijos rezultaty apzvalga . . ... .. ...
3.3 Statistiskai geriausi mirtingumo jvercéiai . . . . ... .. .. ...
3.4 Statistiskai blogiausi mirtingumo jveréiai . . . . . . . . ... ...
3.5 Draudimo jmoky dydziai taikant skirtingas aktuarines prielaidas

4 Tyrimo iSvados

5 Priedas

10
11
14
15
16
17
18
20
21

21
22
22
24
25
26

28

30



Ivadas

Gyvybés draudimas — savoka, su kuria zmonés XXI amziuje susiduria vis dazniau. Tai vienas i§
populiariausiy metody, skirtas mazinti rizika individams. Pagal Lietuvos Banko vieSai skelbiamus duo-
menis, 2019-yjy mety pradzioje sumokétos gyvybés draudimo jmokos Lietuvoje sieké beveik 21 mln eury,
kai 2023-iyjy mety pradzioje Sis skai¢ius vir§ijo 28 mln eury. Skaiéiai iliustruoja populiaréjancia gyvybés
draudimo sagvoka, sékmingai augancia gyvybeés draudimo rinka, bei Zmoniy pasitikéjima Sias paslaugas tei-
kian¢iomis jmonémis. Siai dienai gyvybés draudimo kompanijos sitilo ne vieng produkta. Prekiaujama tiek
kaupiamojo, tiek investicinio gyvybés draudimo ar net sveikatos draudimo produktais. Paprasciausia ir
geriausiai pazjstama gyvybés draudimo forma - paprastasis rizikinis (klasikinis) gyvybés draudimas su ne-
kintan¢ia draudimo jmoka. Klientas, sudarydamas draudimo sutartj, jsipareigoja draudimo jmonei mokéti
sutartyje numatyta draudimo jmoka. Sutartis numato draudiko jsipareigojima iSmokéti i§ anksto sutarta
gyvybés draudimo iSmoka kontrakto naudos gavéjams tik tuo atveju, jei apdraustasis Zzmogus mire ir jvykis
yra pripazintas draudziamuoju. Remiantis 2023-iyjy mety pradzios skaiciais, vidutiné rizikinio draudimo
imoka buvo 14,29 eury, o vidutiné i¥moka mirties atveju - 23 000 eury. Akivaizdu, jog tokio tipo sutar-
tys draudikams kelia nemaza rizika patirti nuostolius. Tuo tarpu draudéjy jsipareigojimai buna kur kas
finansiskai menkesni.

Naturalu, jog paslaugos tiekéjas, vykdydamas savo veikla, siekia tiek maksimalaus pelno, tiek finansinio
stabilumo, bei geros reputacijos savo klientams. Butent gyvybés draudimo atveju, jmonés pelnas yra stipriai
priklausomas nuo klienty mirtingumo ir surenkamo jmoky dydzio. Sékmingai veiklai uztikrinti, draudikas
pasikliauja matematikos profesionaly - aktuary skai¢iavimais. Aktuarai padeda savo darbdaviams priimti
objektyvius ir skai¢iais pagrjstus sprendimus. Klasikinio gyvybés draudimo atveju yra svarbu jvertinti saugy
imokos dydj keliems deSimtmeciams j priekj, mat toks verslo planas yra ilgalaikis ir kontrakto laikotarpis
gali siekti net 40 ar net 50 mety. Aktuarams yra svarbu iSmanyti, kaip savo skaiCiavimuose pritaikyti ma-
tematinius ir statisnius metodus bei kokie yra konstruojamo matematinio modelio privalumai ir trukumai
konkreciai draudimo rusiai. Tikimybiy teorija gyvybés draudimo praktikoje yra neiSvengiama. Dazniausiai,
imoky nustatymui ir rezervo, kylanciy i§ ateityje jvyksianc¢iy Zaly (angl. Liability Remaining Coverage,
LRC) jvertinimui naudojamas populiarus salyginio vidurkio metodas - aktuariné lygybé. Modelio tikslas
sulyginti ateities pinigy srautus - busimy jmoky dabartiné verté turi buti lygi ateities i8moky (i§ ateityje
ivyksianciy zaly) dabartinei vertei. Tokio tipo skai¢iavimuose dalyvauja salyginiy tikimybiy sandaugos. Aki-
vaizdu, jog gebéjimas sukonstruoti aktuarine lygybe draudikams yra be galo svarbus, taciau tam atlikti yra
reikalaujamas pirminis zingsnis - salyginiy mirtingumo tikimybiy kiekvienam zmogaus amziui jvertinimas,
dar kitaip vadinamas mirtingumo lenteliy konstravimu.

Sukonstruota mirtingumo lentelé atspindi matematiskai jvertintg tikimybe Zmogui mirti tam tikrame
amziaus intervale, su salyga, jog Zmogus sékmingai sulauké 8io intervalo pradinio amziaus. Standartinis
amziaus intervalo ilgis klasikinéje mirtingumo lenteléje - vieneri metai. Be abejonés, Siai procedurai atlikti
yra butina jmonés portfelio mir¢iy statistika. Naturalu, jog laikui bégant, mirties rodikliai kei¢iasi. To
priezastys gali buti jvairios - sparc¢iai besivystanti Salies medicina, kokybiSkesnis kliento rizikos vertinimo
procesas (angl. insurance underwriting) ar net Salies ekonominio pakilimo periodas. Dél visy iy priezasciy
yra labai svarbu pasirinkti tinkama laikotarpj, kurio statistiniai mirciy rodikliai galéty atspindéti mirtinguma
desimtims mety j priekj, kas reiskia, jog per ilga laiko eiluté gali nuvertinti/pervertinti portfelio mirtinguma.
I8 ¢ia kyla praktiné problema - duomeny nepakankamumas ir vyraujantis atsitiktinumas. Empiriniai mir¢iy
duomenys kartais parodo didesne tikimybe mirti jaunesniam zmogui nei vyresniam. Pavyzdziui, 49-eriy
mety Zmogui priskirta tikimybé mirti vieneriy mety amziaus intervale yra didesné, nei penkiasdeSimtmeciui.
Standartinés (amzius yra sveikasis skaic¢ius) mirtingumo lentelés konstravimas, paSalinant atsitiktinuma,
vadinamas mirtingumo gradavimu (angl. mortality graduation). Sis procesas yra duomeny interpoliacija.
Jo atlikimo metu svarbu pasirinkti tinkama mirtingumo désnj atitinkancia funkcija. Populiariausi désniy
pavyzdziai - Makeham ir Gompertz. Po gradavimo proceso, aktuarai privalo atlikti papildoma mirtingumo
interpoliacija tarp gretimy amziy mirties jver¢iy, kadangi zmogaus amzius nebutinai yra sveikasis skaicius.
Populiariausios klasikinés mirtingumo lentelés interpoliavimo prielaidos: tolygusis, pastovios mirtingumo
galios ir Balducci. Paprastai tariant, mirtingumo lentelés konstravimas, tuo paciu ir draudimo sutarciy
imoky, draudiko pakankamo kapitalo bei imonés rezervy skai¢iavimai yra tiesiogiai priklausomi nuo mir¢iy
rodikliams jvertinti naudoty aktuariniy prielaidy.

Darbo tikslas yra iliustruoti gyvybés draudimo verslo kompleksiskuma, aktuariniy prielaidy jautruma
mirties rodikliams, pritaikyti laisvai pasirinkta mirtingumo analizés algoritma, bei jo pagalba atrasti geriau-
sius mirtingumo jver¢ius Lietuvos populiacijos duomenims. Sio darbo struktira yra tokia: pirmame skyriuje
pristatomi pagrindiniai iSgyvenamumo dydZiai. Antrasis skyrius skirtas matematiniui mirtingumo lentelés
konstravimo ir analizés algoritmo apraSymui. Tre¢iame skyriuje pereinama prie praktinés dalies - algoritmo
taikymo pasirinktam duomeny masyvui, bei skirtingy simuliacijy rezultaty palyginimo. Ketvirtame skyriuje
- tyrimo rezultatai ir iSvados.



1. Pagrindiniai aktuariniai iSgyvenamumo dydziai

Tiek mirtingumo gradavimo procesas, tiek mirtingumo lentelés interpoliavimo ir jmoky skai¢iavimo
metodai reikalauja pagrindiniy aktuariniy iSgyvenamumo dydZziy apibrézimy ir jy matematiniy savybiy
taikymy. Butent Siame skyriuje yra aprasomi dazniausiai sutinkami mirtingumo rodikliai ir jy matematinés
savybés.

Zmogaus gyvenimo trukmé yra neneigiamas atsitiktinis dydis, kurj Zzymésime X. Matematigkai, atsitik-
tinis dydis yra iSmatuojama funkcija, atvaizduojanti galimus jvykius tikimybinéje erdvéje (2, A, P) i realiy
skai¢iy aibe R. Pagrindiniy X charakteristiky nagrinéjimui yra daroma prielaida, jog neneigiamas atsitikti-
nis dydis X yra absoliu¢iai tolydus, kas reiskia, jog egzistuoja neneigiama integruojama funkcija f(x), kuriai
galioja

P(X <z)= /f(u)du, z € [0, 00).

1.1 ISgyvenamumo, tikimybinio tankio funkcijos ir salygineés tikimybés

Pazymeékime absoliuciai tolydaus atsitiktinio dydzio X (laikas nuo gimimo iki mirties) pasiskirstymo
funkcija F(z) = P(X < z), kuri Zymeés tikimybe, jog naujagimis neisgyvens iki laiko momento x. Tuomet
pasiskirstymo funkcija F'(X) tenkina Sias savybes:

1. F(0) =0,
2. limg oo F(z) = 1.

Tikimybé, kad tam tikros populiacijos naujagimis iSgyvens iki laiko momento x: S(z) = P(X > x). Cia
X - mirties momenta aprasantis tolydus atsitiktinis dydis (naujagimio busima gyvenimo trukmé). Funkcija
S(z) vadinsime isgyvenamumo funkcija, kuri tenkina $ias savybes:

1. S(z) nedidéja, kai z > 0,
2. 5(0) =1,
3. S(400) =0,
4. S(z) yra tolydi apibréZzimo srityje.
Taip pat:
(o)
S@= [ )y, (1)
T
Ga f(z) - jau prie§ tai minéta atsitiktinio dydzio X tikimybinio tankio funkcija.
Isgyvenamumo (mirtingumo) modeliavimuose daznai sutinkamos salyginés tikimybés:
S(x+1)

S(z) '

tikimybé, kad amziaus z individas sulauks = 4 ¢ gimtadienio, su salyga, jog buvo gyvas amziuje x.

tPx =

Vienas i§ pagrindiniy mirtingumo rodikliy aktuarinéje matematikoje:

tqz =1 — Dy,
tikimybeé, kad amziaus z individas mirs amzZiaus intervale [z, x + t], su salyga, jog buvo gyvas amZiaus x.

Pazymeékime [, kohortos x amziaus zmoniy skaiéiy, d, - tos pacios kohortos z amziaus Zzmoniy mir¢iy skaiciy.
Jei t = 1, tuomet pastarosios tikimybés zZymimos paprasciau ir yra iSreiSkiamos Siomis trupmenomis:

lac—i—l S(I+ 1)
Pz = = s
ly S(x)
dy
Qe = 77— = 1 — Pz

ly
Dazniausiai, aktuary galutinis tikslas ir yra kuo tiksliau jvertinti pastarasias tikimybes ir sukonstruoti mir-
tingumo lentele.



1.2 Mirtingumo galia

Daznai naudojamas iSgyvenamumo modeliy dydis — mirtingumo galia, p,. Tolydziu atveju, mirtin-
gumo galia galime apibrézti kaip salygine tikimybe, kad = amziaus sulaukes asmuo mirs per labai trumpa
laiko intervalg [z, z + Ax]:

. FPle+Az) - F(x)
He = I T = Fl)

I8 to i8plaukia, jog
d
T S() S(x) '
Mirtingumo galia aktuariniuose modeliuose turi stipry sarysj su kitais svarbiais aktuarinés matematikos
dydziais:

IsSgyvenamumo funkcija:
S(x) = e Jom, (1.3)

Vidutiné pilnoji (lauktina) gyvenimo trukmé:

o0 x
€r = / e~ Jo mydy dx,
0

Tikimybé Zmogui mirti intervale [z, z + 1], su salyga, jog Zmogus sulauké amziaus z:

S+1) e fomdy
5(X) e~ Jo rudy

1.3 Centrinis mirtingumo daznis

Dar vienas mirtinguma apraSantis matas, kuris siejamas su mirtingumo galia — centrinis mirtingumo
daZnis, m, (angl. central death rate). Centrinj mirtingumo daznj galime apibrézti kaip mirtingumo galios
svertinj vidurkj, svoriais imant tikimybes iSgyventi amzZiaus intervale [z, z + 1]:

x+1
_ L SWydy
T — +1 ’
Jo T S(y)dy
Jei piz+s yra mirtingumo galia, kai Zmogaus amzius néra sveikasis skaicius, t.y jei 0 < s < 1, tai centrinis
mirtingumo daznis iSreiskiamas:
x+1
fx nPzHlz+s dy

nMy = I . 1.5
J7 S (y) dy (5

1.4 Nugyventy mety skaic¢ius

Pazymeékime visy asmeny bendra nugyventy mety skai€iy (angl. exposure), esant butent amZziaus
x — E,. Tuomet, ty Zmoniy, kurie budami amziaus x, gyvi sulauks x + 1-ojo gimtadienio, indélis dydyje
E, yra po vieneta (pilnus metus). Naturalu, jog stebédami pakankamai didelj kiekj = amziaus Zmoniy,
turésime tokiy atvejy, kai zmogus mirsta nesulaukes = + 1-ojo gimtadienio. giq asmeny jtaka bus dalineé,
t.y. skai¢iuojamas tik laikas nuo paskutinio gimtadienio iki jy mirties.

Tarkime, jog turime gyvy x amziaus asmeny skai¢iy i$ pradinés uzdaros naujagimiy kohortos ir §j dydj
paZzymeésime - [,.. Jeigu padarysime papildomas prielaidas ir sujungsime du gretimus taskus I, ir I, 1 (kohor-
tos x ir x+1 amZiy asmeny skai¢iai) tam tikra funkcijos forma, tuomet sandauga sp,fiz+s interpretuosime
kaip mirtingumo amziuje x+s tankj, su salyga, kad asmuo buvo gyvas budamas amziaus x. Padaugine §j
dydj i8 [, turime [y sptz+5, ka interpretuosime kaip miréiy greitj kohortoje, jeigu asmeny amzius yra x + s
(0 <s<1).



Taip pat:

logsptaysds
galime interpretuoti kaip x-meciy asmeny mir¢iy skai¢iy esant jau x+s amziaus (intervale [s, s + ds]).
Tada:

Slw+sﬂx+sds

yra asmeny, kurie miré amziaus intervale [z;x + 1] bendras nugyventy mety skai¢ius.

Galiausiai, turédami prielaidas apie l,4 s funkcijos forma:

1
/ Slw-{-sﬂm-{-sds
0

gauname bendrus asmeny, kurie sulauké amziaus x, bet miré iki x + 1-ojo gimtadienio, nugyventy mety
skaicius.

Kadangi dydis E, matuoja bendra x-meéiy nugyventy mety skai¢iy amziaus intervale [z, x + 1], tuomet:

1 1
E, =111 —|—/ Slytspztsds = / lytsds. (1.6)
0 0

Prisiminkime centrinio mirtingumo daznio (1.4) israiska:

1 1 1
- fO sPxlz+s ds o fO spwlwum-l-s ds B fO lac-i-sﬂac-‘rs ds
= T — - — -

fo sPz ds fO sPxle ds fO la:+s ds

Pazymékime E, = fol lp+ s ds bei pastebékime, kad:

Mg

1 1
/ logspzysds = 7/ dlyys = 7(1I+1 - lf) = dy,
0 0

Gia d, — mir¢iy skai¢ius amziaus intervale [z, z+1]. Tuomet centrinj mirtingumo daznio jvertj galime uzrasyti
iSraiska:

d,
My = —.
T Ez
Praktikoje, skirtingomis kalendoriniy mety dienomis, dydis [, yra kintantis. Butent dél Sios priezasties,
praktikoje, yra priimtina skai¢iuoti centrinio mirtingumo daznio jvertj ir taikyti aproksimacija:

do R Mg, (1.7)

2. Mirtingumo jverciy modeliavimo teorija

Siame skyriuje aprasoma laisvai pasirinkto mirtingumo jverciy skaic¢iavimo algoritmo matematiné teorija.
1976-iais metais, brity statistikas George Box leidinyje "Journal of the American Statistical Association”
jamzino populiarig fraze "visi modeliai yra klaidingi, tac¢iau kai kurie gali buti naudojami”. Laisvas algoritmo
pasirinkimas, kaip ir statistiko George Box posakis, reiskia ta patj, jog néra garantijos, kad taikomi metodai
yra patys geriausi ir neegzistuoja joks kitas alternatyvus (ar net geresnis) algoritmas. Siame darbe aprasoma
praktika gali buti taikoma tiek Salies populiacijos, tiek gyvybés draudimo jmoniy portfelio duomenims.

Mirtingumo rodikliy jverciai naudojami gyvybés draudimo produkty kainodaros, jmonés rezervy formavimy
pagal Tarptautinés Finansinés Atskaitomybés Standartus (angl. International Financial Reporting Standard,
IFRS) ar net Mokumas II (angl. Solvency II) kapitalo pakankamumo skai¢iavimy procesuose. Galutiniams
mirties tikimybiy jveréiams nemaza jtaka turi aktuary daromos prielaidos. Butent dél Sios priezasties, ap-
raSomo algoritmo tikslas yra jvykdyti tam tikrg skaiciy iteracijy ir padéti aktuarui atsirinkti geriausiai tinka-
ncias prielaidas bei matematinius/statistinius metodus analizuojamame portfelyje. Kiekvienos simuliacijos
metu, modelis atsitiktinai parenka dinaminius mirtingumo analizés parametrus, skirtinguose algoritmo
zingsniuose atlieka viena prielaida ir pritaiko atitinkama matematinj metoda. Nepaisant to, kai kurie mo-
delyje naudojami parametrai yra statiniai ir dél gyvybés draudimo verslo kompleksiSkumo bei duomeny



nepakankamumo, turi buti nustatyti paciy aktuary, pasitelkiant sukaupta patirtimi ir ekspertiniu verti-
nimu. Galutinis modelio rezultatas - sugeneruotas duomeny sarasas su kiekvienoje simuliacijoje atrinkty
parametry, jy tinkamumo vertinimo informacija. Taip pat, kompiuteryje iSsaugomi ir kiekvienai iteraci-
jai sugeneruoti grafikai. Toliau seka aktuary ekspertinis vertinimas geriausiems atrinktiems scenarijams ir
galutiniy jverc¢iy pasirinkimas.

Pasiektas

iteraciju
skaiciaus
tikslas?

1 pav.: Modelio algoritmas.

Parametro Pavadinimas Aprasymas Parametro Rusis

Iteracijy skai¢ius. Vartotojas pasirenka norima iteracijy skaiciy. Statinis.
Didesnis iteracijy skai¢ius prailgina modelio
veikimo laika ir padidina tikimybe atlikti ko-
kybiskesne mirtingumo analize.

Maksimalus galimas laiko eilutés ilgis. Vartotojas pasirenka didziausia toleruojama Statinis.
laiko eilutés ilgj. Per daug ilga/trumpa laiko
eiluté gali iSkreipti analizés rezultatus.

Mirtingumo analizés periodo pabaiga. Vartotojas pasirenka analizés periodo pabaiga Statinis.
(kalendorinius metus).
Mirtingumo analizés periodo pradzia. Modelis atsitiktinai parenka tokia periodo pa- Dinaminis.

baiga, kad analizés periodo ilgis nevirsyty
maksimalaus galimo laiko eilutés ilgio

Isskirtiniai metai, nejtraukti j analize. Vartotojo pasirinkimas. Isskiriami metai, kaip Statinis.
COVID-19 pandemija.
Analizuojamo Zmoniy amziaus intervalas. Vartotojo pasirinkimas. Statinis.
Mirtingumo taisykliy skaicius. Maksimalus modelio mirtingumo taisykliy Dinaminis.
skaicius yra 2.
Amziaus taskas, kuriame kei¢iasi mirtingumo taisyklé. | Jeigu modelio pasirinkimas yra dvi taisykles, Dinaminis.

§is amziaus tasSkas nurodo, iki kurio amziaus
turi buti taikomas pirmasis désnis.

Amziaus grupavimo vektorius. Mazuose portfeliuose pasireiskia didelis mir- Dinaminis.
tingumo atsitiktinumas. Mirtingumo rodikliai
pagal amziy svyruoja ir néra lengva nustatyti
mirtingumo désnj bei atlikti gradavima. Tam
praktikoje yra taikomas duomeny grupavimas
pagal amziy.

Zmoniy grupiy skai¢ius. Parametras priklauso nuo laiko eilutés ilgio ir Dinaminis.
kalendoriniy mety. Kaip pavyzdys, Zmoniy
grupés gali buti trys - jaunimas, suauge ir pen-
sininkai.

1 lentelé: Modelio parametrai.

Pagrindiniai modeliavimo zingsniai, formuojantys subjektyvy mirtingumo vertinima:



Laiko eilutés ilgio pasirinkimas,
Skirtingas duomeny grupavimas pagal amziy,
Skirtingi mirtinguma apraSantys matematiniai désniai (Makeham, Gompertz),

Skirtingi mirtingumo lentelés interpoliavimo metodai (tolygusis, Balducci),

A

Mirciy skai¢iaus tam tikrame amziuje pasiskirstymas.

2.1 Atsitiktinis dinaminiy parametry generavimas

Mirtingumo analizés periodo pradzia:

Pazymékime maksimaly laiko eilutés ilgj, kurj apibrézia modelio vartotojas - r € N, statine analizés
periodo pabaiga - Ymar € N, tenkinancig savybe Y, > 7 — 1. Tuomet, diskretus atsitiktinis dydis Y; € N,
1 € N (i Zymi iteracijos skai¢iy), kurj vadinsime analizés periodo pradZia, tenkina $ia savybe:

ymaw_r""lgngymaaz

Pavyzdys: jei r =5, Ymar = 2019, tada Y; € [2015,2019].

Mirtingumo taisykliy (désniy) skaiéius:

Tokie eksponentinio tipo mirtingumo désniai, kaip Makeham ar Gompertz, yra paremti logika, jog mir-
tingumas su amziumi grieztai didéja. Véliau pristatyti désniai, kaip Perks arba Beard, yra logistinio tipo,
reigkiantys, jog mirtingumas grieztai didéja, bet mirtingumo intensyvumas - nebutinai (daugiau 2.3 skyrely-
je). Taciau draudimo praktikoje pasitaiko atvejy, kai mirtingumo kreivé néra grieztai auganti. Pavyzdziui,
paaugliy atvejis (angl. accidental hump), kuomet jaunuoliai neturédami pakankamos vairavimo patirties
patenka j avarijas ir zusta. Siam tikslui, modelyje yra jdiegta dviejy mirtingumo taisykliy kombinacija at-
liekant gradavimo procesa. Antroji mirtingumo taisyklé yra 3-ojo laipsnio polinominé aproksimacija. Dél
Sios priezasties, atrinktas mirtingumo taisykliy skai¢ius (i-oje iteracijoje) yra atsitiktinis dydis N; € {1, 2},
1€ N.

Amziaus taskas, kuriame keiciasi mirtingumo taisyklé:

Pazymékime statinius parametrus, jvedamus vartotojo, analizuojamo Zmoniy amZziaus apatinj rézj -
Tmin € Np, bei analizuojamo Zmoniy amziaus virSutinj rézj - 4, € N. Paprastumo délei, laikysime, kad
ZTmmaz > Tmin + 10 (svarbu tolimesniuose skyreliuose). Diskrety atsitiktinij dydj, amziaus tagka, kuriame
keiCiasi mirtingumo désnis, Zymeésime X,,;4 € N. Atsitiktinis dydis yra generuojamas tik specifiniu atveju,
kai simuliacijos atrinktas mirtingumo désniy skaicius yra 2, t.y:

Zmin T Tmax

4

Jei N; =2,9€N, Xpiq, € {max ( >

i 10) 7 ffmerl"maX]

Pavyzdys: jei Tmin = 18, Tmaz = 65 ,tada Xpmiq € [28,42]. Apribojimas yra reikalingas norint isvengti pilnos
polinominés aproksimacijos. Apie tai placiau skyrivose 2.3 ir 2.4.

Amziaus grupavimo vektorius:

DazZna, praktiskai sutinkama problema gyvybés draudimo matematikoje - duomeny nepakankamumas

kiekviename amziaus taske. Nepakankamas kiekis duomeny gali privesti prie mir¢iy rodikliy pervertinimo
arba nuvertinimo tam tikroms amZziaus grupéms (ypa¢ polinominé aproksimacija). Aktuarai, siekdami
igvengti Sios problemos, taiko mirtingumo duomeny grupavimg pagal amziy. Cia ir kyla klausimas, kokio
ilgio amZiaus intervalus pasirinkti tinkamam duomeny grupavimui? Ar pasirinktas intervalo ilgis tam tikrai
amziaus grupei néra per trumpas empirinio atsitiktinumo pasalinimui? Galbut skirtingoms amziaus grupéms
reikalingi nevienodo ilgio intervalai?
Nagrinékime modelyje analizuojama amziaus intervala [Zmin, Zmaz]. Sukonstruota ir kiekvienoje iteracijoje
esantj skirtinga amziaus grupavimo vektoriy Zymésime Z;, o jo elementus z;; , ¢ € N, j € N. Indeksas i
Zymi iteracija, o j - vektoriaus elemento numerj. Kadangi vienas i§ pagrindiniy modelio tiksly yra aptikti
patj geriausig amziaus grupavimo vektoriy, naturalu, jog skirtingose iteracijose, vektoriy ilgiai yra nebutinai
tokio paties ilgio.



Vektoriaus elementai z; ; tenkina Sias savybes:

1. 21 = Tmin, 2,1 € No,
2. Zinm = Tmaa %in €N, - €la n Zymi paskutinio vektoriaus elemento indeksa.
3. Zij+1 = Zij + 1, Zij+1 € Nir j = 2n, kain € N,
4. zij12 > 215 +2, 2z j42 €N,
Paskutinis, ketvirtasis apribojimas padaro minimaly grupés ilgj lygy 2. Paprastai tariant, vektoriaus Z;

o oL N L. e . " o e
gretimi nelyginio ir lyginio indeksy elementai reiskia mirtingumo grupavima "nuo z; ; amziaus iki amziaus
i j+1". Cia indeksas j = 2n — 1, kai n € N.

Teisingai sukonstruoto amziaus grupavimo vektoriaus pavyzdys:

7y = (18,24, 25,30, 31, 33, 34,41, 42, 45, 46, 48, 49, 53, 54, 55, 56, 60, 61, 65)

Zmoniy grupiy skirstymas pagal mirtinguma,

Kvadrating paklaida per visas grupes
o

8
Zmoniy grupiy skaitius

2 pav.: "K-vidurkiy klasifikavimo" metodo taikymas. "Alkunés" luzio taskas (raudoname kvadrate)
isskiria tris skirtingas zmoniy grupes pagal mirtinguma.

Verta paminéti, jog amZiaus grupavimo vektoriaus generavimui, atsizvelgiama j "aptiktas" Zmoniy gru-
pes - jaunimas, suauge zmoneés, senjorai ir panasiai. Tokia praktika padeda surasti tinkama grupavima
maZesniame iteracijy skaic¢iuje. Grupiy aptikimui yra naudojamas k-vidurkiy klasifikavimo (angl. K-
Means Clustering) algoritmas. Modelio praktika - nustatyti reikSminga grupiy skai¢iy duomenyse pagal
didéjanc¢ius mirtingumo rodiklius bei nurodyti, kuriame amziuje kei¢iasi zmoniy grupé. Nustatyti amziaus
taskai, kurie reprezentuoja zmoniy grupés tame taske pasikeitima yra naudojami amziaus grupavimo vek-
toriuje, be iSimties. Tiesa, praktiskai, toks grupavimas yra per didelis, todél, tarp gretimy, amziaus grupes
reprezentuojanciy tasky, generuojami atsitiktinio ilgio vidiniy grupiy (angl. sub-group) intervalai. Trumpai
tariant, pirminis modelio tikslas yra nustatyti Zmoniy grupes ir jy reikSminga skai¢iy (jaunimas, suauge, sen-
joral ir pana8iai). Antrinis tikslas yra parinkti atitinkamo ilgio amziaus vidinius intervalus kiekvienai Zmoniy
grupei. Praktinis idéjos paaiskinimas buty toks, jog draudimo kompanijose, ypatingai jauniems zmonéms,
duomeny yra ganétinai mazai (lyginant su 30-40 mety amziaus Zmoniy intervalu), todél, norédami labiau
isvengti atsitiktinumo, jaunimo duomenims turétume taikyti grupavima pagal ilgesnius amziaus vidinius
intervalus.



2.2 Mirtingumo duomeny agregavimas

Naturalu, jog vieneriy kalendoriniy mety mirtingumas gali buti atsitiktinai per mazas/didelis. To pa-
sekoje, aktuarai, norédami jvertinti realistiska mirtinguma, stebi ilgesnj laikotarpj - trejus, penkerius ar net
septynerius metus. Apibrézkime mirtingumo analizés periodo kalendoriniy mety vektoriy:

Y = (ylay23y37 "',yn)an S N

¢ia Y1 = Ymaz — T + 1 i Yn = Ymaz, O T - maksimalus laiko eilutés ilgis.
Pazymeékime amziaus grupiy vektoriy:

Z = (21,29,23,..,2n),n €N

Mirciy skaiciy tam tikrame amziuje x ir tam tikrais kalendoriniais metais ¢ Zymésime D, ;, nugyventy mety
skaiciy - E ;. Tuomet mirciy skai¢iy n-oje grupéje Zymésime D, _, kuris apskai¢iuojamas:

Z2n

Yn
Dgn = Z Z Dm,t-

t=y1 z=22n—1

Analogiskai, n-tosios grupés bendras nugyventy mety skaicius:
Z2n

Yn
By, =Y Y Euu

t=y1 r=22n—1

Galiausiai, n-tosios grupés empirinis mirtingumo jvertis:

q’\ _ Dgn
g = -
By,
Empiriniy mirtingumo jveréiy palyginimas. Amziaus grupavimo jtaka. Moterys. lteracija: 1

0.0125

0.0100
°
h=
[
-2.0.0075
o
€
3
E) =8= |verciai be grupavimo
t
€ =8= |verciai su grupavimu
2 0.0050
£
a
S
i1]

0.0025

0.0000

20 30 40 50 60
Amzius

3 pav.: Amziaus grupavimo taikymo jtaka. 2019-yjy mety Lietuvos populiacijos duomenys.
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2.3 Mirtingumo désniai

Kaip ir minéjome (2.1) skyrelyje, amziaus grupavimas } ilgesnius intervalus ir duomeny agregavimas
pagal amziaus grupes, padeda dalinai i8vengti atsitiktiniy rodikliy svyravimy. Galutiniam atsitiktinumo
pasalinimui yra naudojami parametriniai mirtingumo désniai. Mirtingumo désnis (taisyklé) - tam
tikros formos tolydi matematiné funkcija, priskirta atitinkamam amziaus intervalui, aprasanti mirtingumo
elgseng kiekviename amziaus taske. Kaip ir minéta 2.1 skyrelyje, iSskirtiniais atvejais, modeliavimas gali
buti atliekamas taikant dvi ar net daugiau mirtingumo taisykliy skirtinguose amziaus intervaluose.

Siame skyrelyje aprasysime pagrindinius désnius, sutinkamus praktiniame zmogaus gyvenimo trukmeés X
modeliavime. Dazniausiu atveju, matematikai renkasi mirtingumo modeliavima pritaikant mirtingumo galios
1 apibrézima. Tokio metodo privalumas yra, jog g, galima tiesiogiai isisreiksti per p, matematine formule,
bet ne atvirkséiai. Be to, g, modeliavimui privalo buti taikomas apribojimas, jog tikimybé negali virsyti
vieneto. Todél mirtingumo modeliavimas, naudojant u,, tampa gerokai lengvesnis. Zemiau pateikiamos
visos, modelyje naudojamos, mirtingumo taisykleés.

1. Gompertz' 1825 metais pasiulytas désnis. Zmogaus gyvenimo trukmeés X mirtingumo galia yra
N’I:Beaw ) $>07

kai B > 0 ir a > 0 yra parametrai, kurie priklauso nuo Zmogaus gyvenamosios vietos, lyties. Didesnj
portfelj turin¢iy gyvybés draudimo kompanijy atveju, Sie parametrai gali priklausyti ir nuo Zmogaus
darbo specifikos, ligy istorijos ir dar daug kity panaSiy aplinkybiy. Pastarasis mirtingumo désnis
yra standartinis, eksponentinio tipo, reiSkiantis, jog mirtingumo intensyvumas su amziumi grieztai
didéja.

Apskai¢iuokime svarbiausius mirtingumo rodiklius Gompertz atveju. Pritaike (1.3) iSgyvenamumo
funkcijos S(z) israiska, ja apskai¢iuosime Gomperz pasiulytam mirtingumo désniui. ISgyvenamumo
funkcijos S(x) ir mirtingumo galios p, sary$is gali buti aprasomas diferencialine lygtimi:

dS(z) _
pra weS(x).
Tuomet:
dS(z) oz
. = —Be**S(x).

Belieka atskirti kintamuosius ir integruoti:

[ 595w = =B [ ea.

Integruojame abi puses:

In|S(z)|=——e**+C
Tada:
S(z)=e emwe™

I3 to isplaukia, kad € = eg, todeél C = g.

Tuomet S(z) sprendinys Gompertz mirtingumo désnio atveju:

S(x) = e~ w0 g >0,

Atitinkamai, kitos Gompertz atvejo israiskos:

Fz)=1—e a0 4 >0,

'Benjamin Gompertz (1779 — 1865) — brity aktuaras.
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dF 7%(6““"71)

f(x):% = Bae“Te , =20
Ir galiausiai:
S(l‘—|— 1) Eeaz Eeaz(eail)
qle_wzl—ea ea , x2=0. (2.1)

Praktikoje, ¢, formulé yra svarbiausia, o toliau jau atliekamas tiesioginis jos taikymas realiems duo-
menims ir parametry nustatymas, kurio metodologija bus aprasoma kituose skyreliuose.

2. Makeham?® 1860 metais pasiulytas mirtingumo désnis. Désnis, kaip ir Gompertz atveju, yra standar-
tinis, eksponentinio tipo. Zmogaus gyvenimo trukmeés mirtingumo galia yra aprasoma:

e = A+ Be*® | x>0,

kai parametrai A > —B,a > 0, B > 0 yra randami i§ duomeny, apibudinané¢iy Zmogaus gyvenima.
Narys A laikomas nuo amziaus nepriklausomo, mirtingumsg dél nenaturaliy priezas¢iy lemianciu pa-
rametru. Makeham pasiulytos versijos atveju pagrindiniai mirtingumo rodikliai yra apskai¢iuojami
analogiskai:

S(x) = e~ AT g >0,

F(z) = e~ AT G (=1 g >,

F(z) = (A+ Be®®) e~ Ar=2 (=1 2 50,

Galiausiai:

o =1-— e—A+B(—1+eza)—B(—1+e"+w)’ x> 0. (2.2)

3. WeibulP 1939 metais pasiulyta versija. Zmogaus gyvenimo trukmés mirtingumo galia yra standar-
tiskai grieztai didéjanti su augan¢iu amziumi ir apraSoma:

ey =cx” , x>0,

kai parametrai ¢ > 0 ir n > 0 apibudina zmogaus gyvenima.

Weibull versijos atveju:

z-mecio zmogaus tikimybé mirti iki « + 1-o0jo gimtadienio:

Qz = 1— e_%-%—l(z+l)n+l+nilmn+l,z 2 0 (2.3)

4. Perks* 1939 metais pasiulyta versija. Zmogaus gyvenimo trukmeés mirtingumo galia yra aprasoma
ne standartiniu (eksponentinio didéjimo) désniu, taciau logistiniu tipu. Tai reiskia, jog isskirtiniais
atvejais, mirtingumo intensyvumas gali sumazéti tam tikrame, senesniy zmoniy, amziaus intervale, o
véliau vél didéti. Pavyzdys gali buti COVID-19 pandemija, kuomet pensininkai laikosi Salyje jvestos
karantino padéties, o vidutinio amziaus Zmonéms neiSvengiamai tenka keliauti j darbus. To pasekoje,
gali pasireiksti komplikuoti COVID-19 simptomai ir iStikti mirties atvejis.

ea—i—bx

:W’J;}O,

[

*William Matthew Makeham (1826 — 1891) — brity aktuaras.
3Ernst Hjalmar Waloddi Weibull (1887 — 1979) — §vedy inZinierius ir matematikas.
“William Perks — brity aktuaras.

12



kai parametrai a > 0,b > 0 apibudina zmogaus gyvenima, turintys identiska prasme kaip jau pries tai
minéty mirtingumo deésniy.

Perks versijos atveju, z-mecio zmogaus tikimybé mirti iki x + 1-ojo gimtadienio:

1 (14 entbies)

5. Beard® 1956 metais pasiulytas désnis. Zmogaus gyvenimo trukmés mirtingumo galia yra aprasoma
logistiniu tipu:

aebw
v = @20,
K v+ebr+1 v
¢iaa>0,b>0,v>0.
Tada:
e~ 1 +e'y+a+b~(1‘+1)
qz:l_b-ln(w*o‘“"x ,x > 0. (2.5)

6. Heligman-Pollard 1980 metais pristatyta mirtingumo taisyklé. Zmogaus gyvenimo trukmeés désnis
apraSomas mirties ir iSgyvenimo tikimybiy santykiu:

G _ p@+D) L p.~B0(5) L GH? 23>0, (2.6)
D

da A,B,C,D,E,F,G,H >0, ir q;,p, < 1.
Tarkime, kad % = P kai P € RT.

Kadangi p, =1 — q,, todél:

Galiausiai:
o =-——, >0, PcR", 0<gq,<]1.

7. 5-0j0 laipsnio polinomas. ISskirtiniais atvejais, mirtingumo intensyvumas gali nebutinai grieztai
didéti. Tiesa, sukonstruoti tokia mirtingumo galios funkcija, kuri buty universali (tiek eksponen-
tinio, tiek logistinio, tiek mazéjanfio mirtingumo intensyvumo atvejais), yra ganétinai sudétinga.
Mirtingumo rodikliy mazéjimo atvejai, dazniausiai, yra sutinkami jaunesnio amziaus Zmoniy atveju
(angl. accidental hump). Iprastai, jaunesnio amziaus Zmogaus tikimybé mirti yra pakankamai maza,
todél aproksimuojant duomenis 5-ojo laipsnio polinomu, sunkiai tikétina virgyti 1. Penktojo laipsnio
polinomo funkcija gali prisitaikyti prie atsitiktinio mirtingumo "svyravimo" pakankamai neblogai,
taciau svarbu, jog duomenims funkcija nebuty per daug pritaikyta (angl. overfitted), todél modelyje
apsiribojama tik ties penktuoju polinomo laipsniu:

Qe ao+ar-x+as 22 +as-2>+ayg-xt+as- 25, (2.7)

¢ia = >0, ag,...,a5 €ER

Svarbu paminéti, jog atliekant modelio simuliavimg, visos auk$¢iau minétos mirtingumo taisykleés, kiek-
vienos iteracijos metu, turi vienoda tikimybe buti atrinktos, i8skyrus polinomine aproksimacija. Interpolia-
vimas polinomu yra naudojamas visais atvejais, kai taikomy mirtingumo désniy skai¢ius yra 2, t.y polinomo
taikymo tikimybé iteracijos metu lygi %

Kiekviena mirtingumo taisyklé yra unikali savo matematinés funkcijos forma, parametry skai¢iumi ir jy
interpretacija. Pasirinktai matematinei funkcijai reikalinga nustatyti tokius parametrus, kurie maksimizuoty
taisyklés tiksluma, analizuojamam duomeny masyvui. Kadangi minétos funkcijos turi daugiau nei vieng
parametra, jy nustatymui taikomas optimizavimo BFGS gradiento nuolydzio metodas, aprasomas 2.4
skyrelyje. ISimtis yra 5-ojo laipsnio polinomas, kurio atveju, parametry nustatymui taikysime maziausiy
kvadraty metoda, aprasoma 2.5 skiltyje.

5James Beard — JAV aktuaras.
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Empiriniy ir graduoty mirtingumo jverciy palyginimas. lteracija: 1
=== Empirinis, vyrai === Empirinis, bendra === Empirinis, moterys
=== Graduotas, vyrai === Graduotas, bendra Graduotas, moterys
0.06
b
>‘0.04
£
=<
o
€
=]
[
£
k=
= 0.02
0.00
20 40 60
Amzius

4 pav.: Makeham (juoda ir zalia linijos) bei Perks (geltona linija) désniy taikymas 2019-yjuy mety
Lietuvos populiacijos duomenims.

2.4 BFGS gradiento nuolydzio optimizavimo metodas

BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) metodas yra iteracinis optimizavimo algoritmas, naudoja-
mas netiesiniam optimizavimo uzdaviniui spresti. Jis priklauso kvazi-Neutono® metody geimai ir yra sukurtas
ieskoti optimaliy parametry, kurie minimizuoty tikslo funkcijos reik§me. Verta paminéti, jog mirtingumo
analizés modelis, kiekvienos iSorinés (paties modelio) iteracijos metu atlieka ir 1000 vidiniy (BFGS metode)
iteracijy ieskant optimaliausio parametry rinkinio sprendinio.

Mirtingumo analizéje, modelis BFGS metoda pritaiko minimizuojant mirties rodikliy paklaidy (kiek-
viename amZiaus taske) suma, kurios pagrindas yra Chi-Kvadrato (angl. Chi-Squared) funkcijos rei-
ksmeés. Tarkime, jog turime mirtingumo duomenis, kuriuos atstoja mir¢iy skaiiaus D = (dx,,., -, Axpay )
ir nugyventy mety skaic¢iaus E = (ex,_, -, €x,.., ) vektoriai, bei mirtingumo désnio funkcija qx(m), kur m
yra parametry vektorius.

Tikslas yra minimizuoti Chi-Kvadrato funkcijos reiksmiy svertine (pagal kiekviename amZziaus taske nugyventy
mety skai¢iy) suma, apibrézta kaip:

2 _ By (Dy — Equ(m))Q
XP(m)= > = ;
vz Eyqe(m)(1 — gz (m))
kur:

- Xmsn yra minimalus analizuojamas Zmogaus amzius,

- Xmaz yra maksimalus analizuojamas zmogaus amzius,

- D, yra x-me¢iy mir¢iy skaicius,

- qz(m) yra jvertintas (BFGS metodo iteracijos metu) mirtumo rodiklis, taikant m parametry rinkinj,
- E, x-meciy nugyventy mety skaicius.

BFGS metodas iteratyviai atnaujina parametry vektoriy m, siekdamas minimizuoti Sig tikslo funkcija.
Parametry vektoriaus atnaujinimo taisyklé k 4 1-ajai iteracijai yra tokia:

X1 = X, — o Hey V2 (xz)

kur:
- a, yra parenkama naudojant linijinio posukio (angl. linear search) metoda,

STsaac Newton (1643 — 1727) — angly fizikas, matematikas ir filosofas.
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- Vx?(xy) yra tikslo funkcijos gradientas pagal x,
- H;," yra atvirkstiné Heso matricos (angl. Hessian Matriz) aproksimacija k-tame Zingsnyje.

Tikslo funkcijos gradienta Vx?(x) pagal parametra m; galima skai¢iuoti kaip:

8X2(m) _ X (Dy — Epqe(m)) - ?,LZ(Equ(m))
o =2 2 Brao ()1~ 4. (m))

Kaip jau minéta anksé¢iau, funkcija g, (m) galima pasirinkti priklausomai nuo konkretaus mirtingumo désnio,
apraSyto 2.3 skyrelyje. Bendrai, BFGS metodui svarbu parinkti pradinj vektoriy rinkinj m, jvertinti tikslo
funkcijos x?(xy) reikdme ir apskaic¢iuoti gradienta V2 (xy), kuris kitame xy 1 Zingsnyje (iteracijoje) labiau-
siai sumazinty y? reikdme. Algoritmas kartojamas tol, kol bus aptinktas x? funkcijos konvergavimas arba
ivykdytas apibréztas maksimalus vidiniy iteracijy skai¢ius, §iuo atveju - 1000.

e
om T=Tmin

Pastaba. Grupuotiems duomenims, pagal amzZiaus intervalus, pirmiausiai, yra apskaicivojami viduriniai
amZiaus intervalo taskai. Siems amZiaus taskams yra priskiriami to intervalo empiriniai mirtingumo ro-
dikliat ir tik tuomet yra atliekamas gradavimo procesas. PavyzdzZiui, jeigu turime amzZiaus grupiy vektoriy
Z = (0,26,27,60,61,105), tuomet vidurniai intervaly taskai yra atitinkamai 13, 44.5 ir 88. Galiausiai,
siems amziy taskams bus pritaikyta atitinkamo désnio kreivé ir atliekamas parametry kalibravimas BFGS
metodu.

2.5 Maziausiy kvadraty metodas
Maziausiy kvardaty metodas, MKM (angl. Least Squares Method) yra taikomas tik mirtingumo rodikliy

aproksimavimu 5-ojo laipsnio polinomu. Metodas yra skirtas butent iSskirtiniams atvejams, kai pasireiskia
mirtingumo suintensyvéjimas jaunesnio amziaus zmoniy grupéje dél nenaturaliy priezaséiy (avarijos ir kita,
padidintos rizikos veikla).
Bendru atveju, pazymékime 5-ojo laipsnio polinomas regresinj modelj:
Q=ao+a X +aX?>+a3X>+aX*+a5X° +¢,
kur:
- Q - mird¢iy rodikliy g, stulpelis,
- X - amziaus kintamojo matrica,

- ag, a1, as, as, as, as - nezinomi modelio koeficientai,
- £ - modelio paklaidos.

Tikslas yra minimizuoti kvadratiniy skirtumy suma tarp empiriniy (g, ) ir modeliuojamy reik$miy (g ):
T AT
S= > (¢ —d)
T=Tmin

Tuomet, maziausiy kvadraty metodo sprendinys, minimizuojantis S:

a=(XTX)"1XTQ,

— T
a = [a07a17a27a37a47a5] I

1z 22 23 21 2f
1 oz 22 3 2% 2}

X = o
1 oz, 22, 23, 2t b

Q = [Q1>Q2a ceey QTn]T

Galutinis rezultatas yra a parametrai, véliau naudojami (2.7) formuléje. IS tiesy, polinomo parametry
nustatymui gali buti naudojamas anksc¢iau aprasytas BEFGS metodas, atsizvelgiantis j nugyventy mety skaic¢iy
kiekviename amziaus taske. Taciau, dél MKM paprastumo ir maZziau reikalaujamy skai¢iavimo resursy,
butent 8is metodas yra naudojamas jaunesnio amziaus zmoniy modeliavimui.

"Heso matrica - kvadratiné matrica, sudaryta i§ funkcijos antrosios eilés daliniy i$vestiniy.
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2.6 y? statistinis hipoteziy testas

Atlikus gradavimo process, atsiranda subjektyvumas, kada jvertinti mirtingumo rodikliai yra pakanka-
mai tikslus ir atitinka duomenis? Vienas i§ dazniausiai naudojamy metody objektyviam gradavimo proceso
vertinimui - statistinis x? hipoteziy testas. Pagrindinis tikslas - patikrinti, ar nustatytas mir¢iy rodiklis kiek-
viename amziuje atitinka naudojama gradavimo formule. Vel gi, "statistinis testas" reiskia, jog didziausia
itaka, kuri hipotezé bus patvirtinta, priklauso nuo amziaus, kuriame portfelis yra labiausiai koncentruotas.
Formali testo prielaida - mir¢iy skaicius kiekvienoje amziaus grupéje yra nepriklausomas. Taip pat, galutinis
testo rezultatas priklauso nuo pasirinkto pasikliovimo lygmens.

Pirmame testavimo zingsnyje yra apibréziamos hipotezés:
1. Nuliné Hipotezé Hy: stebimi mirtingumo rodikliai atitinka tikétinus mirtingumo rodiklius.
2. Alternatyvioji Hipotezé H,: stebimi mirtingumo rodikliai neatitinka tikétiny mirtingumo rodikliy.

Antrame Zingsnyje skai¢iuojama Chi-kvadrato testo statistika (x?) pagal formule:

Tmaz . \2

2 (Dr - zq.r>

X" = B Eraraeaee (2.8)
Z Ezq:rz(l - Q:I:)

¢ia: D, atitinka realy x-meciy mir¢iy skai¢iy duomenyse, F, g, - tikétina x-me¢iy mirciy skaiciy, ¢, - mirties
tikimybés jvertj x amZziaus Zmogui.

Tre¢iame Zingsnyje yra atliekamas sprendimas, kuria hipoteze x? tenkina:

T=Tmin

1. Pasirenkamas reik§mingumo lygmuo (angl. significance level): « = 0.05, 0 < v < 1

2. ApibréZiamas laisvés laipsniy (angl. degrees of freedom): df =k — 1. Cia k atitinka amZiaus grupiy
skaiciy.

3. Lyginamos (2.8) formuléje gauta x? ir Chi-Kvadrato skirstinio kritiné xo.95 reiksmés: jei x> > Xo.95
- nuliné hipotezé atmetama. Priesingu atveju - testo rezultatas statistiskai patenkinamas.

Empiriniy ir graduoty mirtingumo jverc&iy palyginimas. lteracija: 10

=== Empirinis, vyrai === Empirinis, bendra === Empirinis, moterys

=== Graduotas, vyrai === Graduotas, bendra Graduotas, moterys

0.06

=
o
=

Mirtingumo tikimybé

=
o
[N}

0.00

20 40 60
Amzius

5 pav.: Mirtingumo gradavimo Lietuvos populiacijos duomenims pavyzdys. Vyry atveju, x? testo
hipotezé Hj - priimta. Motery atveju - Hy atmesta.
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2.7 'Treciosios eilés mirties tikimybiy skirtumai ir kreivés glotnumo testas

Mirtingumo kreivéms budinga glotnumo savybé, reiSkianti, jog funkcijai néra priimtina turéti luzio
"kampuotus" taskus. Praktikoje, pastarasis atvejis galimas kombinuojant polinomo ir kito mirtingumo
désnio funkcijy reikSmes tam tikro amziaus tasko aplinkoje.

Pazymeékime mirties tikimybés g, pirmosios, antrosios ir treciosios eiliy skirtumus:

1. Pirmosios eilés skirtumas (Ag,):
AGe = Gey1 — a

2. Antrosios eilés skirtumas (A2q,):
A%q, = A(Agy) = A(get1 = ¢2) = Agpp1 — Agy
3. Treciosios eilés skirtumas (A3g,):
Al = A(A%q,) = A(Agey1 — Age) = A%qup1 — A,
Tuomet yra skai¢iuojamas T statistikos dydis:
T = Z |A%(z;)] (2.9)

Pavyzdys:

Amzius Mirties tikimybé

30 0.0020
31 0.0022
32 0.0027
33 0.0037
34 0.0048
35 0.0065
36 0.0091

2 lentelé: pavyzdiné mirties tikimybiy lentelé.

Apskaiciuoti skirtumai:

Amzius Agq, A?q, A3q,
30 0.0002 0.0003 0.0002
31 0.0005 0.0005 -0.0004
32 0.0010 0.0001  0.0005
33 0.0011 0.0006 0.0003
34 0.0017 0.0009 -
35 0.0026 - -

3 lentelé: mirties tikimybiy treciosios eilés skirtumai.

I8 tiesy, modelyje, treciosios eilés skirtumai naudojami tik kaip antrinis testas. Nekorektiskai sukombinuoty
polinomo ir kito désnio kreiviy reikimes, grei¢iausiai, jog nepatenkinty ir x2 hipoteziy testo. Tai reigkia, jog
gauta T reik8mé gali tureéti jtakos tik galutiniame aktuaro ekspertiniame vertinime. Svarbu paminéti, jog
algoritme, T statistika yra skai¢iuojama dviejy mirtingumo taisykliy tasko aplinkoje [z — 5,2 + 5]. Todél,
kuo modelyje gauta T reiksmé mazesné, tuo aktuarams rezultatas yra palankesnis.
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Mirties tikimybés jverciai (vyrai) su pasikliovimo intervalu, iteracija: 98

0.06

8

E 0.04

= = |\irties tikimybés jvertis

=

o

£

=]

<))

=

% 97.5 % pasikliovimo intervalas
0.02

0.00 "]

20 40 60
Amzius

6 pav.: Pavyzdys. Polinomo ir Gompertz désnio funkcijy kombinavimas. Kreivés glotnumo stoka.

2.8 Mirtingumo lentelés interpoliavimas zmogaus trupmeniniame amziuje

Zmogaus gyvenimo trukmeé - nebutinai sveikasis skai¢ius. Statistiniai duomenys (¢, ¢z, d., €;) mirtingu-
mo lentelése pateikiami tik sveikosioms x reikSméms. Taciau, gyvybés draudimo versle, svarbu rasti minétyju
funkcijy tarpines reik8mes, kadangi draudimo jmoky mokéjimai ir rezervy apskaita jvyksta ménesiniu pe-
riodiskumu. Tam tikslui - reikalingas papildomas mirtingumo lentelés interpoliavimas. Tiek praktikoje,
tick A. Grigudio ir J. Siaulio mokslinéje publikacijoje "aktuariné matematika", isskiriami trys pagrindiniai
interpoliavimo budai, kurie remiasi tam tikromis prielaidomis apie S(z) ir I(z) (kohortoje esan¢iy x amZiaus
7moniy skai¢ius) pavidalus, kai x néra sveikasis skai¢ius. DaZniausiai sutinkamos yra trys Zemiau isvardintos
prielaidos:

1. Tolygusis mirtingumo pasiskirstymas. DaZniausiai praktikoje sutinkama prielaida. Siuo atveju, daro-
ma prielada, jog Zzmonés vidutiniskai mir§ta mety viduryje. Tarkime, kad i8gyvenimo funkcija S(x)
tiesiné bet kuriame intervale [z, x + 1], kaiz =0, 1, ..., t. v,

Sx+t)=(1-t)S(@)+tS(x+1), x €Ny, t €0, 1].

Kitos, tolygaus mirtingumo prielaidos charakteristikos:

tqz = tqq,
tPe = 1 —1qq,
Y4z
szth - 1 —tq;
@
Hz+t = 1—tq’

fm(t) = tPx Uz+t = Gz,
visiems x € Ng, t € [0, 1], y € [0, 1], y +¢ < 1.

2. Mirtingumo galia pastovi. Reciausiai praktikoje sutinkama prielaida. Tarkime, kad mirtingumo galia
e = A, kai A yra teigiama konstanta, o x > 0. Tuomet

_ 8@ _
TS
ir, kai ¢t > 0,
T ol (u) oA ztt s(z+1t)
— = 1 = -\t =e M 2.1
W du /z Adu = Ins(u) ) A ) (2.10)



I lygybes (2.10) seka, jog
s(z +1) Xt

tPz = W =€
t. y. tikimybé, jog x > 0 amziaus asmuo gyvens dar bent ¢ mety, nepriklauso nuo asmens amziaus x.
Kitos, pastovios mirtingumo galios prielaidos charakteristikos:
tqe = 1 — e et
Py = e Mt
yQott = 1 — e H=Y,
Hatt = K,
fe(t) = Do pate = €
Clap,=A>0,0x,20,beite(0,1], ye[0,1], y+¢t <1

— gt
fr /’(‘Ia

3. Balducci® mirtingumo prielaida. Sakykime, kad i§gyvenimo funkcija S(x) tenkina savybe:
1 1t n t
S(x+t)  S(x)  SE+1)

kai ¢t € [0, 1] ir z € Ny.
Pagrindinés Balducci mirtingumo prielaidos charakteristikos:

_ 1qa
Py = Pz
e 1- (1 - t)Qm’
g _ Yqz
T (- y — g
oy = O
r+t 1 _ (1 — t)qzv
Pz 4x
fac(t) = Dz Ha+t = m,

visiems z € No, t € [0, 1],y € [0, 1] ir y + ¢t < 1.

I8 tiesy, Balducci prielaida, praktikoje gali buti pritaikoma vis dazniau. Pavyzdys - COVID-19 pande-
mija. Tarkime, jog aktuaras nori patikrinti, kaip skiriasi mirtingumas skirtingoms portfelio grupéms.
Kadangi COVID-19 pandemijos metas yra ziema, specialistas Balducci prielaida taiko tokiai asmeny
grupei, kuriy gimtadienis yra ankstyva pavasarj. Balducci prielaidos esmé - staigiau padidéjes mirtin-
gumo intensyvumas (lyginant su tolygaus pasiskirstymo prielaida) prie§ ateinantj Zmogaus gimtadienj.
Siuo atveju, vélyvo pavasario metu gime zmones, gali susidurti su staigiu mirtingumo paintensyveéjimu
prie§ artéjant] savo gimtadienj, nes COVID-19 mirtingumas iSauga butent Ziemos metu, kai iki seka-
néio gimtadienio lieka nedaug laiko.

Mirtingumo prielaidy palyginimas

Gyvy zmoniy skaicius

12500

7 pav.: Pavyzdys. Skirtingi mirtingumo lentelés interpoliavimo metodai Lietuvos populiacijos
duomenims. Juoda linija - tolygus pasiskirstymas, mélyna - pastovios mirtingumo galios, o raudona
- Balducci.

8Gaetano Balducci (XIX-XX a.) - italy aktuaras.
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2.9 Mirciy skaiciaus pasiskirstymas ir kvantiliai

Gyvybés draudime, miréiy skirstinio nustatymas yra zingsnis, svarbus kainodaros procese. Skirstinio nu-
statymas suteikia galimybe apskai¢iuoti draudimo jmoky atitinkamus kvantilius. Simboliu D, pazymékime
r amziaus Zmoniy miréiy skaiciy tam tikrame periode. Jei mirciy skai¢ius D, yra nepriklausomas atsitiktinis
dydis, darysime prielaida, jog mirtys yra pasiskirs¢iusios pagal Puasono® désni:

D, ~ Poisson(E,qy),

¢ia F, - bendras nugyventy mety skaicius tokiy asmeny, kuriems butent z mety, ¢, - empirinis mirties
tikimybés jvertis amziuje x.

Tuomet, mirc¢iy skaic¢iaus, amziuje x, tikimybinio tankio funkcija:

— q (Ea:(jw)k
P(D, = k) =e Pt =

Puasono mirciy skaiciaus, amziuje x, vidurkis ir dispersija:

E[Dw] =E.Q: = VaT[D;E] (2'11)

Butent (2.11) Puasono skirstinio vidurkio ir dispersijos savybé yra svarbiausia duomeny tikrinimui. Jei
duomenys tenkina 8ia savybe, tuomet galima taikyti Puasono pasiskirstymo prielaida mir¢iy skaic¢iaus kvan-
tiliams nustatyti. Zemiau, paveikslelyje, pateikiamas pavyzdys, kai Lietuvos populiacijos duomenyse, dis-
persija svyruoja Salia vidurkio. Tokiu atveju, Puasono pasiskirstymo prielaida yra vizualiai priimtina.

Mir€iy vidurkiai ir dispersijos pagal amZiy. Lietuvos populiacija (Bendra imtis)

2000

1500

= Vidurkis

Reiksmé

Dispersija

1000

-
—--_ﬂ-.—__,-—-—_._—'
— ——

20 30 40 50 60
AmZius

8 pav.: Lietuvos populiacijos (2017-2019) duomenys. Mir¢iy skai¢iaus vidurkis ir dispersija.

Pritaikes Puasono skirstinio prielaidg mir¢iy skai¢iui, modelis apskaiciuoja 2.5% ir 97.5% draudimo jmokos
dydziy (kiekviename analizuojamo amZiaus z taske) kvantilius. Tokie jmoky kvantiliy skaiGiavimai yra
palyginamieji, jog aktuarui buty lengviau pajausti prielaidy jtaka verslui ir atlikti skaitinj palyginimg tarp
statistiskai geriausiai modeliuojamy jverc¢iy.

9Simeon Denis Poisson (1781 — 1840) - prancizy matematikas ir fizikas.
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2.10 Klasikinio Gyvybés Draudimo jmoky skai¢iavimai

Mirtingumo rodikliy vertinimas yra tiesiogiai susijes su gyvybés draudimo produkty kainodara. Imoky
skai¢iavimo prasmé modelyje - atspindéti aktuaro daromy prielaidy jautruma jmoky dydziui. Sakykime,
jog gyvybés draudimo kompanija prekiauja klasikiniu gyvybés draudimu. Amziaus x,,;, klientas moka
ménesine P, , eury dydzio jmoka, jsipareigodamas iSmokéti S eury dydzio iSmoka tik tuo atveju, jei
miré apdraustasis asmuo ir jvykis yra pripazintas draudziamuoju. Ivertinus metinius mirtingumo jvercius,
padarius prielaida apie Zzmogaus gyvenimo trukme trupmeniniame amziuje, galima apskaic¢iuoti draudimo
imokas. Skai¢iavimams taikomas busimy pinigy srauty dabartinés vertés skai¢iavimo principas - aktuariné
lygybé.

Apibrézkime aktuarine lygybe:

mem + Pﬂﬁmm ' (lepm : Ul/lz) + szm : (%pm ' 7)2/12) +...+ Pmmm : (mmamfmfﬁpm ' meawizil%) =

—p— L
- 9. (qum _01/12) 1S, (1712(1“1712 ‘1 pa -v2/12> L.+ S. (quzcmam—i 1 ppeytmesT 12) 7

12 12

Gia v = %_H,, i— nerizikinga palukany norma, n € N, 12411 p,— tikimybé, jog x amziaus zmogus bus
12
: 12n+11 _ . 11 .. .
taip pat gyvas po ~=5— mety, 0 1¢, 4,411 — tikimybe, jog ¥ + n + 15 amZiaus Zmogus nesulauks savo

x4+ n + 1 gimtadienio.

Bendru atveju, aktuariné lygybé:

Tmax—1 12
12(@—wmin)ts
Px ) E E 12(z—@pin)+s Pe * U 12 =
min % x

T=Tmin $=1
T -1 12

Ay 2(@—omig)ts
T=Tmin $=1

Galiausiai, jmokos dydis P, ,, ¢

Tmax—1 12 12(z—@pmin)+s
S (Zx:mmin ZS:l ﬁqm—i- 12(z—epip)+s  12(@—@pin)+s Pt U 12
Prpin = = = . (2.12)

Tmin, 12(z—@pin)+5
Imaxfl 12 min
(ZZE:Inxin Zs:l 12(1’*11'121:in)+5pz *v 12

3. Praktiné dalis

Kadangi realybe atitinkantys ir pagrindines praktines problemas atspindintys, gyvybés draudimo komp-
naijos duomenys néra vieSai prieinami, praktinéje dalyje pritaikysime ankséiau aprasyta mirtingumo analizés
algoritma realiems Lietuvos mirtingumo duomenims. Atliksime po 1000 iteracijy vyry, motery bei bendros
Lietuvos populiacijos duomenims. Sio tyrimo tikslas yra nustatyti tiksliausius mirciy rodikliy jvercius, bei
iliustruoti teorinéje dalyje minéty, aktuariniy prielaidy svarbg ir jautruma gyvybés draudimo versle, ypa-
tingai - klasikinio gyvybés draudimo atveju, kai mokamos jmokos dydis yra pastovus. Pagrindiné tyrimo
prielaida - teisingai sugrupuoti, pagal amziaus grupes, mirtingumo duomenys yra labiau patikimi nei negru-
puoti (pagal amziaus grupes) duomenys. Be to, duomeny skaidymas j ilgesniy (nei vieneri metai) intervaly
amziaus grupes reikalauja trumpesnés laiko eilutés, ko pasekoje mirtingumo jverciai atspindi naujausias
tendencijas. Galutinis rezultatas - mirtingumo rodikliy, jmoky dydziy ir lauktinosios gyvenimo trukmeés
(kiekviename amziaus taske) palyginimas geriausiyjy ir blogiausiyjy, modelio atrinkty, scenarijy atvejais.
Papildomai, palyginsime skirtingy mirtingumo désniy jvertintas kreives bendrai Lietuvos populiacijai. Tuo
paciu, pateiksime asmenines jzvalgas, kodél, praktiskai, tokia mirtingumo kreivé yra geriausias jvertis ati-
tinkamam atvejui.

Is tiesy, Salies populiacijos analizés atveju, tokie statiniai parametrai, kaip "maksimalus galimas laiko
eilutes ilgis" ar "igskirtiniai metai, nejtraukti j analize", neturi daug reik8meés. Iprastai, dél pakankamai
didelio duomeny kiekio, Salies mirtingumo jvertinimui pakanka vieneriy mety. Teoriskai, statiniy parametry
svarba turéty buti kur kas svarbesné analizuojant gyvybeés draudimo portfelj, todél parametrai yra jtraukti,
su idéja sukurti kuo universalesnj modelj. darbo tikslas yra jvairiapusiSkai iliustruoti gyvybés draudimo
kompleksiskuma, todél pasirinkta laiko eiluté yra ilgesné, nei vieneri metai ir tuo paciu patikrinsime, kaip
skiriasi draudimo jmoky dydziai, naudojant skirtingy periody laiko eilutes.
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3.1 Duomenys

Realiai mir¢iy statistikai naudosime HMD, Human Mortality Database (www.mortality.org) vieSai pri-
einamus mirtingumo duomenis. Duomeny bazéje yra prieinama tiek mir¢iy skaiiaus D,, tiek bendry
nugyventy mety skai¢iaus F, statistikos. Bendras nugyventy mety skai¢ius yra nebutinai sveikasis skaicius,
reiskiantis, jog mirusiyjy zmoniy daliné jtaka Siam dydziui - jvertinta. Naujausi, prieinami duomenys Lie-
tuvai - 2020-yjy mety. Kadangi duomenys yra populiacijos masto, reiSkiantys, jog ¢ia atsitiktinumo yra
ne tiek daug, kiek gyvybés draudimo kompanijy portfeliuose, todél apsiribosime tik ties trijy mety laiko
eiluteés ilgiu. Dél tyrimo korektiskumo priezasties, 2020-yjy mety nenagrinésime, kadangi $is laikotarpis yra
COVID-19 pandemijos pradzia, kuri gali iSkreipti analizés rezultatus. Todél tyrime fokusuojamasi j 2017-
2019-yjy mety periodo mirtingumo situacija. Nagrinésime tiek vyry, tiek motery, bei bendros populiacijos
atvejus.

Lietuvos populiacija yra labiausiai koncentruota tiek 30-ies ir 60-ies amziy taskais, t.y bendras nugyventy
mety skaicius Siuose taskuose - didziausias visais atvejais. Tai reigkia, jog Sie amziaus taskai turés didziausia
jtaka x? statistikos ir tam tikro mirtingumo désnio parametry reikméms. Kaip jprasta, analizuojamuose
duomenyse, vyry mirtingumas yra didesnis, lyginant su moterimis. Zemiau yra pateikiami, 2017-2019
kalendoriniy mety perioda reprezentuojantys, grafikai. Zalia spalva atitinka bendra Lietuvos populiacija
(neskirtstant pagal lytis), mélyna - vyry, o raudona - motery populiacija:

Nugyventy mety skaicius pagal Iytj ir amZiy

3
3 40000
©
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9 pav.: Lietuvos populiacijos mirtingumas. 2017-2019-yjy mety periodo duomenys.

3.2 Bendra modelio simulacijos rezultaty apzvalga

Pries modelio simuliacijy paleidimg, vartotojas privalo jvesti tokius statinius parametrus, kaip maksi-
malus laiko eilutés ilgis, iteracijy skaicius, analizés periodo pabaiga ir t.t. Statiniai parametrai, kurie buvo
naudojami Siam tyrimui, yra pateikiami lenteléje Zzemiau:
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Parametro pavadinimas Parametro rusis Parametro reik§mé

Tteracijy skaicius. Statinis. 1000.
Maksimalus galimas laiko eilutés ilgis Statinis. 3 metal.
Mirtingumo analizés periodo pabaiga Statinis. 2019-ieji metai.
Isskirtiniai metai, nejtraukti j analize. Statinis. -

Analizuojamo zmoniy amziaus intervalas. Statinis. Nuo 18 iki 65 mety.

4 lentelé: Statiniai modelio parametrai, naudojami tyrime.

Mirtingumo jveréiy tikslumas yra matuojamas x? statistikos reik&mémis. Siuo atveju, laisvés laipsniy
skaiCius amziaus intervale [18,65]: df = 48 +1 = 49. Pakankamai didelis jvykdytuy iteracijy skaiius
sugeneravo x? statistikos reik§miy pasiskirstymus visais trim atvejais.

Chi-Kvadrato reik8miy pasiskirstymas - vyrai

0 50 100
Chi-Kvadrato statistikos reik3meé

Chi-Kvadrato reikSmiy pasiskirstymas - moterys

0 50 100
Chi-Kvadrato statistikos reiksme

Chi-Kvadrato reik8miy pasiskirstymas - bendra populiacija

0 50 100
Chi-Kvadrato staistikos reik5me

10 pav.: x? statistikos reikdmiy pasiskirstymai.

Empiriniy skirstiniy grafikai atspindi, jog statistiskai tinkamus mirtingumo parametrus yra sunkiausia ap-
tikti vyrams, lengviausia - moterims. Grafiky interpretavimas yra toks: kuo empirinis skirstinys yra kairiau
X kritinés reiksmeés (vertikali, raudona linija), tuo didesnis aptikty, statistiskai patenkinamy mirtingumo
kreiviy skai¢ius. Zemiau lenteléje pateikiamos statistinés charakteristikos. Kadangi 95% pasikliovimo lyg-
mens x kritiné reik§mé yra 65.17, todél kiekvienam atvejui, statistiskai gerai pavyko jvertinti mirtingumo
normas.

Metrika X2, vyrai x?, moterys x?, bendra populiacija
Vidurkis 98,77 65,42 91,10
Standartinis nuokrypis. 77,51 54,80 62,55
Maksimali reiksmeé. 143,88 126,41 132,32
Minimali reikSmeé. 64,97 37,91 63,15

5 lentelé: Modelio simuliacijos statistika y? reikiméms.
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Mirtingumo désnis

X2, vyrai

x2 , moterys

X2, bendra populiacija

Gompertz
Makeham

Weibull

Beard

Perks
Heligman-Pollard
Makeham ir polinomo kombinacija
Heligman-Pollard ir polinomo kombinacija

65,06
64,97
66,84
66,09
65,87
67,13
65,26
66,28

41,35 64,42
37,99 64,55
39,42 63,17
47,91 65,29
38,04 64,34
41,55 64,19
41,96 63,15
37,91 63,74

6 lentelé: Geriausi modelio scenarijai kiekvienam mirtingumo désniui.

3.3 StatistisSkai geriausi mirtingumo jverciai

Praktigkai, vyrams labiausiai pasiteisino Gompertz mirtingumo désnis, moterims Makeham ir tre¢iojo
laipsnio polinomo kombinacija, bendrai populiacijai - Heligman-Pollard ir tre¢iojo laipsnio polinomo derinys.
Siems scenarijams, sugeneruoti dinaminiai parametrai yra pateikiami lenteléje zemiau:

Parametro pavadinimas Populiacija Reiksmeé
Mirtingumo taisykliy skaicius. Vyrai 1
Mirtingumo taisykliy skai¢ius. Moterys 2
Mirtingumo taisykliy skai¢ius. Bendra 2
AmzZiaus taskas, kuriame kei¢iasi mirtingumo taisyklé. Vyrai -
Amziaus taskas, kuriame kei¢iasi mirtingumo taisyklé. Moterys 29
Amziaus taskas, kuriame kei¢iasi mirtingumo taisyklé. Bendra 37
Amziaus grupavimo vektorius. Vyrai Zaas = (18,23,24, 30,31, 33,34,44,45,51,52,61,63,65)
Amziaus grupavimo vektorius. Moterys Zras = (18,29, 30, 37, 38,45,46, 52, 53, 58, 59, 62, 63, 65)
Amziaus grupavimo vektorius. Bendra Zaro = (18,29, 30, 36, 37,41,42, 48, 49, 58, 59, 63, 64, 65)
Zmonig grupiy skaicius. Vyrai 3
Zmoniq grupiy skaicius. Moterys 3
Zmoniq grupiy skaicius. Bendra 3
Mirtingumo désnis. Vyrai Gompertz
Mirtingumo désnis. Moterys Makeham-polinomas
Mirtingumo désnis. Bendra Heligman-Pollard-polinomas

7 lentelé: Geriausiy jver¢iy dinaminiai parametrai.

Taip pat, zemiau yra pateikiamas Siy mirtingumo kreiviy ir empiriniy jverc¢iy palyginimo grafikas:

Geriausi mirtingumo kreiviy jver¢iai.

Mirtingume tikirnybé

0.01

== Empirinis, bendra imtis
Empirinis, materys

== Empirinig, wrai

= Gompertz, vwrai

== Makeham-polinomas, bendra imtis

== Perks-polinomas, moterys

AmZius

60

11 pav.: Geriausiy mirtingumo kreiviy ir empiriniy jverciy palyginimas.
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Kaip ir buvo galima tikétis, geriausiy mirtingumo kreiviy jverciai labiausiai yra priartéje prie to amziaus
intervalo, kuriame bendras nugyventy mety skaic¢ius yra didziausias. Tokie rezultatai yra jtakojami su-
konstruotos x2 funkcijos, kurios reik§miy suma yra minimizuojama BFGS metodu. Zemiau, paveikslélyje,
pateikiamas pavyzdys bendros populiacijos atveju. AmZiaus intervalai, kuriuose populiacija yra labiausiai
koncentruota, pazyméti raudonais staciakampiais:

Geriausi mirtingumo kreiviy jverciai. Bendra imtis

0010 Empirinis, bendra imtis
== Wakeham-polinomas, bendra imtis

Mirtingurno tikimybé

=

20 30 40 50 60
AmZius

0.000

12 pav.: Mirtingumo vertinimas tre¢iojo laipsnio polinomo ir Makeham désnio kombinacija.

3.4 Statistiskai blogiausi mirtingumo jverciai

Vienas i§ tyrimy tiksly, panagrinéti statistiskai blogiausius mirtingumo jverc¢ius ir pabandyti suprasti,
kokia yra pagrindiné priezastis, dél ko atsiranda mirties rodikliy pervertinimas/nuvertinimas. Panagrinéjus
desimtis varianty, buvo pastebéta, jog duomeny grupavimas pagal amziaus intervalus labai nesiskyré nuo
palankiausiyjy scenarijy atvejy. Zemiau pateikiamas pavyzdys, kuomet taikytas Perks désnis tiek vyrams,
tiek moterims, nuvertino mirtinguma. Taciau pritaikytas Makeham désnis bendrai populiacijai, su tokiu
paciu duomeny grupavimu, statistiskai patenkino rodikliy atitikima empiriniams duomenims.

Empiriniy ir graduoty mirtingumo jverciy palyginimas. Iteracija: 20

=== Empirinis, vyrai === Empirinis, bendra === Empirinis, moterys

=== Graduotas, vyrai === Graduotas, bendra Graduotas, moterys

Mirtingumo tikimybé
g

=3
9
N

20 40 60
AmzZius

13 pav.: Mirtingumo nuvertinimas vyry ir motery populiacijoms. Logistinis Perks désnis.
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Kuomet mirtingumo taisyklé yra pakei¢iama iS Perks désnio j Makeham, rezultatai tiek vyrams, tiek mo-
terims, kei¢iasi kardinaliai. Svarbu paminéti, jog kiti parametrai iSliko tokie patys. Todél galima daryti
prielaida, kad Siuo atveju, populiacijy mirtingumo vertinimo rezultatai labiausiai priklauso nuo pasirinktos
mirtingumo taisyklés.

Empiriniy ir graduoty mirtingumo jverciy palyginimas.

wm== Empirinis, vyrai === Empirinis, bendra === Empirinis, moterys

=== Graduotas, vyrai === Graduotas, bendra Graduotas, moterys

o
=3
R

Mirtingumo tikimybé

=3
o
N

0.00

20 40 60
Amzius

14 pav.: Gradavimas Makeham mirtingumo désniais.

3.5 Draudimo jmoky dydziai taikant skirtingas aktuarines prielaidas

Mirties tikimybés gali buti gan neintuityvus matavimo vienetas, jeigu mus domina klausimas, kokia yra
skirtingy aktuariniy prielaidy jtaka gyvybés draudimo kompanijos verslui. Simuliuojant modelj, kiekvienos
iteracijos metu, jmokos buvo skai¢iuojamos 18-kos, 35-eriy ir 50-ies mety amziaus zmonéms. Kadangi jmoky
skai¢iavimuose yra draudziama i8skirti lytis, todél panagrinésime bendraji Lietuvos populiacijos atvejj.

Tarkime, jog gyvybés draudimo kompanija prekiauja klasikinio gyvybés draudimo, produktu. Draudimo
sumos dydj laikysime 20 000 EUR. Klientas, nepriklausomai nuo jo amziaus, jsipareigoja mokéti vienodo
dydzio jmoka, nustatyta pagal (2.12) formule. Zemiau pateikiami atitinkamo amziaus Zmoniy jmoky pasi-
skirstymai, gauti i§ modelio 1000 iteracijy, dél naudoty skirtingy prielaidy. Empiriniai skirstiniai sudaryti ir
i8 tokiy atvejy, kai Zmogaus trupmeniniame amziuje, galioja tiek tolygaus, tiek Balducci bei pastovios mir-
tingumo galios pasiskirstymo mirtingumo désniai, aprasyti 2.8 skyriuje. Grafikuose, vertikaliai bruksninés
linijjos zymi 2.5% ir 97.5% jmoky dydziy kvantilius, kurie apskai¢iuoti darant prielaida, jog miréiy skaiius
yra pasiskirstes Puasono désnj.

18-metio draudimo jmokos dydzio pasiskirstymas
8

Daznis

8
Imokos dydis, EUR

15 pav.: 18-mecio empirinis jmokos dydzio pasiskirstymas.
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30-metio draudimo jmokos dydzio pasiskirstymas

10
Imokos dydis, EUR

16 pav.: 30-mecio empirinis jmokos dydzio pasiskirstymas.

50-metio draudimo jmokos dydzio pasiskirstymas

17 pav.: 50-mecio empirinis jmokos dydzio pasiskirstymas.
I§ tiesy, mirtingumo lentelés skirtingo interpoliavimo efektas yra menkas. Gauti jmoky dyZiai yra labai

panasus tiek tolygaus, tiek Balducci ar pastovios mirtingumo galios prielaidy atvejais. Zemiau, lenteléje,
pateikiama astuoniolikmecio, trisdesimtmecio bei penkiasdeSimtmecio asmeny jmoky dydziy statistika.

Metrika Prielaida trupmeniniame amziuje Pig P3g Py
Vidurkis Tolygusis mirtingumo pasiskirstymas. 7,58 9,81 18,12
Standartinis nuokrypis. Tolygusis mirtingumo pasiskirstymas. 0,1434 0,1472 0,1645
Maksimali reikSmeé. Tolygusis mirtingumo pasiskirstymas. 9,67 11,94 22,43
Minimali reik8meé. Tolygusis mirtingumo pasiskirstymas. 6,41 8,72 17,04
Vidurkis Pastovios mirtingumo galios pasiskirstymas. 7,57 9,79 18,08
Standartinis nuokrypis. Pastovios mirtingumo galios pasiskirstymas. 0,1588 0,1354 0,1517
Maksimali reikSmeé. Pastovios mirtingumo galios pasiskirstymas. 9,66 11,91 22,37
Minimali reik8meé. Pastovios mirtingumo galios pasiskirstymas. 6,40 8,71 17,01
Vidurkis Balducci pasiskirstymas. 7,57 9,78 18,06
Standartinis nuokrypis. Balducci pasiskirstymas. 0,1471 0,1384 0,1506
Maksimali reikSmeé. Balducci pasiskirstymas. 9,64 11,88 22,34
Minimali reik8meé. Balducci pasiskirstymas. 6,40 8,69 16,99

8 lentelé: Imoky dydziai ir jy 1000 iteraciju rezultaty statistika.
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Taip pat, imoky dydziy vidurkiai geriausiyjy mirtingumo kreiviy jverciy atveju, pagal skirtinga laiko eilutés
ilgj:

Periodas Plg P30 P50
2017-2019 metai 7,51 9,81 18,16
2018-2019 metai 7,54 9,83 18,18

2019 metai 7,47 9,80 18,13

9 lentelé: Imoky dydziai ir jy 1000 iteraciju rezultaty statistika.

Galime daryti prielaida, jog gautiems rezultatams, laiko eilutés ilgio jtaka - minimali.

4. Tyrimo iSvados

Nors mirtingumo analizé praktikoje yra sudétingas procesas, kurio galutinis rezultatas yra priklausomas
nuo daugelio naudojamy parametry, ta¢iau, Lietuvos populiacijos atveju, didziausig jtaks rezultatams turéjo
pasirinkto mirtingumo désnio taikymas. Gompertz désnis geriausiai nusaké vyry mirtinguma, motery -
Makeham ir tre¢iojo laipsnio polinomo kombinacija, bendros populiacijos - Heligman-Pollard ir treciojo
laipsnio polinomo derinys.

Sukurtas modelis yra universalus, tac¢iau labiau pritaikytas praktiniame, gyvybés draudimo kompanijy
skai¢iavimy naudojime. Duomeny grupavimas j ilgesniy amziy intervaly grupes, populiacijy atveju, sukuria
minimaly efekta, nes miréiy statistika kiekviename amziaus tagke yra pakankama. Taip pat, x? reikdmiy
sumos minimizavimo tikslas yra maziau priimtinas populiacijy mirtingumo atvejui. Manau, jog Salies mir-
tingumo vertinime, turi buti vienodai atsizvelgiama j kiekviena zmogaus amziaus taska, kai Siame darbe
analizuoto modelio atveju, labiausiai orientuojamasi j tuos taskus, kuriuose populiacija yra daugiausiai kon-
centruota. Nepaisant to, sukonstruoti mirtingumo jverciai patenkino tiek statistinius testus, tiek loginj
vertinimg. Visi mirtingumo kreivés tagkai yra tarp 2.5% ir 97.5% kvantiliy jverciy, todél galutinis mirtin-
gumo jvercius laikau patikimais.

Mirties tikimybés jverciai (vyrai) su pasikliovimo intervalu

0.03
-
o
E
&= 97 5 % pasikliovimo intervalas
=002
o
E
=
=]
£
E00 = Mirties tikimybés ivertis
=
0.00
20 30 40 50 60
AmZius
Mirties tikimybés jvergiai (moterys) su pasikliovimo intervalu
-
L0010
'E 97.5 % pasikliovimo intervalas
°
E
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AmzZius
Mirties tikimybés [verciai (bendra imtis) su pasikliovimo intervalu
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18 pav.: Mirtingumo jverc¢iy palyginimas su empirinémis 2.5% ir 97.5% kvantiliy reik§mémis.
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5. Priedas

Zemiau yra pateikiamas R-Studio programinis kodas, su apibréztomis skai¢iavimy funkcijomis ir vyk-
dymo algoritmu, iliustruotu pirmajame paveikslélyje (psl 7).

# Funckijy apibrézimy sub-kodas.
chi_sq_testing <- function(graduated_rates, observed_rates, exposures, deaths, conf_level){

vector_1 <- ((deaths - exposures * graduated_rates)"2)
vector_1 <- vector_1[vector_1 > 0]

vector_2 <- (exposures * graduated_rates * (1 - graduated_rates))
vector_2 <- vector_2[vector_2 > 0]

chi_sqrt <- sum(vector_1 / vector_2)
degrees_of_freedom <- length(vector_1)
chi_critical_value <- gchisq(conf_level, degrees_of_freedom)
result <- list(
chi_square_statistic = round(chi_sqrt, 3),
chi_critical_value = round(chi_critical_value, 3),
degrees_of_freedom = degrees_of_freedom
)
return(result)
¥
poly_fit <- function(coef_vector, x_value, order_polynomial){
value <- 0

for (order in sort(seq((order_polynomial+1):1),decreasing = TRUE)){

value <- value + as.double(coef_vector[order])*x_value~(order-1)

return (as.double(value))

}

wssplot <- function(data, nc=15, seed = 1234){
wss <- (nrow(data)-1)*sum(apply(data,2,var))

for (i in 2:nc){
#set.seed(seed)
wss[i] <- sum(kmeans(data, centers = i)$withinss)

}

plot(l:nc, wss,
type = "b", xlab = "Lizdy skaicius",

ylab = "Kvadratiné paklaida per visas grupes",
col = "orange", lwd = 2,
main = "Lizdy skailiaus pasirinkimas")

}
wssplot_w_gg <- function(data, nc = 15, seed = 1234) {

wss <- (nrow(data) - 1) * sum(apply(data, 2, var))
for (i in 2:nc) {

set.seed(seed)

wss[i] <- sum(kmeans(data, centers = i)$withinss)
}
df <- data.frame(XK = l:nc, WSS = wss)

ggplot(df, aes(x = K, y = WSS)) +

geom_line(color = "orange", size = 2) +
geom_point(color = "orange", size = 4) +
labs(x = "Zmoniy grupiy skaiéius",

y = "Kvadratiné paklaida per visas grupes",

title = "Zmoniy grupiy skirstymas pagal mirtinguma.") +

# Applying the provided theme
theme_minimal() +
theme (
plot.background = element_rect(fill = "white"), # Set plot background to white
panel.background = element_rect(fill = "white") # Set panel background to white
)

}
wssanalysis <- function(data, nc=15, seed = 1234){

wss <- (nrow(data)-1)#*sum(apply(data,2,var))

for (i in 2:nc){
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#set.seed(seed)
wss[i] <- sum(kmeans(data, centers = i)$withinss)

return(wss)

s

wssanalysis_extra <- function(data, nc, seed = 1234) {
#set.seed(seed)
kmeans_model <- kmeans(data, centers = nc)

# Sum of squares within clusters
wss <- kmeans_model$tot.withinss

# Silhouette score
cluster_labels <- as.numeric(as.character (kmeans_model$cluster))
return(cluster_labels)

}

crude_rate_calc <- function(exposure_dataframe, claims_dataframe, period){

exposure_dataframe

<- exposure_dataframe[year <= analysis_data_to & year >= (analysis_data_to - period+l) & exposure_dataframe$country %in% countries, ]
claims_dataframe

<- claims_dataframe[year <= analysis_data_to & year >= (analysis_data_to - period+1) & claims_dataframe$country %in% countries, ]

names (exposure_dataframe) [which(colnames (exposure_dataframe) == "count")] <- "count_exposure"

exposure_dataframe

<- exposure_dataframe[, lapply(.SD, sum, na.rm = TRUE),
by = c("age"), .SDcols = c("count_exposure")]
claims_dataframe

<- claims_dataframe[, lapply(.SD, sum, na.rm = TRUE),
by = c("age"), .SDcols = c("count")]

crude_df <- merge(exposure_dataframe, claims_dataframe,
by.x = "age", by.y = "age", all.x = TRUE)
crude_df [is.na(count),"count"] <- 0

crude_df$rate <- crude_df$count / crude_df$count_exposure

return(crude_df)
s

group_data <- function(exposure_dataframe, claims_dataframe, groups_vector, variable_deaths, variable_exposure){
count <- 0

groupped_claims_data <- data.frame(age_group = character(),
age = double(),
#sex = character(),
deaths = integer(),
exposure = double(),
death_rate_observed = double(),
group_length = integer())

for (i in seq(1,length(groups_vector)-1, by = 2)){
count <- count + 1
age_0 <- groups_vector[i]
age_1 <- groups_vector[i+1]

claims <-

sum(claims_dataframe[claims_dataframe$death_age >= age 0

& claims_dataframe$death_age <= age_1, variable_deaths 1)

exposure <- as.double(sum(exposure_dataframe[exposure_dataframe$age >= age_O & exposure_dataframe$age <= age_1, variable_exposure]))

groupped_claims_data[count, "age_group"] <- paste(age_0,age_1,sep="-")

#if (length(sex) >1){

# groupped_claims_datalcount,"sex"] <- "unisex"
#} else{

# groupped_claims_data[count,"sex"] <- sex

#}

groupped_claims_datal[count,"deaths"] <- claims
groupped_claims_data[count, "exposure"] <- exposure
groupped_claims_data[count,"death_rate_observed"] <- round(claims/exposure,6)
groupped_claims_datal[count,"age"] <- (age_l-age_0+1)/2 + age_0
groupped_claims_datal[count,"group_length"] <- (age_1-age_0+1)

}

return (groupped_claims_data)
}
build_table <- function(mortality_table,cohort){

built_tables <- data.frame(cohort = character(),
age = integer(),
death_rate = double())

count <- 0
for (age in 0:60){
count <- count + 1

built_tables[count,"cohort"] <- cohort
built_tables[count,"age"] <- age

death_rate <- as.double(mortality_table[mortality_tab1e$Year == cohort + age
& mortality_table$Age == age, 3])
built_tables[count,"death_rate"] <- death_rate

}

return (built_tables)

cheby <- function(N, X) {
if (N ==0) {
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return(1)

}
else if (N == 1) {
return(X)
¥
else {
return(2 * X * cheby(N - 1, X) - cheby(N - 2, X))
¥

¥
boole <- function(f){
(7%£(0) + 32x£(0.25) + 12%£(0.5) + 32x£(0.75) + 7*£(1)) / 90

¥
gompertz.mu <- function(p, x) {
exp(p[1] + p[2] * x)

gompertz.int <- function(p, x){
(Cexp(p[2]) - 1) / p[2]) * exp(p[1] + pl[2] * x)

makeham.mu <- function(p, x) {
exp(p[3]) + exp(pl[1] + pl[2] * x)
s
makeham.int <- function(p, x){
exp(p[3]) + ((exp(p[2]) - 1) / p[2]) * exp(p[i] + p[2] * x)

weibull.mu <- function(p, x) {
pl1] * x~(p[2])
s
weibull.int <- function(p, x) {
if (pl2] == -1) {
# Avoid singularity when p[2] is -1
return(exp(p[1] * (log(x + 1) - log(x))))
} else {
return(exp(p[1]/(p[2] + 1) * (x + 1D~ (p[2] + 1) + p[11/(p[2] + 1) * x~(p[2] + 1)))

}
#weibull.int <- function(p, x){
# exp(pl1]/(@[2] + 1) * (x + 1)~(p[2] + 1) + p[1]1/(p[2] + 1) * x~(p[2] + 1))
#}
perks.mu <- function(p, x){
exp(pl1] + p[2] * x) / (1 + exp(p[1] + p[2] * x))

perks.int <- function(p, x){
(1/p[2]1) * log((1 + exp(p[1] + p[2] * (x + 1)))
/ (1 + exp( pl[1] + p[2] * x )))
}
beard.mu <- function(p, x) {
exp(pl1] + p[2] * x) /(1 + exp(p[1] + p[3] + pl[2] * x))

beard.int <- function(p, x){
(exp(-p[31)/p[2]) * log((1 + exp(p[1] + p[3] + pl2] * (x + 1)))
/ (1 + exp(p[1] + p[3] + pl[2] * x)))
}
makeham.perks.mu <- function(p, x) {
(exp(p[3]) + exp(pl[1] + pl[2] * x)) /
(1 + exp(pl1] + pl[2] * x))
s
makeham.perks.int <- function(p, x){
exp(p[3]) + ((1 - exp(p[31))/p[2]) * log((1 + exp(pl[1] + p[2] * (x + 1)))
/ (1 + exp(p[1] + pl[2] * x)))
s
makeham.beard.mu <- function(p, x) {
(exp(p[3]1) + exp(pl[1] + pl[2] * x)) /
(1 + exp(pl1] + p[4] + pl[2] * x))
¥
makeham.beard.int <- function(p, x){
exp(p[3]) + ((exp(-pl[4]) - exp(p[3]))/pl2]) *
log((1 + exp(p[1] + p[4] + p[2]*(x+1))) /
(1 + exp(pl1] + pl4] + p[2] * x)))
}
gmrs.mu <- function(p, r, s, x) {
TX <- (x - 70) / 50
suml <- 0
if (r '=0) {
for (i in 1:r) { suml <- suml + p[i] * cheby(i - 1, TX) }
¥
sum2 <- 0
if (s '=0) {
for (j in 1:s) { sum2 <- sum2 + p[j + r] * cheby(j - 1, TX) }
}

return(suml + exp(sum2))

}

gnrs.int <- function(p, r, s, x) {
integrand <- function(tt) { gmrs.mu(p, r, s, x + tt) }
boole(integrand)

}

gmrs <- function(r, s) {
list (mu = function(p, x) { gmrs.mu (p, r, s, x) },
int = function(p, x) { gmrs.int(p, r, s, x) } )
s

law.set <- function(p, law) {
off <- if (!MODEL.M) O else -0.5
list(mu = function(x) { law$mu (p, x + off) },

int = function(x) { law$int(p, x + off) })
}
11 <- function(p, £, d) {

mu <- pmax(MININIMUM.MU, f(p, d$x))
sum(ifelse(d$e == 0, 0, -d$e * mu + d$d * log(d$e*mu) - lfactorial(d$d)))
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}

fit <- function(p.init , f, d) {
11.fit <- function(p) { 11(p, if (!MODEL.M) f$int else f$mu, d) }
grr <- function(p) { grad(1l.fit , p, method = GRAD.METHOD) }

model <-optim(par = p.init , gr = grr , fn = 11.fit , method=0PTIM.METHOD ,
control = list(fnscale=-1,
reltol=REL.TOLERANCE ,
maxit=MAX.ITERATIONS, trace = 1))

hess.calc <- hessian(1l.fit , model$par , method = GRAD.METHOD)

return(list(ll=model$value , pars = model$par , npars = length(model$par),
hessian = hess.calc , fun=law.set(model$par , f), convergence_info = model))

}

fit.gompertz <- function(d) {
fit(c(INIT.ALPHA , INIT.BETA), gompertz , d)
s

fit.makeham <- function(d) {
model.gompertz <- fit.gompertz(d)
fit(c(model.gompertz$pars , INIT.EPSILON), makeham , d)
¥

fit.weibull <- function(d) {
£it(c(INIT.C , INIT.n), weibull , d)
}
fit.perks <- function(d) {
£fit(c(INIT.ALPHA , INIT.BETA), perks , d)
}

fit.beard <- function(d) {
model.perks <- fit.perks(d)
fit(c(model.perks$pars , INIT.RHO), beard , d)
}

fit.makeham.perks <- function(d) {

model.perks <- fit.perks(d)

fit(c(model.perks$pars , INIT.EPSILON), makeham.perks , d)
}

fit.makeham.beard <- function(d) {
model.makeham.perks <- fit.makeham.perks(d)
fit(c(model.makeham.perks$pars , INIT.RHO), makeham.beard , d)
}

fit.gmrs <- function(d, r, s) {
p.init <- if (s == 0) NULL
else if (s == 1) INIT.B1
else c(INIT.B1, INIT.B2, rep(INIT.BX, s - 2))
gmrs.fit <- if (s != 0) fit(p.init , gmrs(0, s), d) else NULL

if (r ==0) {
return(gmrs.fit)

else {
for (i in 1:r) {
r.pars <- if (i == 1) INIT.AX else c(gmrs.fit$pars[1:(i-1)],
INIT.AX)
s.pars <- if(s != 0) gmrs.fit$pars[i:(i+s-1)] else NULL
gmrs.fit <- fit(c(r.pars , s.pars), gmrs(i, s), d)
}

return(gmrs.fit)
}

fit.gm <- function(r, s) {
function(d) {
fit.gmrs(d, r, s)
}
¥

graduate.poisson <- function(f, d) {

# Set results
result <- £(d)

11 <- result$ll

pars <- result$pars

npars <- result$npars
hessian <- result$hessian

m <- if (MODEL.M) function(x) { result$fun$int(x) }
else function(x) { result$fun$mu(x + 0.5) }

fun <- list(mu = result$fun$mu,
int = result$fun$int ,
qx = function(x) { 1 - exp(-result$fun$int(x)) },
m = m)
rates <- m(d$x)
# Calculate standard errors and p-values for parameter estimates
std.dev <- sqrt(diag(solve(-hessian)))
z.stat <- pars / std.dev
p.values <- 2*pnorm(abs(z.stat), 0, 1, lower.tail = FALSE)

# Calculate deviance and residuals
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0 <- d$d

E <- rates * d$e

dev <- sum(2 * (ifelse(0 == 0, 0, 0 * log(0/E)) - (0 - E)))

res <- sign(0 - E) * sqrt(2 * (ifelse(0 == 0, 0, 0 * log(0/E)) - (0 - E)))

# Determine dispersion coefficient
dis <- dev / (length(d$x) - npars)

# Chi -squared calculations

chi <- sum(((0 - E)~2) / ifelse(E == 0, 1, E))
chi.p <- pchisq(chi , df = length(d$x) - npars
, lower.tail = FALSE)

# Information criteria
aic <- -2 * 11 + 2 * npars
bic <- -2 * 11 + log(length(d$x)) * npars

# Signs test

signs.p <- sum(res > 0)

signs.n <- sum(res < 0)

signs.a <- if(signs.p <= signs.n) "less" else "greater"

signs.test <- binom.test(signs.p, signs.p + signs.n,
alternative = signs.a)$p.value

runs <- length(rle(sign(res))$lengths)
runs.p <- runs.test(res , "left.sided", 0, "exact", FALSE)$p.value

lower = log(qpois(0.025, 0) / d$e)
upper = log(qpois(0.975, 0) / d$e)

details <- list(pars = pars , npar = npars , std.dev = std.dev ,
z.stat = z.stat , p.values = p.values , 11 = 11, aic = aic ,
bic = bic , dis = dis , chi = chi , chi.p = chi.p,
signs.p = signs.p, signs.n = signs.n,
signs.test = signs.test , runs = runs ,
runs.p = runs.p, rates = log(rates),
q_x_fun = m, lower_b = lower, upper_b = upper)

lower = log(qpois(0.025, 0) / d$e)
upper = log(gpois(0.975, 0) / d$e)
par (mfrow=c(2, 1))

obs <- log(d$d / d$e)
mod <- log(rates)

if (length(mod) == 1) mod <- rep(mod , length(obs))
y.min <- min(obs[is.finite(obs)],
mod[is.finite(mod)],

lower[is.finite(lower)])
y.max <- max(obs[is.finite(obs)],

mod[is.finite(mod)],

upper [is.finite(lower)])

#plot (d$x, lower , pch = 150, cex=1.25, col = "blue",
# xlab = "AmZius", ylab = " LN(gq_x) ",
# ylim = c(y.min ,y.max), axes = FALSE)
#axis(1l, at=c(seq(from=floor(min(d$x)/5)*5,to=ceiling(max(d$x)/5)*5,by=5)),
# las = 1)
#axis(2, las = 1)
#box ()
#points(d$x, upper , pch = 150, cex = 1.25, col = "green")
#points(d$x, obs , col = "black", cex = 1.2)
#lines(d$x, mod , col = "red", lwd = 2)
#legend("bottomright", lwd=c(NA, 2, NA, NA), lty=c(NA, 1, NA, NA),
# pch=c(1, NA, 150, 150), col=c("black", "red", "green", "blue"),

# legend=c("Empirinis jvertis","Graduotas jvertis","97.5, Percentilis",
# "2.5% Percentilis"),
# bty="n", cex=0.7)

#plot(d$x, res , col = "blue",

# xlab = "AmZius", ylab = "Paklaidos", axes = FALSE)

#axis(1, at=c(seq(from=floor(min(d$x)/5)*5,to=ceiling(max(d$x)/5)*5,by=5)),
# las = 1)

#axis(2, las = 1)

#box ()

#abline(h = 0, col = "red")

#abline(h = 1.96, 1ty = 3)

#abline(h = -1.96, 1ty = 3)

return(list(fun = fun , details = details, k = mod))

# Initial Makeham, Perks and Gompertz parameters:
INIT.ALPHA <- -10

INIT.BETA <- 0.1

INIT.EPSILON <- -10

INIT.RHO <- 1

INIT.C <- 0.5

INIT.n <- 1.08

# Initial GMRS parameters:
INIT.B1 <- -5

INIT.B2 <- 5

INIT.BX <- 2

INIT.AX <- 2

OPTIM.METHOD <- "BFGS"
GRAD.METHOD <- "Richardson"
REL.TOLERANCE <- 1e-20
MAX.ITERATIONS <- 1000
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MININIMUM.MU <- 1e-20

MODEL.M <- TRUE

gompertz <- list(mu = gompertz.mu, int = gompertz.int)
makeham <- list(mu = makeham.mu, int = makeham.int)
weibull <- list(mu = weibull.mu, int = weibull.int)
mu, int = perks.int)

mu, int = beard.int)

perks <- list(mu = perks.
beard <- list(mu = beard.
makeham.perks <- list(mu
makeham.beard <- list(mu

standard_mortality_table

std_mort_table <- data.frame(age_in_months = mortality_table$age_in_months)

std_mort_table$l_x <- O

<- function(mortality_table, initial_kohort_size) {

makeham.perks.mu, int = makeham.perks.int)
makeham.beard.mu, int = makeham.beard.int)

1_x <- initial_kohort_size

for (i in 1:nrow(std_mort_table)){

if (i == 1){

std_mort_table$l_x <- 1_x

} else {

decrement <- 1_x * as.double(mortality_table[i, "mortality_rate"])
1_x <- 1_x - decrement
std_mort_table$l _x[i] <- 1 x

}
}

return(std_mort_table)

# PAGRINDINIS PARAMETRY NUSTATYMO IR VALDYMO KODAS.

# 00: nustatome R-Studio pakety instaliavimo lokacija savo kompiuteryje:
.libPaths(new="C:/Users/laury/OneDrive/Dokumentai/R/win-library/4.1")

# 01: nustatome R-Studio darbine aplinka Siam kodui:
setwd("C:/Users/laury/Desktop/Magistras")

# 02: instaliuojame (jeigu reikia, kitu ateveju - uZkomentuoti) reikalingus R-Studio paketus:
#install.packages("data.table")
#install.packages ("numDeriv")
#install.packages("randtests")
#install.packages("ggplot2")

# 03: jkeliame R-Studio paketus, reikalingus darbui atlikti:

library(data.table)
library (numDeriv)
library(randtests)
library(ggplot2)

# 04: nustatome pagrindinius Mirtingumo Analizés parametrus:
source("01_define_functions.R")

# Iteracijy skaicius:
iterations_number

# Skirtingy asmeny amZius
first_person_age
second_person_age
third_person_age

<-1
<- 18
<- 35
<- 50

# AutomatiSkai sukuriame naujg aplankg rezultatams:
current_timestamp <- format(Sys.time(), "%Y/%m¥%d")
folder_name <- paste("O01_R_output/01_image_output/Results_", current_timestamp, sep = "")

if (!dir.exists(folder_name)) {

dir.create(folder_name)

}

while (iterations_counter < iterations_number){

tryCatch({

# Laiko eilutés ilgio parametrai:
max_time_series_length

analysis_data_to
analysis_data_from
years_exclude

<- 1
<- 2019

<- analysis_data_to - round(runif(1, min

<- cO
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1,

b

# Analizuojamo AmZiaus parametrai:
age_from <- 18
age_to <- 65

# Gradavimo parametrai:

number_of _mortality_laws <- round(runif (1, min = 1, max = 2),0)

apply_mortality_rule_males_from <- ifelse(number_of_mortality_laws == 1, age_from, round (runif (1, min = age_from + 10, max = round(age_from - (age_from -
apply_mortality_rule_males_till <- age_to

apply_mortality_rule_total_from <- apply_mortality_rule_males_from

apply_mortality_rule_total_till <- age_to

apply_mortality_rule_females_from <- apply_mortality_rule_males_from

apply_mortality_rule_females_till <- age_to

polynomial_young_order_male <- round(runif(l,min = 3, max = 5),0)

polynomial_young_order_female <- round(runif(1,min = 3, max = 5),0)

polynomial_young_order_total <- round(runif(1,min = 3, max = 5),0)

graduation_old_rule_male <- sample(list(fit.makeham, fit.makeham.beard, fit.perks, fit.beard, fit.makeham.perks, fit.gompertz),1)[[1]]
graduation_old_rule_female <- sample(list(fit.makeham, fit.makeham.beard, fit.perks, fit.beard, fit.makeham.perks, fit.gompertz),1)[[1]]
graduation_old_rule_total <- sample(list(fit.makeham, fit.makeham.beard, fit.perks, fit.beard, fit.makeham.perks, fit.gompertz),1)[[1]]
apply_poly_grad_from_male <- age_from

apply_poly_grad_from_female <- age_from

apply_poly_grad_from_total <- age_from

# Clustering Analizés parametrai Zmoniy amZiui:

apply_clustering_analysis <- TRUE

min_number_cluster <- 3

max_number_cluster <- 6

# c(0:105)

# Zmoniy amZiaus grupavimas (rankiniu blidu, jeigu néra taikoma Clustering Analizé. T.y apply_clustering_analysis = "FALSE")
age_grouping_vector_males <- ¢(0,7,8,12,13,17,18,67,68,72,73,80,81,98,99,99,100,100,101,101,102,102)

age_grouping_vector_females <- ¢(0,7,8,12,13,17,18,62,63,67,68,72,73,80,81,98,99,99,100,100,101,101,102,102)

age_grouping_vector_total <- ¢(0,7,8,12,13,17,18,100,101,101,102,102)

# Gybybés draudimo kompanijos parametrai:

interest_rate <- 0.01

portfolio_size <- 10

risk_insurance_amount <- 20000

premium_safety_margin <- 0.15

# 05: nuskaitome reikalingus mirtingumo duomenis:
if (iterations_counter == 0){
source("02_read_data.R")

}
# 06: apskailiuojame taSkinius (empirinius) mirtingumo jvercius:
source ("03_crude_rate_calc.R")

# 07: grupuojame duomenis pagal amZiy:
source ("04_group_data_manually.R")

# 08: graduojame mirtingumo kreive ir gaminame meting mirtingumo lenteleg:
source ("05_mortality_graduation_process.R")

# 09: statistinis gradavimo testavimas (goodness-of-fit):
source("08_goodness_of_fit_testing.R")

# 10: interpoliuojame mirtingumo lenteles:
source("06_mortality_table_interpolation.R")

# 11: skailiuojame draudimo jmokas:
source ("07_premiums_calc.R")

# 12: iSsaugojame rezultatus:
source ("09_save_calculated_results.R")

iterations_counter <- iterations_counter + 1

error = function(e) {

iterations_counter <- iterations_counter + 1
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