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Ar sunkiauodegis skirstinys visada yra
sunkesnis uº lengvauodegi�?

Santrauka

Magistrant	uros baigiamajame darbe nagrin
ejamos sunkiauodegiu� skirstiniu� klas
es.

Kiekvienam poklasiui pateikiami skirstiniu� pavyzdºiai. Suformuluojamos ir i�rodomos

teoremos teigian£ios, kad skirtiniai i² konkre£ios sunkiauodegiu� skirstiniu� klas
es yra

sunkesni uº lengvauodegius skirstinius. Pagrindinis darbo tikslas yra sukonstruoti pa-

siskirstymo funkcij¡, kuri apibr
eºiama kaip sunkiauodegis skirstinys, ta£iau yra lengves-

nis uº lengvauodegi� skirstini�.

Raktiniai ºodºiai: Sunkiauodegiai skirstiniai; lengvauodegiai skirstiniai ;reguliariai

kintantys skirstiniai; dominuojamai kinantys skirstiniai; subeksponentiniai skirstiniai;

ilgauodegiai skirstiniai

Is heavy-tailed distribution always
heavier than light-tailed?

Abstract

In the master's thesis, an analysis of heavy-tailed distributions is conducted. Examples

are provided for each class of heavy-tailed distributions. Theorems are formulated and

proved, stating that distributions from the heavy-tailed class are heavier than distribu-

tions from the light-tailed class. The main result aims to create a distribution function

de�ned as heavy-tailed, yet lighter than distributions from the light-tailed class.

Key words: Heavy-tailed distributions; light-tailed distributions; regularly varying dis-

tributions; dominatedly varying distributions; subexponential distributions; long-tailed

distributions
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1 I�vadas

Tikimybiu� teorijos ir statistikos srityje pasiskirstymo funkciju� tyrimas yra labai svarbus.

Toks tyrimas atliekamas norint analizuoti rei²kinius i�vairiose srityse, tokiose kaip statis-

tika, ekonomika, rizikos vertinamas bei draudimas. Nors tradiciniai statistiniai modeliai

daºniausiai remiasi normaliuoju ar binominiu pasiskirstymu, egzistuoja skirstiniu� klas
e, ku-

rioje funkciju� uodega nyksta l
e£iau nei eksponentinio skirstinio. �ios pasiskirstymo funkcijos

yra ºinomos kaip sunkiauodegiai skirstiniai ir pasiºymi unikaliomis savyb
emis, kurios yra

naudingos siekiant prognozuoti retus, ta£iau didel¦ i�tak¡ turin£ius i�vykius.

�iame darbe nagrin
ejami sunkiauodegiu� skirstiniu� poklasiai - reguliariai kintantys, do-

minuojamai kintantys, subeksponentiniai, ir ilgauodegiai skirstiniai. Reguliariai kintan-

tys skirstiniai yra vienas pla£iausiai i²tirtu� sunkiauodegiu� skirstiniu� poklasiu�, kuri� vienas

i² pirmu�ju� apibr
eº
e Karamata [1]. Bingham, Goldie, Teugels knygoje �Regular variation�

[2] analizavo reguliariai kintan£iu� skirstiniu� taikym¡ �nansu� ir draudimo srityse bei i²ved
e

²io poklasio reprezentacin¦ teorem¡. Apibendrindamas regurialiai kintan£iu� skirstiniu� klas¦

Feller [3] apibr
eº
e dominuojamai kintan£ius skirstinius. Ilgauodegius skirstinius vienas i²

pirmu�ju� apibr
eº
e �istyakov [4], o apibendrinant juos Chover [5] pristat
e subeksponentiniu�

skirstiniu� klas¦, kuri¡ v
eliau nagrin
ejo Embrechts ir Goldie [6] bei Klüppelberg[7].

Pagrindinis ²io darbo tikslas yra i²siai²kinti ar tikrai skirstiniai i² pamin
etu� sunkiauodegiu�

skirstiniu� klasiu� yra sunkesni uº lengvauodegius skirstinius. Kiekvienam apibr
eºtam

sunkiauodegiu� skirstiniu� poklasiui yra pateikiami pavyzdºiai. Taip pat suformuluojama

ir i�rodoma teorema teigianti, jog visi skirstiniai i² sunkiauodegiu� skirstiniu� poklasio yra

sunkesni uº lengvauodegius skirstinius. Tuo tarpu skirstiniu� klasei H pateikiamas prie²-

taringas pavyzdys, parodantis jog galima rasti sunkiauodegiu� skirstiniu�, kurie n
era sunkesni

uº bet kuri� lengvauodegi� skirstini�.
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2 Skirstiniai

Tikimybiu� teorijoje sunkiauodegiai skirtstiniai yra tokie, kuriu� uodegos yra sunkesn
es uº

eksponentini� skirstini�. Analogi²kai, jei uodegos yra lengvesn
es uº eksponentini� skirstini� tai

lengvauodegiai skirstiniai. �iame skyriuje apibr
eºiami ²ie skirstiniai. Laikykime, kad skirs-

tinio uodega yra F (x) = 1− F (x) visiems realiems x ir bet kokiai pasirinktai pasiskirstymo

funkcijai F (x).

Apibr
eºimas 2.1. Pasiskirstymo funkcij¡ F , apibr
eºt¡ R, vadinsime sunkiauodege F ∈
H , jei kiekvienai δ > 0∫ ∞

−∞
eδxdF (x) = ∞

Galima i�rodyti, jog F ∈ H , tada ir tik tada, jei yra tenkinama viena i² savybiu�:

(i) lim sup
x→∞

eλxF (x) = ∞ bet kokiam λ > 0

(ii) lim inf
x→∞

(− logF (x))

x
= 0

Apibr
eºimas 2.2. Pasiskirstymo funkcij¡ F , apibr
eºt¡ R, vadinsime lengvauodege F ∈
H c, jei egzistuoja δ > 0, kuriam∫ ∞

−∞
eδxdF (x) < ∞

Analogi²kai sunkios uodegos atvejui, galima teigti, kad F ∈ H c, jei tenkinama viena i²

savybiu�:

(i) lim sup
x→∞

eλxF (x) < ∞ kuriam nors λ > 0

(ii) lim inf
x→∞

(− logF (x))

x
> 0

Apibr
eºimas 2.3. Tarkime, kad f ir g yra dvi teigiamos funkcijos, tada sakoma

f(x) = o(g(x)) jei lim sup
x→∞

f(x)

g(x)
= 0
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3 Sunkiauodegiu� skirstiniu� klas
es

�iame skyriuje nagrin
ejami sunkiauodegiu� skirstiniu� poklasiai, pateikiami ju� pavyzdºiai

ir i�rodomas teiginys, kad pasiskirstymo funkcija i² tokio poklasio yra sunkesn
e uº bet kuri�

lengvauodegi� skirstini�. Apibr
eºimai suformuluoti remiantis �iaulio, Leipaus, Konstantinides

knyga �Closure Properties for Heavy-Tailed and Related Distributions: An Overview� [8]

ir Embrechts, Klüppelberg, Mikosch knyga �Modelling Extremal Events for Insurance and

Finance� [9].

Nagrin
esime klases remiantis tokia ju� i�d
etimi

R =
⋃
α≥0

R(α) ⊂ D ⊂ H

R ⊂ S ⊂ H

S ⊂ L ⊂ H

kuri¡ ai²kiai iliustruoja paveikslas

1 pav. Sunkiauodegiu� skirstiniu� klas
es

3.1 Klas
e R

�iame poskyryje apibr
eºiamas pasiskirstymo funkcijos priklausymas reguliariai kintan£iu�

skirstiniu� klasei. Pateikiama ²ios klas
es reprezentacin
e teorema su pavyzdºiais. Galiausiai

i�rodoma, jog funkcijos i² ²ios klas
es yra sunkesn
es uº bet kuri� lengvauodegi� skirstini�.

Apibr
eºimas 3.1. Pasiskirstymo funkcij¡ F , apibr
eºt¡ ant aib
es R, vadinsime reguliariai

kintan£ia su indeksu α ≥ 0 bei ºym
esime F ∈ R(α), jeigu

lim
x→∞

F (xy)

F (x)
= y−α bet kokiam y > 0
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Pastaba 3.1. Sakysime, kad pasiskirstymo funkcija F apibr
eºta ant aib
es R, jeigu ²i funkcija
yra realias reik²mes i�gyjan£io atsitiktinio dydºio pasiskirstymo funkcija.

Jei F ∈ R(α), tai j¡ galima i²reik²ti pavidalu

F (x) = x−αL(x), x > 0

kur L yra l
etai kintanti funkcija, t.y. funkcija su savybe limx→∞
L(xy)
L(x)

= 1 bet kokiam y > 0.

Visi reguliariai kintantys skirstiniai i�prastai ºymimi R =
⋃

α≥0 R(α).

�ios pasiskirstymu� klas
es reprezentacin¦ teorem¡ (3.5) bei i�rodym¡ galima rasti Bingham,

Goldie ir Teugels knygoje �Regular variation� [2].

Teorema 3.1. Jei funkcija F ∈ R(α) su α ≥ 0 tai kaºkokiam a > 0

F (x) = x−αa(x) exp

(∫ x

a

b(u)

u
du

)
, x ≥ a

su funkcijomis a(x) → c ∈ (0;∞) ir b(x) → 0, kai x → ∞

Remiantis 3.1 teorema, galima patikrinti ar F ∈ R(α).

Pavyzdys 3.1 (Pareto skirstinys). Galima parodyti, kad Pareto skirstinys yra reguliarusis

bei pateikti ji� reprezentacine forma. Turime Pareto skirstinio uodeg¡

F (x) = 1(−∞;0)(x) +
1

(x+ 1)α
1[0;∞)(x)

2 4 6 8

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y α = 1
α = 2
α = 5

Remiantis apibr
eºimu 3.1 patikriname ar skirstinys reguliarusis

lim
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim

x→∞

1
(xy+1)α

1
(x+1)α

= lim
x→∞

(x+ 1)α

(xy + 1)α
= y−α visiems y > 0
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Pagal 3.1 teorem¡ Pareto skirstinio reprezentacin
e forma yra tokia

F (x) =
1

xα
· xα

(1 + x)α
· 1 = x−α · xα

(1 + x)α
· exp

{∫ x

1

0

u
du

}
Taigi, norint gauti Pareto su parametru α uodegos i²rai²k¡ 3.1 teoremoje reikia imti

a = 1, a(x) = xα

(1+x)α
ir b(x) = 0.

Pavyzdys 3.2 (Dzeta (α) skirstinys). Galima parodyti, kad Dzeta (α) skirstinys taip pat yra

reguliarusis bei pateikti ji� reprezentacine forma.Tarkime, kad turime pasiskirstymo funkcij¡

P(ξ = n) =
1

nα

1

ζα
kur α > 1, o n ∈ {1, 2, ...}

£ia ζ yra Rymano dzeta funkcija ζα =
∑∞

n=1
1
nα .

�inoma, kad Dzeta (α) skirstinio uodega yra

Fα(x) =
1

ζα

∑
n>x

1

nα

Pastaba 3.2. Pradºioje parodysime, kad

∑
n>x

1

nα
∼

x→∞

∫
x

dy

yα
visiems α > 1

Br
eºinys iliustruoja, jog ²i¡ sum¡, kai x → ∞ galime apriboti taip∫
x

dy

yα
≤
∑
n>x

1

nα
≤
∫
x

dy

(y − 1)α

n n+1 . . . n+k

∑
n>x

1
nα

1
xα

1
(x−1)α

Jei turime funkcijas g, f ir h, kad g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ir limx→∞ g(x) = limx→∞ h(x) = L,

tuomet limx→∞ f(x) = L.
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M	usu� atveju su α > 1∫
x

dy

yα
=

1

xα−1(α− 1)∫
x

dy

(y − 1)α
=

1

(x− 1)α−1(α− 1)
∼

x→∞

1

xα−1(α− 1)

I² to i²plaukia, kad

∑
n>x

1

nα
∼

x→∞

∫
x

dy

yα
∼

x→∞

1

xα−1(α− 1)
visiems α > 1

Remiantis 3.1 apibr
eºimu ir pastaba 3.2 patikriname ar Dzeta(α) skirstinys priklauso R

lim
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim

x→∞

1
ζα

∑
n>xy

1
nα

1
ζα

∑
n>x

1
nα

= lim
x→∞

∑
n>xy

1
nα∑

n>x
1
nα

= lim
x→∞

∫
xy

dz
zα∫

x
dz
zα

=

lim
x→∞

(α− 1)xα−1

(α− 1)(xy)α−1
=

1

yα−1
α > 1

Taigi, Fα(x) ∈ R(α − 1) ir naudojantis 3.1 teorema Dzeta(α) galime i²reik²ti j¡

reprezentacin
e forma, kai α > 1

Fα(x) =
1

xα−1
· x

α−1

ζα

∑
n>x

1

nα
· exp

{∫ x

1

0

u
du

}

Taigi, norint gauti Dzeta(α) skirstinio uodeg¡ reikia 3.1 teoremoje pasirinkti

a = 1, a(x) = xα−1

ζα

∑
n>x

1
nα ir b(x) = 0, nes

lim
x→∞

xα−1

ζα

∑
n>x

1

nα
= lim

x→∞

xα−1

ζα

∫
x

dz

zα
=

1

ζα(α− 1)
= c ∈ (0;∞)

ir exp
{∫ x

1
0
u
du
}
= 1 visiems x > 1.

Teiginys 3.1. Jei FX(x) ∈ H c ir F Y (x) ∈ R, tai FX(x) = o(F Y (x))

I�rodymas. Paimkime λ > 0 toki¡, kad lim sup eλxFX(x) < ∞ ir α ≥ 0. Naudojantis 2.3

apibr
eºimu ir 3.3 pastaba turime

lim sup
x→∞

FX(x)

F Y (x)
= lim sup

x→∞

FX(x)

x−αL(x)
= lim sup

x→∞
xαFX(x)

L(x)

eλx

eλx
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≤ lim sup
x→∞

(
eλxFX(x)

)
lim sup
x→∞

(
xα

eλxL(x)

)

= lim sup
x→∞

(
eλxFX(x)

)
lim sup
x→∞

(
x2α

xαeλxL(x)

)

≤ lim sup
x→∞

(
eλxFX(x)

)
lim sup
x→∞

(
x2α

eλx

)
lim sup
x→∞

(
1

xαL(x)

)
= 0

Pagal l
etai kintan£ios funkcijos savyb¦ pateikt¡ ºemiau 3.3 pastaboje.

Pastaba 3.3. Jeigu L(x) yra l
etai kintanti ir δ > 0, tada

L(x)xδ → ∞, kai x → ∞

I�rodymas. L
etai kintan£iai funkcijai L(x) galioja 3.1 teoremos formul
e su α = 0. Pasirink¦

toki� δ0, kad δ > δ0 > 0 ir ºinodami, kad teoremoje 3.1 funkcija b(u) → 0, kai x → ∞, turime

∀δ0 ∃x0 : |b(u)| < δ0, kai u ≥ x0 tuomet b(u) > −δ0, kai u ≥ x0. Tada turime

lim
x→∞

L(x)xδ = lim
x→∞

xδa(x) exp

(∫ x

a

b(u)

u
du

)

= c lim
x→∞

xδ

(
exp

(∫ x0

a

b(u)

u
du

)
+ exp

(∫ x

x0

b(u)

u
du

))
.

Paºym
ejus, kad exp(
∫ x0

a
b(u)
u
du) = K, kur K ∈ (0;∞) turime

lim
x→∞

L(x)xδ ≥ c lim
x→∞

xδ exp(K − δ0(ln
x

x0

)) = c lim
x→∞

xδeK(
x
x0

)δ0 = ∞

3.2 Klas
e D

�iame poskyryje apibr
eºiamas pasiskirstymo funkcijos priklausymas dominuojamai

kintan£iu� skirstiniu� klasei. Pristatomi Matuszewskos indeksai, kurie yra svarb	us nustatyti

pasiskirstymo funkcijos priklausym¡ klasei. Galiausiai pateikiamas pavyzdys i² ²ios klas
es

bei i�rodoma, jog funkcijos i² ²ios klas
es yra sunkesn
es uº bet kuri� lengvauodegi� skirstini�.

Apibr
eºimas 3.2. Pasiskirstymo funkcija F , apibr
eºta R yra dominuojamai kintanti,

ºym
esime F ∈ D , jei

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
< ∞ visiems y ∈ (0, 1)
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ekvivalen£iai

lim inf
x→∞

F (xy)

F (x)
> 0 visiems y > 1

Apibr
eºimas 3.3. Tarkime, F yra pasiskirstymo funkcija, apibr
eºta R, tada paºym
ekime

F ∗(y) := lim inf
x→∞

F (xy)

F (x)
, F

∗
(y) := lim sup

x→∞

F (xy)

F (x)
, y > 1

ir ²iai pasiskirstymo funkcijai atitinkamai - vir²utini� ir apatini� Matuszewska indeksus

J+
F = − lim

y→∞

logF ∗(y)

log y
J−
F = − lim

y→∞

logF
∗
(y)

log y
.

Taip pat, svarbus parametras yra

LF := lim
y↘1

F ∗(y).

�iaulio, Leipaus, Konstantinides knygoje �Closure properties for heavy-tailed and related

distributions: An overview� [8] buvo suformuluoti pasiskirstymo funkcijos teiginiai, kurie yra

pateikti 3.2 teoremoje.

Teorema 3.2. Pasiskirstymo funkcijai F ²ie teiginiai yra ekvivalent	us

(i) F ∈ D , (ii) F ∗(y) > 0 kaºkuriam y > 1, (iii) 0 ≤ J+
F < ∞, (iv) LF > 0.

I² (3.2) apibr
eºimo i²plaukia (i), (ii) ir (iv) teiginiu� ekvivalentumas, o (ii) ir (iii) i²plaukia

i²

J+
F < ∞ ⇔ logF ∗(y)

log y
< ∞ dideliems y ≥ y0 > 1 ⇔ − logF ∗(y0) < ∞

Straipsnyje �A class of heavy tailed distributions� [10] Konstantinides pasiskirstymo

funkcijos i² klas
es D uodeg¡ i�vertino kaip pateikta 3.3 teoremoje.

Teorema 3.3. Sakykime F ∈ D . Tada egzistuoja konstantos δ > 0 ir C > 0, kurioms

F (x) ≥ Cx−δ pakankamai dideliems x.

I�rodymas. Apibr
eºime 3.2 pasirink¦ konkretu� y > 1 turime

lim inf
x→∞

F (xy)

F (x)
= z

Tuomet pasirink¦ toki� ε > 0, kad z − ε > 0 ir kad visiems dideliems x
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(x ≥ x0 = x0(y, z, ε) > 0) galiotu� nelygyb
e

1 >
F (x)

F (x
y
)
≥ z − ε > 0

Lieka tik i�rodyti teoremos 3.3 nelygyb¦. Pasirinktam x ≥ x0 paimkime n =
⌊
log x/x0

log y
+ 1
⌋
,

tuomet

F (x) ≥ (z − ε)F (x/y) ≥ (z − ε)2F (x/y2) ≥ . . . ≥ (z − ε)nF (x/yn)

≥ exp

(
log(z − ε)

log y
log x/x0

)
F (x0).

nes

(z − ε)n = exp (n log(z − ε)) = exp

((⌊
log x/x0

log y
+ 1

⌋)
log(z − ε)

)
≥ exp

(
log(z − ε)

log y
log x/x0

)
ir

F (x/yn) = F

(
x

y

⌊
log x/x0

log y
+1

⌋
)

≥ F

(
x

y
log x/x0

log y

)
= F (x0)

Taigi turime, kad teoremos 3.3 nelygyb
e galioja su

C = exp

(
− log(z − ε)

log y
log x0

)
F (x0) > 0, δ = − log(z − ε)

log y
> 0.

�iaulio, Leipaus, Konstantinides knygoje �Closure properties for heavy-tailed and related

distributions: An overview� [8] pateiktas toks pasiskirstymo funkcijos i² ²ios klas
es pavyzdys.

Pavyzdys 3.3 (Apibendrintas Peter ir Paul skirstinys). Tarkime, kad turime diskretu�

atsitiktini� dydi� X su tikimyb
emis

P (X = bk) = (ba − 1)b−ak, k = 1, 2, ... a > 0, b > 1

�io dydºio pasiskirstymo funkcijos F (x) uodega yra tokia

F (x) = (ba − 1)
∑

k:bk>x

b−ak = 1(−∞;b)(x) + b−a⌊logb x⌋1[b;∞)(x)

Naudojantis 3.2 apibr
eºimu patikriname ar pasiskirstymo funkcija priklauso klasei D su
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a > 0, b > 1. Jeigu y > 1, tai

lim inf
x→∞

b−a⌊logb xy⌋

b−a⌊logb x⌋
= lim inf

x→∞
ba(⌊logb x⌋−⌊logb xy⌋) =

lim inf
x→∞

ba(⌊logb x⌋−⌊logb x+logb y⌋) ≥ lim inf
x→∞

ba(⌊logb x⌋−⌊logb x⌋−⌊logb y⌋−2) = b−a(⌊logb y⌋+2) > 0

Taigi, m	usu� pasiskirstymo funkcija F ∈ D pagal (ii) teigini� i² 3.2 teoremos, bet tai galima

patvirtinti ir (iii) ir (iv) Matuszewskos indeksais i² teoremos 3.2, nes

(iii) J+
F = − lim

y→∞

1

log y
log lim inf

x→∞

F (xy)

F (x)

= − lim
y→∞

1

log y
log lim inf

x→∞

b−a logb yba{logb xy}

ba{logb x}

= − lim
y→∞

1

log y
log
(
b−a logb y lim inf

x→∞
ba({logb xy}−{logb x})

)
= − lim

y→∞

(
1

log y
(−a logb y) log b+

1

log y
log lim inf

x→∞
ba({logb xy}−{logb x})

)
= lim

y→∞

1

log y
a
log y

log b
log b− lim

y→∞

1

log y
log lim inf

x→∞
ba({logb xy}−{logb x}) = a− 0 = a

(iv) LF = lim
y↓1

lim inf
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim

y↓1
lim inf
x→∞

b−a⌊logb xy⌋

b−a⌊logb x⌋

= lim
y↓1

lim inf
x→∞

b−a(logb xy−{logb xy})

b−a(logb x−{logb x})
= lim

y↓1
lim inf
x→∞

b−a logb yba{logb xy}

ba{logb x}

= lim
y↓1

lim inf
x→∞

ba({logb xy}−{logb x}) = lim
y↓1

b−a = b−a

Dar vien¡ ²ios klas
es pavyzdi� pateik
e Cai, Tang straipsnyje �On max-sum equivalence

and convolution closure of heavy-tailed distributions and their applications� [11].

Pavyzdys 3.4. Tarkime, kad turime atsitiktini� dydi� X = (1 + Y )2N , kur Y ir N yra

nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai. Y yra tolygiai pasiskirst¦s [0,1], o N yra geometrinis

atsitiktinis dydis su P(N = k) = p(1−p)k, p ∈ (0, 1), k = 0, 1, ... Tuomet X skirstinio uodega

yra

F (x) = (2− 2−⌊log2 x⌋x)p(1− p)⌊log2 x⌋ + (1− p)⌊log2 x⌋+1, x ≥ 1.

Tada remiantis 3.2 apibr
eºimu galime patikrinti ar ²i pasiskirstymo funkcija priklauso D . I²

12



tiesu�

lim inf
x→∞

(
2− 2−⌊log2 xy⌋xy

)
p (1− p)⌊log2 xy⌋ + (1− p)⌊log2 xy⌋+1

(2− 2−⌊log2 x⌋x) p (1− p)⌊log2 x⌋ + (1− p)⌊log2 x⌋+1

≥ lim inf
x→∞

(
2− 2−⌊log2 xy⌋xy

)
p (1− p)⌊log2 x⌋+⌊log2 y⌋+1 + (1− p)⌊log2 x⌋+⌊log2 y⌋+2

(2− 2−⌊log2 x⌋x) p (1− p)⌊log2 x⌋ + (1− p)⌊log2 x⌋+1

= lim inf
x→∞

(
2− 2−⌊log2 xy⌋xy

)
p (1− p)⌊log2 y⌋+1 + (1− p)⌊log2 y⌋+2

(2− 2−⌊log2 x⌋x) p+ (1− p)

= (1− p)⌊log2 y⌋ lim inf
x→∞

(
2− 2−⌊log2 xy⌋xy

)
p (1− p) + (1− p)2

(2− 2−⌊log2 x⌋x) p+ (1− p)

≥ (1− p)⌊log2 y⌋ lim inf
x→∞

(
2− xy

2log2 xy−1

)
p (1− p) + (1− p)2(

2− x
2log2 x

)
p+ (1− p)

= (1− p)⌊log2 y⌋ lim inf
x→∞

(2− 2) p (1− p) + (1− p)2

(2− 1) p+ (1− p)
= (1− p)⌊log2 y⌋+2

Tod
el F ∈ D pagal 3.2 (ii) teorem¡.

Teiginys 3.2. Jei FX(x) ∈ H c ir F Y (x) ∈ D , tai FX(x) = o(F Y (x))

I�rodymas. Paimkime λ > 0 toki¡, kad lim sup eλxFX(x) < ∞ ir C, δ > 0. Naudojantis 2.3

apibr
eºimu ir 3.3 teorema turime

lim sup
x→∞

FX(x)

F Y (x)
= lim sup

x→∞

FX(x)

F Y (x)

eλx

eλx
≤ lim sup

x→∞

(
eλxFX(x)

)
lim sup
x→∞

(
1

eλxF Y (x)

)

≤ lim sup
x→∞

(
eλxFX(x)

)
lim sup
x→∞

(
1

eλxCx−δ

)
= lim sup

x→∞

(
eλxFX(x)

)
lim sup
x→∞

(
xδ

eλxC

)
= 0

3.3 Klas
e S

�iame poskyryje apibr
eºiamas pasiskirstymo funkcijos priklausymas subeksponentiniu�

skirstiniu� klasei. Galiausiai pateikiamas pavyzdys i² ²ios klas
es bei i�rodoma, jog funkcijos i²

²ios klas
es yra sunkesn
es uº bet kuri� lengvauodegi� skirstini�.

Apibr
eºimas 3.4. Pasiskirstymo funkcij¡ F , apibr
eºt¡ ant aib
es R, vadinsime subekspo-

nentine

F ∈ S , jei

lim
x→∞

F+ ∗ F+(x)

F (x)
= 2, kur F+(x) = F (x)1[0;∞)(x)

13



Pastaba 3.4. Galima i�rodyti, jog F apibr
eºta R yra subeksponentine, jei

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1 bet kuriam y > 0 ir lim

x→∞

F ∗ F (x)

F (x)
= 2

Vien¡ b	ud¡ patikrinti ar skirstinys subeksponentinis apibr
eº
e Pitman straipsnyje �Subex-

ponential distribution functions� [12].

Lema 3.1. Tarkime, kad pasiskirstymo funkcija F apibr
eºta R+ yra absoliu£iai tolydi su

tankiu f . Tuomet, apibr
eºkime rizikos gali¡ q(x) = f(x)/F (x). Jei ²i funkcija ilgainiui

maº
ejanti i� 0, tai F ∈ S tada ir tik tada, kai

lim
x→∞

∫ x

0

euq(x)f(u)du = 1.

Jeigu funkcija euq(u)f(u) yra integruojama, tai F ∈ S .

Teorema 3.4. Tarkime, kad F yra pasiskirstymo funkcija apibr
eºta ant R. Tada
(i) Jei F ∈ S , tai

lim
x→∞

F ∗n(x)

F (x)
= n visiems n ≥ 2.

(ii) Jei

lim
x→∞

F ∗n(x)

F (x)
= n kuriam nors n ≥ 2,

tada F ∈ S .

(iii) Tarkime X1, X2, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai su pa-

siskirstymo funkcija F. Tada F ∈ S tada ir tik tada, jei

P(X+
1 +X+

2 + ...+X+
n > x) ∼ P(max{X1, ..., Xn} > x) visiems n ≥ 2,

£ia X+
k = max{Xk, 0}

(iv) Jei F ∈ S , tuomet bet kokiam y ∈ R

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1.

(v) Jei F ∈ S , tuomet

lim
x→∞

eδxF (x) = ∞ bet kokiam δ > 0.

(vi) Jei F ∈ S , tuomet bet kokiam ε > 0 egzistuoja teigiama konstanta K(ε), tokia, kad
14



visiems n ∈ N ir x ≥ 0 galioja

F ∗n(x)

F (x)
≤ K(ε)(1 + ε)n.

�iu� savybiu� i�rodymai yra �istyakov straipsnyje �Theorem on Sums of Independent Ran-

dom Positive Variables and its Applications to Branching Processes� [4],Goldie ir Embrechts

straipsnyje �On Convolution tails� [13], Athereya ir Ney knygoje �Branching Processes� [14],

Foss, Korshunov ir Zachary knygoje �An Introduction to Heavy-Tailed and Subexponen-

tial Distributions� [15] bei Embrechts, Klüppelberg, Mikosch knygoje �Modelling Extremal

Events for Insurance and Finance� [9].

Pavyzdys 3.5 (Weibullio skirstinys). Galima parodyti, kad Weibullio skirstinys priklauso

subeksponentiniu� klasei. �i funkcija turi tanki�

f(x) =
k

λ

(x
λ

)k−1

e−(
x
λ)

k

x ≥ 0

kur parametrai yra λ ∈ (0;∞), k ∈ (0,∞). Tad ºinome, kad Weibullio skirstinio uodega yra

F (x) = e−(
x
λ)

k

x ≥ 0

Naudojantis 3.1 apibr
eºimu patikriname ar Weibullio skirstinys su parametrais k = 0.5 ir

1 2 3 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y
λ = 1, k = 0.2
λ = 2, k = 0.2
λ = 2, k = 0.5

λ = 1 priklauso S klasei.

M	usu� atveju

f(x) =
1

2
√
xe

√
x

F (x) = e−
√
x

q(x) =
1

2
√
x

15



Tuomet patikriname ar funkcija exq(x)f(x) integruojama. Turime

lim
x→∞

∫ x

0

exp

(
u

2
√
u

)
· 1

2
√
ue

√
u
du = lim

x→∞

∫ x

0

exp

(√
u

2

)
· 1

2
√
ue

√
u
du

= lim
x→∞

lim
y→0

∫ x

y

exp

(
−
√
u

2

)
· 1

2
√
u
= lim

x→∞
lim
y→0

(
2 exp

(
−
√
y

2

)
− 2 exp

(
−
√
x

2

))
= 2

Teiginys 3.3. Jei FX(x) ∈ H c ir F Y (x) ∈ S , tai FX(x) = o(F Y (x))

I�rodymas. Paimkime λ > 0 toki¡, kad lim sup eλxFX(x) < ∞ ir δ > 0. I² teoremos 3.4 (v)

turime

lim sup
x→∞

FX(x)

F Y (x)
= lim sup

x→∞

FX(x)

F Y (x)

eλx

eλx
≤ lim sup

x→∞

(
eλxFX(x)

)
lim sup
x→∞

(
1

eλxF Y (x)

)
= 0.

3.4 Klas
e L

�iame poskyryje apibr
eºiamas pasiskirstymo funkcijos priklausymas ilgauodegiu� skirstiniu�

klasei. Pateikiama ²ios klas
es reprezentacin
e teorema su pavyzdºiais. Galiausiai i�rodoma,

jog funkcijos i² ²ios klas
es yra sunkesn
es uº bet kuri� lengvauodegi� skirstini�.

Apibr
eºimas 3.5. Pasiskirstymo funkcij¡ F , apibr
eºt¡ R priklauso ilgauodegiu� skirstiniu�

klasei F ∈ L , jei

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1 visiems y > 0

I² apibr
eºimo galima gauti, kad

F ∈ L tada ir tik tada, kai F ◦ log ∈ R(0)

Shimura, Watanabe straipsnyje �In�nite divisibility and generalized subexponentiality�

[16] suformulavo toki� teigini� apie ilgauodegiu� skirstiniu� klas¦.

Pastaba 3.5. Jeigu F ∈ L tai

lim
x→∞

eδxF (x) = ∞ visiems δ > 0

I�rodymas. �inodami, kad i² s¡lygos F ∈ L i²plaukia tai kad F (log x) yra l
etai kintanti, o

tokia funkcija turi savyb¦ esan£i¡ 3.3 pastaboje. Tod
el

lim
x→∞

xδF (log x) = ∞, su visais δ > 0

16



Vadinasi,

lim
x→∞

eδxF (x) = ∞, su visais δ > 0.

Klas
e L turi savo reprezentacin¦ teorem¡, kuri¡ suformulavo Klüppelberg straipsnyje

�Subexponential distributions and characterizations of related classes� [7].

Teorema 3.5. Pasiskirstymo funkcija F ∈ L tada ir tik tada, kai

F (x) = c(x) exp

(
−
∫ x

0

b(y)dy

)
, x ≥ 0

su funkcijomis c(x) → c ∈ (0;∞), b(x) → 0, kai x → ∞

Pavyzdys 3.6 (Burr skirstinys). Galima parodyti, kad Burr skirstinys priklauso ilgauodegiu�

klasei. �i funkcija turi tanki�

f(x) = ck
xc−1

(1 + xc)k+1
x > 0

kur parametrai yra c, k > 0. Tad ºinome, kad Burr skirstinio uodega yra

F (x) = (1 + xc)−k x > 0

1 2 3 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y
c = 1, k = 1
c = 1, k = 2
c = 0.5, k = 2

Naudojantis 3.5 apibr
eºimu patikriname ar Burr skirstinys su parametrais k = 1 ir c = 2

priklauso L klasei.

lim
x→∞

(1 + (x− y)2)−1

(1 + x2)−1
= lim

x→∞

1 + x2

1 + (x− y)2
= lim

x→∞

x2
(

1
x2 + 1

)
x2
(

1
x2 +

(
1− y

x

)2) = 1

17



�i� skirstini� galima pateikti ilgauodegiu� skirstiniu� reprezentacine forma i² 3.5 teoremos

F (x) =
(1 + x)2

1 + x2

1

(1 + x)2
= c(x) exp

{
−
∫ x

0

b(y)dy

}
su

c(x) =
(1 + x)2

1 + x2
→

x→∞
1

b(x) =
2

1 + x
→

x→∞
0

nes

exp

(
−
∫ x

0

b(y)dy

)
= exp

(
−
∫ x

0

2

1 + y
dy

)
= exp (−2(ln(1 + x)− ln 1)) =

1

(1 + x)2

Pavyzdys 3.7 (Benktander II). Galima parodyti, kad Benktander II tipo skirstinys prik-

lauso ilgauodegiu� klasei. �i funkcija turi tanki�

f(x) = exp
(a
b
[1− xb]

)
xb−2(axb − b+ 1)

kur parametrai a > 0 ir 0 < b ≤ 1. Benktander II pasiskirstymo funkcija yra

F (x) = 1− xb−1 exp
(a
b

[
1− xb

])
�io skirstinio uodega yra

F (x) = xb−1 exp
(a
b

[
1− xb

])

1 2 3 4 5 6 7

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y
a = 1, b = 1

2

a = 1, b = 1
10

a = 2, b = 1
10
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Paimkime konkretu� atveji�, kai a = 1 ir b = 1
2
, tai yra

F (x) =
exp (2 [1−

√
x])√

x

Tada i² 3.5 apibr
eºimo turime, kad ²is skirstinys priklauso klasei L .

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= lim

x→∞

(x− y)−
1
2 exp(2− 2(x− y)

1
2 )

x− 1
2 exp(2− 2x

1
2 )

= lim
x→∞

√
x√

x− y
lim
x→∞

exp(−2
√
x− y)

exp(−2
√
x)

= lim
x→∞

(
exp(

√
x)

exp(
√
x− y)

)2

= lim
x→∞

(
exp(

√
x−

√
x− y)

)2
= lim

x→∞

(
exp

(√
x−

√
x− y

)
·
√
x+

√
x− y√

x+
√
x− y

)2

= lim
x→∞

exp

(
y

(
√
x+

√
x+ y)

)2

= 1.

Pagal 3.5 teorem¡ ²i� skirstini� galime i²reik²ti su

c(x) = 1,

b(x) =
1√
x
+

1

2x
→

x→∞
0,

nes

F (x) = 1 · e−
∫ x
1

(
1√
y
+ 1

2y

)
dy
, x ≥ 1.

I² tiesu�,

F (x) = exp

(
−
∫ x

1

[
1
√
y
+

1

2y

]
dy

)
= exp

(
−
[∫ x

1

1
√
y
dy +

∫ x

1

1

2y
dy

])
= exp

(
−
[
2
√
x− 2 + ln

√
x
])

= exp
(
−
[
ln e2

√
x−2 + ln

√
x
])

= exp

(
ln

[
e−2

√
x+2 1√

x

])
=

exp (2 [1−
√
x])√

x
x ≥ 1.

Teiginys 3.4. Jei FX(x) ∈ H c ir F Y (x) ∈ L , tai FX(x) = o(F Y (x))

I�rodymas. Paimkime λ > 0 toki¡, kad lim sup eλxFX(x) < ∞ ir δ > 0. Remiantis 3.5

pastaba turime

lim sup
x→∞

FX(x)

F Y (x)
= lim sup

x→∞

FX(x)

F Y (x)

eλx

eλx
≤ lim sup

x→∞

(
eλxFX(x)

)
lim sup
x→∞

(
1

eλxF Y (x)

)
= 0.
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3.5 Klas
e H

Anks£iau nagrin
etos sunkiauodegiu� skirstiniu� klas
es yra H poklasiai kaip pavaizduota 1

paveiksle. 2 skyriuje yra pateiktas sunkiauodegiu� skirstiniu� apibr
eºimas 2.1. �iame poskyryje

sunkonstruojami pasiskirstymo funkcijos pavyzdºiai i² ²ios klases, kurie yra lengvesni uº

lengvauodegi� skirstini�.

Pavyzdys 3.8. Tarkime, kad turime pasiskirstymo funkcijos uodeg¡

FX(x) = 1(−∞;1)(x) +
∞∑
n=1

e−n!1[n!,(n+1)!)(x).

Pagal ²i¡ uodeg¡ galima sukonstruoti atsitiktini� dydi�

P(X = (n+ 1)!) =
1

en!
− 1

e(n+1)!

e−n!

e−(n+1)!

n! (n+1)! (n+2)!

Kai n = 0 turime P(X = 1!) = 1− 1
e1

ir ji netinka pagal bendr¡ formul¦.

1
e−1!

x

y

1! 2!

Tad turime, jog
P(X = 1) = 1− 1

e1

P(X = n!) =
1

e(n−1)!
− 1

en!
, kai n = 2, 3, 4, ...

Galima parodyti, kad ²i pasiskirstymo funkcija yra i² klas
es H . �inome, kad
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limn→∞
(n+1)!

n!
= ∞ ir remiantis (i) savybe i² 2.1 apibr
eºimo

lim sup
x→∞

eλxF (x) = lim sup
x→∞

eλx
∞∑
n=1

e−n!1[n!,(n+1)!)(x)

Pasirinkime xn = (n+ 1)!− 1. Tuomet gauname

lim
n→∞

eλxnF (xn) = lim
n→∞

eλ((n+1)!−1) · e−n! = e−λ lim
n→∞

e(λ(n+1)!−n!) = ∞

Tod
el

lim sup
x→∞

eλxF (x) = ∞ su bet kuriuo λ > 0.

Analizuoti ²i� atsitiktini� dydi� taip pat galima nagrin
ejant jo momentus generuojan£i¡ funkcij¡.

EeλX = eλ
(
1− 1

e

)
+

∞∑
n=2

eλn!
(

1

e(n−1)!
− 1

en!

)

Pereikime tik prie sumos

∞∑
n=2

eλn!
(

1

e(n−1)!
− 1

en!

)
=

∞∑
n=2

eλn!
1

e(n−1)!

(
1− 1

en!−(n−1)!

)

=
∞∑
n=2

eλn!−(n−1)!

(
1− 1

e(n−1)!(n−1)

)
≥ 1

2

∞∑
n=2

e(n−1)!(λn−1) = ∞, kai n didelis, tai λn− 1 > 0.

Gauname, kad EeλX = ∞ su visais λ > 0, tod
el atsitiktinis dydis X yra i² klas
es H

remiantis 2.1 apibr
eºimu. Taigi FX ∈ H .

Panagrin
ekime ar ²i pasiskirstymo funkcija priklauso kitoms sunkiauodegiu� skirstiniu�

klas
ems. Nagrin
ekime atvirk²tine i�d
eties tvarka kaip pavaizduota 1 paveiksl
elyje. Pasirink¦

y = 1 i² 3.5 apibr
eºimo ºinome, kad FX(x) ∈ L , kai

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1.

Pasirenkame sek¡ xn = n! ir tada turime

lim
n→∞

FX(xn − 1)

FX(xn)
= lim

n→∞

e−(n−1)!

e−n!
= en!−(n−1)! = lim

n→∞
e(n−1)!(n−1) = ∞.

Taigi FX /∈ L . Remiantis klasiu� i�d
etimi, kadangi ²i pasiskirstymo funkcija nepriklauso klasei

L , tai ji nepriklauso jos poklasiams S ir R. Tad lieka patikrinti ar ²i pasiskirstymo funkcija
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priklauso klasei D . Pasirink¦ y = 1
2
, i² 3.2 apibr
eºimo turime, kad FX ∈ D , jei

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
< ∞

V
el pasirenkame xn = n! ir tada xn

2
∈ [(n− 1)!;n!), jeigu n yra didelis, nes

n!

2
> (n− 1)! ⇐⇒ n! > 2(n− 1)! ⇐⇒ n > 2

Vadinasi,

lim
n→∞

FX(
xn

2
)

FX(xn)
= lim

n→∞

e−(n−1)!

e−n!
= en!−(n−1)! = lim

n→∞
e(n−1)!(n−1) = ∞.

Tada turime

lim sup
n→∞

FX(
xn

2
)

FX(xn)
= ∞.

Taigi FX /∈ D .

Toliau paimkime eksponentini� atsitiktini� dydi� Y su parametru 1
2
. Tokiu atveju F Y (x) =

P(Y > x) = e−
x
2 , kai x ≥ 0. �is atsitiktinis dydis yra lengvauodegis, nes

EeλY =

∫ ∞

0

eλxd(1− e−
x
2 ) =

∫ ∞

0

eλxe−
x
2
1

2
dx =

1

2

∫ ∞

0

ex(λ−
1
2)dx < ∞ visiems 0 < λ <

1

2

Taigi gauname, kad atsitiktinis dydis Y yra lengvas, o atsitiktinis dydis X sunkus. Tuomet

reikia patikrinti ar lengvas yra lengvesnis uº sunku�. Dideliems x turime

F Y (x)

FX(x)
=

e−
x
2∑∞

n=1 e
−n!1[n!;(n+1)!)(x)

Ir jeigu xn = n! turime

lim
n→∞

F Y (xn)

FX(xn)
= lim

n→∞

e−
n!
2

e−n!
= lim

n→∞
e

n!
2 = ∞

Taigi matome, kad m	usu� pasirinktas lengvauodegis atsitiktinis dydis Y yra sunkesnis uº

sunkiauodegi� atsitiktini� dydi� X.

Panagrin
ekime dar vien¡ pasiskirstymo funkcij¡.

Pavyzdys 3.9. Tarkime, kad turime toki¡ pat pasiskirstymo funkcijos uodeg¡ kaip 3.8

pavyzdyje ir pagal j¡ uodeg¡ sukonstruojame atsitiktini� dydi�

P(X = nn) =
1

e(n−1)n−1 − 1

enn , n = 2, 3, 4, ...
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Kai n = 1 turime P(X = 1) = 1− 1
e1

ir ji netinka pagal bendr¡ formul¦. Tad turime, jog
P(X = 1) = 1− 1

e1

P(X = nn) =
1

e(n−1)n−1 − 1

enn , kai n = 2, 3, 4, ...

Analizuoti ²i� atsitiktini� dydi� nagrin
ekime jo momentus generuojan£i¡ funkcij¡.

EeλX = eλ
(
1− 1

e

)
+

∞∑
n=2

eλn
n

(
1

e(n−1)n−1 − 1

enn

)

Pereikime tik prie sumos

∞∑
n=2

eλn
n

(
1

e(n−1)n−1 − 1

enn

)
≥

∞∑
n=2

eλ(n−1)n 1

e(n−1)n−1

(
1− 1

enn−(n−1)n−1

)

=
∞∑
n=2

eλ(n−1)n−(n−1)n−1

(
1− 1

enn−(n−1)n−1

)
≥ 1

2

∞∑
n=2

e(n−1)n−1[λ(n−1)−1] = ∞,

kai n didelis, tai λ(n− 1)− 1 > 0.

Gauname, kad EeλX = ∞ su visais λ > 0, tod
el atsitiktinis dydis X yra i² klas
es H

remiantis 2.1 apibr
eºimu. Taigi FX ∈ H .

Panagrin
ekime ar ²i pasiskirstymo funkcija priklauso kitoms sunkiauodegiu� skirstiniu�

klas
ems. Nagrin
ekime atvirk²tine i�d
eties tvarka kaip pavaizduota 1 paveiksl
elyje. Pasirink¦

y = 1 i² 3.5 apibr
eºimo ºinome, kad FX(x) ∈ L , kai

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1.

Pasirenkame sek¡ xn = nn ir tada turime

lim
n→∞

FX(xn − 1)

FX(xn)
= lim

n→∞

e−(n−1)n−1

e−nn = lim
n→∞

en
n−(n−1)n−1

≥ lim
n→∞

en
n−nn−1

= lim
n→∞

en
n−1(n−1) = ∞

Taigi FX /∈ L . Remiantis klasiu� i�d
etimi, kadangi ²i pasiskirstymo funkcija nepriklauso klasei

L , tai ji nepriklauso jos poklasiams S ir R. Tad lieka patikrinti ar ²i pasiskirstymo funkcija

priklauso klasei D . Pasirink¦ y = 1
3
, i² 3.2 apibr
eºimo turime, kad FX ∈ D , jei

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
< ∞
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V
el pasirenkame xn = nn ir tada xn

3
∈ [(n− 1)n−1;nn), nes

nn

3
> (n−1)n−1 ⇐⇒ nn > 3(n−1)n−1 ⇐⇒ (n−1)(n−1)n−1 > 3(n−1)n−1 ⇐⇒ n > 4

Vadinasi,

lim
n→∞

FX(
xn

3
)

FX(xn)
= lim

n→∞

e−(n−1)n−1

e−nn = lim
n→∞

en
n−(n−1)n−1 ≥ lim

n→∞
en

n−nn−1

= lim
n→∞

en
n−1(n−1) = ∞.

Tada turime

lim sup
n→∞

FX(
xn

3
)

FX(xn)
= ∞.

Taigi FX /∈ D .

Paimkime lengvauodegi� eksponentini� atsitiktini� dydi� Y su parametru 1
2
i² 3.8 pavyzdºio.

Turime, kad atsitiktinis dydis Y yra lengvas, o atsitiktinis dydis X sunkus. Tuomet reikia

patikrinti ar lengvas yra lengvesnis uº sunku�. Dideliems x turime

F Y (x)

FX(x)
=

e−
x
2∑∞

n=1 e
−nn

1[nn;(n+1)n+1)(x)

Ir jeigu xn = nn turime

lim
n→∞

F Y (xn)

FX(xn)
= lim

n→∞

e−
nn

2

e−nn = lim
n→∞

e
nn

2 = ∞

Taigi matome, kad m	usu� pasirinktas lengvauodegis atsitiktinis dydis Y yra sunkesnis uº

sunkiauodegi� atsitiktini� dydi� X.
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4 I²vados

�iame baigiamajame darbe naudojantis sunkiauodegiu� skirstiniu� klasiu� apibr
eºimais ir

savyb
emis parod
eme, jog skirstiniai i² nagrin
etu� - reguliariai kintan£iu� R, dominuoja-

mai kintan£iu� D , subeksponentiniu� S , ilgauodegiu� L klasiu� - sunkesni uº skirstinius i²

lengvauodegiu� klas
es H c.

Klas
eje H buvo sukonstruoti pasiskirstymo funkciju� pavyzdºiai 3.8 ir 3.9 i�rod
e teigini�,

kad yra skirstiniu�, kurie apibr
eºiami kaip sunkiauodegiai, ta£iau n
era sunkesni uº pasirinktus

lengvauodegius skirstinius.
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