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Ar sunkiauodegis skirstinys visada yra
sunkesnis uz lengvauodegij?

Santrauka

Magistranturos baigiamajame darbe nagrinéjamos sunkiauodegiy skirstiniy klasés.
Kiekvienam poklasiui pateikiami skirstiniy pavyzdziai. Suformuluojamos ir jrodomos
teoremos teigiancios, kad skirtiniai i§ konkrecios sunkiauodegiy skirstiniy klasés yra
sunkesni uz lengvauodegius skirstinius. Pagrindinis darbo tikslas yra sukonstruoti pa-
siskirstymo funkcija, kuri apibréziama kaip sunkiauodegis skirstinys, taciau yra lengves-

nis uz lengvauodegj skirstinj.

Raktiniai Zodziai: Sunkiauodegiai skirstiniai; lengvauodegiai skirstiniai ;reguliariai
kintantys skirstiniai; dominuojamai kinantys skirstiniai; subeksponentiniai skirstiniai;

ilgauodegiai skirstiniai

Is heavy-tailed distribution always
heavier than light-tailed?

Abstract

In the master’s thesis, an analysis of heavy-tailed distributions is conducted. Examples
are provided for each class of heavy-tailed distributions. Theorems are formulated and
proved, stating that distributions from the heavy-tailed class are heavier than distribu-
tions from the light-tailed class. The main result aims to create a distribution function

defined as heavy-tailed, yet lighter than distributions from the light-tailed class.

Key words: Heavy-tailed distributions; light-tailed distributions; regularly varying dis-
tributions; dominatedly varying distributions; subexponential distributions; long-tailed

distributions
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1 Jvadas

Tikimybiy teorijos ir statistikos srityje pasiskirstymo funkcijy tyrimas yra labai svarbus.
Toks tyrimas atliekamas norint analizuoti reiSkinius jvairiose srityse, tokiose kaip statis-
tika, ekonomika, rizikos vertinamas bei draudimas. Nors tradiciniai statistiniai modeliai
dazniausiai remiasi normaliuoju ar binominiu pasiskirstymu, egzistuoja skirstiniy klase, ku-
rioje funkcijy uodega nyksta lé¢iau nei eksponentinio skirstinio. Sios pasiskirstymo funkcijos
yra zinomos kaip sunkiauodegiai skirstiniai ir pasizymi unikaliomis savybeémis, kurios yra
naudingos siekiant prognozuoti retus, taciau didele jtaka turincius jvykius.

Siame darbe nagrinéjami sunkiauodegiy skirstiniy poklasiai - reguliariai kintantys, do-
minuojamai kintantys, subeksponentiniai, ir ilgauodegiai skirstiniai. Reguliariai kintan-
tys skirstiniai yra vienas plac¢iausiai istirty sunkiauodegiy skirstiniy poklasiy, kurj vienas
i$ pirmyjy apibrézé Karamata [1|. Bingham, Goldie, Teugels knygoje ,Regular variation”
[2] analizavo reguliariai kintan¢iy skirstiniy taikyma finansy ir draudimo srityse bei i§vedé
Sio poklasio reprezentacine teorema. Apibendrindamas regurialiai kintanc¢iy skirstiniy klase
Feller [3| apibrézé dominuojamai kintancius skirstinius. Ilgauodegius skirstinius vienas i§
pirmuyjy apibrézé Cistyakov |4], o apibendrinant juos Chover |5] pristaté subeksponentiniy
skirstiniy klase, kuria véliau nagrinéjo Embrechts ir Goldie [6] bei Kliippelberg|7].

Pagrindinis Sio darbo tikslas yra iSsiaiskinti ar tikrai skirstiniai iS paminéty sunkiauodegiy
skirstiniy klasiy yra sunkesni uz lengvauodegius skirstinius. Kiekvienam apibréztam
sunkiauodegiy skirstiniy poklasiui yra pateikiami pavyzdziai. Taip pat suformuluojama
ir jrodoma teorema teigianti, jog visi skirstiniai iS sunkiauodegiy skirstiniy poklasio yra
sunkesni uz lengvauodegius skirstinius. Tuo tarpu skirstiniy klasei ¢ pateikiamas pries-
taringas pavyzdys, parodantis jog galima rasti sunkiauodegiy skirstiniy, kurie néra sunkesni

uz bet kurj lengvauodegi skirstinj.



2 Skirstiniai

Tikimybiy teorijoje sunkiauodegiai skirtstiniai yra tokie, kuriy uodegos yra sunkesnés uz
eksponentinj skirstinj. Analogiskai, jei uodegos yra lengvesnés uz eksponentinj skirstinj tai
lengvauodegiai skirstiniai. Siame skyriuje apibréziami Sie skirstiniai. Laikykime, kad skirs-
tinio uodega yra F(z) = 1 — F(z) visiems realiems x ir bet kokiai pasirinktai pasiskirstymo
funkcijai F'(z).

Apibrézimas 2.1. Pasiskirstymo funkcijg F, apibréztq R, vadinsime sunkiauodege F €
HC, jei kiekvienai § > 0

/_ h e dF(z) = oo

o0

Galima jrodyti, jog F' € ¢, tada ir tik tada, jei yra tenkinama viena i$ savybiy:

(i) limsup e F(x) = oo bet kokiam A > 0

T—r 00
—logF
() liminf (Zlog F(z)) _
T—00 €T

Apibrézimas 2.2. Pasiskirstymo funkcijg F, apibréztg R, vadinsime lengvauodege F' €
JCC, jei egzistuoja 6 > 0, kuriam

/ e®dF (z) < oo
Analogigkai sunkios uodegos atvejui, galima teigti, kad F' € 5, jei tenkinama viena i$

savybiy:

(i) limsup e F(z) < oo kuriam nors A > 0

T—00
—log F
(i) Timint T108FE)
T—00 T

Apibrézimas 2.3. Tarkime, kad f ir g yra dvi teigiamos funkcijos, tada sakoma

f(x) =o0(g(x)) jei limsup % =

z—oo g



3 Sunkiauodegiy skirstiniy klaseés

Siame skyriuje nagrinéjami sunkiauodegiy skirstiniy poklasiai, pateikiami jy pavyzdziai
ir jrodomas teiginys, kad pasiskirstymo funkcija is tokio poklasio yra sunkesné uz bet kurj
lengvauodegj skirstinj. Apibrézimai suformuluoti remiantis Siaulio, Leipaus, Konstantinides
knyga ,Closure Properties for Heavy-Tailed and Related Distributions: An Overview” [§|
ir Embrechts, Kliippelberg, Mikosch knyga ,Modelling Extremal Events for Insurance and
Finance” [9].

Nagrinesime klases remiantis tokia jy jdétimi

#=\)#)coCcn

a>0
XCS CH

S L CH

kuriag aiskiai iliustruoja paveikslas

' ™)

\, 7

1 pav. Sunkiauodegiy skirstiniy klaseés

3.1 Klasé #

Siame poskyryje apibréziamas pasiskirstymo funkcijos priklausymas reguliariai kintandiy
skirstiniy klasei. Pateikiama Sios klasés reprezentaciné teorema su pavyzdziais. Galiausiai

jrodoma, jog funkcijos i Sios klasés yra sunkesnés uz bet kurj lengvauodegj skirstinj.

Apibrézimas 3.1. Pasiskirstymo funkcijg F, apibréztg ant aibes R, vadinsime reguliariai
kintancia su indeksu o > 0 bei Zymésime F € X% (o), jeigu
F(xy)

lim — =y~ % bet kokiam y > 0




Pastaba 3.1. Sakysime, kad pasiskirstymo funkcija F' apibrézta ant aibés R, jeigu §i funkcija

yra realias reikSmes jgyjancio atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

Jei F' € Z(«), tai ja galima iSreiksti pavidalu

F(x)=2"“L(z),z >0

kur L yra létai kintanti funkcija, t.y. funkcija su savybe lim,_, o LL(éy)) = 1 bet kokiam y > 0.
Visi reguliariai kintantys skirstiniai jprastai zymimi Z = (J >, Z(«).
Sios pasiskirstymy klasés reprezentacine teorema (3.5) bei jrodyma galima rasti Bingham,

Goldie ir Teugels knygoje ,Regular variation” [2].

Teorema 3.1. Jei funkcija F' € Z(a) su o > 0 tai kazkokiam a > 0

F(z) = 2~%a(x) exp ( / ) @du) . 1>a

u
su funkcijomis a(z) — ¢ € (0;00) ir b(x) — 0, kai x — oo
Remiantis 3.1 teorema, galima patikrinti ar F' € Z(«).

Pavyzdys 3.1 (Pareto skirstinys). Galima parodyti, kad Pareto skirstinys yra reguliarusis

bei pateikti jj reprezentacine forma. Turime Pareto skirstinio uodega

1

F(x) = ]l(,oo;o)(l‘) + )a]l[o;oo) (l’)

(x+1

Remiantis apibrézimu 3.1 patikriname ar skirstinys reguliarusis

lim F_(xy) — Jim E¥EDT g (z+ 1)
T—00 F(l’) T—00 ———— T—00 (xy —+ 1)&

=y @ visiems y > 0



Pagal 3.1 teorema Pareto skirstinio reprezentaciné forma yra tokia

F(w):i.x—.lzx_a.x—.exp /gdu
¢ (14z)° (1+x) LU

Taigi, norint gauti Pareto su parametru o uodegos israiska 3.1 teoremoje reikia imti
a=1,a(x)= ir b(z) = 0.

e

Pavyzdys 3.2 (Dzeta («) skirstinys). Galima parodyti, kad Dzeta («) skirstinys taip pat yra

reguliarusis bei pateikti jj reprezentacine forma.Tarkime, kad turime pasiskirstymo funkcija

11
P=n)=——kura>1 one{l,2..}
n% (q
¢ia ¢ yra Rymano dzeta funkcija (o = > oo 5.

Zinoma, kad Dzeta () skirstinio uodega yra

a gaz_

n>x

Pastaba 3.2. Pradzioje parodysime, kad

n% r—oo
n>x

— / —  wvisiems o > 1

Brézinys iliustruoja, jog sia suma, kai x — oo galime apriboti taip

IO{

(z—1)*

0 ntl T n+k

Jei turime funkcijas g, f ir h, kad g(z) < f(x) < h(x) ir lim, o g(x) = lim, o0 h(x) = L,

tuomet lim, . f(x) = L.



Musy atveju su a > 1

dy 1
- ya - ;[04*1(04 _ 1)

/ dy _ 1 N 1
=1 (z-1)Ha—1) ave 2o (a - 1)

IS to iSplaukia, kad
1 d 1
— o~ L. visiems o > 1

= ne z—oo | y* z—oo xo‘fl(Oé — 1)
n>x

Remiantis 3.1 apibréZimu ir pastaba 3.2 patikriname ar Dzeta(«) skirstinys priklauso Z#

- 1 1 d
li F(l’y) -1 Ca Zn>wy ne — 1 Zn>:}cy nL"‘ — i fxy z_i .
oo F(g) amoo 250 L ghoe S0 L ahee [ &
(:E) Ca n>x no n>r n® T ¢
— 1Dzt 1
lim (o )@ = a>1

oo (o= 1)(wy)ot yo!

Taigi, Fo(z) € Z(a — 1) ir naudojantis 3.1 teorema Dzeta(a) galime isreiksti ja

reprezentaciné forma, kai o > 1

— 1 ot 1 0
Fo(zx) = P Zﬁ ~exp{/1 adu}

n>x

Taigi, norint gauti Dzeta(«) skirstinio uodega reikia 3.1 teoremoje pasirinkti

a—1

a=1 a(z) =—> ., — ir b(z) = 0, nes
ot 1 b [ dz 1
li — =i — =77 =ce (0
b =Y i e [ S e 009

ir exp { [ 2du} = 1 visiems z > 1.

Teiginys 3.1. Jei Fyx(z) € #° ir Fy(x) € %, tai Fx(z) = o(Fy(z))

Irodymas. Paimkime \ > 0 tokig, kad limsup e’ Fx(z) < oo ir a > 0. Naudojantis 2.3
apibréZimu ir 3.3 pastaba turime

Fx()

lim sup = = lim sup M = limsup 2*————~—
T—00 FY(%) T—00 xiaL(x) T—00 L [L’) er®



< limsup (™ Fx(z)) limsup (I—>

T—00 T—00 er [ (ZL’)

2«
= limsup (™ Fx(z)) lim sup (x—)

500 r—00 \ TN L(x)

- 2 1
< limsup (e Fx(z)) lim sup ($T> lim sup <ﬁ) =Y
e\ xL(x

T—00 T—r00 T—00

Pagal letar kintancios funkcijos savybe pateiktq Zemiau 3.3 pastaboje.

Pastaba 3.3. Jeigu L(z) yra létai kintanti ir § > 0, tada
L(z)z’ = oo, kaiz — oo

Irodymas. Létai kintanciai funkcijai L(x) galioja 3.1 teoremos formulé su oo = 0. Pasirinke
tokj 8o, kad § > 09 > 0 ir Zinodami, kad teoremoje 3.1 funkcija b(u) — 0, kai x — oo, turime
Voo  Fxo : |b(u)| < o, kai u > xo tuomet b(u) > —dy, kai u > xo. Tada turime

lim L(x)2z® = lim 2°a(z) exp ( / ' Mdu)

T—00 T—00 u

— cxli_)rgox‘s (exp (/jo @du) + exp (/I: @du)) .

Pazyméjus, kad exp( [ @du) = K, kur K € (0;00) turime
x 2oek
lim L(x)z’ > ¢ lim 2° exp(K — o(In —)) = ¢ lim 5 = 00
—00 T—00 ) T—+00 <£> 0

Zo

3.2 Klasé

Siame poskyryje apibréziamas pasiskirstymo funkcijos priklausymas dominuojamai
kintanciy skirstiniy klasei. Pristatomi Matuszewskos indeksai, kurie yra svarbus nustatyti
pasiskirstymo funkcijos priklausyma klasei. Galiausiai pateikiamas pavyzdys i Sios klasés

bei jrodoma, jog funkcijos is Sios klasés yra sunkesnés uz bet kurj lengvauodegj skirstinj.

Apibrézimas 3.2. Pasiskirstymo funkcija F, apibrézta R yra dominuojamai kintants,
zZymeésime F € 9, jei
F(xy)

lim sup —= < oo wvisiems y € (0,1




ekvivalenciar

F
lim inf _(a:y) >0 wsitemsy > 1

Apibrézimas 3.3. Tarkime, F' yra pasiskirstymo funkcija, apibrézta R, tada paZymékime

= JFlay) o F(ay)
F.(y) = llgloglf T F (y):= hin_ilip o) y>1

wr Siat pasiskirstymo funkcijai atitinkamas - virsuting ir apating Matuszewska indeksus

log F,
JE = — fim 198 ()
y—oo  logy y—oo  logy

Taip pat, svarbus parametras yra

Ly :=1lim F,(y).
F N1 (y)

Siaulio, Leipaus, Konstantinides knygoje ,Closure properties for heavy-tailed and related
distributions: An overview” [8| buvo suformuluoti pasiskirstymo funkcijos teiginiai, kurie yra

pateikti 3.2 teoremoje.

Teorema 3.2. Pasiskirstymo funkcijai F Sie teiginiai yra ekvivalentus
(i) F €2, (ii)F.y)>0 kazkuriam y > 1, (i) 0< J} < oo, (i) Ly > 0.

I (3.2) apibrézimo isplaukia (i), (ii) ir () teiginiy ekvivalentumas, o (ii) ir (iii) isplaukia

-y

(5}

log F, _
J <oo<:)og—(y) < oo dideliems y > yo > 1< —log Fl.(yo) < oo

log y

Straipsnyje ,,A class of heavy tailed distributions” [10] Konstantinides pasiskirstymo

funkcijos i§ klasés Z uodega jvertino kaip pateikta 3.3 teoremoje.

Teorema 3.3. Sakykime F € &. Tada egzistuoja konstantos 6 > 0 ir C' > 0, kurioms
F(z) > Cx™°  pakankamai dideliems .

Irodymas. Apibrézime 3.2 pasirinke konkrety y > 1 turime

lim inf F_’(wy) =z

Tuomet pasirinke tok; € > 0, kad z — ¢ > 0 ir kad visiems dideliems x

10



(x > x9 = x0(y, 2,€) > 0) galioty nelygybé

— >2—e>0
F(3)

Lieka tik grodyti teoremos 3.3 nelygybe. Pasirinktam x > x¢ paimkime n = {% + 1J,

tuomet

F(z) 2 (z=e)F(z/y) 2 (z = )" F(a/y") 2 ... = (z — &)"F(z/y")

> exp <M log x/x()) F(xg).

logy
nes
(2 — )" = exp (nlog(z — £)) = e g2/ 11 jog(z — &)
— — ex — — eX - —
£ p(nlog(z —¢ P log 4 gz —¢
1 _
Z exp <M log x/x(])
logy
r

— " — T — T —
F(I/y ) - F logz/x Z F logz/x = F('ro)
{ 0+1J 0
y logy y logy

Taigi turime, kad teoremos 3.3 nelygybe galioja su

log(z —¢)

> 0.
logy

1 - _
C =exp (—%bgzo) F(xg) >0, 0=

Siaulio, Leipaus, Konstantinides knygoje ,Closure properties for heavy-tailed and related

distributions: An overview” [8] pateiktas toks pasiskirstymo funkcijos i$ Sios klasés pavyzdys.

Pavyzdys 3.3 (Apibendrintas Peter ir Paul skirstinys). Tarkime, kad turime diskrety
atsitiktinj dydj X su tikimybémis

PX=0)=0"-1b""% k=12,... a>0,b>1
Sio dydzio pasiskirstymo funkcijos F(z) uodega yra tokia

F(:L’) = (ba — 1) Z pak — ]1(_00;(7) ($) + biaUOgb zJ]l[b;oo)(x)

k:bk>x

Naudojantis 3.2 apibrézimu patikriname ar pasiskirstymo funkcija priklauso klasei & su

11



a>0,b>1. Jeigu y > 1, tai

p—allog, zy|

liminf —————— — lim inf p®(loss z]—llogy zy]) _
T—00 b_aUOgb ] T—300

lim inf p*(llogs z)—logy z+logy y]) > Jipy inf pe(llogs =] —logy | —log, y]=2) _ p—a(llog, y]+2) < (
T—00 - xz—00

Taigi, musy pasiskirstymo funkcija F' € & pagal (ii) teiginj i§ 3.2 teoremos, bet tai galima

patvirtinti ir (iii) ir (iv) Matuszewskos indeksais i teoremos 3.2, nes

. e Flay)
W) J5 == [ jogy 8B 5

p—alogy, ypa{log, zy}
= — lim

log lim inf

y—oo logy T—500 paflog, =}
— _ lim log (b—alogbyhm inf pat{log, zy}—{logw}))
Yy—>00 log y T—r00

1
= — lim ( (—alog,y)logb + log lim inf pe({logs 24} —{log, z})>
y—oo \ logy

logy T—00
1 1
= lim 029 logh — lim log lim inf p*(lees2v}—{loar=h) — ¢ _ 0 = ¢
y—oo logy logb y—oo logy T—00
F p—allog, zy]
(iv) Lp =limliminf _(:Uy) = lim lim inf
yll z—o0 F(m) yll x—o0 p—allog, x|
) o fbfa(logb zy—{logy, zy}) . o bfalogb yba{logb xy}
= limlim inf = oy = Imlim inf ——

— lim lim inf p*(Uegs zv}—{logy 2}) _ |y p=a — p—a
yll x—00 yll

Dar vieng Sios klasés pavyzd] pateiké Cai, Tang straipsnyje ,On max-sum equivalence

and convolution closure of heavy-tailed distributions and their applications” [11].

Pavyzdys 3.4. Tarkime, kad turime atsitiktinj dydj X = (1 + Y)2Y, kur Y ir N yra
nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Y yra tolygiai pasiskirstes [0,1], o N yra geometrinis
atsitiktinis dydis su P(N = k) = p(1—p)*,p € (0,1),k = 0,1, ... Tuomet X skirstinio uodega

yra
F(z)=(2 - thlogszx)pu —p) [logo x| (1—p) logaz|+1 0o > 1.

Tada remiantis 3.2 apibrézimu galime patikrinti ar §i pasiskirstymo funkcija priklauso 2. Is

12



tiesy

o (2 — 9—logy zy] xy) P (1 _ )Llogz zy| + (1 )Llogz zyl+1
lim inf oz, 7] [Tog, 2] [logz 2] +1
vmoe (2 =27 lee ]y p (1 — p) + (1 —p)

(2 — 9—log, xijy) p(1—p) [logy z]+|logy y|+1 +(1—p) [logy z]+|logy y|+2

> lim inf
oo (2 — 92—log, xjﬁ) P (]_ _ p) [logy =] + (1 _ p) llogy z|+1
9 _ 9—llogyzy] 4. 1 — [logs y]+ + 1— [logy y]+2
— y)p(1-p) (1-p)
T—00 (2 — 9—|logs z] i[f)p + (1 p)
9 _ 9—llogyzy] 4 +
— (1 _ p) [logs v/ lim inf ( y) ( ) ( p)
BT e e e (1 p
2 — spme—)p (1 — 1—p)?
Z (1 _ p) [log, y] liminf ( ologa zy 12 p( ) + ( p)
00 (2 — —210%21) D+ (]_ — p)

2
= (1 — p)!'®¥ lim inf 2=2)pU-p+{-p] _ (1 — p)losaul+2
wweo (2= p+(1-p)

Todél F' € & pagal 3.2 (ii) teorema.

Teiginys 3.2. Jei Fx(z) € ¢ ir Fy(z) € 2, tai Fx(x) = o(Fy(z))

Irodymas. Paimkime \ > 0 tokig, kad limsup e’ Fx(z) < oo ir C,6 > 0. Naudojantis 2.3
apibréezZimu ir 3.3 teorema turime
Fx(l')

lim sup =
T—00 Fy(ﬂf) T—00 Fy(ﬂf)

. Fx(z)e - . ( 1 )
= lim sup = — < limsup (e™Fx(z)) limsup | ———
P o m—>oop ( X( >) x—>oop e’\xFy(a:)

] . §
< timsup (T @) i (i ) = mawp (Pt imawo (57) =0

T—00 T—r00 T—r00 T—r00

3.3 Klase .

Siame poskyryje apibréziamas pasiskirstymo funkcijos priklausymas subeksponentiniy
skirstiniy klasei. Galiausiai pateikiamas pavyzdys i$ Sios klasés bei irodoma, jog funkcijos i§

Sios klasés yra sunkesnés uz bet kurj lengvauodegj skirstinj.

Apibrézimas 3.4. Pasiskirstymo funkcijg F, apibréztq ant aibés R, vadinsime subekspo-

nentine
Fe.Z, jei
F+x B+
i 2T @) 2, kur F7(2) = F(2)1jp00)(7)
T—00 F(;p)

13



Pastaba 3.4. Galima jrodyti, jog F' apibrézta R yra subeksponentine, jei

FxF
lim ——+ =1 bet kuriam y > 0 ir lim i—(x) =2

Vieng buda patikrinti ar skirstinys subeksponentinis apibrézé Pitman straipsnyje ,,Subex-

ponential distribution functions” [12].

Lema 3.1. Tarkime, kad pasiskirstymo funkcija F apibrézta Ry yra absoliuciai tolydi su
tankiu f. Tuomet, apibrézkime rizikos galig q(x) = f(x)/F(x). Jei & funkcija ilgainiui
mazéjanti 3 0, tai F' € . tada ir tik tada, kai

T

lim @ f(u)du = 1.

T—00 0

Jeigu funkcija €™ f(u) yra integruojama, tai F € ..

Teorema 3.4. Tarkime, kad F' yra pasiskirstymo funkcija apibrézta ant R. Tada
(i) Jei F € .7, tai

W
lim — (z) =n wvisiems n > 2.
(i) Jei
W
lim _—(x) =n  kuriam norsn > 2,
tada F € <.

(iii) Tarkime Xy, Xo, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai su pa-

siskirstymo funkcija F. Tada F € . tada ir tik tada, jei
P(X) + XS+ ..+ X > 1) ~P(max{Xy,.., X,,} >x) visiemsn > 2,
dia X;" = maz{Xy,0}

(iv) Jei F € ., tuomet bet kokiam y € R

i FE=Y)

(v) Jei F' € ., tuomet

lim e’ F(x) = oo bet kokiam § > 0.

T—00

(vi) Jei F' € 7, tuomet bet kokiam ¢ > 0 egzistuoja teigiama konstanta K(e), tokia, kad
14



visiems n € N ir x > 0 galioja

Fi(a)
F(x)

< K(e)(1+¢e)™

Siy savybiy jrodymai yra éistyakov straipsnyje ,,Theorem on Sums of Independent Ran-
dom Positive Variables and its Applications to Branching Processes” [4],Goldie ir Embrechts
straipsnyje ,,On Convolution tails” [13], Athereya ir Ney knygoje ,Branching Processes” [14],
Foss, Korshunov ir Zachary knygoje ,An Introduction to Heavy-Tailed and Subexponen-
tial Distributions” [15] bei Embrechts, Kliippelberg, Mikosch knygoje ,Modelling Extremal

Events for Insurance and Finance” [9].

Pavyzdys 3.5 (Weibullio skirstinys). Galima parodyti, kad Weibullio skirstinys priklauso

subeksponentiniy klasei. Si funkcija turi tankj

f(x) = E <§>k1 ef(ﬁ)k x>0

kur parametrai yra A € (0;00), k € (0,00). Tad zinome, kad Weibullio skirstinio uodega yra

Naudojantis 3.1 apibrézimu patikriname ar Weibullio skirstinys su parametrais k£ = 0.5 ir

1Y —A=1,k=02
—A=2k=0.2
03 | —A=2k=05
0.6 |
0.4 |
0.2 |
‘l’

A =1 priklauso .¥ klasei.

Musy atveju

f@) = 5 ﬁleﬁ
F(z)=e V"
1

15



Tuomet patikriname ar funkcija €@ f(z) integruojama. Turime

_ u 1 , “ Vu 1
i Lo (577 ) gt = fim [ o0 (%) gt

it [ (T) 11t (2o () 20 () 2

z—o0 y—0 y 2 2\/6 z—00 y—0

T

Teiginys 3.3. Jei Fx(z) € ¢ ir Fy(x) € .7, tai Fx(z) = o(Fy(x))

Irodymas. Paimkime A > 0 tokiq, kad limsup e’ Fx(z) < oo ir § > 0. I§ teoremos 8.4 (v)

turime

F F Az — 1
lim sup _X—(:C) = lim sup _X—<:C)€T < limsup (" Fyx(z)) limsup (_—) = 0.
T—00 FY(.T) T—00 FY(ZE) e T—00 T—00 GAIFY'((L’)

3.4 Klasé ¥

Siame poskyryje apibréziamas pasiskirstymo funkcijos priklausymas ilgauodegiy skirstiniy
klasei. Pateikiama Sios klasés reprezentaciné teorema su pavyzdziais. Galiausiai jrodoma,

jog funkcijos i§ Sios klasés yra sunkesnés uz bet kurj lengvauodegj skirstinj.
Apibrézimas 3.5. Pasiskirstymo funkcijg F, apibréztg R priklauso ilgauodegiy skirstiniy
klasei F' € L, jei

lim ——= =1 wvistems y > 0

IS apibrézimo galima gauti, kad
F € & tada ir tik tada, kai F olog € %#(0)

Shimura, Watanabe straipsnyje ,Infinite divisibility and generalized subexponentiality”

[16] suformulavo tokj teiginj apie ilgauodegiy skirstiniy klase.

Pastaba 3.5. Jeigu F € .Z tai

lim e’”F(x) = oo visiems § > 0

T—00
Irodymas. Zinodami, kad is salygos F € £ isplaukia tai kad F(logz) yra létai kintanti, o
tokia funkcija turt savybe esancig 3.3 pastaboje. Todél

lim 2°F(logz) = oo, su visais § > 0
T—>r00

16



Vadinast,

lim e’ F(x) = oo, su visais 6 > 0.
T—r 00

Klasé .Z turi savo reprezentacine teorema, kuria suformulavo Kliippelberg straipsnyje

,Subexponential distributions and characterizations of related classes” [7].

Teorema 3.5. Pasiskirstymo funkcija F € £ tada ir tik tada, kai

F(z) = c(x) exp (- /O ’ b(y)dy) . >0

su funkcijomis c(x) — ¢ € (0;00),b(z) — 0, kai x — oo

Pavyzdys 3.6 (Burr skirstinys). Galima parodyti, kad Burr skirstinys priklauso ilgauodegiy

klasei. Si funkcija turi tankj

xc—l

kur parametrai yra ¢,k > 0. Tad Zinome, kad Burr skirstinio uodega yra

Flx)y=01+29"% z2>0

1Y = 1k=1
— c=1,k=2
0.8 | — =05,k =2
0.6 |
0.4 |
0.2 |
- ‘Z'
1 2 3 4 5 6

Naudojantis 3.5 apibrézimu patikriname ar Burr skirstinys su parametrais k = 1 ir ¢ = 2

priklauso .Z klasei.

1 —y)?)~! 1+ 22 2 (& +1
Tt 10 N N ) =1

17



éi skirstinj galima pateikti ilgauodegiy skirstiniy reprezentacine forma i§ 3.5 teoremos

Flo) = S0 s = e { - [ i

1+22 (1+x)?

Su
 (142)?
C(I’) o 1 + [L’Q T—00
2
b(x) = —
nes

exp (— /Oxb(y)dy) = exp (— /Ox 1i—ydy) = oxp (=2(n(l +2) —In1)) = 7 Jrlx)z

Pavyzdys 3.7 (Benktander II). Galima parodyti, kad Benktander II tipo skirstinys prik-

lauso ilgauodegiy klasei. Si funkcija turi tankj
f(z) =exp (%[1 - xb]> 2" 2 (ax® — b+ 1)

kur parametrai a > 0 ir 0 < b < 1. Benktander II pasiskirstymo funkcija yra

F(z)=1—2""exp (% [1- me

Sio skirstinio uodega yra

F(x) = 2" exp <% [1- :cb]>

18



Paimkime konkrety atveji, kai a = 1 ir b = %, tai yra

. ep2- i)
F(x) = NG

Tada i§ 3.5 apibrézimo turime, kad $is skirstinys priklauso klasei .Z.

exp(2 — 2(z — y)?)
exp(2 — 222)

o YT exp<—z\r—y>_hm< exp(V7) >
z—00 /T — 1Y T—00 exp(—?ﬁ) T—00 eXp(\/I—y)

(x—y)~

T—00 F(ZE) T—00 T

[SIE NI

= lim (exp(vz = vz =y))" = lim (GXP (Ve ‘V“‘”ﬁi—H)

= lim exp

== (<ﬁ+y¢m>)2:1'

Pagal 3.5 teorema §j skirstinj galime iSreiksti su

IS tiesy,

re-o(- | [ 3] ) oo - [ 5 | 3]
—exp (= [2va — 2+ nVa]) = exp (= [IneV* 2+ In/z) )

—oxp (n|erae ) S SREEZVIDny

Teiginys 3.4. Jei Fx(r) € ¢ ir Fy(r) € £, tai Fx(z) = o(Fy(z))

Irodymas. Paimkime X\ > 0 tokig, kad limsup e’ Fx(x) < oo ir 6 > 0. Remiantis 3.5

pastaba turime

F F Az = 1
lim sup _X—(x) = lim sup _X_(ac)eT < limsup (M Fy(z)) limsup (_—) = 0.
z—00 Fy(l’) 00 Fy(JT) e z—00 T—00 eAxFy(ZL‘)
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3.5 Klase 77

Anksdiau nagrinétos sunkiauodegiy skirstiniy klasés yra .7 poklasiai kaip pavaizduota 1
paveiksle. 2 skyriuje yra pateiktas sunkiauodegiy skirstiniy apibrézimas 2.1. Siame poskyryje
sunkonstruojami pasiskirstymo funkcijos pavyzdziai i§ Sios klases, kurie yra lengvesni uz

lengvauodegj skirstinj.

Pavyzdys 3.8. Tarkime, kad turime pasiskirstymo funkcijos uodega

Fx(2) = Lcoon)(z) + Y e " uriyp (@).
n=1

Pagal Sia uodega galima sukonstruoti atsitiktinj dydj

1 1
en! et

P(X = (n+1)!) =

—n!

(,7(n+l)!

Yy
1
1 (i_ll
1! 2| z
Tad turime, jog
1
IP’X—'——1 L kain =2,3,4
(X =nl) = T g KAl =234,

Galima parodyti, kad i pasiskirstymo funkcija yra is klasés 7. Zinome, kad
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lim,, o0 (":!1)! = oo ir remiantis (i) savybe i§ 2.1 apibrézimo
oo
lim sup e’\wF(x) = limsup e Z e_"!]l[n!,(nﬂ)!) (x)

Pasirinkime x, = (n + 1)! — 1. Tuomet gauname
lim e’ F(x,) = lim MNOFDI=D o=l — o= i eAADITN) —

n—oo n—oo n—o0

Todél
limsup e’ F(z) = oo su bet kuriuo A > 0.

T—00

Analizuoti §j atsitiktin} dydj taip pat galima nagrinéjant jo momentus generuojancia funkcija.

1 . 1 1
AX A L An! b
Ee** =e (1 e) + 226 (e(nl)! e”’)

Pereikime tik prie sumos

= 1 1 = 1 1
An! _ An! o
Z € <e(n—1)! - J) - Z € e(n—1)! (1 en!—(n—l)!)

n=2 n=2
— Anl—(n—1)! . - (n=1)!(An—-1) _ : : : : .
;e (1 6(n—1)!(n—1)> > 5 ZQ e oo, kain didelis, tai An — 1 > 0.

Gauname, kad Ee? = oo su visais A > 0, todél atsitiktinis dydis X yra i§ klasés 7
remiantis 2.1 apibrézimu. Taigi Fy € 7.

Panagrinékime ar §i pasiskirstymo funkcija priklauso kitoms sunkiauodegiy skirstiniy
klaséms. Nagrinékime atvirkstine jdéties tvarka kaip pavaizduota 1 paveikslélyje. Pasirinke
y = 118 3.5 apibrézimo Zinome, kad Fx(z) € %, kai

Fla —y)

Pasirenkame seky z, = n! ir tada turime

I —(n—1)!
lim w = lim € ( ) nl—(n—-1)! _ lim e(nfl)!(nfl)
n—00 FX(xn) n—ooco e~ ool

= OQ.

Taigi F'y ¢ .£. Remiantis klasiy jdétimi, kadangi §i pasiskirstymo funkcija nepriklauso klasei

£, tai ji nepriklauso jos poklasiams . ir Z. Tad lieka patikrinti ar i pasiskirstymo funkcija
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priklauso klasei ¥. Pasirinke y = %, i§ 3.2 apibrézimo turime, kad Fx € ¥, jei

F(xy)

lim sup — < 00

Vél pasirenkame x,, = n! ir tada % € [(n — 1)!;n!), jeigu n yra didelis, nes

!
%>(n—1)! — nl>2n-1) < n>2

Vadinasi,
ial Zn —(n—1)!
lim EX( 2 ) = lim et ,) = "D — i (D1 g
n—00 FX(xn) n—oo e~ n—00

Tada turime

i Fx(%)
1111 SUp = = Q.
n—00 FX l’n)

Taigi Fx ¢ 9.
Toliau paimkime eksponentinj atsitiktinj dydj Y su parametru % Tokiu atveju Fy(z) =

P(Y > ) =e 2, kai v > 0. Sis atsitiktinis dydis yra lengvauodegis, nes

o . o 1 1 [~ 1

EeM = / eMd(l —e 2) = / eMe 2 —dr = —/ e "2)dr < 0o visiems 0 < \ < =
) ! 2" 72 ), 2

Taigi gauname, kad atsitiktinis dydis Y yra lengvas, o atsitiktinis dydis X sunkus. Tuomet

reikia patikrinti ar lengvas yra lengvesnis uz sunky. Dideliems x turime

Fy(x) e s
Fx(z)  2olie " Lpymrny(2)

Ir jeigu x,, = n! turime

. FY(Z}«J . ez . n!
lim = = li = lim e? = o0
n—00 FX(xn) n—oo €~ n—00

Taigi matome, kad musy pasirinktas lengvauodegis atsitiktinis dydis Y yra sunkesnis uz

sunkiauodegj atsitiktinj dydj X.
Panagrinékime dar vieng pasiskirstymo funkcija.

Pavyzdys 3.9. Tarkime, kad turime tokia pat pasiskirstymo funkcijos uodega kaip 3.8
pavyzdyje ir pagal ja uodega sukonstruojame atsitiktinj dydj

- 6(n_1)n71 enn7 n= 27 37 47
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Kai n =1 turime P(X = 1) = 1 — % ir ji netinka pagal bendrg formule. Tad turime, jog

1
. 1 1
P(X:n ):W——n, kaln:2,3,4,...

Analizuoti §j atsitiktinj dydj nagrinékime jo momentus generuojancia funkcija.

o () E ()

Pereikime tik prie sumos

. 1 1 = 1 1
an™ o A(n—1)" _
Z € (e(nl)nl enn ) Z € e(nfl)nfl (1 ennf(nfl)nfl )

n=2 n=2

1 1 &
_ A(n—1)"—(n—1)""1 N - n—1)""A(n-1)-1] _
-3 <1 e ) 32

kai n didelis, tai A(n — 1) — 1 > 0.

Gauname, kad Ee? = oo su visais A > 0, todél atsitiktinis dydis X yra i§ klasés 7
remiantis 2.1 apibrézimu. Taigi Fy € 2.

Panagrinékime ar $i pasiskirstymo funkcija priklauso kitoms sunkiauodegiy skirstiniy
klaséms. Nagrinékime atvirkstine jdéties tvarka kaip pavaizduota 1 paveikslélyje. Pasirinke
y = 118 3.5 apibrézimo Zinome, kad Fx(z) € %, kai

Fla —y)

lim — = 1.

Pasirenkame seky x,, = n™ ir tada turime

F - 1 _(n_l)nfl
lim&: lime—n: lim e
n—00 FX(xn) n—00 e " n—00

n"—(n—l)"’1

Taigi F'y ¢ .Z. Remiantis klasiy jdétimi, kadangi §i pasiskirstymo funkcija nepriklauso klasei
Z, tai ji nepriklauso jos poklasiams < ir Z. Tad lieka patikrinti ar §i pasiskirstymo funkcija
priklauso klasei ¥. Pasirinke y = %, i§ 3.2 apibrézimo turime, kad Fx € Z, jei

F(xy)

lim sup —

< 00

23



Vél pasirenkame z,, = n" ir tada % € [(n — 1)"1;n"), nes

% >n—-1)""1 <= n">3n-1)"" <= h-Dn-1)""'>3n-1)"" <= n>4

Vadinasi,
Enl Tn —(TL—l)n71
. X € . _1)yn— . n_pn— . n—1(p_
hm#:hm = lim ¢~ (1 1211me” 7N Jim e D = oo,
n—o00 FX(xn) n—00 e " n—00 n—00 n—00
Tada turime
Fx(%)
lim sup = = 00
n—o0 X(«Tn)

Taigi Fx ¢ 2.
Paimkime lengvauodegj eksponentinj atsitiktinj dydj Y su parametru % i8 3.8 pavyzdzio.
Turime, kad atsitiktinis dydis Y yra lengvas, o atsitiktinis dydis X sunkus. Tuomet reikia

patikrinti ar lengvas yra lengvesnis uz sunky. Dideliems x turime

(NI

FX(.I) n ZZOZI e_nn]l[n7z;(n+1)7z+l)(fﬂ>

Ey(:z:) e

Ir jeigu z,, = n" turime

FY(‘T;TL) — lim eiTn _ "

Taigi matome, kad musy pasirinktas lengvauodegis atsitiktinis dydis Y yra sunkesnis uz

sunkiauodegj atsitiktini dydj X.
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4 ISvados

Siame baigiamajame darbe naudojantis sunkiauodegiy skirstiniy klasiy apibrézimais ir
savybémis parodéme, jog skirstiniai i§ nagrinéty - reguliariai kintan¢iy &%, dominuoja-
mai kintanc¢iy &, subeksponentiniy ., ilgauodegiy £ klasiy - sunkesni uz skirstinius i$
lengvauodegiy klasés J77¢.

Klaséje .7 buvo sukonstruoti pasiskirstymo funkcijy pavyzdziai 3.8 ir 3.9 jrodé teiginj,
kad yra skirstiniy, kurie apibréziami kaip sunkiauodegiai, tac¢iau néra sunkesni uz pasirinktus

lengvauodegius skirstinius.
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