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Tiksli iSgyvenimo tikimybé diskretaus laiko E. Sparre
Andersen modeliui

Santrauka

Siame baigiamajame magistro darbe yra nagrin¢jamas apibendrintas diskretaus laiko rizi-
kos modelis, kurj generuoja atsitiktiniai dydZiai X bei . Pristatomos pagrindinés teoremos ir
apibréZimai, kuriais remiantis yra apskaiciuojamos begalinio laiko i§gyvenimo tikimybés. Ap-
Zvelgiamas begalinio laiko i§gyvenimo tikimybés apskai¢iavimo biidas naudojantis generuo-
janc¢iomis funkcijomis. Naudojantis R programavimo kalba pateikiami praktiniai pavyzdziai,
kuriuose randamos begalinio laiko i§gyvenimo tikimybiy reik§més skirtingiems Zaly skirsti-
niams.

Raktiniai Zodziai: diskretaus laiko rizikos modelis, begalinio laiko iSgyvenimo tikimybe,
tikimybes generuojanti funkcija, grynojo pelno salyga, rekursinis skai¢iavimas.

Exact survival probability for discrete time E. Sparre
Andersen model

Abstract

This master’s thesis analyzes a discrete time risk model which is generated by two random
variables X and #. The main theorems and definitions are presented, based on them infi-
nite time survival probabilities are calculated. Furthermore, calculation method for finite time
survival probability is being reviewed by using probability generating functions. Practical ex-
amples are provided using the R programming language to find values of infinite time survival
probabilities for different distributions of claims.

Key words: discrete-time risk model, finite time survival probability, probability generating
function, net profit condition, recursive calculation.



1. Ivadas

Rizikos teorijoje vyrauja ivairls matematiniai modeliai apraSantys draudiko kapitalo kitima
bégant laikui. Pats pirmasis, 1903 m. Svedy matematikas Filip Lundberg pristaté klasikinj rizikos
modeli, dar kitaip vadinamas Cramér—Lundberg modeliu, kuris nusako draudiko kapitalo dydi bet
kokiu laiko momentu bei kuris teigia, jog laiko tarpai tarp zaly yra nepriklausomi eksponentiskai
pasiskirste atsitiktiniai dydziai. Tuomet, 1930 m. Svedy matematikas Harald Cramér iS naujo pas-
kelbé F. Lundberg’s darba [C30]. Na ir 1957 m. dany matematikas E. Sparre Andersen [AS57]
iSplété minéta Cramér—Lundberg modeli, laikydamas, jog laiko tarpai tarp Zaly yra nepriklausomi
vienodai pasiskirst¢ neneigiamas reikSmes igyjantys atsitiktiniai dydziai. Bitent pastarasis diskre-
taus laiko E. Sparre Andersen modelis, kuris apibiidina draudimo jmonés turto kitima diskreciais
laiko momentais, yra vienas i§ populiariausiy modeliy naudojamy negyvybés draudimo sektoriu-
je, siekiant uZtikrinti sklandy draudimo imonés veiklos vystymasi ir i§vengti bankroto. Norint,
jog draudikui pavykty iSvengti bankroto ir uztikrinti pelningg veikla - patirtos i§laidos vidutiniSkai
neturi virSyti pradinio kapitalo ir per tam tikra laika gauty draudimo imoky. D¢l Sios priezasties
draudikui yra labai svarbu kuo tiksliau jsivertinti iSgyvenimo tikimybeg.

Siame magistro baigiamajame darbe yra nagrin¢jamas diskretaus laiko E. Sparre Andersen
modelis (1) arba dar kitaip vadinamas rizikos atstatymo modeliu. Pagrindinis Sio darbo tikslas
yra apZzvelgti begalinio laiko iSgyvenimo tikimybés apskaiciavimo metoda naudojant tikimybes
generuojancias funkcijas. Taip pat aptarta begalinio laiko i§gyvenimo tikimybés radimo metoda
pritaikyti praktiniuose skai¢iavimuose.



2. Diskretaus laiko E. Sparre Andersen modelis

Siame skyriuje pla¢iau pristatysime diskretaus laiko E. Sparre Andersen modelj, kuris nusako
draudiko kapitalo kitimo procesa laike. Apibrézkime §i modeli.

2.1 Apibreézimas. Sakome, kad draudiko turtas W, (n) kinta pagal diskretaus laiko rizikos modelj,
Jeigu bet kuriamn € Ny = {0,1,2, ...}

0(n)
Wy, (0) = u, Wy(n) :u—i—cn—ZXi. (1)
i=1

Lygybéje (1):

* draudiko kapitalas pradiniu laiko momentu v = W, (0) yra neneigiamas sveikasis skaicius,

t.y. u € Ny;
* ¢ € N Zymi premijy surinkimo greiti per laiko vienetq;

O(n) = max{t : 6y + 02+ ... + 6, € [0, n]} yra Zaly skaicius intervale |0, n};

Laiko intervalai tarp Zalos pasirodymo laiky - {0, 05, ...} yra neneigiamo atsitiktinio dydZio

0 nepriklausomy kopijy seka;

* X, Zymi draudiko i-osios Zalos dydj. X1, Xs, ... yra nepriklausomos neneigiamo atsitiktinio

dydZio X kopijos t.y. X; Ly

Apibrézkime modeliui (1) begalinio ir baigtinio laiko i§gyvenimo tikimybe.
Begalinio laiko i§gyvenimo tikimybé

o) 0(n)
o(u) =P ﬂ {Wu(n) >O}) =P u+cn—ZX,~ >0

n=1 i=1

0(014+02+...+6¢)

t
=P u+cZ€i— Z X; >0
i=1

i=1

t
=P [ sup Z:(Xz —cb;) < u) , u € Ny (2)
1

t>1 i

Baigtinio laiko iSgyvenimo tikimybé

o(u, T)zIP’(ﬂ {Wu(n)>0}> :]P’<sup i(Xi—CGi)<u>, weNy, TEN. (3)

n=1 ISIST o



3. Tiksli iSgyvenimo tikimybeé diskretaus laiko E. Sparre An-
dersen modeliui

Siame skyriuje, remdamiesi straipsniu [G23], pateiksime pagrindines nagrinéjamo modelio
teoremas ir lemas bei naudodamiesi tikimybes generuojan¢iomis funkcijomis gausime tikslias be-
galinio laiko i§gyvenimo tikimybés iSraiSkas.

3.1. Pagalbiné informacija ir grynojo pelno salyga

Nagrin¢jame diskretaus laiko rizikos modelj (1)

0(n) t
Wy(n) =u+cn — ZX" =u— Z(XZ —cb;).
i=1 i=1

Apibrézkime diskretaus neneigiamo ir svekareik§mio atsitiktinio dydZio X generuojancia funk-
cija

Gx(s) =) (P=1i)s' =P(X =0) + sP(X = 1) + ’P(X =2) + ..., |s| <L

1=0

Suformuluokime prielaidas, kurios reikalingos norint apibréZti atsitiktinio dydzio X — c# tiki-
mybes generuojancia funkcija:

(P1) Nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai X ir cf igyja neneigiamas sveikasias reikSmes;
(P2) Atsitiktinis dydis cf turi baigting atrama, t.y. P(cd < m) =1, m € N.

Remiantis (P1) ir P(2) prielaidomis, atsitiktinio dydZio X — cf, kur X ir cf yra nepriklausomi,
tikimybes generuojanti funkcija yra lygi

Gx_(s) = Gx(s)Ge(1/s), 0 <|s| <1.

Yra keletas priezasCiy kodél (P2) prielaida yra neiSvengiama. Pirma priezastis, jog mes pa-
geidaujame, kad G'x_.(s) egzistuoty ne tik taske s = 1. Antra prieZastis, jog mes pageidau-
jame, kad i§sprendus lygti G'x_.(s) = 1 gautume m — 1 Sakny vienetinio skritulio viduje, t.y.
0 < |s] < 1,s # 1. Ir treCia priezastis, jog mes negalime gauti visy i§gyvenimo tikimybés o (u)
reikSmiy vienu kartu, kai © € Ng.

Sukonstruokime apibrézima, jeigu i modelj (1) norime jtraukti 6 su begaline atrama. AtsiZvelg-
dami i (P2) prielaida ir kad skaicius m gali biiti labai didelis, galime apibréZti nauja atsitiktini dydi
0,, su skirstiniu:

4)

P(ch,, =1) =P(cd =1), 1 €{0,1,....m— 1}
P(ch,, = m) =P(c > m)



Tada, visiems u € Ny

(sup > (X — ) u> <sup > (X — cby) ) :

t>1 t>1 ~
=1

kai 07", 05", ... yra nepriklausomos atsitiktinio dydzio 6,,, kopijos.
Prisiminkime grynojo pelno salyga. Vidurkis E(X — ¢f) yra vadinamas grynojo pelno salyga
ir ji yra tenkinama, jeigu vidutinis Zaly dydis yra maZesnis nei surinkty premijy dydis, t.y.

Gy (1) =E(X — ) < 0. (5)

Remiantis [GKJ23] $altiniu grynojo pelno salyga negalioja, jeigu E(X — c¢f) > 0. Tokiu atveju
draudiko kapitalas, beveik visada, per ilga laika nukris iki O arba taps neigiamas. Tuomet iSgyve-
nimo tikimybé ¢(u) bus lygi nuliui su visomis reik§mémis u € Np.

Taip pat svarbu paminéti begalinio laiko iSgyvenimo tikimybés ribos pozZymi.

3.1 Lema. Tarkime, kad modelis (1) tenkina grynojo pelno salygq E(X — ) < 0, tuomet galioja

lygybé
lim p(u) = 1. (6)

U— 00

Sios lygybés jrodyma galima rasti [GJJ22] 4 lemoje.
Apibrézkime baigtinio laiko i§gyvenimo tikimybg.
3.1 Teiginys. Baigtinio laiko iSgyvenimo tikimybe galima isreiksti:

e KailT =1

{Wu( )>0}) — (é {i L — b)) <u})

(X; — b)) < u} N{X; —ch < u})

{i(Xz —cb;) <u—(X;— 091)}> P(X —ch =)

:‘ o(u—1i, T —1)f(7).

3
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Caf())=P(X —c=5)irF(j)=P(X —c0<j),j=—-m,—m+1,...

[rodymaq galima rasti Saltinio [G23] 1 teiginyje.



Toliau apibrézkime lema, kurioje pateikiamas begalinio laiko iSgyvenimo tikimybés rekursinis
sarysis.
3.2 Lema. Begalinio laiko isgyvenimo tikimybe (2) galima isreiksti tokiu rekursiniu sqrysiu

u+m

p(u) = Z (i) f(u—1), u€ Ny, (7

af())=P(X —cd=j),j=—-m,—m+1,....

[rodymas. Kadangi X;—c6; yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai ir P(X —
cd > —m) = 1, tuomet

oo S )

t=1 =1
o0 t
=P {Z(XZ cb;) <u},X1—001<u>
t=1 =1
u—1 u+m

Il
5
S
|
=
—
—~
=
Il

jS)
=
=

IS

|
=

p(0) = Z@(i)f(—i)a p(1) = Z p(i) (1 =), ...

I$ pastaryjy lygybiy matome, jog norint gauti ¢(m), ¢(m + 1), ... turime Zinoti visas pries tai
einancias reik§mes (0), (1), ..., p(m — 1).
3.2. Tiksli begalinio laiko iSgyvenimo tikimybé
PaZzymékime nauja atsitiktini dydi
; -
H =su X; — cb; ,
o (S )

Cia T = max{0, x} yra teigiama dalis realaus skaiiaus .
Taip pat paZzymékime atsitiktinio dydZio ‘H tikimybés masés funkcija

T = ]P)(H = ’L), Vi € No.

Verta paminéti, jog, kai galioja grynojo pelno salyga, tai atsitiktinis dydis H neigyja begalinés
reik§més su teigiama tikimybe, t.y. P(H < oo) = 1.



Tuomet, remiantis begalinio laiko i§gyvenimo tikimybés apibréZimu (2)
<p(u+1):Z7rl-:P(’H<u), u € No. (8)
i=0

Pazymeékime i§gyvenimo tikimybes ¢(1), ¢(2), ... generuojancia funkcija bei atsitiktinio dy-
dzio ‘H generuojancia funkcija

Go(s) =Y @i+ 1)s', |s| <1,
=0

Gu(s) = sti, ls| < 1.
=0

Tada, pasinaudojus (8) iSrai$ka, iSgyvenimo tikimybes generuojancia funkcija galime uZraSyti

0 o 1 oo ) Zﬂ-jsj G ()
; i i i j=0 H\S
Gols) =) wli+1)s'=) > ms'=> m> s 2]1_5 =7, Bl O
i—0 i—0 j=0 =0 i—j

Remiantis Saltiniu [GJJ22] suformuluojame lema, kurioje yra apskai¢iuojama konkreti riba,
susidedanti i§ pirmy dviejy atsitiktinio dydZio momenty.

3.3 Lema. Tarkime, kad Y yra sveikasis atsitiktinis dydis. PaZymékime tikimybes generuojanciq
funkcijq

Gy(s)=> PY =j)s=> pis’, |s| <L
=1 =1

Jeigu EY = oo, tuomet
L (EGr ()
=1 LGy(s)
ds2 Y

[rodymaq galima rasti jau minéto Saltinio [GJJ22] 9 lemoje.

Toliau pateiksime teorema, kurioje yra apibréZiamos pagrindinés lygybés padedancios rasti
pradines begalinio laiko iSgyvenimo tikimybés reikSmes.

3.1 Teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydZiai X ir c0 yra nepriklausomi neneigiami sveikieji
skaiciai, kur P(c0 < m) = 1,m € N. Jei yra tenkinama grynojo pelno sqlyga cEf — EX > 0,
tuomet sios lygybés yra teisingos:

(sG(s) + (0))(s" G x—e(s) — ™)

—(1-9) <so<o>smax_ce<s> FY )Y fum - >> < a0

=1 u=t



m—1 m—1

0=@(0)a™+ > (i) Y flu—m—i)a" (11)

(cE) —EX) = ¢(0) + ’"Z_ e(i)F(—i—1), (12)

i=1
Cia f(j) = P(X —cl = j),F(j) = P(X — O < j), visiems j € Z ir s € C bei « yra Saknis
srityje |s| < 1,8 # 1.

u+m

[rodymas. T§ pradziy jrodysime lygybe (10). Kadangi o(u) = > (i) f(u —i),u = 0,1,2, ...,
i=1

puses 1§ s“~™ ir sumuodami v nuo m iki co, gauname

S s mo(u—m) = 3 s“m(ZW)f(u - i))

arba
<SG@(S) - w(0)> -y su—m( jo o(0) f(u—m — i) — p(0) f(u— m))
= i (; @(i) f(u—m — z)) s — (0) g;f(u —m)stm
)Y Sl
= (s%(s) + 90(0)>Gx—c9(5) - 7:1 w(i) mz_l flu—m—i)s" ™
)Y flum

= (5Go(9) +9(0)) Gx—anls) =57 D0 p()) 3 flu—m = i)s"

=1 u=1

— p(0)Gx—c(s).

Tuomet paskutinés lygybés abi puses padauginus i§ s bei atlikus elementarius lygybés pertvar-
kymus, gauname

(5Gols) +9(0) (5 Cxeals) = 5 ) = p(0)5" Cix () + 3

m—1
i=1

PO Y flu—m— i)'

10



arba Zinodami, jog G, (s) = GIH—(SS) turime

(sGuls) +0(0)) (5" Cx—eals) = ™)
=(1-3s) ((p(O)smGXCB(s) + ’”2_:1 (1) mz_:lf(u -—m — z)s“) . (13)

Kadangi Gx_.(s) absoliuciai konverguoja, tai lygybéje (13), kai Gx_(s) = 1ir s = a turime

iSraiska (11)
0"+ 30 3 == e

kur o yra G x_.(s) = 1 Saknis.
Norédami irodyti 3.1 teoremos treciaja lygybe (12), skai¢iuojame lygybeés (13) iSvesting pagal

< "Gx—en Sm)
+ (5Guls) + (0)) [js( "Gx oo sm)]

5(1—8)<90()8 Gx_co(s mz_ Y f(u—m—1) )]—Lg (14)

d
d -

Lot Ly:= %(SGH(S) n go(O))

Peréje prie ribos skai¢iavimo, kai EH = coir s — 17 lygybéje (14) bei pasinaudojus 3.3 lema,
gauname pirmaja L, riba

(smGX_c(,(s) _ Sm) . <8mGX—Co(s) _ sm>

d
3 (0x0) +4(0) 174 (5Gu(s) +0(0))

lim L; = lim
s—1— s—1—

= lim (msmilGX_ce(s) + 8" L Gxe(s) — mst)
s—>17 d32 <8GH< )+ (0)>/d% <3GH(S) + @(O))z

Tuomet randame ir antraja L- riba

= 0.

s—1— s—1—

lim Lo, = lim <SGH(8) + @(0)) [% <8mGX_09<S) _ Sm>]

= lim (sGn(s) +0(0)) ("™ Gxep(s) + ™5 Cx_opls) — ms™)

s—1— dS

=E(X — c0).
Galiausiai turime, jog

lim L1 + L2 = E(X — CQ)

s—1—

11



Taip pat randame ir likusia L3 riba

. . d " m—1
SEI?L?,_SEI?E[Q—S)(@(O)S Gx—als)+ > (i qu— m— 1) )]

m—1 :ml
:s]_jgll—<g0( )8 Gx_ cg +Z<,0 qu— —Z >

+(1—s) (ap(O)msmlGXcg( )s™ iGX 0(s) + Z o(i i flu—m— i)us“l>]

u=1

:_<¢ Z qu— —z)=—<w(0)+2w(i)F(—i—1)>-

Tuomet, grizdami prie lygybés (14) ir isistate rastas ribas bei padaugine abi lygybés puses i$ (—1),
gauname lygybe (12)

m—1

(cBO — EX) = (0) + > @(i)F(—i —1).

1=1

[]
Verta paminéti, jog remiantis lygybémis (9) ir (10), begalinio laiko iSgyvenimo tikimybiy ge-
neruojanti funkcija yra lygi
P(0)s"Gx—eo(s) + Z (i) Z flu—m —i)s"

(SmGXfce( ) — Sm)
Apibrézkime dar viena lemg apie lygties Gx_.»(s) = 1 Sakny kieki.

sGy,(s) + (0) = (15)

3.4 Lema. Tarkime, jog s € C. Laikome, jog neneigiamiems, nepriklausomiems sveikiesiems
atsitiktiniams dydZiams X ir cf galioja P(cd < m) = 1irP(X —cl = —m) =1, ty. P(X =
0) > 0irP(cd = m) > 0. Tuomet yra lygiai m — 1 lygties

GX,CQ(S) =1

Sakny vienetinio skritulio viduje, t.y. |s| < 1,s # {0, 1}, iskaitant ir pasikartojancias Saknis.

[rodymas seka is jau minéto Saltinio [G23] lemos 3.3 jrodymo.

Toliau apibréZkime teorema, kuri leis mums iSreiksti pradines i§gyvenimo tikimybes sudarant
tiesiniy lygciy sistema.

12



3.2 Teorema. PaZymékime o, o, ..., (1 galimas lygties Gx_.9(s) = 1 Saknis vienetinio skri-
tulio viduje |s| < 1. Tada pagal (3.1) teoremq turime tiesiniy lygciy sistemq

m—1

m—1
af 21 flu—m—1)ay 22 flu—m—2)ay ... f(—m)o/ln_1
m—1 m—1
af 21 flu—m—1)ay 22 flu—m—2)ay ... f(—m)ozgn_l
m—1 ‘ m—1
aml 21 flu—m—1ad - flu—m—2)ak _, ... f(—m)ozmj
1 F(-2) F(-3) f(=m)
©(0)
o(1) "
X : = : ) (16)
o(m —2) '
o(m—1) (cEl —EX)

[rodymas. Pritaikysime anksciau gautas lygybes (11) bei (12) ir sudarysime lygc€iy sistema. Tuo-

met, turime
( m—1 —1

£(0) + mz () (=i —1) = (BO — EX).

Gautg lygCiy sistema perraSius matricos pavidalu gauname tiesiniy lygciy sistema (16). ISsprendus
sistema (16) randame pradines begalinio laiko i§gyvenimo tikimybes ¢(0), ¢(1), ..., o(m—1). O

\

Verta paminéti, jog jeigu pazymésime sistema (16) kaip Ap = B, tai matrica A yra Vander-
mondo matrica [L17], kurios determinantas | A| yra lygus

fm 1 m—1
|A| m+1 H Oé] H (ij - ai) 7& 0.

1<i<j<m71

Sekancioje lemoje pateiksime Vandermondo matricos determinanto iSraiSkos jrodyma.

3.5 Lema. Tarkime, kad A yra sistemos (16) matrica ir f™(—m) = (P(X — ¢ = —m))". Tuo-
met jos determinatas yra lygus

fm 1 m—1
Al = m+1 H a;(a II (a—a)
7j=1

1<i<j<m71

13



Taip pat, paskutinés eilutés matricos A minorai yra lygiis:

m—1

My =" =m) [T T (05— a0,

i=1  I<i<j<m—1

M2 = f(=m)™" H (o — ) Z Qjy = Qg

1<i<j<m—1 1<1< oo <m—a<m—1
F(— 1
Flemt b,
f(=m)
My, 3 = f(=m)™" H (aj — ) Z Qjy - Qg
1<i<j<m—1 1<51 <o <fim—3<m—1
F(— 2 F(— 1
_Femtd),, L EemAb,,
f(=m) f(=m)
Mm,m = f<_m) ! H (aj - ai) + (_1) f(—m) m,1
1<i<j<m—1
F(-2) L F(—m+2)
+ (=1)m+t My o+ ...+ (=1)m 11— Zpp
Sy M e Gy M
F(— 1
Flemt ),y
f(=m)
[rodymas. Skaifiuokime determinanta
m—1 1
of' 2 flu—m—1)af f(=m)af"
‘Al - m—1
X1 e flu=m—"1)ag, 4 ... f(—m)aﬁii
1 F(-2) e f(=m)

Pirmiausiai iSkelkime f(—m) i§ paskutinio stulpelio. Tuomet, daugindami paskutinj stulpelj i$
f(=m+1), f(—=m +2), ..., f(—2) ir atitinkamai atimdami i$ atitinkamy stulpeliy, gauname

m—1
af? ;f(u—m—l)cff ooat
| Al = f(—m) _—
am_y > flu=m—="Tag_; ... a’i&i
u=1
1 F(-2) 1

Toliau tgsdami tuos pacius veiksmus ir pritaikydami pagrindines determinanto savybes, gau-
name, jog determinantas | A| yra lygus
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ol o ap!
al Qo ay!
Al = fm"H(=m) | :
Wt ant ]
1 1 1
0 onfo” —1) o Han — 1)
fm_l(—m) 0 a0y’ — O‘;n_l(QQ —1)
C D -
0 Oémfl(Oémfl — 1) e Oém_l(Oém,1 — 1)
1 1 1
anq c. Oé7ln72
m—1 m—2
fm—l(_m> 1 (6% N &
- (—1)m+1 H aj(ag —1) 1, : : :
ey : : : :
I apy ... a2

fm 1 m—1
mﬂ H% II (aj-a)z0.

1<i<j<m—1
Minory irodymas seka i§ Saltinio [G22] 3 teoremos jrodymo. L]

Toliau pateiksime teorema, kurioje apibréZiami sistemos (16) sprendiniai - tikslios i§gyvenimo
tikimybés p(u) reik§mes.

3.3 Teorema. Tarkime, kad 1, s, ..., oy yra lygties Gx_o(s) = 1 Saknys vienetinio skritulio
viduje |s| < 1bei f(—m) =P(X —c = —m) > 0ir F(j) =P(X — cf) > 0,5 € Z. Tuomet

f(=m) a; =1’
F(—m+1 E(X —c0) 25 1 7

15



F(=m+1) F(=m+2) - 09 i,
p(3) = - (2) - — (1) - H
=) =) =
m—1
X ( o — Z Qjy e QG Z Ay e ozjm_3>,
j=1 1< . Sym—2<m—1 1< . Sym—3<sm—1
m—1 m—1
1 — ch)
p(m) = — F(—i)p(i) —
f(=m) ; ]1_[1 & —
m—1
X ( a; — Z gy o Qg
j=1 1< <. <Im—2<m—1

+ Z Oéjl e Oéjm,3 4+ ... + (_1)m+1>

I<i< . <gm—3<m—1

ir

gp(u):ﬂ_m) (gp(u—m)—} @(i)f(u—m—@')), u=m,m+1,.. (17)

[rodymas. Pazymeékime ¢ = (¢(0), o(1), ..., o(m — 1))T. Tuomet, pagal sistema (16) turime, jog

T

Ml,l _M1,2 Cee (_1)1+mM1’m 0
B B !
4] : : . : :
(=)™ My (=)™ Mys ... Mm (cEf — EX)
(_1>m+1Mm,1
_ (cEf - EX) (—1)"* 2 M, 2
Al :
Mm,m
IS ¢ia gauname, kad
1 m+z+1Mm ;
go(i)z( ) 7 LR —EX), i=0,1,....,m— 1.

Minory M,, 1, M, 2, ..., M, bei determinanto |A| iSraiskos pateiktos 3.5 lemoje. Lygybe (17)
yra pertvarkytos iSraiSkos (7) versija. [

3.6 Lema. Tarkime oy, o, ..., 1 yra lygties Gx_o9(s) = 1 kartotinés Saknys srityje |s| < 1
Tuomet, modifikuota pagrindinés matricos (16) versija pakeitus atitinkamas jos eilutes (isskyrus
paskutine) isvestinémis lieka neissigimusi.
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[rodymas. 1S pradziy paZymékime n-tojo laipsnio iSvesting

=z (s@(o)@m £ 63 flu—m - z')a“) -0,

visiemsn € {0,1,....k — 1}, kurk € {2,3,...,m — 1}, m > 3yra Gx_.(s) = 1 Sakny kartotinu-
mas.

Tarkime, jog «; yra antro kartotinumo Saknis. Tuomet egzistuoja artimas nuliui skaicius 6 €
R\ {0}. Todél norédami i§vengti vienody eiluciy, matricos (16) antra eilute pakei¢iame iSvestine
ir gauname

m—1 m—1
af’ Z_:l flu—m—1)af Z_:Q flu—m—2)ay f(—m)o/ln_1
(az + o)™ m__ll fu—m —1)(az +8)" mi flu—m—2)(az+6)" ... fl=m)az+35m
m—1 m—1 1
X1 ;1 flu—m—1)ag, 4 ;2 flu—m—2)ay, 4 f(=m)a; =4
1 F(-2) F(-3) f(=m)

Tuomet, 1§ pirmosios matricos eilutés atémus antraja eilutg ir po atémimo pirmaja eilute pada-
linus i$ 6, kai § — 0, gauname norima eilutés pakeitima iSvestine.
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4. Praktiniai pavyzdziai

Siame skyriuje pateiksime penkis praktiniy skai¢iavimy pavyzdZius, kuriuose skai¢iuojama
begalinio laiko i§gyvenimo tikimybé remiantis ankstesniame skyriuje pristatyta teorija. IS pradziy
apzvelgsime 1 ir 2 pavyzdzius i§ straipsnio [G23], kad isitikintume, jog musy apraSytas algorit-
mas veikia ir gaunamos iSgyvenimo tikimybés reikSmeés sutampa su apskaiciuotomis minétame
straipsnyje. Skai¢iavimai atlikti naudojantis R programavimo kalba.

4.1 Pavyzdys. (Remiantis 1 pavyzdziu i§ [G23]). Tarkime, kad diskretaus laiko rizikos modelj (1)
generuojanciy atsitiktiniy dydziy X ir 0 pasiskirstymas yra

P(X:O):P(le):%, xX<g

ir premijy surinkimo greitis ¢ = 2.
I8 pradziy patikrinsime ar yra tenkinama grynojo pelno salyga (5)

IE(QG—X):2E6—EX:%>O.

Tuomet, atsitiktinio dydzio X — 26 generuojanti funkcija

S

Gx—20(5) = Gx(5)Gas(1/5) (% + 5) (% + 2—12> .

ir iSsprende lygti |s| < 1,s # 1,
Los\ (L, 1Y),
2 2)\2 25)

gauname Saknj o == s =1— 2, a € (—1,0).
Tada, remiantis 3.2 teorema ir pasinaudojus (16) sistema, turime

o f(=2)a (¢(0)) _ 0
(7 5) () = (o)
Tuomet, i$sprendg lygcCiy sistema

a?p(0) + f(=2)ap(1) =0
p(0) + f(=2)p(1) = 2E0 — EX

randame pradines i§gyvenimo tikimybés reikS§mes (©(0), ¢(1)) = (0.3536, 0.5858), ¢ia

_ (EX — 2E0)
¢(0) = D

 a(EX — 2E6)
A= i)

18



Likusias iSgyvenimo tikimybés reikSmes generuoja lygtis (17)

u—1

o) = —— (wu —2) =Yl fu—2— i)) w2,

i=1
arba remiantis 3.1 teorema, galime pasinaudoti generuojanciaja funkcija

‘/Ti(sg+52+s+1)+(2—\/§)s

(5Cy(s) +0(0)) = T

78#(%7

ir rasti likusias lggy venimo tikimybes
QO(U ) ul Sl Odsu(s ¢(8)+ ( )),u , 1,4, ...

Gautos begalinio laiko iSgyvenimo tikimybés pateiktos Zemiau esancioje 1 lenteléje.

T0\1\2\3\4T5\6\7\8\9\10
| oo [ 03536 | 0.5858 | 0.8284 | 0.9289 | 0.9706 | 0.9878 | 0.9949 | 0.9991 | 0.9996 | 1 | 1 |

1 lentelé. Begalinio laiko iSgyvenimo tikimybé 4.1 pavyzdZio modeliui

Matome, jog gavome iSgyvenimo tikimybés reikSmes sutampancias su straipsnyje [G23] ap-
skai¢iuotomis tikimybémis. Taip pat 1§ 1 lentelés galime pastebéti, jog did¢jant pradiniam turtui
u, 1ISgyvenimo tikimybés riba (6) artéja prie 1.

4.2 Pavyzdys. (Remiantis 2 pavyzdziu i§ [G23]) Tarkime, jog p = 1/2,
P(X =k) = (1-p)p,k € No
ir
P(ch = k) = (i)pk(l —p)**F k=0,1,..,4.
Analogiskai, kaip ir pirmame uZdavinyje i$ pradZiy tikrininame grynojo pelno salyga

E(cf — X) = cEf —EX =1> 0.

Tuomet, uzsirase atsitiktinio dydzio X — cf generuojancia funkcija ir iSsprende lygti

Gx—w(s) = Gx(5)Gug(1/5) = (ﬁ) (1 —p+ 2)4 1

gauname tris Saknis o; € (—1,0), 7 = 1, 2, 3 vienetinio skritulio viduje:

o = —0.154340 + 0.3421147:
oo = —0.154340 — 0.3421147¢
az = —0.289014 + 0.0000000¢,
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kur? =+/—1.

Tada, pasinaudojus 3.1 teorema ir iSraiska (16), turime

ai f(=4ar+ f(=3)ai + f(=2)ai f(-4)ai+ f(=3)a) f(-4)a]
ay f(—4)az+ f(=3)a3 + f(=2)a3 f(—4)a3 + f(=3)a3 f(—4)a3
ay f(—A)as+ f(=3)ai + f(=2)a3 f(—4)ai+ f(=3)a3 f(—4)a3
1 F(=2) F(=3) f(=4)
©(0) 0
D EON 0
©(2) 0
©(3) (cE0 — EX)

©(0) 0.5352
o(1) | ]0.6972
o) | ~ 108028 |
o(3) 0.8715

¢ia, pagal 3.3 teorema:

LS| 1
O = — = — s
#(0) jr:[laj—1 (an — 1)(az — 1)(ag — 1)
3
QL (058 IR}
1) = 32 i =32 ,
o) o =17 "= -1 -1
11 10903 — (X1 ig — (X1 (g3 — 062063)
2) =32 —— (1 :
#(2) ( AR (a1 — D)(as — D(az — 1)

11 55 Q103 — A g — (V13 — Qo3 + U1 + Qg + 013>

Likusias i8gyvenimo tikimybés p(u), kai u > 4 generuoja lygtis (17)

() = (wu S-S (i) a4 z')) |

=1

Gautos begalinio laiko i§gyvenimo tikimybés reikSmés pateiktos 2 lentel¢je.
Siuo atveju, taip pat matome, jog apskaiiuotos iigyvenimo tikimybés reik§més sutampa su
gautomis straipsnyje [G23].
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| o | 1 | 2 | 3 | i 4 | 5 | 10 [ 15 |20
| 00 [ 0.5352 | 0.6972 | 0.8028 | 0.8715 | 0.9163 | 0.9455 | 0.9936 | 0.9993 | 1 |

2 lentelé. Begalinio laiko iSgyvenimo tikimybe 4.2 pavyzdZio modeliui

4.3 Pavyzdys. Sakykime, jog diskretaus laiko rizikos modelj generuoja atsitiktinis dydis X su
skirstiniu

x| o 1 2 3
P | 1/64]3/16 | 9/16 | 15/64

bei tarplaikis ¢ su skirstiniu

0] 1 2 3 4
P|21/32|3/16 | 3/32 | 1/16 |

premijy surinkimo greitis ¢ = 2. Skaiciavimus atliksime remiantis aukS¢iau apzvelgtais pa-
vyzdziais.
Grynojo pelno salyga yra tenkinama
71
E(20 — X)=2E) —EX = — > 0.
64
UZsira$g atsitiktinio dydZzio X — 20 generuojancia funkcija ir iSsprendg lygti
1 3 9 15 21 3 3 1
G _ — . - e 2 e 3 — 1
x-20(5) (64'+’165*'165 6 ) (3232%_1654%_3236%_1658> ’

gauname septynias Saknis a; € (—1,0),5 =1,2,...,T:

a; = —0.4880568 + 0.00000007, o = —0.2494437 + 0.0000000%,
oz = —0.2063014 — 0.48374831, a4 = —0.2063014 + 0.4837483¢,
oy = —0.1347061 + 0.0000000z, o = 0.3185867 — 0.52141334,
a7 = 0.3185867 + 0.52141331.

Zemiau esantis 1 pav. vizualiai parodo lygties Gx_29(s) = 1 Sakny i$sidéstyma vienetinio
skritulio viduje.

Tuomet, kaip ir ankstesniuose pavyzdZiuose, pasinaudojus 3.1 teorema ir iSraiSka (16), gau-
name pradines iSgyvenimo tikimybes. Likusias i§gyvenimo tikimybes ¢(u), kai u > 8 generuoja
rekursing lygtis (17).
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1.0

0.0

-10

-10 05 0.0 05 1.0

1 pav. Lygties G x_29(s) = 1 Sakny i$sidéstymas vienetinio skritulio viduje.

Begalinio laiko iSgyvenimo tikimybés reikSmés pateiktos 3 lenteléje.

To\1\2\3\4u\5\6\7\8\9\10
| 00 || 0.4229 [ 0.7333 | 0.9289 | 0.9810 | 0.9949 | 0.9987 | 0.9996 | 0.9999 [ 1] 1| 1 |

3 lentelé. Begalinio laiko iSgyvenimo tikimybé 4.3 pavyzdzio modeliui

4.4 Pavyzdys. Tarkime, kad diskretaus laiko modeli generuojantys atsitiktiniai dydZiai X ir cf
turi tokius skirstinius:

Xl o1 O] 1] 3
Pl1/5 (45 [P [5/9]4/9]

Tokiu paciu skai¢iavimo principu, kaip ir ankstesniuose pavyzdZiuose tikriname grynojo pelno
salyga bei randame lygties Gx_.y(s) = 1 Saknis.
Grynojo pelno salyga yra tenkinama E(cf — X ) = cEf — EX = 49/45 > 0.

Tuomet turime
5 n 4 1 n 4 ]
—+ — -+ =-s] =1.
9s = 9s3 5 5

ISsprendus auksciau pateikta lygti, gauname antro laipsnio kartoting Sakni, kuri lygi
a:=s=—2/5.

Tada remiantis 3.6 lema, antraja matricos eilutg galime pakeisti pirmosios eilutés iSvestine
pagal o
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o’ f(=3)a+ f(=2)a® f(=3)a*\ [¢(0) 0
302 f(=3)+2f(-2)a 2f(-3)a e(l) | = 0
1 F(-2) f(=3) ©(2) cEf — EX
ISsprendus lyg€iy sistema turime
0.5556
o(u) = 1 , u=0,1,2.
1

Tai reiskia, jog ©(1), ¢(2), ... = 1. O tuo tarpu, pagal rekursing lygti (7), turime

0(0) = Z 0(i) f(—i) = f(—1) + f(=2) + f(—3) = 0.5556.

4.5 Pavyzdys. Tarkime, kad atsitiktiniai dydZiai X ir cf yra pasiskirste pagal Puasono skirstinius,
atitinkamai su parametrais A\ = 1ir A = 5/3 bei r = 0, t.y.
X ~P(1,0)ir cd ~ P(5/3,0),

Siame pavyzdyje pabandysime parodyti, jog atsitiktinio dydZio cf pasiskirstymas gali bti sutrum-
pintas.
Remiantis iSraiSka (4) apibrézkime du naujus atsitiktinius dydZzius cf5

P(chs = 1) =P(ch = 1), 1 €{0,1,...,14}
P(0915—15): ( 2 )

ir 0620
P(C@QO = l) (0«9 = l) le {0, 1, ceey 19}
Grynojo pelno salygos yra tenkinamos
E(X—-c)=1—-=—-=<0,
E(X — cby5) = —0.66666666662741 < 0,
E(X — cfy) = —0.6666666666666714 < 0.
Tuomet, uzsirase atsitiktinio dydzio X — cf5 generuojancios funkcijos lygti ir ja iSsprendus

14
P(cf =1 P(cf > 15
GXfcels(S) = 6871 (Z (C ) + (C 5 )> =1

st 5
1=0
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gauname 14 Sakny vienetinio skritulio viduje.
Analogiskai iSsprendg atsitiktinio dydZzio X — cfy lygti

GX—0920 (S) = 65_1 (Z

19

P(ct = 1)

=0

gauname 19 Sakny vienetinio skritulio viduje.

sl

520

P> 20))

Zemiau esantys 2 pav. ir 3 pav. parodo gauty $akny iSsidéstymus vienetinio skritulio viduje.

T T T
0.0 0.1 02 03

2 pav. Sakny i§sidéstymas, kai m = 15.

03

T
01

T
02

3 pav. Sakny i§sidéstymas, kai m = 20.

Tuomet remiantis 3.3 teorema gauname begalinio laiko iSgyvenimo tikimybes @15 () ir oo (u),
kai u € Nj. Gautos reikSmés pateiktos 4 lenteléje.

u p15(u) u Pa0(u)

0 | 0.3622625593415874 0 | 0.3622625593415874
1 | 0.5634729365319756 1] 0.5634730319802156
2 1 0.7265010503324136 2 10.7265013315518338
3 | 0.834586195013735 3 | 0.834582014185472
4 1 0.900749635891657 4 1 0.900774264267056
5 | 0.94048640998335 5 | 0.940162117361979
6 | 0.964291381005751 6 | 0.964512328020646
7 | 0.978052991471486 7 | 0.988049385836348
8 | 0.988957665511407 8 | 0.990625346079469

4 lentelé. Begalinio laiko i§gyvenimo tikimybe, kai m = 15 ir m = 20.

IS lenteléje pateikty begalinio laiko iSgyvenimo tikimybés reikSmiy matome, jog atsitiktinio

dydzio cf pasiskirstymo sutrumpinimas neturi reik§mingos itakos, nes gautos reikSmés abiem at-
vejais yra labai panasSios.
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5. IsSvados

Siame magistro baigiamajame darbe i$nagrinétas diskretaus laiko rizikos atstatymo modelis.
Suformuluotos teoremos ir pateikti jrodymai, kuriais remiantis apibréztos tikslios begalinio laiko
iSgyvenimo tikimybés iSraiSkos. ApzZvelgtas begalinio laiko i§gyvenimo tikimybés apskaiciavi-
mo metodas naudojantis generuojanciomis funkcijomis, kai yra tenkinama grynojo pelno saly-
ga. SkaiCiavimo rezultatai, gauti dviejuose pirmuose pavyzdZiuose, patvirtina, jog baigiamajame
darbe apZvelgtas skaiCiavimo algoritmas veikia - gauti rezultatai sutampa su kity autoriy gautais
rezultatais. Taip pat, 4 skyriaus skaiiavimo rezultatai, patvirtina, jog didéjant pradiniam turtui,
iSgyvenimo tikimybé artéja prie vieneto. Praktiniuose pavyzdZiuose begalinio laiko i§gyvenimo
tikimybés skaitinés reikSmeés buvo apskaiciuotos naudojant R programavimo kalba skirtingiems
Zaly skirstiniams.

Ateityje bty galima pratgsti pradéta darba - pritaikyti apZvelgta algoritma ir kitoms diskretaus
laiko rizikos modelio modifikacijoms.
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Priedai

Pavyzdziuose naudojami R paketai: ,,polynom* ir ,,memoise*. R paketas ,,polynom* suteikia
galimybe atlikti polinomy manipuliacijas, o R paketas ,,memoise* pagreitina skaiciavimus, kadan-
gi atmintyje i§saugo skai¢iavimo rezultatus.

4.1 PAVYZDZIO KODAS

library (memoise)
library (polynom)

m=2
E_m<—(2* ((0*1/2)+1*1/2))-(0*1/2+1*1/2)

# a.d. X pasiskirstymo funkcija
x<-function (k) {

if (k==0) {
return (1/2) }
if (k==1){

return (1/2) }
else
return (0)

# a.d. Theta pasiskirstymo funkcija
Theta<-x

lygtis<-function (k) {

1<-c (1)
if (k!'=1){

for (i in 1:(k-1)){

1<-c(1,0)}}

1<-c(1,1,-3,1)
return (polynomial (1))
print (1)

# alpha reiksSmes
s<-solve (lygtis (1)
alpha<-c ()
for (i in l:length(s)) {
if (abs(s[i])<1){
alpha<-c(alpha,s[i])}}

# tikimybiy funkcijos
f<-function (k,n) {

suma=0

for (i in (0:1)) {

for (3 in (0:1)){
if (§-(2*i)==n) {
suma=suma+ (Theta (1) *x (J)) } }}
return (suma)

F_didysis<-function (m,n) {
suma=0
for (1 in (0:1)) {
for (j in (0:1)){
if ((3-(2*1)==n) | (3—(2*1)<n)){
suma=suma+ (Theta (i) *x (j)) } } }
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return (suma)

# susidarau matricag
fl<-function (m) {
A<-c()
for (r in 0: (m-1)){
for (i in 1:(m-1)){
if (r==0){
rez=alphal[i]"m
A<-c(A,rez)
print (A)
}
else{
suma=0
rez=0
for (j in 1:(m-1)){
suma=f (m, (j-m-r)) *alphal[i]l" (J)
rez=rez+suma
}
A<-c(A,rez)
print (A)

}
suma=0
rez=0
for (¢t in 1:(m-1)){
if (r==0){
A<-c(A,1)
}
else{
suma=F_didysis (m, -t-1)
rez=suma
A<-c (A, rez)}

M<-matrix (A, nrow=m, ncol=m)
}
return (M)

}
MA<-f1 (m)

f2<-function (k) {
B<-c ()
for (1 in 1:(k-1)){
B<-c (B, 0)
}
B<-c(B,1/2)
M<-matrix (B, nrow=k, ncol=1)
return (M)
}
MB<-f2 (m)

# phi reiksmés
atvirkstine<-solve (MA)
phi_i<-Mod(atvirkstine%$*$MB)

# likusios begalinio laiko isSgyvenimo tikimybés reiksSmés
phi_inf<-memoise (function (m,u) {
if (u==0) {
return(phi_i[1]) }
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if (u>0 & u<=m-1) {
return ((phi_i[u+l1]))
}
else{
suma=0
rez=0
for (i in 1:(u-1)){
suma=phi_inf (m,1i)*f (m, (u-m-1i))
rez=rez+suma
}
return ((1/f (m,-m))* (phi_inf (m,u-2)-rez))
}
})

phi_inf (m, 4)

visos_reiksmes = NULL
for (u in 0:15) {

visos_reiksmes[u + 1] = c(round(phi_inf (m,u),
}

visos_reiksmes

4.2 PAVYZDZIO KODAS

p<-1/2
m=4

# a. d. X ir cTheta pasiskirstymo funkcijos
x<—-function (k) {
return (p* (((1-p) **k)) )}

cTheta<-function (k) {
return (
(factorial (4)/ (factorial (k) *factorial (4-k)))
*(p**k) * ((1-p) ** (4-k))
)}

# tikimybiuy funkcijos
f<-function (m, n) {

suma=0

for (i in (0:4)) {

for (j in (0:100)) {
if (Jj-i==n){
suma=suma+ (cTheta (i) *x(3)) } }}
return (suma)

F_didysis<-function (m,n) {
suma=0
for (i in (0:4)){
for (j in (0:1000)) {
if ((j-i==n) | (J-i<n)){
suma=suma+ (cTheta (i) *x(3)) } }}
return (suma)

}

4))
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# alpha reiksSmiy ieskojimas
lygtis<-function (k) {
1<-c (1)
if (k!=1){
for (i in 1:(k-=1)){
1<-c(1,0)}}
1<-c(1,4,6,4,-31,16)
return (polynomial (1))
print (1)

s<-solve (lygtis (1)
alpha<-c()
for (i in l:length(s)) {
if (abs(s[i])<1){
alpha<-c(alpha,s([i])}
}
alpha<-sort (alpha, decreasing = TRUE)
alpha<-alpha[-c(1l:1)]

# susidarau matrica
fl<-function (m) {
A<-c ()
for (i in 1:(m-1)){
A<-c(A,alphali]"m)
for (3 in 1:(m-1)){
suma=0
rez=0
for (k in j: (m-1)){
suma=f (m, (k-m-7j)) *alphal[i]" (k)
rez=rez+suma
}
A<-c (A, rez)

}

A<-c(A,1)

for (b in 1:(m-1)){
rez=F_didysis (m, -b-1)
A<-c (A, rez)

}

M<-matrix (A, nrow=m, ncol=m)

return (M)

MA<-£f1 (m)
# transponuoju matrica
MA<-t (MA)

f2<-function (k) {

B<-c ()

for (i in 1:(k-1)){
B<-c (B, 0)

}

B<-c (B,1)

M<-matrix (B, nrow=k, ncol=1)
return (M)

}
MB<-£2 (m)

# phi reiksmés

atvirkstine<-solve (MA)
phi_i<-Mod(atvirkstine%*%MB)
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# likusios begalinio laiko isSgyvenimo tikimybés reiksmés
phi_inf<-memoise (function (m,u) {
if (u==0) {
return(phi_i[1]) }

if (u>0 & u<=m-1) {
return ((phi_i[u+l1]))
}
else{
suma=0
rez=0
for (i in 1:(u-1)){
suma=phi_inf (m,1i)*f (m, (u-m-1i))
rez=rez+suma
}
return ((1/f (m,-m))* (phi_inf (m,u-m)-rez))
}
})

visos_reiksmes2 = NULL
for (u in 0:20) {

visos_reiksmes2[u + 1] = c(round(phi_inf (m,u), 4))
}
4.3 PAVYZDZIO KODAS
E_m<— (2* ((1*21/32)+2*6/32+3*3/32+4*2/32) )~ (0*1/64+1*12/64+2*36/64+3*15/64)
m=8

# a. d. X ir Theta pasiskirstymo funkcijos
x<-function (k) {
if (k==0) {
return (1/64) }
if (k==1){
return (12/64) }
if (k==2) {
return (36/64) }
if (k==3){
return (15/64) }
else
return(0) }

Theta<-function (k) {
if (k==1) {
return (21/32)}
if (k==2){
return (6/32) }
if (k==3){
return (3/32)}
if (k==4){
return (2/32)}
else
return (0) }

# alpha reikSmiy ie8kojimas
lygtis<-function (k) {
1<-c(2)
if (k!=1){
for (i in 1:(k-1)){
1<-c(1,0)
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}

1<-c(1,24,75,66,114,117,237, 342, -1292, 315)

return (polynomial (1))
print (1)

s<-solve (lygtis (1)

# alpha reiksmés
alpha<-c ()
for (i in l:length(s)) {
if (abs(s[i])<1){
alpha<-c(alpha,s[i])}}

alpha <- head(alpha, -1)

# tikimybiy funkcijos
f<-function (k,n) {

suma=0

for (i in (1:4)){

for (j in (0:3)){
if (J-(2*1i)==n) {
suma=suma+ (Theta (1) *x (J)) } }}
return (suma)

F_didysis<-function (m, n) {
suma=0
for (i in (1:4)){
for (j in (0:3)){
if ((3—(2*1)==n) | (F3—(2*1)<n)){
suma=suma+ (Theta (i) *x (j)) } } }
return (suma)

# susidarau matrica
fl<-function (m) {
A<-c ()
for (i in 1:(m-1)){
A<-c(A,alphali]"m)
for (3 in 1:(m-1)){
suma=0
rez=0
for (k in j:(m-1)){
suma=f (m, (k-m-7j)) *alphal[i] " (k)
rez=rez+suma
}
A<-c (A, rez)

}

A<-c (A,1)

for (b in 1:(m-1)){
rez=F_didysis (m, -b-1)
A<-c (A, rez)

}

M<-matrix (A, nrow=m, ncol=m)

return (M)

MA<-£f1 (m)
# transponuoiju matricag

32



MA<-t (MA)

f2<-function (k) {
B<-c ()
for (i in 1:(k-1)){
B<-c (B, 0)
}
B<-c (B, E_m)
M<-matrix (B, nrow=k, ncol=1)
return (M)
}
MB<-f2 (m)

# phi reiksmés
atvirkstine<-solve (MA)
phi_i<-Mod(atvirkstine%*$MB)

# likusios begalinio laiko isSgyvenimo tikimybés reiksmés

phi_inf<-memoise (function (m,u) {
if (u==0) {
return(phi_i[1]) }

if (u>0 & u<=m-1) {
return ((phi_i[u+l1]))
}
else{
suma=0
rez=0
for (i in 1:(u-1)){
suma=phi_inf (m,1i)*f (m, (u-m-1i))
rez=rezt+suma
}
return ((1/f (m,-m))* (phi_inf (m,u-m)-rez))
}
})

visos_reiksmes3 = NULL

for (u in 0:15) {
visos_reiksmes3[u + 1] = c(round(phi_inf (m,u), 4))

# Sakny iSsidéstymas grafike

plot (Re(alpha), Im(alpha), pch = 19, col = "blue", cex =
xlim = ¢c(-1, 1), ylim = c(-1, 1), xlab = "", ylab =

ilgis <- seq(0, 2 * pi, length.out = 100)
x_circle <- cos(ilgis)

y_circle <- sin(ilgis)

lines(x_circle, y_circle, col = "black", 1lty = 1)
abline(h = 0, col = "black", 1lty = 2)

abline(v = 0, col = "black", lty = 2)

4.4 PAVYZDZIO KODAS

m=3
E<—((1*5/9)+(3%4/9))-((0*1/5)+(1%4/5))

# a. d. X pasiskirstymo funkcija
x<-function (k) {
if (k==0) {
return (0.2)

iy
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if (k==1) {
return (0.8)

}

else
return (0) }

# a. d. cTheta pasiskirstymo funkcija
cTheta<-function (k) {
if (k==1){
return(5/9)
}
if (k==3){
return (4/9)
}
else
return (0) }

# alpha reiksmiy iesSkojimas
lygtis<-function (k) {

1<-c(-4)
if (k!=1){
for (i in 1:(k-1)){
1<-c(1,0)

}

1<-c(1,-16,-5,25)
return (polynomial (1))
print (1)

s<-solve (lygtis (1)
alpha<-c ()
for (i in l:length(s)) {
if (abs(s[i])<1){
alpha<-c(alpha,s[i]) }}

# tikimybiy funkcijos
f<-function (m,n) {
suma=0
for (i in (0:3)) {
for (j in (0:1)){
if (j-i==n){
suma=suma+ (cTheta (i) *x(3))

}

return (suma)

F_didysis<-function (m,n) {
suma=0
for (i in (0:3)){
for (j in (0:1)){
if ((J-i==n) | (J-i<n)){
suma=suma+ (cTheta (i) *x (J)) } } }
return (suma)
}
# susidarau matrica
fl<-function (m) {
A<-c ()
for (i in 1:(m-1)) {
if (i==1){
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A<-c(A,alphali]"m)
for (j in 1:(m-1)){
suma=0
rez=0
for (k in j: (m-1)){
suma=f (m, (k-m-7j)) *alphal[i]" (k)
rez=rez+suma
}
A<-c (A, rez)

}
if (i==2){
print (A)
A<-c (A, (m*alpha[i-1]"(m-1))
dl<=(f(m, (-m))+(2* (£ (m, (-m+1))) *alphalll))
d2<=-2* (£ (m, (-m))) *alpha[l]
A<-c(A,d1,d2)

A<-c(A,1)

for (b in 1:(m-1)){
rez=F_didysis (m, -b-1)
A<-c (A, rez)

}

M<-matrix (A, nrow=m, ncol=m)

return (M)

MA<-f1 (m)
# transponuoju matrica
MA2<-t (MA)

f2<-function (k) {
B<-c ()
for (i in 1:(k-1)){
B<-c (B, 0)
}
B<-c(B,49/45)
M<-matrix (B, nrow=k, ncol=1)
return (M)
}
MB<-f2 (m)

# phi reiksmés
atvirkstine<-solve (MA2)
phi_i<-Mod(atvirkstine%$*$MB)

4.5 PAVYZDZIO KODAS

# parametrai
m=20

11=1

12=5/3

# vidurkis
Em=11-12

X <- c(sapply(0: (m-1), function(i) {dpois (i, lambda

L <- c(sapply(0: (m-1), function(i) {dpois (i, lambda

1) H) .,

12) 1),

1 - ppois(m-1,

1 - ppois(m-1,

lambda

lambda

11))

12))
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# tikimybiuy funkcijos
fm<-function (m,n) {
suma=0
for (i in (O:m)) {
for (3 in (0:m)) {
if (Jj-i==n){
suma=suma+ (L[1+1]*X[j+1])}}}
return (suma)

F_didysis<-function (m,n) {
suma=0
for (i in (O:m)) {
for (3 in (0:m)){
if ((J-i==n) | (J-i<n)){
suma=suma+ (L[1i+1]*X[j+11)}}}
return (suma)

# alpha reikSmés

alphal9<-c(-0.05832163469-0.15939711651,
-0.1384517415-0.096828389371,
-0.1609395664-0.050696982801,
-0.1686623106+0.000000000001,
-0.1031921020-0.13421112831,
-0.008024567666+0.16975114851,
0.04141174047+0.16047294851,
0.08779700907+0.22139171761,
0.07610152085+0.12443659821,
0.08905661917-0.074529358131)

# grafiko braiZymas

plot (Re (alphal9), Im(alphal9), pch = 19,
x1lim = c¢(-0.3, 0.3), ylim = c(-0.3,

k <- seqg(0, 2 * pi, length.out = 100)

x_circle <- cos (k)

y_circle <- sin (k)

lines(x_circle, y_circle, col = "black",
abline(h = 0, col = "black", 1lty = 2)
abline(v = 0, col = "black", 1lty = 2)

alpha<-alphal9

sumalL=0

for(i in 1: (m+1)) {
sandauga=L[i]* (i-1)
sumalL=sumalL+sandauga

}

result<-sumalL-11

El12<- (-result)

El2

# iSgyvenimo tikimybiy reiksSmés
options ("digits" = 16)

phi_O<-memoise (function (m) {
sandauga<-0
rez<-1
for (j in 1:(m-1)){
sandauga=(1/ ((alphaljl)-1))
rez=rez*sandauga

-0.05832163469+0.15939711651,
-0.1384517415+0.096828389371,

-0.1609395664+0.050696982801,
-0.1031921020+0.13421112831,

-0.008024567666-0.16975114851,

0.04141174047-0.16047294851,
0.08779700907-0.22139171761,

0.07610152085-0.12443659821,

0.08905661917+0.074529358131,

col = "chartreused", cex = 2,
0.3), xlab = "", ylab = "")
lty = 1)
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}
rez=((-1)"(m-1)) *rez* (-E12)
return (rez)

3]

phi_l<-memoise (function (m) {
f<—fm(m, -m)
sandauga<-0

rez<-1
for (3 in 1:(m-1)) {
sandauga= (alpha[j]/ ((alphal[j])-1))

rez=rez*sandauga
}
rez=(1/f) *rez* (-E12)
return (rez)

b

N2 <- combn(alpha, m - 2, simplify = FALSE)
phi_2 <-(-phi_1(m)* ((F_didysis (m, (-m)+1))/fm(m,
+ (prod ((1)/ (alpha-1)) * (prod (alpha)

—sum (sapply (N

N3 <- combn(alpha, m - 3, simplify = FALSE)
phi_3<- (-phi_1(m)* ((F_didysis (m, (-m)+2))/fm(m,
-phi_2* ((F_didysis(m, (-m)+1))/fm(m, -m))
+(prod((1)/(alpha-1)) * (prod(alpha)
—sum (sapply (N2,
+sum (sapply (N3,

N4 <- combn(alpha, m - 4, simplify = FALSE)
phi_4<- (-phi_1 (m)* ((F_didysis (m, (-m)+3))/£fm(m,
-phi_2* ((F_didysis(m, (-m)+2))/fm(m, —m))
—phi_3* ((F_didysis (m, (-m)+1))/fm(m, -m))
+(prod((1)/(alpha-1)) * (prod(alpha)
—sum (sapply (N2,
+sum (sapply (N3,
—sum (sapply (N4,

N5 <- combn(alpha, m - 5, = FALSE)
phi_5<—(-phi_1 (m) * ((F_didysis (m, (-m)+4)) /fm(m,
-phi_2* ((F_didysis (m, (-m)+3))/fm(m, -m))
-phi_3* ((F_didysis (m, (-m)+2))/fm(m, —-m))
-phi_4* ((F_didysis (m, (-m)+1))/fm(m, -m))
+ (prod ((1)/ (alpha-1)) * (prod (alpha)
—sum (sapply (N2,
+sum (sapply (N3,
—sum (sapply (N4,
+sum (sapply (N5,

simplify

N6 <- combn(alpha, m - 6, simplify = FALSE)

phi_6<- (-phi_1(m)* ((F_didysis (m, (-m)+5))/fm(m,
-phi_2* ((F_didysis (m, (-m)+4)) /fm(m, -m)
-phi_3* ((F_didysis (m, (-m)+3))/fm(m, -m)
—phi_4* ((F_didysis (m, (-m)+2))/fm(m, —m)
-phi_5* ((F_didysis (m, (-m)+1))/£fm(m, -m)

+(prod ((1)/ (alpha-1)) * (prod (alpha)
-sum(sapply (N2,
+sum (sapply (N3,
—-sum (sapply (N4,
+sum (sapply (N5,
—sum (sapply (N6,

2,

—-m) )

—-m) )

function (x)
function (x)

-m) )

function (x)
function (x)
function (x)

—-m) )

function (
function (
function (
function (

)
)
)
)

X
X
X
X

—-m) )

)

)

)

)

function (x)

function (x)

function (x)

function (x)
(%)

function

function (x

) prod(x)))))/fm(m, -m)*-E12)

prod(x)))
prod (x

prod(x)))
prod(x)))
prod (x

prod (
prod (
prod(

(

X
X
X

prod (x

)))
)))
)))
)))

)))))/fm(m

)) /fm(m

)) /fm(m

)))))/fm(m,

’

’

’

-m) *-E12)

-m) *-E12)

-m) *-E12)

-m) *-E12)
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N7 <- combn(alpha, m - 7, simplify = FALSE)

phi_7<- (-phi_1 (m)* ((F_didysis(m, (-m)+6))/fm(m, -m))

-phi_2* ((F_didysis (m, (-m)+5))/fm(m, -m))

—phi_3* ((F_didysis (m, (-m)+4))/fm(m, -m))

—-phi_4* ((F_didysis (m, (-m)+3))/fm(m, -m))

-phi_5* ((F_didysis (m, (-m)+2))/fm(m, —m))

-phi_6* ((F_didysis (m, (-m)+1))/fm(m, -m))

+(prod((1)/ (alpha-1)) * (prod(alpha)
—sum (sapply (N2, function(x) prod(x)))
+sum (sapply (N3, function(x) prod(x)))
—sum (sapply (N4, function(x) prod(x)))
+sum (sapply (N5, function(x) prod(x)))
—sum (sapply (N6, function(x) prod(x)))
+sum (sapply (N7, function (x) prod(x)))))/fm(m,-m)*-E12)

N8 <- combn (alpha, m - 8, simplify = FALSE)
phi_8<- (-phi_1(m)* ((F_didysis (m, (-m)+7))/fm(m, —m))

)

-phi_2* ((F_didysis (m, (-m)+6))/fm(m, -m))
-phi_3* ((F_didysis (m, (-m)+5))/fm(m, -m))
-phi_4* ((F_didysis (m, (-m)+4))/fm(m, -m))
-phi_5* ((F_didysis (m, (-m)+3))/fm(m, —m))
—-phi_6* ((F_didysis (m, (-m)+2))/fm(m, -m))
-phi_7* ((F_didysis (m, (-m)+1))/fm(m, -m))
+(prod ((1)/ (alpha-1)) * (prod(alpha)

-sum (sapply (N2, function
+sum (sapply (N3, function
—sum (sapply (N4, function

( (%) (x)))
( (x) (x)))
( (%) (x)))
+sum (sapply (N5, function(x) prod(x)))
—sum (sapply (N6, function (x) (x)))
+sum (sapply (N7, function (x) (x)))

( (%) (x)))

—sum (sapply (N8, function )y)/fm(m, —-m) *-E12)
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