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Asociacijos, priklausomybés ir konkordacijos matai
rizikos poroms

Santrauka

Siame darbe yra nagrinéjamos asociacijos, priklausomybés ir konkordacijos savo-
kos bei aksiomos ir jy taikymai matuojant rysj tarp dviejy dydziy. Be to, darbe
yra nagrinéjama funkcionalo nuo kvantiliy priklausomybé konkordacijos maty klasei.
Taip pat yra analizuojamas Hoeffding H koeficientas ir jo priklausomyhbé konkorda-
cijos matams. Darbe pateikiami praktiniai pavyzdziai, leidziantys jvertinti dviejy
atsitiktiniy dydziy bei generuoty realizacijy priklausomybe.

Raktiniai Zodziai: asociacija, priklausomybé, konkordacija, koreliacija, Spearman,
Pearson, Hoeffding, Kendall.

Association, Dependence and Concordance Measures for
Risk Pairs

Abstract

In this work, the concepts and axioms of association, dependence, and concor-
dance and their applications in measuring the relationship between two quantities
are presented. In addition, the paper examines the belonging of the functional of the
quantiles to the class of concordance measures. The belonging of the Hoeffding H
coefficient to the concordance measures is also analyzed. The work presents practical
examples that allow to evaluate the dependence between two random variables as
well as generated realizations.

Key words: association, dependence, concordance, correlation, Spearman, Pearson,
Hoeffding, Kendall.
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1 Jvadas

wRizika kyla i§ nezinojimo, ka darai." (angl. "Risk comes from not kno-
wing what you are doing.") — Warren Buffett (JAV verslininkas, investuotojas,
filantropas, vienas turtingiausiy planetos zmoniy) [4].

Rizikos vertinimo ir valdymo srityje tam tikry dydziy asociacijos, priklau-
somybeés ir konkordacijos tyrimas atlieka vieng i$ pagrindiniy vaidmeny ana-
lizuojant finansiniy rinky dinamika. Norint sukurti patikimas rizikos valdy-
mo strategijas, butina suprasti skirtingy rizikos maty rySius. Rizikos ma-
tas yra daznai suprantamas kaip kiekybinis arba kokybinis rodiklis, naudoja-
mas jvertinti potencialiy nuostoliy ar zalos galimybes, susijusias su konkretaus
sprendimo, veiksmo ar investavimo sprendimo priemimu. Rizikos maty aso-
ciacijos, priklausomybes ir konkordacijos savokos bei jy taikymai gali buti
naudojami siekiant atskleisti sudétingus tam tikry maty rysius. Siq koncepty
reikSmeé — galimybé padidinti rizikos modeliavimo tiksluma ir patikimuma, su-
teikiant gilesne jzvalga apie nagrinéjamy maty saveika.

Siame darbe yra nagrinéjamos asociacijos, priklausomybés ir konkordacijos
savokos bei aksiomos, kurios yra naudingos jvertinant priklausomybeés tarp
dviejy dydziy jtaka. Siekiant jvertinti dydziy priklausomybe, yra nagrinéjami
Spearman pg, Hoeffding H, Gini G ir Kendall 7 koeficientai. Be to, darbe
yra pateikiami dviejy dydziy priklausomybés jvertinimo pavyzdziai naudojant
dvimates kopulas.

Pirmame skyriuje yra pateikiamos Scarsini darbe [12] apibréztos asociaci-
jos, priklausomybés ir konkordacijos aksiomos naudojant kopulas. Antrame
skyriuje yra pateikiamos Ferretti darbe [14] apibréztos asociacijos, priklau-
somybés ir konkordacijos aksiomos tam tikriems dvimaciams atsitiktiniams
dydziams bei yra jrodoma, kad tam tikras pasiskirstymo funkcijy funkcionalas
yra konkordacijos matas. TreCiame skyriuje yra analizuojama ar konkretus
funkcionalai yra konkordacijos matai bei pateikiami keli pavyzdziai. Ketvirat-
me skyriuje yra pateikiami atsitiktiniy bei generuoty dydziy priklausomybeés
koeficienty skaic¢iavimo pavyzdziai.

Sio darbo tikslas — jvertinti Hoeffding H koeficiento priklausomybe kon-
kordacijos maty klasei remiantis tiek Ferretti, tiek Scarsini aksiomomis, be to,
panagrinéti ar tam tikras funkcionalas nuo kvantiliy yra konkordacijos matas.
Taip pat iSanalizuosime jvairiy priklausomybés maty skai¢iavimo pavyzdzius
atsitiktiniams dydziams ir generuotoms realizacijoms.



2 Literaturos apzvalga

Sis darbas yra paremtas Scarsini [12] ir Ferretti [14] straipsniais, kuriuose
yra apibréziami asociacijos, priklausomybeés ir konkordacijos matai. Scarsini
darbe konkordacijos matai yra apibréziami naudojant kopuly savoka, o Ferret-
ti — dviejy atsitiktiniy dydziy vektoriy bei jy jungtine pasiskirstymo funkcijg.
Abiejuose straipsniuose yra analizuojami asociacijos, priklausomybés ir kon-
kordacijos matai dydziams, kurie priklauso Fréchet klasei [8]. Scarsini darbe
yra naudojama ir Sklar [2| teorema bei jos i8vados, apjungiancios kopuly ir
jungtiniy pasiskirstymo funkcijy savokas, kurios yra naudojamos apibréziant
konkordancijos mata I(X,Y). Remiantis Scarsini, Sis matas tenkina srities,
simetrijos, monotoniskumo, ribos, nepriklausomumo, zenkly pasikeitimo ir to-
lydumo salygas. Ferretti darbo atveju, apibréziant asociacijos, priklausomybés
ir konkordacijos matus, yra naudojama Joe [5] aksiomatika. Pateiktais api-
brézimais ir teoremomis siekiama panagrinéti atsitiktiniy dydziy priklauso-
mybés ir unimodalumo, tikétinumo, supermoduliarumo, iskilumo tvarky savo-
kas: yra jrodomas iskilumo tvarkos ir tam tikry funkecijy funkcionalo sarysis.
Taip pat Scarsini bei Ferretti darbuose yra nagrinéjama koeficienty Spearman
ps, Kendall 7, Gini G priklausomybé konkordacijos maty klasei ir yra gauna-
mos Sios klasés charakterizacijos naudojant tam tikrus funkcionalus.



3 Asociacijos, priklausomybeés, konkordacijos
maty aksiomos

Siame skyriuje yra pateikiamos pagrindinés sgvokos ir teoremos naudoja-
mos darbe bei nagrinéjamos Scarsini [12] ir Ferretti [14] aksiomos. Taip pat,
skyriuje yra pateikiamas praktinis Ferretti ir Scarsini aksiomy taikymas, ishan-
dant jvairius rizikos, asociacijos, priklausomybés ir konkordacijos matus. Siuo
tyrimu siekiama praplésti Ferreti aksiomy taikyma jvairiuose scenarijuose.

3.1 Scarsini aksiomos

Nagrinékime pasiskirstymo funkcijas H(x,y) (su marginaliomis pasiskirsty-
mo funkcijomis F'(z) ir G(y)), kurios sudaro vadinamaja Fréchet klase I'(F, G)
[8]. Jeigu taskas (wo,y0) yra fiksuotas, tai galima iSskirti keturis aibés R?
poaibius:

Ql(x07y0) - {(%?ﬂ S R? X < Zo,Y < y0}>
Q2($Ogy0) - {('T?y) S ]RQ S To, Y > y0}7
Q3($0>?JO) - {('Ivy) € RQ T > X, Y > y0}7
Q4(«T07y0) - {(ny) € R2 T > To, Y < yO}

Ketvirtyje Q1(Q3) mazos (didelés) = reiksmés bei mazos (didelés) y reikdmés.
Ketvirtyje Q2(Q4) mazos (didelés) = reiksmés bei didelés (mazos) y reikdmés.
Sritys @1, @2, @3, Q4, kai padalijimo centras (g, o) yra koordinaciy pradzia,
iliustruojamos 1 pav.

y
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2+
Q2 Q?)
1,,
f f f f f — X
—5 =5 =l i 2 3
— ] dE
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1 pav.: Sritys Q1, @2, @3, Q4, kai (w0, y0) = (0,0)



Toliau yra pateikiami suderinamumo, kvazi-monotoniskumo ir kopulos api-
brézimai kartu su teiginiu, kuriuo vadovaujantis galima palyginti atsitiktiniy
dydziy pory pasiskirstymo funkcijas suderinamumo prasme. Sie apibrézimai
yra naudojami formuluojant Scarsini aksiomas.

3.1 Apibrézimas (|12|). Tarkime, kad H,H" € T'(F,G). Pasiskirstymo funk-
cija H yra labiau suderinta (angl. more concordant) nei H', jei kiekvienam
(x,y) € R? yra teisinga

P{(Xv Y) S [Ql(x7y) U Q3<$’y)]} >
P{(X",Y") € [Qi(z,y) U Qs(z,y)]},

cia atsitiktiniy dydziy poros (X,Y) pasiskirstymo funkcija yra H, o atsitiktiniy
dydziy poros (X', Y") pasiskirstymo funkcija yra H'.

3.1 Teiginys ([12|). Tarkime, kad H,H' € I'(F,G). Pasiskirstymo funkcija
H yra labiau suderinta nei H' tada ir tik tada, kai H(z,y) > H'(x,y) visiems
(z,y) € R?.

3.2 Apibrézimas ([12|). Funkcija ¢ : R* — R yra vadinama kvazi-monotoniska,
jet

d(x,y) — (', y) — d(z,y) + d(a’,y) 20, kai x > 2" iry >y

3.3 Apibrézimas ([12]). Kopula (dvimaté) yra funkcija C : [0,1]* — [0,1]
tokia, kad

e C(u,0) =C(0,u) =0 ir C(u,1) = C(1,u) = u visiems u € [0, 1],
e C yra kvazi-monotoniska.
Kelios svarbios kopulos C' savybés:
e C yra tolydi (|13, Teorema 2.1|);
e Fréchet-Hoeffding réziai ([9)):
W(u,v) :=max(0,u+v—1) < C(u,v) < M(u,v) := min(u,v)

kiekvienam u,v € [0, 1];

e jei (X,Y) yra atsitiktiniy dydziy pora su pasiskirstymo funkcija H €
I'(F, G), tada egzistuoja kopula Cxy tokia, kad

H(x,y) = Cxy(F(z),G(y)), kiekvienam z,y € R. (1)
Sios savybes (dvimatis Sklar teoremos atvejis) jrodyma galima rasti [2].
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e jei f ir g yra grieztai didéjancios funkcijos srityse Ran(X), Ran(Y") atitin-
kamai, tai Cy(x)q(vy) = Cxy ([13, Teorema 2.6]), ¢ia Ran(X) ir Ran(Y)
zymi atsitiktiniy dydziy X, Y reikSmiy sritis;

e jei f yra grieztai mazéjanti funkcija srityje Ran(X), tai Cyxyy (u,v) =
v—Cxy(1—u,v) (|13, Teorema 2.7|).

3.1 Isvada (Sklar teoremos isvada, [12]). Tarkime, kad (X,Y) ir (W, Z) yra
dvi atsitiktiniy dydZiy poros su pasiskirstymo funkcijomis H,H € T'(F,G).
Tada, remiantis savybe (1), egzistuoja kopulos Cxy ir Cw, z, tokios, kad

H(z,y) = Cxy(Fx(z),Gy(y)), kiekvienam x,y € R,
H'(w,z) = Cwz(Fw(w),Gz(2)), kickvienam w,z € R,

cia Fx(x), Gy (y), Fw(w), Gz(z) Zymi atitinkamy atsitiktiniy dydziy X, Y, W, Z
pasiskirstymo funkcijas. Be to, pasiskirstymo funkcija H yra labiou suderinta
nei H', jei Cxy (u,v) = Cwz(u,v) visiems u,v € [0, 1].

Toliau nagrinékime atsitiktiniy dydziy pora (X,Y), kurios pasiskirstymo
funkcija yra H(z,y), o marginalai — Fx(x), Fy(y). Taip pat tarkime, kad
dvimaciy atsitiktiniy dydziy su tolydziais marginalais yra aibé A. Apibrézkime
funkcija J : A — B, kur B yra pilnai suruSiuota aibé (dazniausiai intervalas
priklausantis R). Pazymékime funkcija I(X,Y) := J(H).

3.4 Apibrézimas ([12]). Funkcija I(X,Y) yra vadinama konkordacijos matu,
jet gi tenkina sekancias aksiomas:

b~

. Sritis: I(X,Y) yra apibrézta bet kuriai atsitiktiniy dydziy porai (X,Y).
2. Simetrija: 1(X,Y) = 1(Y, X).

3. Monotoniskumas: I(X,Y") yra monotoniska Cxy atZvilgiu, t.y., jei Cxy >
Cwaz, tai [(X,Y) > I(W, Z).

4. Ribos: —1 < I(X,Y) < 1.

5. Nepriklausomumas: 1(X,Y) =0, jei X irY yra stochastiskai nepriklau-
S0Mi.

6. Zenkly pasikeitimas: 1(—X,Y) = —I(X,Y).

7. Tolydumas: jei (X,Y) ~ H ir (X,,Y,) ~ H,, n € N, bei H, konverquoja
pataskiui 3 H (H, ir H yra tolydZios), tai lim, . [(X,,Y,) = I(X,Y).



3.2 Ferretti aksiomos

Nagrinékime atsitiktiniy dydziy vektoriy P = (X,Y) bei jo dvimate pasi-
skirstymo funkcija Fp(z,y) = P(X < z,Y < y). Apibrézkime i§gyvenamumo
funkcija Sp(t) .= P(P > t) = P(X > z,Y > y), ¢iat = (x,y). Taip pat
apibrézkime atsitiktiniy dydziy poros P marginalias pasiskirstymo ir iSgyve-
namumo funkcijas:

Fx(z) =P(X < x), Fy(y) :
Sx(z):=P(X > z), Sy(y) :

P(Y <y),
PY > y).

Analogiskai, kaip ir 3.1 skyriuje, toliau nagrinéjamos dvimatés pasiskirstymo
funkcijos H(z,y) (su fiksuotais marginalais F'y(z) ir Fy(y)), kurios sudaro
vadinamaja Fréchet klase I'(Flx, Fy). Bet kurios 8ios klasés pasiskirstymo
funkcijos apatinis rézis W yra apibréztas pasiskirstymo funkcija Fiy (t) =
max(Fx(z) + Fy(y) — 1,0), o virSutinis rézis M yra apibréztas pasiskirstymo
funkcija Fiy(t) := min(Fx(x), Fy(y)) [9]. Galima pastebéti, kad Fréchet vir-
Sutinis ir apatinis réziai yra dvimaciai skirstiniai su atitinkamais marginalais
Fyx ir Fy [6].

Sekantys apibrézimai ir teorema nusako atsitiktiniy dydziy pory palygi-
nima naudojant jvairias jy charakteristikas bei vienmaciy atsitiktiniy dydziy
teigiama ir neigiama priklausomybe.

3.5 Apibrézimas ([14]). Tarkime, kad P, P' yra dvi atsitiktiniy dydziy poros.
Tada

o P <., P, jei Sp(t) < Spi(t) visiems t € R? (uo Zymi unimodalumo
tvarkq, angl. unimodal ordering);

o P <, P, jei Fp(t) = Fp:/(t) visiems t € R? (lo Zymi tikétinumo tvarkg,
angl. likelihood ordering);

o P <, P, jei Ef(P) < Ef(P') visoms kvazi-monotoniskoms funkcijoms
f, kurioms vidurkis egzistuoja (sm Zymi supermodaliarumo tvarkg, angl.
supermodular ordering, ¢ia dvimaciy funkcijy kontekste supermoduliaru-
mo ir kvazi-monotoniskumo squokos yra ekvivalencios);

o P <. P, jei Fp(t) < Fpi(t) visiems t € R? (¢ zymi iskilumo tvarkag,
angl. convex ordering).

3.1 Pavyzdys. Nagrinékime dvi atsitiktiniy dydziy poras X = (X1, X3),Y =
(Y1,Y5). Be to, tarkime, kad atsitiktiniai dydziai X1, Xs, Y1, Y2 yra neprisklau-
somi ir vienodai pasiskirste pagal Bernoulli désng [11], t.y. P(Z = 1) = py =



1-P(Z =0) =1—qyz, ¢ia Z € {X1,Xo,Y1,Ys}. Bernoulli atsitiktinio dydzio Z
pasiskirstymo funkcija yra

0, jei z < 0,
Frp(2)=P(Z<2z)=<c1—p., jei0<z<1,
1, jer z > 1.

Taip pat tarkime, kad px, = py, bei px, = py,.
Nagrinékime atsitiktiniy dydziy pory X,Y iSgyvenamumo funkcijas

Sx(x1,29) =P(Xy > x1, Xy > 22) = P(X; > 21)P(X5 > x9)
=(1-P(X; <21))(1 —P(X3 < 29))
= (1= Fx,(21))(1 — Fx,(22)) = (1 = (1 = px;))(1 — (1 — pxy,))
= Px;,Px, = PviPy, = (1 = (1 = pyy))(1 = (1 = py))
= (1= Fy(y1))(1 — Fy,(v2))
=1 -PY1 <y))(1 —P(Ya < 1))
=P(Y1 > y)P(Ya > y2) = P(Y1 > 91, Y2 > 12) = Sy (y1,12),

¢ia 0 < 1, T9,y1,Y2 < 1. Kai x1,22,9y1,y2 < 0, tai Sx(x1,22) = Sy (y1,y2) =
1. Analogiskai, kai x1,x9,y1,y2 = 1, tai Sx(x1,22) = Sy(y1,y2) = 0. Taigi
gavome, kad Sx(x1,z2) = Sy (y1,y2), todél Y <., X.

Nagrinékime atsitiktiniy dydziy pory X,Y pasiskirstymo funkcijas

Fx(z1,29) = P(X7 < 21, Xo < 29) = P(X; < 21)P(Xs < 29)
= Fx, (71)Fx, (z2) = (1 — px,)(1 — px,)

< (1 _le)<1 _pYz) - FYl (yl)FY2(y2>
=PY; <y1)P(Ya < y2) =P(Y1 <1, Ye < 2)

= Fy (y1,12),

¢ia 0 < 1,22, 91,Y2 < 1. Kai 21,22, y1,y2 <0, tai Fx(x1,22) = Fy(y1,12) =
0. Analogiskai, kai x1,x9,91,y2 = 1, tai Fx(x1,20) = Fy(y1,y2) = 1. Tai-
gi gavome, kad Fx(z1,72) < Fy(y1,y2), todél Y <, X. Be to, kadangi
Fx(x1,22) < Fy(y1,92), tai X <. Y.

3.6 Apibrézimas ([14]). Tarkime, kad X,Y yra vienmaciai atsitiktiniai dy-
dziai. Tada

e X irY yra PQD (angl. positive quadrant dependent), jei visiems (x,y) €
R? yra tenkinama nelygybé

P(X <z,Y <y) > P(X <2)P(Y <y);
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o X irY yra NQD (angl. negative quadrant dependent), jei visiems
(z,y) € R? yra tenkinama nelygybé

P(X <2,Y <y) <P(X <2)P(Y < y);

e X yra dominuojamas Y pagal nuostoliy sustabdymo tvarke (angl. stop-
loss order), t.y. X <4Y, jei visiems nuostoliams d > 0, E(X —d); <
E(Y—d);. Beto, jei X <.Y, tai X yra dominuojamasY pagal nuostoliy
sustabdymo tvarkq, nes f(x) = (x —d)4 yra iskila funkcija bet kuriam d.

Sekanti teorema nusako 3.5 apibrézime nurodyty tvarky priklausomybe,
kai atsitiktiniy dydziy poros turi vienodus vienmacius marginalus [1|. Be to,
toliau atsitiktiniy dydziy poros P = (X,Y") pasiskirstymo funkcijos Fp(z,y)
su fiksuotais marginalais Fx(z), Fy(y) priklausomybe pasiskirstymo funkcijy
klasei I'(Fx, Fy) zymésime Fp € I'(H).

3.1 Teorema ([14]). Tarkime, kad P, R yra atsitiktiniy dydZiy poros su pasi-
skirstymo funkcijomis Fp, Fr € T'(H). Tada

P<,.R&ER<, P& P <, R& P <. R.

Sekan¢iuose apibréZzimuose, kuriuose yra naudojama Joe [5] aksiomatika,
yra jvedamos asociacijos, priklausomybés ir konkordacijos sgvokos (Ferretti
aksiomos).

3.7 Apibrézimas ([14|). Funkcionalas o : T(H) — R yra vadinamas asocia-
cijos matu, jei jis tenkina sekancias savybes:

1. « yra apibréztas kiekvienai vienmaciy atsitiktiniy dydziy porai P = (X,Y);
2. a yra simetrinis: a(X,Y) = a(Y, X) (toliau Zym. o(P) = a(X,Y));

3. a(P) < a(PM), visiems Fp € T'(H), ¢ia Fp Zymi atsitiktiniy dydZiy
poros P pasiskirstymo funkcijg, PM — atsitiktnis dydis, kurio pasiskirs-
tymo funkcija yra Fy(x,y) = min(Fx (z), Fy (y)) (Fx, Fy yra atsitiktiniy
dydziy poros P marginalai);

4. a(PV) < «a(P), visiems P € T'(H), ¢ia Fp Zymi atsitiktiniy dydZiy
poros P pasiskirstymo funkcija, PV — atsitiktnis dydis, kurio pasiskirs-
tymo funkcija yra Fy(z,y) = max(Fx(x) + Fy(y) — 1,0) (Fx,Fy yra
atsitiktiniy dydziy poros P marginalai);

5. jei {P}n, nen yra dvimaciy atsitiktiniy vektoriy seka, kuri konverguoja
pagal pasiskirstymq (apibréZimq galima rasti priede) j dvimaty atsitikting
vektoriy P, tai lim, . o(P,) = a(P).
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3.8 Apibrézimas ([14]). Funkcionalas § : T'(H) — R yra vadinamas priklau-
somybés matu, jei jis yra asociacijos matas bei tenkina sekancias savybes:

6. 6(P) < 4o(P), jei X irY yra PQD;
7. 6(PL) = 6(P), jei X ir Y yra NQD;

Gia P+ = (X1, Y1) yra P = (X,Y) nepriklausomos kopijos, t.y. X+, Y yra
nepriklausomi atsitiktiniai dydziai ir X, X+ bei Y, Y+ yra vienodai pasiskirste.

3.9 Apibrézimas ([14]). Funkcionalas v :T'(H) — R yra vadinamas konkor-
dacijos matu, jei jis yra asociacijos matas bei tenkina sekancig savybe:

8. jei P <. R, tai v(P) < v(R),
¢ia P, R Zymi atsitiktiniy dydziy poras.

Toliau nagrinéjamose teoremose yra jrodoma, kad tam tikri kvazi-mono-
tonisky funkcijy funkcionalai yra konkordacijos matai. Be to, tarkime, kad
funkcija f : R? — R yra didéjanti, jei bet kuriems taskams (x1,x2), (Y1, %2),
kai x1 < y1, e < Yo, yra teisinga f(xy, 29) < f(y1,y2)-

3.2 Teorema ([14]). Tarkime, kad funkcija f : RZ — R yra aprézta, didéjanti
ir tolydi 1§ desines. Funkcija f yra kvazi-monotoniska tada ir tik tada, jei bet
kuriems apréztiems teigiamiems Borelio matams puy, o € ]R?H tokiems kad
w1 < pe (pataskiui), egzistuoja integralai, kuriems teisinga nelygybé

/fdu1</ fdpa.
R% RZ

Sekancioje teoremoje yra pristatomas kvazi-monotonisky funkeijy apibudi-
nimas naudojant atsitiktiniy dydziy pory iskilumo tvarks.

3.3 Teorema ([14]). Tarkime, kad funkcija f : [0,1)> — R yra apréita,
didéjanti ir tolydi i§ desinés. Funkcija f yra kvazi-monotoniska tada ir tik
tada, kai bet kuriems tolydiems atsitiktiniy dydziy poromos P = (X,Y) ir
R=(W,Z), Fp,Fr € I'(H), yra teisinga nelygybé

P <. R <— f(Fx(x), Fy(y))dFp(z,y) < f(Fw(w), Fz(2))dFr(w, z).

2 2
R2 R2

Sekantis rezultatas rodo, kad naudojant bet kurig simetrine, tolydzia i
desines, didéjancia, aprézta, kvazi-monotonisks funkcija galima apibreézti kon-
kordacijos matg, kuris yra Sios funkcijos tam tikras funkcionalas.
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3.1 Pastaba ([14]). Tarkime, kad f : [0,1]> — R yra simetriné, tolydi i§
desines, didéjanti, aprézta kvazi-monotoniska funkcija. Tada

f(Fx(z), Fy(y))dFp(z,y)

2
RY
yra konkordacijos matas.

Sekancioje teoremoje yra pateikiamas sarysis tarp atsitiktiniy dydziy pory
iskilumo tvarkos ir tam tikry funkeijy (nuo 8iy atsitiktiniy dydziy pory jungtiniy
pasiskirstymo funkcijy) funkcionaly nelygybés bei yra gaunama konkordacijos
maty klasés charakterizacija.

3.4 Teorema ([14]). Tarkime, kad f : [0,1] — R yra didéjanti, iskila j apacig
funkcija ir Fp, Fr € I'(H). Tada

P< R f(Fp(z,y))dEFp(z,y) < f(Fr(w, 2))dFr(w, z).

2 2
R% R2

3.2 Pastaba ([14]). Tarkime, kad f : [0,1] — R yra didéjanti, iskila i apacig
funkcija bei nagrinékime atsitiktiniy dydziy porq P = (X,Y), Fp € T'(H).
Tada [pe f(Fp(x,y))dFp(x,y) yra konkordacijos matas.

+

Sekancioje teoremoje yra nagrinéjama ar tam tikras funkcionalas, kuris
yra apibréZtas naudojant J. Dhaene, M. Goovaerts [6] darbe apraSytu rizikos
matu, yra konkordacijos matas.

3.5 Teorema ([14]). Nagrinékime neneigiamy atsitiktiniy dydZiy porq P =
(X,Y). Tarkime, kad R(X) = Eg(X) = 0+°° g(Sx(t))dt yra rizikos matas,
kur g : [0,1] — [0, 1] yra didéjanti, iskila j virsy funkcija bei g(0) = 0, g(1) = 1.
Tada a(P) = R(X +Y) — R(X) — R(Y) yra asociacijos, priklausomybés ir
konkordacijos matas.
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3.3

Asociacijos ir priklausomybés maty pavyzdziai

Sekancioje teoremoje parodoma, kad tam tikras funkcionalas, sudarytas is
kvantiliy funkcijy, yra konkordacijos matas.

3.6 Teorema. Tarkime, kad R(X) = Fx'(p), kur Fx yra atsitiktinio dydzio
X pasiskirstymo funkcija ir p yra kvantilio lygmuo intervale (0,1). Taip pat
tarkime, kad atsitiktiniy dydziu X,Y pasiskirstymo funkcijos yra tolydZios.
Tada atsitiktiniy dydziy porai P = (X,Y) funkcionalas a(P) = R(X +Y) —
R(X)—R(Y) yra asociacijos ir priklausomybés matas, bet, bendru atveju, néra
konkordacijos matas.

Irodymas.

Kadangi atsitiktiniai dydziy X, Y, X+Y pasiskirstymo funkcijos yra toly-
dzios, tai kiekvienam p € (0, 1) egzistuoja kvantiliai R(X), R(Y'), R(X +
Y). Taigi matas a yra apibréztas kiekvienai atsitiktiniy dydziy porai
(X,Y), kuriy pasiskirstymo funkcijos yra tolydzios.

Mato « simetriskumg galima gauti i§ sudéties komutatyvumo:

a(X1,X3) = R(X1 + X3) — R(X,) — R(Xy)

O./(Xg, Xl)

Aksiomy 3 ir 4 jrodymai iSplaukia i$ fakto, kad Fréchet virSutinis ir apa-
tinis réziai yra dvimateés pasiskirstymo funkcijos su atitinkamais margi-
nalais F'y ir Fy.

Kadangi atsitiktiniy dydziy X, Y, X + Y pasiskirstymo funkcijos yra to-
lydzios, tai ir juy kvantiliy funkcijos R(X), R(Y), R(X +Y) yra taip pat
tolydZios, todél matas «(P) yra tolydus.

Taigi a(P) yra asociacijos matas.

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai X, Y yra PQD. Nagrinékime atsitiktiniy
dydziy sumos X + Y pasiskirstymo funkcija

Fx,v(z) = // dFxy(z,y)

T+y<z

> [[ arc@and)
r+y<z

~ [ art@art)
r+y<z

= // deL7yL (ff,y) == FXJ-—&-YJ- (Z)
r+y<z

14



Gavome, kad Fixiy(2) > Fxiiy:(z), todél R(X +Y) = Fyly(p)
F)ELJFYL (p) = R(X*+ +Y1). Kadangi R(X) = R(X')ir R(Y) = R(Y
(atsitiktiniai dydziai X, X+ ir Y, Y+ yra vienodai pasiskirste), tai a(P)
a(PL).

\VANSAY,

e Analogiskai, tarkime, kad atsitiktiniai dydziai X,Y yra NQD. Nagrinékime
atsitiktiniy dydziy sumos X + Y pasiskirstymo funkcija

Fxiv(z //x+y<z dFxy(x,y)
< / / AR )
-/ AR @AF)

= // dFXJ_7yL(ZE,y) = FxL+yJ_(Z).
rH+y<Lz

Gavome, kad Fy.y(2) < Fxi,y:(2), todél R(X +Y) = Fyiy(p) <
F3t (p) = R(X*+ + Y1), Taigi o(P) < a(P1).

XL4yL
Taigi a(X) yra priklausomybés matas.
e Nagrinékime atsitiktiniy dydziy poras P = (X,Y) ir P’ = (X', Y’), ¢ia
X, Y ~U(0,1), X' Y ~ U(0,2) (X,Y ir X'|Y’ yra nepriklausomi, o

U(a,b) zymi tolygujj pasiskirstyma intervale [a, ] [11]). Tolygaus inter-
vale [a, b] atsitiktinio dydzio Z ~ U(a,b) pasiskirstymo funkcija yra

0, jei x < a,
F(r) =22 jeize b,
1, jei x > b,

todél atsitiktiniy dydziy X, Y pasiskirstymo funkcija yra

0, jeix <O,
Fy(z) =<z, jeixzel0,1],
1, jeiz>1,

¢ia Z € {X,Y'}, o atsitiktiniy dydziy X', Y’ pasiskirstymo funkcija yra

0, jeiz <O,
Fy(z)=4q%, jeizel0,2],
1, jeix>2,
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gia W e {X',Y'}.

F(z)
1 |1
O ! 2 3
— Fy(7)
1 — Fy ()

2 pav.: Atsitiktiniy dydziy Z ir W pasiskirstymo funkcijos

Galima pastebéti, kad Fp(t) < Fp/(t) visiems t € R? todél, pagal 3.5
apibrézima, P <. P’. Sumos X + Y tankio funkcija yra randama nau-
dojant sasuka [18]

frar@ = [ fx@)fr(e - apdo )
0, z <0,
B fozldx:z, 0<z<1,
) [ ldr=2-2 1<2<2,
0, z = 2.
IS cia,
Fxiy(z) = fxiy (z)de = (3)
0, z <0,
B fozacd:rjzé, 0<z<1,
B folxdx+flz(2—x)dx:2z—%—1, 1<2<2,
1, z > 2.
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Analogiskai,

oo
0, z <0,

B foz;lldx:i, 0<2z<2,

B fiz }Ld:c = 422, 2< 2 <4,
0, z > 4.

z <0,
fozidx:%a 0<2<2,
foQ 1dr + fzz %dx = % + 827%27127 2< 2 <4,
1, z =4

1 |1
—1 1 2 3 4 5
— Fxiy(x)
N — Frayda)

3 pav.: Atsitiktiniy dydziy sumy X + Y ir X' + Y pasiskirstymo funkcijos
Taigi atitinkamy dydziy kvantiliai

F;'(p)=p, @a Z € {X,Y},pe(0,1),

Fely) =< "0~
o — =B 05 <p <,

{JT, 0<p<0.5,
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Eyt(p) = 2p, ¢ia W € {X',Y'},

Filiyi(p) = {2 j+:/m ! <£ <£'57
_ISRERIR g5 p gL,

-1
4|70 | B
— F,'(p)
—1
Fyiy (p)
/ Ffll /<p)
3 X'+Y
////
2 1
/////y/
1+ /
‘ ‘ D
0.5 1

4 pav.: Atsitiktiniy dydziy Z,W, X + Y, X’ + Y’ kvantiliy funkcijos (Z €
{X, Y}, W e {X"Y'})

Nagrinékime atvejj, kai p = 0.75. Tada

a(X,Y)=R(X+Y) - R(X)— R(Y)
= F1,(0.75) — F'(0.75) — Fy(0.75)

44 /=8 x%0.

_ 4+ 82><075+8_0.75_0‘75
442

— —+f — 1.5 (~ —0.21),

a(X"Y') = R(X"+Y') = R(X") = R(Y")
= F/y(0.75) — Fi/(0.75) — F}.'(0.75)
— —32 % 0. 2
__8HY 32X075+3 2% 0.75—2 x 0.75

—1-+2 (= —0.41).
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Gavome, kad o(X,Y) > a(X',Y’), kas priestarauja 3.9 apibrézimo sa-
vybei.

Taigi a(P) néra yra konkordacijos matas. O

Ketvirtame skyriuje yra nagrinéjami sukei¢iami atsitiktiniai dydziai, todel
toliau yra pateikiamas sukei¢iamy atsitiktiniy dydziy apibrézimas, savybés bei
pavyzdziai.

3.10 Apibrézimas (|3|). Sakome, kad atsitiktiniai dydziai X1, Xs, ..., X, yra
sukeiciami, jei atsitiktinio vektoriaus (X1, Xo, ..., X,,) pasiskirstymo funkcija
yra tokia pati, kaip ir atsitiktinio vektoriaus (Xr,, Xny, ..., Xnx,) bet kuriai
indeksy {1,2,...,n} perstatai (my,m, ..., T), L.9.

d
(X1, Xo, .o, X)) = (X, Xogy -+, X))
3.2 Pavyzdys. Tarkime, kad urnoje yra 1 raudonos wr 2 baltos spalvy ka-

muoliukai. Kamuoliukai yra traukiami po vieng (3 urng negrgZinami) bei yra
stebima ju spalva. Apibrézkime

_J 1, jeii-asis kamuoliukas yra raudonas,
"0, kitu atveju.

Nagrinekime visy galimy baigciy tikimybes

1 1
IP)(AXl:1,AXQ:O,)<3,:0):g><1><1:—7

3

2 1 1
PX:1=0,X0=1,X35=0)==-x=-x1=—=
(1 5 <12 y A3 ) 3 9 37
2 1 1
PX1=0,Xo=0,X5=1)==-Xx=-x1=—-.
(1 s <12 y 33 ) 3 9 3

Kadangi ]P)(Xl = 1,X2 = O,Xg = O) = ]P)(Xl = O,XQ = 1,X3 = O) = ]P)(Xl =
0,Xo=0,X3=1)= %, tai atsitiktiniai dydziar X4, Xo, X3 yra sukeiciami.

3.2 Teiginys (|3|). Tarkime, kad X1, X, ..., X, yra nepriklausomi ir vienodai
pasiskirste atsitiktinias dydziai. Tada X1, Xo, ..., X, yra sukeiciams.

Irodymas. Tarkime, kad atsitiktiniy dydziy X;, i € {1,2,...,n}, pasi-
skirstymo funkcija yra F(z). Kadangi atsitiktiniai dydziai X; yra nepriklau-
somi ir vienodai pasiskirste, tai jungtiné pasiskirstymo funkcija yra

nvp

Fx, Xy, x,(T1, T2, ..., 2y) = F(21) X F(x2) X -+ X F(x,). (4)
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Deél daugybos komutatyvumo, pakeitus pasiskirstymo funkcijos argumenty
(r1, 9, ...,x,) tvarka, marginaliy pasiskirstymo funkcijy sandauga bus lygi
desiniajai lygybés (4) pusei. ]

Is 3.2 pavyzdzio galima pastebeti, kad sukeic¢iami atsitiktiniai dydziai ne-
butinai yra nepriklausomi. Sekanciame teiginyje jrodoma, kad sukeiciami at-
sitiktiniai dydziai yra vienodai pasiskirste.

3.3 Teiginys ([3]). Tarkime, kad X1, X, ..., X, yra sukeiciami atsitiktinias
dydziai. Tada X1, Xo, ..., X, yra vienodai pasiskirste.

Irodymas. Nagrinékime bet kurios indeksus i # j, i,5 € {1,2,...,n}.
Neprarasdami bendrumo tarkime, kad ¢ < 7. Be to, marginalo X; pasiskirsty-
mo funkcija yra

Fx,(z;) = lim Fxy xo o x0 (T1, e Ty Xy ).
T —00,k€{1,2,...,n},k#i

Sukeitus i-gjj ir j-aji argumentus vietomis gauname

Fx,(z;) = xk—>oo,kel{i£,...,n},k¢i Fx, Xoo X0 (X1, oo Xy Ty, ).
Kadangi z; yra j-ojoje pozicijoje, tai §i riba yralygi Fx, (2;). Taigi gavome, kad
Fx,(z;) = Fx,(x;), todél X; ir X yra vienodai pasiskirste. Dél atsitiktinio 4 ir
J pasirinkimo, atsitiktiniai dydziai X, Xs, ..., X,, yra vienodai pasiskirste. [J

Sekanciose teoremose yra nagrinéjamas Hoeffding H koeficientas ir jo pri-
klausomybé konkordacijos maty klasei (naudojant Scarsini ir Ferretti aksio-
mas).

3.7 Teorema. Nagrinékime atsitiktiniy dydziy porg P = (X,Y). Hoeffding
H Fkoeficientas

H(X)Y)= / (Fxy — FxFy)*dFx.y
R2

nera priklausomybés ir konkordacijos matas, kai X ir'Y jungtine pasiskirstymo

funkcija priklauso pasiskirstymo funkcijy klasei T'(Fx, Fy).

Irodymas. Nagrinékime 3.8 apibrézimo 6 ir 7 aksiomas. Pazymeékime
Pt = (Xt Y1), da X4, YL yra atsitiktiniy dydziy X, Y nepriklausomos ver-
sijos, t.y. X+, Y yra nepriklausomi bei X+, X ir Y+, Y yra vienodai pasi-
skirste. Tada

H<PJ_> = /Q(FXL,YL - FXLFYL)ZdeL,YL
R
:/ (FXJ-FYJ-_FXJ-FYJ_)2CZFXJ_7YL :0<
RQ

< / (Fxy — FxFy)*dFxy = H(P),
R2
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kadangi (Fxy — FxFx)? > 0 bei Fxy > 0 (pasiskirtymo funkcija yra teigia-
ma). Gavome, kad H(P1) < H(P) yra teisinga, kai X,Y yra PQD ir NQD,
todél 6 aksiomos savybé néra tenkinama. Taigi H(P) néra priklausomybés ir
konkordacijos matas.

O]

3.8 Teorema. Nagrinékime atsitiktiniy dydziy porq P = (X,Y). Hoeffding
H Fkoeficientas

H(X,Y) = / (Fxy — FxFy)*dFxy
RQ

néra konkordacijos matas Scarsini prasme, kai X ir'Y jungtiné pasiskirstymo

funkcija priklauso pasiskirstymo funkcijy klasei U'(Fx, Fy).

Irodymas. Nagrinékime apibrézimo 3.4 zenkly pasikeitimo aksiomg. Ka-
dangi pasiskirstymo funkcijy reikSmés yra neneigiamos bei (Fyxy — FxFy)? >
0, tai H(X,Y) > 0 bet kuriems X,Y. I8 ¢a, H(—X,Y) > 0. Gavome, kad
H(-X,Y),H(X,Y) > 0, kas priestarauja zenkly pasikeitimo salygai
H(-X,Y)=-H(X,Y). O
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4 Skaitiniai pavyzdzZiai
Siame skyriuje yra nagrinéjami 3 skyriuje aprasomy maty pavyzdziai.

4.1 Pavyzdys. Nagrinékime tolygiai pasiskirsciusius ir nepriklausomus inter-
vale [0, 1] atsitiktinius dydzius X,Y ~ U(0,1). Kadangi X,Y yra nepriklau-
somi, tai jungtiné pasiskirstymo funkcija

(

0, y<0x<0

zy, 0<rx<1,0<y<1,
Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) =<y, =>10<y<1,

z, y>1,0<x <1,

(1, z>Ly>1

Toliau nagrinékime atsitiktiniy dydziy poros (X,Y) priklausomybe. Kendall T
koeficientas

T(X,)Y) = 4/ Fxy(z,y)dFxy(z,y) —1

—4/ / xyd:cdy—élxz—l—o

Hoeffding H koeficientas

H(X,)Y)= / (Fxy — FxFy)*dFxy

// ry — 2y)*dwdy = 0.

ps(X, Y) = 12/ FxFdeX’y -3
R2

1 pl
1
:12//xydxdy—3:12><——3:0
0o Jo 4

G(X,Y) = /(|1—FX—FY| |Fyx — Fy|)dFxy

—2// (1 —z—y|—|z—y|)dedy = 0.

Galima pastebéti, kad kadangi atsitiktiniar dydziar X, Y yra nepriklausoms, tai
T(X,)Y)=H(X,Y)=ps(X,Y)=G(X,Y)=0.

Spearman pg koeficientas

Gini G koeficientas
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4.2 Pavyzdys. Nagrinékime nepriklausomus bei tolygiai intervale [0, 1] pasi-
skirsciusius atsitiktinius dydzius X,Y ~ U(0,1) ir jy realizacijas x,y (reiksmiy
skaicius yra 10000). Taip pat apibrézkime sekq z tokiq, kad z; := x; + vy,
i€ {1,2,...,10000}.

Galima pastebéti, kad 5 pav. histogramos yra panaios j pavyzdZio A.1
atsitiktiniy dydziy X ir X +Y tankio funkcijas.

Histogram of x Histogram of y
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(a) X realizacijy x histograma (b) Y realizacijy y histograma

Histogram of z
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(c) x,y realizacijy sumos z histograma

5 pav.: XY realizacijy x,y ir jy sumos z histogramos

Toliau nagrinékime generuoty atsitiktinio dydZio X realizacijy x ir sekos
z priklausomybe. Siam tikslui yra skaiciuojami Kendall T, Hoeffding H, Spe-
arman pg, Pearson pp koeficientai naudojant R programine jrangq ([15], [16],
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koeficienty skaiciavimo formules galima rasti priede). Rezultatai yra pateikia-
mi 1 lenteléje.

Koeficientas | Reiksme
Kendall 7 | 0,4922697
Hoeffding H 0,17
Spearman pg | 0,6907629
Pearson pp | 0,6988412

1 lentelé: Empirinés Kendall 7, Hoeffding H, Spearman pg, Pearson pp
koeficienty reiksmés sumodelinotoms (X, Y) realizacijoms (z,y)

Kendall T, Pearson pp ir Spearman pg koreliacijos koeficientai rodo tei-
giamaq rysi tarp atsitiktiniy dydZio X realizacijy x ir sekos z. Hoeffding H
statistikos reiksmeé 0,17 rodo viduting rys;. Remiantis gautais rezultatais, gali-
ma teigti, kad x, z yra priklausomos.

Koreliacija tarp atsitiktinio vektoriaus koordinaciy matuoja tiesinj rysj tarp
ju verciy, t.y. pateikiama viena skaitiné verté, nurodanti tiesinés priklauso-
mybés tarp atsitiktinio vektoriaus koordinaciy stipruma ir kryptj. Koreliacijos
reikSmeés svyruoja nuo —1 iki 1, kur —1 rodo stipry neigiamg tiesinj rysj, 1
rodo stipry teigiamg tiesinj rysj, o 0 rodo, kad tiesinio rySio neéra.

Koreliacija po kopulos modeliavimo atspindi priklausomybés struktura, ku-
rig modeliuoja kopula. Tai reiskia, kad kopula gali uzfiksuoti netiesinius ir po-
tencialiai sudétingesnius rySius tarp atsitiktinio vektoriaus koordinaciy. Ko-
pulos yra ypac¢ naudingos dirbant su daugiamaciais duomenimis bei gali buti
naudingos finansiniam modeliavimui, rizikos valdymui ir kitose srityse, kuriose
labai svarbu suprasti bendra keliy kintamuyjy elges;.

4.3 Pavyzdys (Sukei¢iamy atsitiktiniy dydziy priklausomybé). Nagrinékime

1 04
04 1 }
[7]. Sio dvimacio normaliojo pasiskirstymo marginalai yra vienodai normaliai
pasiskirste, todél yra sukeiciami [7]. Taip pat generuokime 10000 dvimaciy
realizacijy (Siy realizacijy matricg paz. v = (r,y), dvimaciy realizacijy histo-
gramg galima rasti priedo 11 pav.).

dvimati normalyji pasiskirstymaq su parametrais p = (0,0) ir I' = [
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Histogram of x Histogram of y
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(a) X realizacijy x histograma (b) Y realizacijy y histograma

6 pav.: X, Y realizacijy x,y histogramos

Atsitiktiniy dydziy X ir'Y realizacijy x ir y Spearman ps koreliacijos ko-
eficitentas yra 0,3896929, kas rodo pakankamai nestipry tiesing rysi. Toliau
pasinaudosime teiginiu, kad jei bel kurio tolydaus atsitiktinio dydzio W pasi-
skirstymo funkcija yra Fy (w) bei egzistuoja atvirkstiné Fy,' (p) (t.y. egzistuoja
unikalus w toks kad Fy(w) = p, p € (0,1)), tai dydis Fy (W) yra tolygiai
pasiskirstes intervale (0,1) (irodymg galima rasti priede). Realizacijoms x,y
pritaike transformacijq F(x), ¢ia F(x) Zymi vienmacio normalaus atsitikti-
nio dydZio pasiskirstymo funkcijg, gauname naujas realizacijas x*,y*, kuriy
Spearman ps koreliacijos koeficientas yra lygus realizacijy x ir y koreliacijos
koeficientui. IS tikryjy, pritaikyta transformacija nepakeite dydziy koreliacijos
strukturos ir lieka tik tai, kas daZnai vadinama priklausomybés struktura.
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(a) X* realizacijy =* histograma (b) Y* realizacijy y* histograma

7 pav.: X* Y™ realizacijy x*, y* histogramos

Toliau yra pasirenkami marginaly pasiskirstymai Gamma(2,1) [20] bei
Student(5) [17] ir gaunamos naujos sekos ',y

Histogram of x' Histogram of y'
- T T T T T T T 1 B ) T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 5 0 5 10
X y\
(a) X’ realizacijy 2’ histograma (b) Y’ realizacijy vy histograma

8 pav.: X', Y’ realizacijy 2’, 3y’ histogramos

Toliau yra pateikiamas modelivojamy duomeny taskine diagrama. Be abe-
jo, tai néra paprasta tiesinée priklausomybés struktura.
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9 pav.: Pory (2/,v') taskiné diagrama

Taigi pradedami nuo daugiamacio normalaus pasiskirstymo realizacijy, ga-
vome naujas realizacijas su norima priklausomybés struktura bei su laisvai
pasirinktais marginalais.
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5 ISvados

Siame darbe yra jvertinta Hoeffding H koeficiento priklausomybé konkor-
dacijos maty klasei remiantis tiek Ferretti, tiek Scarsini aksiomomis — abiem
atvejais §is koeficientas néra konkordacijos matas (pagal Ferreti aksiomas, Ho-
effding H netenkina priklausomybeés maty salygy, dél ko néra konkordacijos
matas, o, pagal Scarsini aksiomas, §is matas netenkina zenkly pasikeitimo saly-
gos). Be to, darbe yra jrodoma, kad tam tikras funkcionalas nuo kvantiliy yra
asociacijos ir priklausomybés matas, bet néra konkordacijos matas (remian-
tis Ferretti aksiomomis). Taip pat yra iSanalizuoti Kendall 7, Hoeffding H,
Spearman pg, Gini G ir Pearson pp priklausomybés koeficienty skaiciavimo
pavyzdziai atsitiktiniams dydziams ir generuotoms realizacijoms.

Tolimesniam darbo vystymui rekomenduociau panagrinéti skirtingy maty
priklausomybe konkordacijos maty klasei, pavyzdziui, Gini G' (Ferretti aksiomy
atveju). Be to, rekomenduodiau iSanalizuoti jvairiy rizikos maty funkcionaly
priklausomybe konkordacijos maty klasei. Taip pat siulyc¢iau palyginti Scarsini
ir Ferretti aksiomas, panagrinéti jy panasumus bei skirtumus. Beje, raginéiau
iStirti skirtingy atsitiktiniy dydziy arba generuoty realizacijy pavyzdzius bei
jvairiy priklausomybeés koeficienty panasumus, jy privalumus ir trukumus.
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A Priedai

A.1 Apibrézimas ([11]). Nagrinékime atsitiktinius dydzius X, X1, X, . ...

Sakome, kad atsitiktiniy dydziy seka {X,} konverguoja pagal pasiskirstymag j

atsitikting dydy X, jei visiems x € R tokiems, kad P(X = ) = 0 yra teisinga
lim P(X, <z)=P(X < z)

n—0o0
bei pazymekime X, 4 X,

A.1 Pavyzdys. Tarkime, kad atsitiktiniai dydzZiai X,Y ~ U(0,1). Paveikslélyje
10 yra pavaizduoti atsitiktinio dydzZio X bei atsitiktiniy dydzZiy X,Y sumos
X +Y (Teoremos 3.6 lygybé (2)) tankio funkcijos.

1) — fx(z)

— x4y ()

0.5 1

05 1 15 2

10 pav.: Tankio funkcijos fx(x), fx+v(z)
A.1 Teiginys. Tarkime, kad tolydaus atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funk-
cija yra F(x). Tada dydis F(X) yra tolygiai pasiskirstes intervale (0,1).
Irodymas.
Fre(z) =P(F(X) <2) =P(X < F'(2)) = F(F'(2)) = =,

¢ia F7'(p) = inf{x € R: p < F(z)}. Gavome, kad dydzio F(X) pasiskirsty-
mo funkcija yra Fpx)(x) = z, kuri taip pat yra tolygaus atsitiktinio dydzio
pasiskirstymo funkcija. [

A.2 Apibrézimas. Empirinis Spearman pg koreliacijos koeficientas [19] duo-
menims {(x;,y;),i=1,...,n} yra

63, a2

—1-

¢ia d; Zymi duomeny x;,y; rangy skirtumg, n Zymi duomeny pory skaiciy.
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A.3 Apibrézimas. Empirinis Pearson pp koreliacijos koeficientas [19] duo-
menims {(x;,y;),i=1,...,n} yra
Y@ D)D)

V2w =B (v — 1)

cia n Zymi stebéjimy skaiciy, x;,y; yra i-ieji stebéjimai, T = %Z?:l T; yra
stebéjimy x vidurkis (analogiskai ir 7).

PP

A.4 Apibrézimas. Empirinis Kendall T koreliacijos koeficientas [10] duome-
nims {(x;,y;),i=1,...,n} yra
(suderinty pory skaicius) — (nesuderinty pory skaicius)

= (visy pory skaicius) ’

¢ia sakome, kad poros (x;,y;) ir (xj,y;) yra suderintos, jei x; > x;, yi > Y,
arba ©; < xj, Yi < y;, 1 <J (T;,y; Zymii-uosius stebéjimus).

A.5 Apibrézimas. Empirinis Hoeffding H koreliacijos koeficientas [21] duo-
menims {(x;,y;),i=1,...,n} yra

n—2)(n—3)D1 + Dy —2(n —2)Ds
nn—1)(n-2)(n-3)(n—-4) ’

cia D1 = ,(Qi — 1)(Qi — 2), Dy = > (R — 1)(R; — 2)(S; — 1)(Si — 2),
Dy =3 .(R, —2)(S; —2)(Q; — 1), R; yra z; rangas, S; yra y; rangas, Q; =
L+ #{j : (zj,y5) < (xi,ui)} (sakome, kad (xj,y;) < (@i, i), kai x; < z; ir
v < yi), n Zymi stebéjimy skaiciy, x;,y; Zymi i-uosius stebéjimus.

H:30(
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11 pav.: Realizacijy v histograma
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R kodas

library(Hmisc)
library(REAT)

library(copula)
library(gplots)
library(psych)
library (MASS)

library(plot3D)

#generuojami dydziai x ir y, skaiciuojama jy suma z = x + y
set.seed(123)

x <- runif (10000, 0, 1)

y <- runif (10000, 0, 1)

z <- xty

#x, y, z histogramos
hist(x)
hist (y)
hist(z)

#skaifiuojami koreliacijos koeficientai

cor(x,z, method = "kendall")
cor(x,z, method = "pearson")
cor(x,z, method = "spearman")

hoeffd(x,z)

#generuojamas dvimacio normalaus a.d. realizacijos
set.seed(123)
m<- 2
n <- 10000
sigma <- matrix(c(l, 0.4,
0.4, 1), nrow=2)
u <- mvrnorm(n, mu=rep(0, m), Sigma=sigma ,empirical=T)

#realizacijy histograma
h2d <- hist2d(ul,1],ul,2],show=FALSE, same.scale=TRUE, nbins=c(30,30))

hist3D( h2d$x, h2d$y, h2d$counts, theta=30, phi=30, shade=0.5, contour = TRUE, zlab="n")
#pairs.panels(u)

#vektoriy x ir y histogramos

hist(ul, 1], xlab = "x", main = "Histogram of x")
hist(ul, 2], xlab = "y", main = "Histogram of y")
cor(ul, 11, ul, 2], method = "spearman")
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#vektoriy x ir y tranformacija
u_transformed <- pnorm(u)

#transformuoty vektoriy x ir y histogramos
hist (u_transformed[, 1], xlab = "x*", main
hist(u_transformed[, 2], xlab = "y*", main

"Histogram of x*")
"Histogram of yx*")

#plot (u_transformed[, 1], u_transformed[, 2])
#gamma ir student skirstiniai

xl <- ggamma(u_transformed[, 1],shape=2,scale=1)
x2 <- gt(u_transformed[, 2],df=5)

#vektoriy x’ ir y’ histogramos
hist(xl, xlab = "x’", main = "Histogram of x’")

hist(x2, xlab = "y’", main = "Histogram of y’")

#priklausomybés grafikas
plot(x1l,x2, xlab = "x’", ylab = "y’")
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