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Asociacijos, priklausomyb
es ir konkordacijos matai
rizikos poroms

Santrauka

�iame darbe yra nagrin
ejamos asociacijos, priklausomyb
es ir konkordacijos s¡vo-
kos bei aksiomos ir ju� taikymai matuojant ry²i� tarp dvieju� dydºiu�. Be to, darbe
yra nagrin
ejama funkcionalo nuo kvantiliu� priklausomyb
e konkordacijos matu� klasei.
Taip pat yra analizuojamas Hoe�ding H koe�cientas ir jo priklausomyb
e konkorda-
cijos matams. Darbe pateikiami praktiniai pavyzdºiai, leidºiantys i�vertinti dvieju�
atsitiktiniu� dydºiu� bei generuotu� realizaciju� priklausomyb¦.

Raktiniai ºodºiai: asociacija, priklausomyb
e, konkordacija, koreliacija, Spearman,
Pearson, Hoe�ding, Kendall.

Association, Dependence and Concordance Measures for
Risk Pairs

Abstract

In this work, the concepts and axioms of association, dependence, and concor-
dance and their applications in measuring the relationship between two quantities
are presented. In addition, the paper examines the belonging of the functional of the
quantiles to the class of concordance measures. The belonging of the Hoe�ding H
coe�cient to the concordance measures is also analyzed. The work presents practical
examples that allow to evaluate the dependence between two random variables as
well as generated realizations.

Key words: association, dependence, concordance, correlation, Spearman, Pearson,
Hoe�ding, Kendall.
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1 I�vadas

�Rizika kyla i² neºinojimo, k¡ darai." (angl. "Risk comes from not kno-
wing what you are doing.") � Warren Bu�ett (JAV verslininkas, investuotojas,
�lantropas, vienas turtingiausiu� planetos ºmoniu�) [4].

Rizikos vertinimo ir valdymo srityje tam tikru� dydºiu� asociacijos, priklau-
somyb
es ir konkordacijos tyrimas atlieka vien¡ i² pagrindiniu� vaidmenu� ana-
lizuojant �nansiniu� rinku� dinamik¡. Norint sukurti patikimas rizikos valdy-
mo strategijas, b	utina suprasti skirtingu� rizikos matu� ry²ius. Rizikos ma-
tas yra daºnai suprantamas kaip kiekybinis arba kokybinis rodiklis, naudoja-
mas i�vertinti potencialiu� nuostoliu� ar ºalos galimybes, susijusias su konkretaus
sprendimo, veiksmo ar investavimo sprendimo pri
emimu. Rizikos matu� aso-
ciacijos, priklausomyb
es ir konkordacijos s¡vokos bei ju� taikymai gali b	uti
naudojami siekiant atskleisti sud
etingus tam tikru� matu� ry²ius. �iu� konceptu�
reik²m
e � galimyb
e padidinti rizikos modeliavimo tikslum¡ ir patikimum¡, su-
teikiant gilesn¦ i�ºvalg¡ apie nagrin
ejamu� matu� s¡veik¡.

�iame darbe yra nagrin
ejamos asociacijos, priklausomyb
es ir konkordacijos
s¡vokos bei aksiomos, kurios yra naudingos i�vertinant priklausomyb
es tarp
dvieju� dydºiu� i�tak¡. Siekiant i�vertinti dydºiu� priklausomyb¦, yra nagrin
ejami
Spearman ρS, Hoe�ding H, Gini G ir Kendall τ koe�cientai. Be to, darbe
yra pateikiami dvieju� dydºiu� priklausomyb
es i�vertinimo pavyzdºiai naudojant
dvimates kopulas.

Pirmame skyriuje yra pateikiamos Scarsini darbe [12] apibr
eºtos asociaci-
jos, priklausomyb
es ir konkordacijos aksiomos naudojant kopulas. Antrame
skyriuje yra pateikiamos Ferretti darbe [14] apibr
eºtos asociacijos, priklau-
somyb
es ir konkordacijos aksiomos tam tikriems dvima£iams atsitiktiniams
dydºiams bei yra i�rodoma, kad tam tikras pasiskirstymo funkciju� funkcionalas
yra konkordacijos matas. Tre£iame skyriuje yra analizuojama ar konkret	us
funkcionalai yra konkordacijos matai bei pateikiami keli pavyzdºiai. Ketvirat-
me skyriuje yra pateikiami atsitiktiniu� bei generuotu� dydºiu� priklausomyb
es
koe�cientu� skai£iavimo pavyzdºiai.

�io darbo tikslas � i�vertinti Hoe�ding H koe�ciento priklausomyb¦ kon-
kordacijos matu� klasei remiantis tiek Ferretti, tiek Scarsini aksiomomis, be to,
panagrin
eti ar tam tikras funkcionalas nuo kvantiliu� yra konkordacijos matas.
Taip pat i²analizuosime i�vairiu� priklausomyb
es matu� skai£iavimo pavyzdºius
atsitiktiniams dydºiams ir generuotoms realizacijoms.
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2 Literat	uros apºvalga

�is darbas yra paremtas Scarsini [12] ir Ferretti [14] straipsniais, kuriuose
yra apibr
eºiami asociacijos, priklausomyb
es ir konkordacijos matai. Scarsini
darbe konkordacijos matai yra apibr
eºiami naudojant kopulu� s¡vok¡, o Ferret-
ti � dvieju� atsitiktiniu� dydºiu� vektoriu� bei ju� jungtin¦ pasiskirstymo funkcij¡.
Abiejuose straipsniuose yra analizuojami asociacijos, priklausomyb
es ir kon-
kordacijos matai dydºiams, kurie priklauso Fréchet klasei [8]. Scarsini darbe
yra naudojama ir Sklar [2] teorema bei jos i²vados, apjungian£ios kopulu� ir
jungtiniu� pasiskirstymo funkciju� s¡vokas, kurios yra naudojamos apibr
eºiant
konkordancijos mat¡ I(X, Y ). Remiantis Scarsini, ²is matas tenkina srities,
simetrijos, monotoni²kumo, ribos, nepriklausomumo, ºenklu� pasikeitimo ir to-
lydumo s¡lygas. Ferretti darbo atveju, apibr
eºiant asociacijos, priklausomyb
es
ir konkordacijos matus, yra naudojama Joe [5] aksiomatika. Pateiktais api-
br
eºimais ir teoremomis siekiama panagrin
eti atsitiktiniu� dydºiu� priklauso-
myb
es ir unimodalumo, tik
etinumo, supermoduliarumo, i²kilumo tvarku� s¡vo-
kas: yra i�rodomas i²kilumo tvarkos ir tam tikru� funkciju� funkcionalo s¡ry²is.
Taip pat Scarsini bei Ferretti darbuose yra nagrin
ejama koe�cientu� Spearman
ρS, Kendall τ , Gini G priklausomyb
e konkordacijos matu� klasei ir yra gauna-
mos ²ios klas
es charakterizacijos naudojant tam tikrus funkcionalus.
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3 Asociacijos, priklausomyb
es, konkordacijos

matu� aksiomos

�iame skyriuje yra pateikiamos pagrindin
es s¡vokos ir teoremos naudoja-
mos darbe bei nagrin
ejamos Scarsini [12] ir Ferretti [14] aksiomos. Taip pat,
skyriuje yra pateikiamas praktinis Ferretti ir Scarsini aksiomu� taikymas, i²ban-
dant i�vairius rizikos, asociacijos, priklausomyb
es ir konkordacijos matus. �iuo
tyrimu siekiama prapl
esti Ferreti aksiomu� taikym¡ i�vairiuose scenarijuose.

3.1 Scarsini aksiomos

Nagrin
ekime pasiskirstymo funkcijasH(x, y) (su marginaliomis pasiskirsty-
mo funkcijomis F (x) ir G(y)), kurios sudaro vadinam¡j¡ Fréchet klas¦ Γ(F,G)
[8]. Jeigu ta²kas (x0, y0) yra �ksuotas, tai galima i²skirti keturis aib
es R2

poaibius:

Q1(x0, y0) = {(x, y) ∈ R2 : x ⩽ x0, y ⩽ y0},
Q2(x0, y0) = {(x, y) ∈ R2 : x ⩽ x0, y > y0},
Q3(x0, y0) = {(x, y) ∈ R2 : x > x0, y > y0},
Q4(x0, y0) = {(x, y) ∈ R2 : x > x0, y ⩽ y0}.

Ketvirtyje Q1(Q3) maºos (didel
es) x reik²m
es bei maºos (didel
es) y reik²m
es.
Ketvirtyje Q2(Q4) maºos (didel
es) x reik²m
es bei didel
es (maºos) y reik²m
es.
Sritys Q1, Q2, Q3, Q4, kai padalijimo centras (x0, y0) yra koordina£iu� pradºia,
iliustruojamos 1 pav.

x

y

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

Q3

Q1 Q4

Q2

1 pav.: Sritys Q1, Q2, Q3, Q4, kai (x0, y0) = (0, 0)
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Toliau yra pateikiami suderinamumo, kvazi-monotoni²kumo ir kopulos api-
br
eºimai kartu su teiginiu, kuriuo vadovaujantis galima palyginti atsitiktiniu�
dydºiu� poru� pasiskirstymo funkcijas suderinamumo prasme. �ie apibr
eºimai
yra naudojami formuluojant Scarsini aksiomas.

3.1 Apibr
eºimas ([12]). Tarkime, kad H,H ′ ∈ Γ(F,G). Pasiskirstymo funk-
cija H yra labiau suderinta (angl. more concordant) nei H ′, jei kiekvienam
(x, y) ∈ R2 yra teisinga

P{(X, Y ) ∈ [Q1(x, y) ∪Q3(x, y)]} ⩾

P{(X ′, Y ′) ∈ [Q1(x, y) ∪Q3(x, y)]},

£ia atsitiktiniu� dydºiu� poros (X, Y ) pasiskirstymo funkcija yra H, o atsitiktiniu�
dydºiu� poros (X ′, Y ′) pasiskirstymo funkcija yra H ′.

3.1 Teiginys ([12]). Tarkime, kad H,H ′ ∈ Γ(F,G). Pasiskirstymo funkcija
H yra labiau suderinta nei H ′ tada ir tik tada, kai H(x, y) ⩾ H ′(x, y) visiems
(x, y) ∈ R2.

3.2 Apibr
eºimas ([12]). Funkcija ϕ : R2 → R yra vadinama kvazi-monotoni²ka,
jei

ϕ(x, y)− ϕ(x′, y)− ϕ(x, y′) + ϕ(x′, y′) ⩾ 0, kai x ⩾ x′ ir y ⩾ y′.

3.3 Apibr
eºimas ([12]). Kopula (dvimat
e) yra funkcija C : [0, 1]2 → [0, 1]
tokia, kad

� C(u, 0) = C(0, u) = 0 ir C(u, 1) = C(1, u) = u visiems u ∈ [0, 1],

� C yra kvazi-monotoni²ka.

Kelios svarbios kopulos C savyb
es:

� C yra tolydi ([13, Teorema 2.1]);

� Fréchet�Hoe�ding r
eºiai ([9]):

W (u, v) := max(0, u+ v − 1) ⩽ C(u, v) ⩽ M(u, v) := min(u, v)

kiekvienam u, v ∈ [0, 1];

� jei (X, Y ) yra atsitiktiniu� dydºiu� pora su pasiskirstymo funkcija H ∈
Γ(F,G), tada egzistuoja kopula CXY tokia, kad

H(x, y) = CXY (F (x), G(y)), kiekvienam x, y ∈ R. (1)

�ios savyb
es (dvimatis Sklar teoremos atvejis) i�rodym¡ galima rasti [2].
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� jei f ir g yra grieºtai did
ejan£ios funkcijos srityseRan(X), Ran(Y ) atitin-
kamai, tai Cf(X)g(Y ) = CXY ([13, Teorema 2.6]), £ia Ran(X) ir Ran(Y )
ºymi atsitiktiniu� dydºiu� X, Y reik²miu� sritis;

� jei f yra grieºtai maº
ejanti funkcija srityje Ran(X), tai Cf(X)Y (u, v) =
v − CXY (1− u, v) ([13, Teorema 2.7]).

3.1 I²vada (Sklar teoremos i²vada, [12]). Tarkime, kad (X, Y ) ir (W,Z) yra
dvi atsitiktiniu� dydºiu� poros su pasiskirstymo funkcijomis H,H ′ ∈ Γ(F,G).
Tada, remiantis savybe (1), egzistuoja kopulos CX,Y ir CW,Z, tokios, kad

H(x, y) = CX,Y (FX(x), GY (y)), kiekvienam x, y ∈ R,
H ′(w, z) = CW,Z(FW (w), GZ(z)), kiekvienam w, z ∈ R,

£ia FX(x), GY (y), FW (w), GZ(z) ºymi atitinkamu� atsitiktiniu� dydºiu� X, Y,W,Z
pasiskirstymo funkcijas. Be to, pasiskirstymo funkcija H yra labiau suderinta
nei H ′, jei CXY (u, v) ⩾ CWZ(u, v) visiems u, v ∈ [0, 1].

Toliau nagrin
ekime atsitiktiniu� dydºiu� por¡ (X, Y ), kurios pasiskirstymo
funkcija yra H(x, y), o marginalai � FX(x), FY (y). Taip pat tarkime, kad
dvima£iu� atsitiktiniu� dydºiu� su tolydºiais marginalais yra aib
e A. Apibr
eºkime
funkcij¡ J : A → B, kur B yra pilnai sur	u²iuota aib
e (daºniausiai intervalas
priklausantis R). Paºym
ekime funkcij¡ I(X, Y ) := J(H).

3.4 Apibr
eºimas ([12]). Funkcija I(X, Y ) yra vadinama konkordacijos matu,
jei ji tenkina sekan£ias aksiomas:

1. Sritis: I(X, Y ) yra apibr
eºta bet kuriai atsitiktiniu� dydºiu� porai (X, Y ).

2. Simetrija: I(X, Y ) = I(Y,X).

3. Monotoni²kumas: I(X, Y ) yra monotoni²ka CXY atºvilgiu, t.y., jei CXY ⩾
CWZ, tai I(X, Y ) ⩾ I(W,Z).

4. Ribos: −1 ⩽ I(X, Y ) ⩽ 1.

5. Nepriklausomumas: I(X, Y ) = 0, jei X ir Y yra stochasti²kai nepriklau-
somi.

6. �enklu� pasikeitimas: I(−X, Y ) = −I(X, Y ).

7. Tolydumas: jei (X, Y ) ∼ H ir (Xn, Yn) ∼ Hn, n ∈ N, bei Hn konverguoja
pata²kiui i� H (Hn ir H yra tolydºios), tai limn→∞ I(Xn, Yn) = I(X, Y ).
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3.2 Ferretti aksiomos

Nagrin
ekime atsitiktiniu� dydºiu� vektoriu� P = (X, Y ) bei jo dvimat¦ pasi-
skirstymo funkcij¡ FP (x, y) = P(X ⩽ x, Y ⩽ y). Apibr
eºkime i²gyvenamumo
funkcij¡ SP (t) := P(P > t) = P(X > x, Y > y), £ia t = (x, y). Taip pat
apibr
eºkime atsitiktiniu� dydºiu� poros P marginalias pasiskirstymo ir i²gyve-
namumo funkcijas:

FX(x) := P(X ⩽ x), FY (y) := P(Y ⩽ y),

SX(x) := P(X > x), SY (y) := P(Y > y).

Analogi²kai, kaip ir 3.1 skyriuje, toliau nagrin
ejamos dvimat
es pasiskirstymo
funkcijos H(x, y) (su �ksuotais marginalais FX(x) ir FY (y)), kurios sudaro
vadinam¡j¡ Fréchet klas¦ Γ(FX , FY ). Bet kurios ²ios klas
es pasiskirstymo
funkcijos apatinis r
eºis W yra apibr
eºtas pasiskirstymo funkcija FW (t) :=
max(FX(x) + FY (y)− 1, 0), o vir²utinis r
eºis M yra apibr
eºtas pasiskirstymo
funkcija FM(t) := min(FX(x), FY (y)) [9]. Galima pasteb
eti, kad Fréchet vir-
²utinis ir apatinis r
eºiai yra dvima£iai skirstiniai su atitinkamais marginalais
FX ir FY [6].

Sekantys apibr
eºimai ir teorema nusako atsitiktiniu� dydºiu� poru� palygi-
nim¡ naudojant i�vairias ju� charakteristikas bei vienma£iu� atsitiktiniu� dydºiu�
teigiam¡ ir neigiam¡ priklausomyb¦.

3.5 Apibr
eºimas ([14]). Tarkime, kad P, P ′ yra dvi atsitiktiniu� dydºiu� poros.
Tada

� P ≺uo P ′, jei SP (t) ⩽ SP ′(t) visiems t ∈ R2 (uo ºymi unimodalumo
tvark¡, angl. unimodal ordering);

� P ≺lo P
′, jei FP (t) ⩾ FP ′(t) visiems t ∈ R2 (lo ºymi tik
etinumo tvark¡,

angl. likelihood ordering);

� P ≺sm P ′, jei Ef(P ) ⩽ Ef(P ′) visoms kvazi-monotoni²koms funkcijoms
f , kurioms vidurkis egzistuoja (sm ºymi supermodaliarumo tvark¡, angl.
supermodular ordering, £ia dvima£iu� funkciju� kontekste supermoduliaru-
mo ir kvazi-monotoni²kumo s¡vokos yra ekvivalen£ios);

� P ≺c P ′, jei FP (t) ⩽ FP ′(t) visiems t ∈ R2 (c ºymi i²kilumo tvark¡,
angl. convex ordering).

3.1 Pavyzdys. Nagrin
ekime dvi atsitiktiniu� dydºiu� poras X = (X1, X2), Y =
(Y1, Y2). Be to, tarkime, kad atsitiktiniai dydºiai X1, X2, Y1, Y2 yra neprisklau-
somi ir vienodai pasiskirst¦ pagal Bernoulli d
esni� [11], t.y. P(Z = 1) = pZ =
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1−P(Z = 0) = 1−qZ, £ia Z ∈ {X1, X2, Y1, Y2}. Bernoulli atsitiktinio dydºio Z
pasiskirstymo funkcija yra

FZ(z) = P(Z ⩽ z) =


0, jei z < 0,

1− pz, jei 0 ⩽ z < 1,

1, jei z ⩾ 1.

Taip pat tarkime, kad pX1 ⩾ pY1 bei pX2 ⩾ pY2.
Nagrin
ekime atsitiktiniu� dydºiu� poru� X, Y i²gyvenamumo funkcijas

SX(x1, x2) = P(X1 > x1, X2 > x2) = P(X1 > x1)P(X2 > x2)

= (1− P(X1 ⩽ x1))(1− P(X2 ⩽ x2))

= (1− FX1(x1))(1− FX2(x2)) = (1− (1− pX1))(1− (1− pX2))

= pX1pX2 ⩾ pY1pY2 = (1− (1− pY1))(1− (1− pY2))

= (1− FY1(y1))(1− FY2(y2))

= (1− P(Y1 ⩽ y1))(1− P(Y2 ⩽ y2))

= P(Y1 > y1)P(Y2 > y2) = P(Y1 > y1, Y2 > y2) = SY (y1, y2),

£ia 0 ⩽ x1, x2, y1, y2 < 1. Kai x1, x2, y1, y2 < 0, tai SX(x1, x2) = SY (y1, y2) =
1. Analogi²kai, kai x1, x2, y1, y2 ⩾ 1, tai SX(x1, x2) = SY (y1, y2) = 0. Taigi
gavome, kad SX(x1, x2) ⩾ SY (y1, y2), tod
el Y ≺uo X.

Nagrin
ekime atsitiktiniu� dydºiu� poru� X, Y pasiskirstymo funkcijas

FX(x1, x2) = P(X1 ⩽ x1, X2 ⩽ x2) = P(X1 ⩽ x1)P(X2 ⩽ x2)

= FX1(x1)FX2(x2) = (1− pX1)(1− pX2)

⩽ (1− pY1)(1− pY2) = FY1(y1)FY2(y2)

= P(Y1 ⩽ y1)P(Y2 ⩽ y2) = P(Y1 ⩽ y1, Y2 ⩽ y2)

= FY (y1, y2),

£ia 0 ⩽ x1, x2, y1, y2 < 1. Kai x1, x2, y1, y2 < 0, tai FX(x1, x2) = FY (y1, y2) =
0. Analogi²kai, kai x1, x2, y1, y2 ⩾ 1, tai FX(x1, x2) = FY (y1, y2) = 1. Tai-
gi gavome, kad FX(x1, x2) ⩽ FY (y1, y2), tod
el Y ≺lo X. Be to, kadangi
FX(x1, x2) ⩽ FY (y1, y2), tai X ≺c Y .

3.6 Apibr
eºimas ([14]). Tarkime, kad X, Y yra vienma£iai atsitiktiniai dy-
dºiai. Tada

� X ir Y yra PQD (angl. positive quadrant dependent), jei visiems (x, y) ∈
R2 yra tenkinama nelygyb
e

P(X ⩽ x, Y ⩽ y) ⩾ P(X ⩽ x)P(Y ⩽ y);
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� X ir Y yra NQD (angl. negative quadrant dependent), jei visiems
(x, y) ∈ R2 yra tenkinama nelygyb
e

P(X ⩽ x, Y ⩽ y) ⩽ P(X ⩽ x)P(Y ⩽ y);

� X yra dominuojamas Y pagal nuostoliu� sustabdymo tvark¡ (angl. stop-
loss order), t.y. X ≺sl Y , jei visiems nuostoliams d ⩾ 0, E(X − d)+ ⩽
E(Y−d)+. Be to, jei X ≺c Y , tai X yra dominuojamas Y pagal nuostoliu�
sustabdymo tvark¡, nes f(x) = (x− d)+ yra i²kila funkcija bet kuriam d.

Sekanti teorema nusako 3.5 apibr
eºime nurodytu� tvarku� priklausomyb¦,
kai atsitiktiniu� dydºiu� poros turi vienodus vienma£ius marginalus [1]. Be to,
toliau atsitiktiniu� dydºiu� poros P = (X, Y ) pasiskirstymo funkcijos FP (x, y)
su �ksuotais marginalais FX(x), FY (y) priklausomyb¦ pasiskirstymo funkciju�
klasei Γ(FX , FY ) ºym
esime FP ∈ Γ(H).

3.1 Teorema ([14]). Tarkime, kad P,R yra atsitiktiniu� dydºiu� poros su pasi-
skirstymo funkcijomis FP , FR ∈ Γ(H). Tada

P ≺uo R ⇔ R ≺lo P ⇔ P ≺sm R ⇔ P ≺c R.

Sekan£iuose apibr
eºimuose, kuriuose yra naudojama Joe [5] aksiomatika,
yra i�vedamos asociacijos, priklausomyb
es ir konkordacijos s¡vokos (Ferretti
aksiomos).

3.7 Apibr
eºimas ([14]). Funkcionalas α : Γ(H) → R yra vadinamas asocia-
cijos matu, jei jis tenkina sekan£ias savybes:

1. α yra apibr
eºtas kiekvienai vienma£iu� atsitiktiniu� dydºiu� porai P = (X, Y );

2. α yra simetrinis: α(X, Y ) = α(Y,X) (toliau ºym. α(P ) := α(X, Y ));

3. α(P ) ⩽ α(PM), visiems FP ∈ Γ(H), £ia FP ºymi atsitiktiniu� dydºiu�
poros P pasiskirstymo funkcij¡, PM � atsitiktnis dydis, kurio pasiskirs-
tymo funkcija yra FM(x, y) = min(FX(x), FY (y)) (FX , FY yra atsitiktiniu�
dydºiu� poros P marginalai);

4. α(PW ) ⩽ α(P ), visiems P ∈ Γ(H), £ia FP ºymi atsitiktiniu� dydºiu�
poros P pasiskirstymo funkcij¡, PW � atsitiktnis dydis, kurio pasiskirs-
tymo funkcija yra FW (x, y) = max(FX(x) + FY (y) − 1, 0) (FX , FY yra
atsitiktiniu� dydºiu� poros P marginalai);

5. jei {P}n, n∈N yra dvima£iu� atsitiktiniu� vektoriu� seka, kuri konverguoja
pagal pasiskirstym¡ (apibr
eºim¡ galima rasti priede) i� dvimati� atsitiktini�
vektoriu� P , tai limn→∞ α(Pn) = α(P ).
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3.8 Apibr
eºimas ([14]). Funkcionalas δ : Γ(H) → R yra vadinamas priklau-
somyb
es matu, jei jis yra asociacijos matas bei tenkina sekan£ias savybes:

6. δ(P⊥) ⩽ δ(P ), jei X ir Y yra PQD;

7. δ(P⊥) ⩾ δ(P ), jei X ir Y yra NQD;

£ia P⊥ = (X⊥, Y ⊥) yra P = (X, Y ) nepriklausomos kopijos, t.y. X⊥, Y ⊥ yra
nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai ir X,X⊥ bei Y, Y ⊥ yra vienodai pasiskirst¦.

3.9 Apibr
eºimas ([14]). Funkcionalas γ : Γ(H) → R yra vadinamas konkor-
dacijos matu, jei jis yra asociacijos matas bei tenkina sekan£i¡ savyb¦:

8. jei P ≺c R, tai γ(P ) ⩽ γ(R),

£ia P,R ºymi atsitiktiniu� dydºiu� poras.

Toliau nagrin
ejamose teoremose yra i�rodoma, kad tam tikri kvazi-mono-
toni²ku� funkciju� funkcionalai yra konkordacijos matai. Be to, tarkime, kad
funkcija f : R2 → R yra did
ejanti, jei bet kuriems ta²kams (x1, x2), (y1, y2),
kai x1 ⩽ y1, x2 ⩽ y2, yra teisinga f(x1, x2) ⩽ f(y1, y2).

3.2 Teorema ([14]). Tarkime, kad funkcija f : R2
+ → R yra apr
eºta, did
ejanti

ir tolydi i² de²in
es. Funkcija f yra kvazi-monotoni²ka tada ir tik tada, jei bet
kuriems apr
eºtiems teigiamiems Borelio matams µ1, µ2 ∈ R2

+, tokiems kad
µ1 ⩽ µ2 (pata²kiui), egzistuoja integralai, kuriems teisinga nelygyb
e∫

R2
+

fdµ1 ⩽
∫
R2
+

fdµ2.

Sekan£ioje teoremoje yra pristatomas kvazi-monotoni²ku� funkciju� apib	udi-
nimas naudojant atsitiktiniu� dydºiu� poru� i²kilumo tvark¡.

3.3 Teorema ([14]). Tarkime, kad funkcija f : [0, 1]2 → R yra apr
eºta,
did
ejanti ir tolydi i² de²in
es. Funkcija f yra kvazi-monotoni²ka tada ir tik
tada, kai bet kuriems tolydiems atsitiktiniu� dydºiu� poromos P = (X, Y ) ir
R = (W,Z), FP , FR ∈ Γ(H), yra teisinga nelygyb
e

P ≺c R ⇐⇒
∫
R2
+

f(FX(x), FY (y))dFP (x, y) ⩽
∫
R2
+

f(FW (w), FZ(z))dFR(w, z).

Sekantis rezultatas rodo, kad naudojant bet kuri¡ simetrin¦, tolydºi¡ i²
de²in
es, did
ejan£i¡, apr
eºt¡, kvazi-monotoni²k¡ funkcij¡ galima apibr
eºti kon-
kordacijos mat¡, kuris yra ²ios funkcijos tam tikras funkcionalas.
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3.1 Pastaba ([14]). Tarkime, kad f : [0, 1]2 → R yra simetrin
e, tolydi i²
de²in
es, did
ejanti, apr
eºta kvazi-monotoni²ka funkcija. Tada∫

R2
+

f(FX(x), FY (y))dFP (x, y)

yra konkordacijos matas.

Sekan£ioje teoremoje yra pateikiamas s¡ry²is tarp atsitiktiniu� dydºiu� poru�
i²kilumo tvarkos ir tam tikru� funkciju� (nuo ²iu� atsitiktiniu� dydºiu� poru� jungtiniu�
pasiskirstymo funkciju�) funkcionalu� nelygyb
es bei yra gaunama konkordacijos
matu� klas
es charakterizacija.

3.4 Teorema ([14]). Tarkime, kad f : [0, 1] → R yra did
ejanti, i²kila i� apa£i¡
funkcija ir FP , FR ∈ Γ(H). Tada

P ≺c R ⇐⇒
∫
R2
+

f(FP (x, y))dFP (x, y) ⩽
∫
R2
+

f(FR(w, z))dFR(w, z).

3.2 Pastaba ([14]). Tarkime, kad f : [0, 1] → R yra did
ejanti, i²kila i� apa£i¡
funkcija bei nagrin
ekime atsitiktiniu� dydºiu� por¡ P = (X, Y ), FP ∈ Γ(H).
Tada

∫
R2
+
f(FP (x, y))dFP (x, y) yra konkordacijos matas.

Sekan£ioje teoremoje yra nagrin
ejama ar tam tikras funkcionalas, kuris
yra apibr
eºtas naudojant J. Dhaene, M. Goovaerts [6] darbe apra²ytu rizikos
matu, yra konkordacijos matas.

3.5 Teorema ([14]). Nagrin
ekime neneigiamu� atsitiktiniu� dydºiu� por¡ P =
(X, Y ). Tarkime, kad R(X) = Eg(X) =

∫ +∞
0

g(SX(t))dt yra rizikos matas,
kur g : [0, 1] → [0, 1] yra did
ejanti, i²kila i� vir²u� funkcija bei g(0) = 0, g(1) = 1.
Tada α(P ) = R(X + Y ) − R(X) − R(Y ) yra asociacijos, priklausomyb
es ir
konkordacijos matas.
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3.3 Asociacijos ir priklausomyb
es matu� pavyzdºiai

Sekan£ioje teoremoje parodoma, kad tam tikras funkcionalas, sudarytas i²
kvantiliu� funkciju�, yra konkordacijos matas.

3.6 Teorema. Tarkime, kad R(X) = F−1
X (p), kur FX yra atsitiktinio dydºio

X pasiskirstymo funkcija ir p yra kvantilio lygmuo intervale (0, 1). Taip pat
tarkime, kad atsitiktiniu� dydºiu� X, Y pasiskirstymo funkcijos yra tolydºios.
Tada atsitiktiniu� dydºiu� porai P = (X, Y ) funkcionalas α(P ) = R(X + Y ) −
R(X)−R(Y ) yra asociacijos ir priklausomyb
es matas, bet, bendru atveju, n
era
konkordacijos matas.

I�rodymas.

� Kadangi atsitiktiniai dydºiu�X, Y,X+Y pasiskirstymo funkcijos yra toly-
dºios, tai kiekvienam p ∈ (0, 1) egzistuoja kvantiliai R(X), R(Y ), R(X+
Y ). Taigi matas α yra apibr
eºtas kiekvienai atsitiktiniu� dydºiu� porai
(X, Y ), kuriu� pasiskirstymo funkcijos yra tolydºios.

� Mato α simetri²kum¡ galima gauti i² sud
eties komutatyvumo:

α(X1, X2) = R(X1 +X2)−R(X1)−R(X2) =

= R(X2 +X1)−R(X2)−R(X1) = α(X2, X1).

� Aksiomu� 3 ir 4 i�rodymai i²plaukia i² fakto, kad Fréchet vir²utinis ir apa-
tinis r
eºiai yra dvimat
es pasiskirstymo funkcijos su atitinkamais margi-
nalais FX ir FY .

� Kadangi atsitiktiniu� dydºiu� X, Y,X + Y pasiskirstymo funkcijos yra to-
lydºios, tai ir ju� kvantiliu� funkcijos R(X), R(Y ), R(X + Y ) yra taip pat
tolydºios, tod
el matas α(P ) yra tolydus.

Taigi α(P ) yra asociacijos matas.

� Tarkime, kad atsitiktiniai dydºiaiX, Y yra PQD. Nagrin
ekime atsitiktiniu�
dydºiu� sumos X + Y pasiskirstymo funkcij¡

FX+Y (z) =

∫∫
x+y⩽z

dFX,Y (x, y)

⩾
∫∫

x+y⩽z

dFX(x)dFY (y)

=

∫∫
x+y⩽z

dF⊥
X (x)dF⊥

Y (y)

=

∫∫
x+y⩽z

dFX⊥,Y ⊥(x, y) = FX⊥+Y ⊥(z).
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Gavome, kad FX+Y (z) ⩾ FX⊥+Y ⊥(z), tod
el R(X + Y ) = F−1
X+Y (p) ⩾

F−1
X⊥+Y ⊥(p) = R(X⊥ + Y ⊥). Kadangi R(X) = R(X⊥) ir R(Y ) = R(Y ⊥)

(atsitiktiniai dydºiaiX,X⊥ ir Y, Y ⊥ yra vienodai pasiskirst¦), tai α(P ) ⩾
α(P⊥).

� Analogi²kai, tarkime, kad atsitiktiniai dydºiaiX, Y yra NQD. Nagrin
ekime
atsitiktiniu� dydºiu� sumos X + Y pasiskirstymo funkcij¡

FX+Y (z) =

∫∫
x+y⩽z

dFX,Y (x, y)

⩽
∫∫

x+y⩽z

dFX(x)dFY (y)

=

∫∫
x+y⩽z

dF⊥
X (x)dF⊥

Y (y)

=

∫∫
x+y⩽z

dFX⊥,Y ⊥(x, y) = FX⊥+Y ⊥(z).

Gavome, kad FX+Y (z) ⩽ FX⊥+Y ⊥(z), tod
el R(X + Y ) = F−1
X+Y (p) ⩽

F−1
X⊥+Y ⊥(p) = R(X⊥ + Y ⊥). Taigi α(P ) ⩽ α(P⊥).

Taigi α(X) yra priklausomyb
es matas.

� Nagrin
ekime atsitiktiniu� dydºiu� poras P = (X, Y ) ir P ′ = (X ′, Y ′), £ia
X, Y ∼ U(0, 1), X ′, Y ′ ∼ U(0, 2) (X, Y ir X ′, Y ′ yra nepriklausomi, o
U(a, b) ºymi tolygu�ji� pasiskirstym¡ intervale [a, b] [11]). Tolygaus inter-
vale [a, b] atsitiktinio dydºio Z ∼ U(a, b) pasiskirstymo funkcija yra

F (x) =


0, jei x < a,
x−a
b−a

, jei x ∈ [a, b],

1, jei x > b,

tod
el atsitiktiniu� dydºiu� X, Y pasiskirstymo funkcija yra

FZ(x) =


0, jei x < 0,

x, jei x ∈ [0, 1],

1, jei x > 1,

£ia Z ∈ {X, Y }, o atsitiktiniu� dydºiu� X ′, Y ′ pasiskirstymo funkcija yra

FW (x) =


0, jei x < 0,
x
2
, jei x ∈ [0, 2],

1, jei x > 2,
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£ia W ∈ {X ′, Y ′}.

−1 1 2 3

−1

1

x

F (x)

FZ(x)
FW (x)

2 pav.: Atsitiktiniu� dydºiu� Z ir W pasiskirstymo funkcijos

Galima pasteb
eti, kad FP (t) ⩽ FP ′(t) visiems t ∈ R2, tod
el, pagal 3.5
apibr
eºim¡, P ≺c P

′. Sumos X + Y tankio funkcija yra randama nau-
dojant s¡s	uk¡ [18]

fX+Y (z) =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx (2)

=


0, z < 0,∫ z

0
1dx = z, 0 ⩽ z < 1,∫ 1

z−1
1dx = 2− z, 1 ⩽ z < 2,

0, z ⩾ 2.

I² £ia,

FX+Y (z) =

∫ z

−∞
fX+Y (x)dx = (3)

=


0, z < 0,∫ z

0
xdx = z2

2
, 0 ⩽ z < 1,∫ 1

0
xdx+

∫ z

1
(2− x)dx = 2z − z2

2
− 1, 1 ⩽ z < 2,

1, z ⩾ 2.
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Analogi²kai,

fX′+Y ′(z) =

∫ ∞

−∞
f ′
X(x)f

′
Y (z − x)dx

=


0, z < 0,∫ z

0
1
4
dx = z

4
, 0 ⩽ z < 2,∫ 4

z−2
1
4
dx = 4−z

4
, 2 ⩽ z < 4,

0, z ⩾ 4.

I² £ia,

FX′+Y ′(z) =

∫ z

−∞
fX′+Y ′(x)dx =

=


0, z < 0,∫ z

0
x
4
dx = z2

8
, 0 ⩽ z < 2,∫ 2

0
x
4
dx+

∫ z

2
4−x
4
dx = 1

2
+ 8z−z2−12

8
, 2 ⩽ z < 4,

1, z ⩾ 4.

−1 1 2 3 4 5

−1

1

x

F (x)

FX+Y (x)
FX′+Y ′(x)

3 pav.: Atsitiktiniu� dydºiu� sumu� X + Y ir X ′ + Y ′ pasiskirstymo funkcijos

Taigi atitinkamu� dydºiu� kvantiliai

F−1
Z (p) = p, £ia Z ∈ {X, Y }, p ∈ (0, 1),

F−1
X+Y (p) =

{√
2p, 0 ⩽ p < 0.5,

−−4+
√
−8p+8
2

, 0.5 ⩽ p ⩽ 1,
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F−1
W (p) = 2p, £ia W ∈ {X ′, Y ′},

F−1
X′+Y ′(p) =

{
2
√
2p, 0 ⩽ p < 0.5,

−−8+
√
−32p+32
2

, 0.5 ⩽ p ⩽ 1.

0.5 1

1

2

3

4

p

F−1(p) F−1
Z (p)

F−1
W (p)

F−1
X+Y (p)

F−1
X′+Y ′(p)

4 pav.: Atsitiktiniu� dydºiu� Z,W,X + Y,X ′ + Y ′ kvantiliu� funkcijos (Z ∈
{X, Y },W ∈ {X ′, Y ′})

Nagrin
ekime atveji�, kai p = 0.75. Tada

α(X, Y ) = R(X + Y )−R(X)−R(Y )

= F−1
X+Y (0.75)− F−1

X (0.75)− F−1
Y (0.75)

= −−4 +
√
−8× 0.75 + 8

2
− 0.75− 0.75

= −−4 +
√
2

2
− 1.5 (≈ −0.21),

α(X ′, Y ′) = R(X ′ + Y ′)−R(X ′)−R(Y ′)

= F−1
X′+Y ′(0.75)− F−1

X′ (0.75)− F−1
Y ′ (0.75)

= −−8 +
√
−32× 0.75 + 32

2
− 2× 0.75− 2× 0.75

= 1−
√
2 (≈ −0.41).
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Gavome, kad α(X, Y ) ⩾ α(X ′, Y ′), kas prie²tarauja 3.9 apibr
eºimo sa-
vybei.

Taigi α(P ) n
era yra konkordacijos matas.
Ketvirtame skyriuje yra nagrin
ejami sukei£iami atsitiktiniai dydºiai, tod
el

toliau yra pateikiamas sukei£iamu� atsitiktiniu� dydºiu� apibr
eºimas, savyb
es bei
pavyzdºiai.

3.10 Apibr
eºimas ([3]). Sakome, kad atsitiktiniai dydºiai X1, X2, . . . , Xn yra
sukei£iami, jei atsitiktinio vektoriaus (X1, X2, . . . , Xn) pasiskirstymo funkcija
yra tokia pati, kaip ir atsitiktinio vektoriaus (Xπ1 , Xπ2 , . . . , Xπn) bet kuriai
indeksu� {1, 2, . . . , n} perstatai (π1, π2, . . . , πn), t.y.

(X1, X2, . . . , Xn)
d
= (Xπ1 , Xπ2 , . . . , Xπn).

3.2 Pavyzdys. Tarkime, kad urnoje yra 1 raudonos ir 2 baltos spalvu� ka-
muoliukai. Kamuoliukai yra traukiami po vien¡ (i� urn¡ negr¡ºinami) bei yra
stebima ju� spalva. Apibr
eºkime

Xi =

{
1, jei i-asis kamuoliukas yra raudonas,
0, kitu atveju.

Nagrin
ekime visu� galimu� baig£iu� tikimybes

P(X1 = 1, X2 = 0, X3 = 0) =
1

3
× 1× 1 =

1

3
,

P(X1 = 0, X2 = 1, X3 = 0) =
2

3
× 1

2
× 1 =

1

3
,

P(X1 = 0, X2 = 0, X3 = 1) =
2

3
× 1

2
× 1 =

1

3
.

Kadangi P(X1 = 1, X2 = 0, X3 = 0) = P(X1 = 0, X2 = 1, X3 = 0) = P(X1 =
0, X2 = 0, X3 = 1) = 1

3
, tai atsitiktiniai dydºiai X1, X2, X3 yra sukei£iami.

3.2 Teiginys ([3]). Tarkime, kad X1, X2, . . . , Xn yra nepriklausomi ir vienodai
pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai. Tada X1, X2, . . . , Xn yra sukei£iami.

I�rodymas. Tarkime, kad atsitiktiniu� dydºiu� Xi, i ∈ {1, 2, . . . , n}, pasi-
skirstymo funkcija yra F (x). Kadangi atsitiktiniai dydºiai Xi yra nepriklau-
somi ir vienodai pasiskirst¦, tai jungtin
e pasiskirstymo funkcija yra

FX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn)
nvp
= F (x1)× F (x2)× · · · × F (xn). (4)
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D
el daugybos komutatyvumo, pakeitus pasiskirstymo funkcijos argumentu�
(x1, x2, . . . , xn) tvark¡, marginaliu� pasiskirstymo funkciju� sandauga bus lygi
de²iniajai lygyb
es (4) pusei.

I² 3.2 pavyzdºio galima pasteb
eti, kad sukei£iami atsitiktiniai dydºiai ne-
b	utinai yra nepriklausomi. Sekan£iame teiginyje i�rodoma, kad sukei£iami at-
sitiktiniai dydºiai yra vienodai pasiskirst¦.

3.3 Teiginys ([3]). Tarkime, kad X1, X2, . . . , Xn yra sukei£iami atsitiktiniai
dydºiai. Tada X1, X2, . . . , Xn yra vienodai pasiskirst¦.

I�rodymas. Nagrin
ekime bet kurios indeksus i ̸= j, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Neprarasdami bendrumo tarkime, kad i < j. Be to, marginalo Xi pasiskirsty-
mo funkcija yra

FXi
(xi) = lim

xk→∞,k∈{1,2,...,n},k ̸=i
FX1,X2,...,Xn(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn).

Sukeitus i-¡ji� ir j-¡ji� argumentus vietomis gauname

FXi
(xi) = lim

xk→∞,k∈{1,2,...,n},k ̸=i
FX1,X2,...,Xn(x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn).

Kadangi xi yra j-ojoje pozicijoje, tai ²i riba yra lygi FXj
(xi). Taigi gavome, kad

FXi
(xi) = FXj

(xi), tod
el Xi ir Xj yra vienodai pasiskirst¦. D
el atsitiktinio i ir
j pasirinkimo, atsitiktiniai dydºiaiX1, X2, . . . , Xn yra vienodai pasiskirst¦.

Sekan£iose teoremose yra nagrin
ejamas Hoe�ding H koe�cientas ir jo pri-
klausomyb
e konkordacijos matu� klasei (naudojant Scarsini ir Ferretti aksio-
mas).

3.7 Teorema. Nagrin
ekime atsitiktiniu� dydºiu� por¡ P = (X, Y ). Hoe�ding
H koe�cientas

H(X, Y ) =

∫
R2

(FX,Y − FXFY )
2dFX,Y

n
era priklausomyb
es ir konkordacijos matas, kai X ir Y jungtin
e pasiskirstymo
funkcija priklauso pasiskirstymo funkciju� klasei Γ(FX , FY ).

I�rodymas. Nagrin
ekime 3.8 apibr
eºimo 6 ir 7 aksiomas. Paºym
ekime
P⊥ = (X⊥, Y ⊥), £ia X⊥, Y ⊥ yra atsitiktiniu� dydºiu� X, Y nepriklausomos ver-
sijos, t.y. X⊥, Y ⊥ yra nepriklausomi bei X⊥, X ir Y ⊥, Y yra vienodai pasi-
skirst¦. Tada

H(P⊥) =

∫
R2

(FX⊥,Y ⊥ − FX⊥FY ⊥)2dFX⊥,Y ⊥

=

∫
R2

(FX⊥FY ⊥ − FX⊥FY ⊥)2dFX⊥,Y ⊥ = 0 ⩽

⩽
∫
R2

(FX,Y − FXFY )
2dFX,Y = H(P ),
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kadangi (FX,Y − FXFX)
2 ⩾ 0 bei FX,Y ⩾ 0 (pasiskirtymo funkcija yra teigia-

ma). Gavome, kad H(P⊥) ⩽ H(P ) yra teisinga, kai X, Y yra PQD ir NQD,
tod
el 6 aksiomos savyb
e n
era tenkinama. Taigi H(P ) n
era priklausomyb
es ir
konkordacijos matas.

3.8 Teorema. Nagrin
ekime atsitiktiniu� dydºiu� por¡ P = (X, Y ). Hoe�ding
H koe�cientas

H(X, Y ) =

∫
R2

(FX,Y − FXFY )
2dFX,Y

n
era konkordacijos matas Scarsini prasme, kai X ir Y jungtin
e pasiskirstymo
funkcija priklauso pasiskirstymo funkciju� klasei Γ(FX , FY ).

I�rodymas. Nagrin
ekime apibr
eºimo 3.4 ºenklu� pasikeitimo aksiom¡. Ka-
dangi pasiskirstymo funkciju� reik²m
es yra neneigiamos bei (FX,Y −FXFY )

2 ⩾
0, tai H(X, Y ) ⩾ 0 bet kuriems X, Y . I² £ia, H(−X, Y ) ⩾ 0. Gavome, kad
H(−X, Y ), H(X, Y ) ⩾ 0, kas prie²tarauja ºenklu� pasikeitimo s¡lygai
H(−X, Y ) = −H(X, Y ).
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4 Skaitiniai pavyzdºiai

�iame skyriuje yra nagrin
ejami 3 skyriuje apra²omu� matu� pavyzdºiai.

4.1 Pavyzdys. Nagrin
ekime tolygiai pasiskirs£iusius ir nepriklausomus inter-
vale [0, 1] atsitiktinius dydºius X, Y ∼ U(0, 1). Kadangi X, Y yra nepriklau-
somi, tai jungtin
e pasiskirstymo funkcija

FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y) =



0, y < 0, x < 0,

xy, 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1,

y, x > 1, 0 ⩽ y ⩽ 1,

x, y > 1, 0 ⩽ x ⩽ 1,

1, x > 1, y > 1.

Toliau nagrin
ekime atsitiktiniu� dydºiu� poros (X, Y ) priklausomyb¦. Kendall τ
koe�cientas

τ(X, Y ) = 4

∫
R2

FX,Y (x, y)dFX,Y (x, y)− 1

= 4

∫ 1

0

∫ 1

0

xydxdy = 4× 1

4
− 1 = 0.

Hoe�ding H koe�cientas

H(X, Y ) =

∫
R2

(FX,Y − FXFY )
2dFX,Y

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(xy − xy)2dxdy = 0.

Spearman ρS koe�cientas

ρS(X, Y ) = 12

∫
R2

FXFY dFX,Y − 3

= 12

∫ 1

0

∫ 1

0

xydxdy − 3 = 12× 1

4
− 3 = 0

Gini G koe�cientas

G(X, Y ) = 2

∫
R2

(|1− FX − FY | − |FX − FY |)dFX,Y

= 2

∫ 1

0

∫ 1

0

(|1− x− y| − |x− y|)dxdy = 0.

Galima pasteb
eti, kad kadangi atsitiktiniai dydºiai X, Y yra nepriklausomi, tai
τ(X, Y ) = H(X, Y ) = ρS(X, Y ) = G(X, Y ) = 0.
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4.2 Pavyzdys. Nagrin
ekime nepriklausomus bei tolygiai intervale [0, 1] pasi-
skirs£iusius atsitiktinius dydºius X, Y ∼ U(0, 1) ir ju� realizacijas x, y (reik²miu�
skai£ius yra 10000). Taip pat apibr
eºkime sek¡ z toki¡, kad zi := xi + yi,
i ∈ {1, 2, . . . , 10000}.

Galima pasteb
eti, kad 5 pav. histogramos yra pana²ios i� pavyzdºio A.1
atsitiktiniu� dydºiu� X ir X + Y tankio funkcijas.

(a) X realizaciju� x histograma (b) Y realizaciju� y histograma

(c) x, y realizaciju� sumos z histograma

5 pav.: X, Y realizaciju� x, y ir ju� sumos z histogramos

Toliau nagrin
ekime generuotu� atsitiktinio dydºio X realizaciju� x ir sekos
z priklausomyb¦. �iam tikslui yra skai£iuojami Kendall τ , Hoe�ding H, Spe-
arman ρS, Pearson ρP koe�cientai naudojant R programin¦ i�rang¡ ([15], [16],
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koe�cientu� skai£iavimo formules galima rasti priede). Rezultatai yra pateikia-
mi 1 lentel
eje.

Koe�cientas Reik²m
e
Kendall τ 0, 4922697

Hoe�ding H 0, 17
Spearman ρS 0, 6907629
Pearson ρP 0, 6988412

1 lentel
e: Empirin
es Kendall τ , Hoe�ding H, Spearman ρS, Pearson ρP
koe�cientu� reik²m
es sumodeliuotoms (X, Y ) realizacijoms (x, y)

Kendall τ , Pearson ρP ir Spearman ρS koreliacijos koe�cientai rodo tei-
giam¡ ry²i� tarp atsitiktiniu� dydºio X realizaciju� x ir sekos z. Hoe�ding H
statistikos reik²m
e 0, 17 rodo vidutini� ry²i�. Remiantis gautais rezultatais, gali-
ma teigti, kad x, z yra priklausomos.

Koreliacija tarp atsitiktinio vektoriaus koordina£iu� matuoja tiesini� ry²i� tarp
ju� ver£iu�, t.y. pateikiama viena skaitin
e vert
e, nurodanti tiesin
es priklauso-
myb
es tarp atsitiktinio vektoriaus koordina£iu� stiprum¡ ir krypti�. Koreliacijos
reik²m
es svyruoja nuo −1 iki 1, kur −1 rodo stipru� neigiam¡ tiesini� ry²i�, 1
rodo stipru� teigiam¡ tiesini� ry²i�, o 0 rodo, kad tiesinio ry²io n
era.

Koreliacija po kopulos modeliavimo atspindi priklausomyb
es strukt	ur¡, ku-
ri¡ modeliuoja kopula. Tai rei²kia, kad kopula gali uº�ksuoti netiesinius ir po-
tencialiai sud
etingesnius ry²ius tarp atsitiktinio vektoriaus koordina£iu�. Ko-
pulos yra ypa£ naudingos dirbant su daugiama£iais duomenimis bei gali b	uti
naudingos �nansiniam modeliavimui, rizikos valdymui ir kitose srityse, kuriose
labai svarbu suprasti bendr¡ keliu� kintamu�ju� elgesi�.

4.3 Pavyzdys (Sukei£iamu� atsitiktiniu� dydºiu� priklausomyb
e). Nagrin
ekime

dvimati� normalu�ji� pasiskirstym¡ su parametrais µ = (0, 0) ir Γ =

[
1 0.4
0.4 1

]
[7]. �io dvima£io normaliojo pasiskirstymo marginalai yra vienodai normaliai
pasiskirst¦, tod
el yra sukei£iami [7]. Taip pat generuokime 10000 dvima£iu�
realizaciju� (²iu� realizaciju� matric¡ paº. u = (x, y), dvima£iu� realizaciju� histo-
gram¡ galima rasti priedo 11 pav.).

24



(a) X realizaciju� x histograma (b) Y realizaciju� y histograma

6 pav.: X, Y realizaciju� x, y histogramos

Atsitiktiniu� dydºiu� X ir Y realizaciju� x ir y Spearman ρS koreliacijos ko-
e�cientas yra 0, 3896929, kas rodo pakankamai nestipru� tiesini� ry²i�. Toliau
pasinaudosime teiginiu, kad jei bet kurio tolydaus atsitiktinio dydºio W pasi-
skirstymo funkcija yra FW (w) bei egzistuoja atvirk²tin
e F−1

W (p) (t.y. egzistuoja
unikalus w toks kad FW (w) = p, p ∈ (0, 1)), tai dydis FW (W ) yra tolygiai
pasiskirst¦s intervale (0, 1) (i�rodym¡ galima rasti priede). Realizacijoms x, y
pritaik¦ transformacij¡ F (x), £ia F (x) ºymi vienma£io normalaus atsitikti-
nio dydºio pasiskirstymo funkcij¡, gauname naujas realizacijas x∗, y∗, kuriu�
Spearman ρS koreliacijos koe�cientas yra lygus realizaciju� x ir y koreliacijos
koe�cientui. I² tikru�ju�, pritaikyta transformacija nepakeit
e dydºiu� koreliacijos
strukt	uros ir lieka tik tai, kas daºnai vadinama priklausomyb
es strukt	ura.
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(a) X∗ realizaciju� x∗ histograma (b) Y ∗ realizaciju� y∗ histograma

7 pav.: X∗, Y ∗ realizaciju� x∗, y∗ histogramos

Toliau yra pasirenkami marginalu� pasiskirstymai Gamma(2, 1) [20] bei
Student(5) [17] ir gaunamos naujos sekos x′, y′.

(a) X ′ realizaciju� x′ histograma (b) Y ′ realizaciju� y′ histograma

8 pav.: X ′, Y ′ realizaciju� x′, y′ histogramos

Toliau yra pateikiamas modeliuojamu� duomenu� ta²kin
e diagrama. Be abe-
jo, tai n
era paprasta tiesin
e priklausomyb
es strukt	ura.
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9 pav.: Poru� (x′, y′) ta²kin
e diagrama

Taigi prad
edami nuo daugiama£io normalaus pasiskirstymo realizaciju�, ga-
vome naujas realizacijas su norima priklausomyb
es strukt	ura bei su laisvai
pasirinktais marginalais.
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5 I²vados

�iame darbe yra i�vertinta Hoe�ding H koe�ciento priklausomyb
e konkor-
dacijos matu� klasei remiantis tiek Ferretti, tiek Scarsini aksiomomis � abiem
atvejais ²is koe�cientas n
era konkordacijos matas (pagal Ferreti aksiomas, Ho-
e�ding H netenkina priklausomyb
es matu� s¡lygu�, d
el ko n
era konkordacijos
matas, o, pagal Scarsini aksiomas, ²is matas netenkina ºenklu� pasikeitimo s¡ly-
gos). Be to, darbe yra i�rodoma, kad tam tikras funkcionalas nuo kvantiliu� yra
asociacijos ir priklausomyb
es matas, bet n
era konkordacijos matas (remian-
tis Ferretti aksiomomis). Taip pat yra i²analizuoti Kendall τ , Hoe�ding H,
Spearman ρS, Gini G ir Pearson ρP priklausomyb
es koe�cientu� skai£iavimo
pavyzdºiai atsitiktiniams dydºiams ir generuotoms realizacijoms.

Tolimesniam darbo vystymui rekomenduo£iau panagrin
eti skirtingu� matu�
priklausomyb¦ konkordacijos matu� klasei, pavyzdºiui, GiniG (Ferretti aksiomu�
atveju). Be to, rekomenduo£iau i²analizuoti i�vairiu� rizikos matu� funkcionalu�
priklausomyb¦ konkordacijos matu� klasei. Taip pat si	uly£iau palyginti Scarsini
ir Ferretti aksiomas, panagrin
eti ju� pana²umus bei skirtumus. Beje, ragin£iau
i²tirti skirtingu� atsitiktiniu� dydºiu� arba generuotu� realizaciju� pavyzdºius bei
i�vairiu� priklausomyb
es koe�cientu� pana²umus, ju� privalumus ir tr	ukumus.
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A Priedai

A.1 Apibr
eºimas ([11]). Nagrin
ekime atsitiktinius dydºius X,X1, X2, . . . .
Sakome, kad atsitiktiniu� dydºiu� seka {Xn} konverguoja pagal pasiskirstym¡ i�
atsitiktini� dydi� X, jei visiems x ∈ R tokiems, kad P(X = x) = 0 yra teisinga

lim
n→∞

P(Xn ⩽ x) = P(X ⩽ x)

bei paºym
ekime Xn
d→ X.

A.1 Pavyzdys. Tarkime, kad atsitiktiniai dydºiai X, Y ∼ U(0, 1). Paveiksl
elyje
10 yra pavaizduoti atsitiktinio dydºio X bei atsitiktiniu� dydºiu� X, Y sumos
X + Y (Teoremos 3.6 lygyb
e (2)) tankio funkcijos.

0.5 1 1.5 2

0.5

1

x

f(x) fX(x)
fX+Y (x)

10 pav.: Tankio funkcijos fX(x), fX+Y (x)

A.1 Teiginys. Tarkime, kad tolydaus atsitiktinio dydºio X pasiskirstymo funk-
cija yra F (x). Tada dydis F (X) yra tolygiai pasiskirst¦s intervale (0, 1).

I�rodymas.

FF (X)(x) = P(F (X) ⩽ x) = P(X ⩽ F−1(x)) = F (F−1(x)) = x,

£ia F−1(p) = inf{x ∈ R : p ⩽ F (x)}. Gavome, kad dydºio F (X) pasiskirsty-
mo funkcija yra FF (X)(x) = x, kuri taip pat yra tolygaus atsitiktinio dydºio
pasiskirstymo funkcija.

A.2 Apibr
eºimas. Empirinis Spearman ρS koreliacijos koe�cientas [19] duo-
menims {(xi, yi), i = 1, . . . , n} yra

ρS = 1− 6
∑

i d
2
i

n(n2 − 1)
,

£ia di ºymi duomenu� xi, yi rangu� skirtum¡, n ºymi duomenu� poru� skai£iu�.
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A.3 Apibr
eºimas. Empirinis Pearson ρP koreliacijos koe�cientas [19] duo-
menims {(xi, yi), i = 1, . . . , n} yra

ρP =

∑n
i=1(xi − x)(yi − y)√∑n

i=1(xi − x)2
√∑n

i=1(yi − y)2
,

£ia n ºymi steb
ejimu� skai£iu�, xi, yi yra i-ieji steb
ejimai, x = 1
n

∑n
i=1 xi yra

steb
ejimu� x vidurkis (analogi²kai ir y).

A.4 Apibr
eºimas. Empirinis Kendall τ koreliacijos koe�cientas [10] duome-
nims {(xi, yi), i = 1, . . . , n} yra

τ =
(suderintu� poru� skai£ius)− (nesuderintu� poru� skai£ius)

(visu� poru� skai£ius)
,

£ia sakome, kad poros (xi, yi) ir (xj, yj) yra suderintos, jei xi > xj, yi > yj
arba xi < xj, yi < yj, i < j (xi, yi ºymi i-uosius steb
ejimus).

A.5 Apibr
eºimas. Empirinis Hoe�ding H koreliacijos koe�cientas [21] duo-
menims {(xi, yi), i = 1, . . . , n} yra

H = 30
(n− 2)(n− 3)D1 +D2 − 2(n− 2)D3

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)
,

£ia D1 =
∑

i(Qi − 1)(Qi − 2), D2 =
∑

i(Ri − 1)(Ri − 2)(Si − 1)(Si − 2),
D3 =

∑
i(Ri − 2)(Si − 2)(Qi − 1), Ri yra xi rangas, Si yra yi rangas, Qi =

1 + #{j : (xj, yj) < (xi, yi)} (sakome, kad (xj, yj) < (xi, yi), kai xj < xi ir
yj < yi), n ºymi steb
ejimu� skai£iu�, xi, yi ºymi i-uosius steb
ejimus.
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11 pav.: Realizaciju� u histograma
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R kodas

library(Hmisc)

library(REAT)

library(copula)

library(gplots)

library(psych)

library(MASS)

library(plot3D)

#generuojami dydºiai x ir y, skai£iuojama ju� suma z = x + y

set.seed(123)

x <- runif(10000, 0, 1)

y <- runif(10000, 0, 1)

z <- x+y

#x, y, z histogramos

hist(x)

hist(y)

hist(z)

#skai£iuojami koreliacijos koeficientai

cor(x,z, method = "kendall")

cor(x,z, method = "pearson")

cor(x,z, method = "spearman")

hoeffd(x,z)

#generuojamas dvima£io normalaus a.d. realizacijos

set.seed(123)

m <- 2

n <- 10000

sigma <- matrix(c(1, 0.4,

0.4, 1), nrow=2)

u <- mvrnorm(n, mu=rep(0, m), Sigma=sigma ,empirical=T)

#realizaciju� histograma

h2d <- hist2d(u[,1],u[,2],show=FALSE, same.scale=TRUE, nbins=c(30,30))

hist3D( h2d$x, h2d$y, h2d$counts, theta=30, phi=30, shade=0.5, contour = TRUE, zlab="n")

#pairs.panels(u)

#vektoriu� x ir y histogramos

hist(u[, 1], xlab = "x", main = "Histogram of x")

hist(u[, 2], xlab = "y", main = "Histogram of y")

cor(u[, 1], u[, 2], method = "spearman")
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#vektoriu� x ir y tranformacija

u_transformed <- pnorm(u)

#transformuotu� vektoriu� x ir y histogramos

hist(u_transformed[, 1], xlab = "x*", main = "Histogram of x*")

hist(u_transformed[, 2], xlab = "y*", main = "Histogram of y*")

#plot(u_transformed[, 1], u_transformed[, 2])

#gamma ir student skirstiniai

x1 <- qgamma(u_transformed[, 1],shape=2,scale=1)

x2 <- qt(u_transformed[, 2],df=5)

#vektoriu� x' ir y' histogramos

hist(x1, xlab = "x'", main = "Histogram of x'")

hist(x2, xlab = "y'", main = "Histogram of y'")

#priklausomyb
es grafikas

plot(x1,x2, xlab = "x'", ylab = "y'")
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