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Investicinio portfelio formavimas is atsinaujinancios
energetikos jmoniy grazy

Santrauka

Siame baigiamajame magistro darbe nagrinéjamas finansinis turtas ir jo grupes,
finansy rinky rusys, ju indeksai, taip pat investiciniy portfeliy formavimas, efek-
tyvumo frontas. Koncentruojamasi j Harry Markowitz apibrézta Modernaus port-
felio teorija, minimalios dispersijos, maksimalaus pelno — rizikos rodiklio portfeliy
formavima. Praktinéje sio darbo dalyje nagrinéjami 2017 — 2022 mety desimties
atsinaujinancios energetikos jmoniy akcijy duomenys, is ju formuojami investici-
niai portfeliai, sudaromas efektyvumo frontas jtraukiant nerizikinga aktyva. Darbo
tikslas iSnagrinéti egzistuojancia portfeliy formavimo Modernisting teorija, pateikti
detaly efektyvumo fronto skai¢iavimo algoritma, teorinius teiginius iliustruoti konk-
re¢iy aktyvy portfeliy formavimu, pateikti gautus rezultatus ir iSvadas.

Raktiniai Zodziai: investicija, finansinis turtas, nerizikingi vertybiniai popieriai,
akcijos, graza, tikétina graza, investicinis portfelis, diversifikavimas, minimalios
dispersijos portfelis, pelno — rizikos koeficientas, optimalus portfelis, efektyvumo
frontas, Markowitz kulka.

Formation of an Investment Portfolio from the Returns of
Renewable Energy Companies

Abstract

This Master’s thesis analyzes financial assets and their groups, types of finan-
cial markets, and their indices, as well as the formation of investment portfolios
and the efficient frontier. The focus is on the Modern Portfolio Theory defined by
Harry Markowitz, formation of minimum dispersion and maximum Sharpe ratio
portfolios. In the practical part, data on the stocks of renewable energy companies
from 2017 to 2022 are analyzed, investment portfolios are formed, and an efficient
frontier is constructed, including a risk-free asset. The aim of the thesis is to exami-
ne the existing portfolio formation Modernist theory, present a detailed algorithm
for calculating the efficient frontier, illustrate theoretical statements through the
formation of specific asset portfolios, and present the obtained results and conclu-
sions.

Keywords: investment, financial assets, risk-free securities, stocks, return, expec-
ted return, investment portfolio, diversification, minimum variance portfolio, Shar-
pe ratio, optimal portfolio, efficiency frontier, Markowitz bullet.
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Ivadas

evyv —

kiekvienas, tai infliacija. Infliacija gali turéti jvairiy pasekmiy, pavyzdziui,
pinigy nuvertéjimas, dél kurio yra patiriamas perkamosios galios sumaze-
jimas. Taigi, gyvenant aukstos infliacijos aplinkybémis, kai sparciai auga
vidutiné prekiy ir paslaugy kaina, dideli kainy svyravimai gali paveikti pi-
nigy bei kito turto verte, yra labai svarbu pasirupinti finansiniu stabilumu
ir apsaugoti turimas santaupas nuo nuvertéjimo. Vienas geriausiy budy —
investavimas. Investavimas ne tik padeda apsisaugoti nuo santaupy nuver-
téjimo, taciau daznu atveju net ir padeda investuoto turto verte padidinti.
Toliau Siame darbe nagrinéjamas investavimas bei investiciniy portfeliy for-
mavimo budai.

Kiekvienas investuotojas pagal individualius kriterijus renkasi, i ka inves-
tuoti. Siame darbe nagrinéjamas investavimas j atsinaujinancios energetikos
imoniy akcijas. Pasirinkta tirti butent sj sektoriy, kadangi dél vis dazniau
gvildenamy ekologijos, aplinkosaugos bei klimato kaitos klausimy atsinau-
jinanti energetika yra Siuo metu itin sparciai besivystanti ir populiaréjanti
sfera.

Pagrindiné investavimo priezastis yra siekis gauti kuo didesne graza. Ta-
¢iau kiekvienas investuotojas susiduria su mazesne ar didesne rizika. Norint
sumazinti rizika svarbu portfelj kuo labiau diversifikuoti. Diversifikavimo
savoka savo darbuose iSpopuliarino ekonomistas Harry Markowitz, kuris yra
laikomas vienu i Modernios portfelio formavimo teorijos pradininky. Taip
pat investicinio portfelio efektyvumui jvertinti yra naudojamas ir pelno —
rizikos koeficientas, kurj 1966 metais pristaté ekonomistas William Forsyth
Sharpe. Remiantis $iuo rodikliu galima jvertinti, ar prisiimta papildoma ri-
zika atitinkamai suteiks ir didesne graza. Taigi diversifikuojant investicijas,
remiantis Modernaus portfelio teorija bei pelno — rizikos koeficientu, yra
sudaromi efektyvus ir optimalus investiciniai portfeliai, tad toliau, darbo
praktinéje dalyje, yra nagrinéjamas Siy teorijy pritaikymas investavime ir
formuojami konkreciy aktyvy portfeliai.

Darbo tikslas — iSnagrinéti egzistuojancia portfeliy formavimo Modernis-
tine teorija, pateikti detaly efektyvumo fronto skaiciavimo algoritma, teori-
nius teiginius iliustruoti konkreciy aktyvy portfeliy formavimu ir suformu-
luoti isvadas.

Darbo tikslui pasiekti iskelti uzdaviniai:

o Atlikti mokslinés literaturos, analizuojancios portfeliy formavimo Mo-

dernistine teorija ir efektyvumo fronta, apzvalga.

o ISanalizuoti ir pateikti skirtingas portfeliy formavimo teorijas.

o IS atsinaujinancios energetikos jmoniy akcijy suformuoti lygiy svoriy,
minimalios dispersijos ir maksimalaus pelno — rizikos rodiklio portfe-
lius.



o Suformuoti gauty portfeliy efektyvumo frontus ir palyginti rezultatus.

Darbo struktura — darbas padalintas j tris pagrindines dalis. Pirmajame
skyriuje nagrinéjamas finansinis turtas ir jo grupés, finansy rinky rusys, ju
indeksai, rizika bei investuotojo polinkis j ja. Antrajame skyriuje analizuo-
jamas investicinis portfelis, jo formavimo algoritmai, kai portfeliai sudaryti
is 2 aktyvy ir i8 n aktyvy. Taip pat pateiktas detalus efektyvumo fronto
skaic¢iavimo algoritmas, kai portfelis sudarytas tik is rizikingy aktyvy bei
itraukiant vieng nerizikinga aktyva. Treciajame skyriuje, remiantis teori-
niais teiginiais, i$ pasirinkty desimties atsinaujinancios energetikos jmoniy
akcijy formuojami lygiy svoriy, minimalios dispersijos ir maksimalaus pelno
— rizikos rodiklio portfeliai bei palyginami pagrindiniai jy rodikliai. Taip pat
suformuojamas efektyvumo frontas ir darbas pakartojamas jtraukiant neri-
zikinga aktyva. Pabaigoje darbas apibendrinamas ir pateikiamos isvados.

Skaiciavimams atlikti ir duomenims atvaizduoti bréziniuose naudota ,,Pyt-
hon” programavimo kalba bei programa ,MS Excel”.



1 Investavimas

Investicija — tai Siuo metu turimy lésy ar kito turto eikvojimas, tikintis
ateityje turto verte padidinti, iS to uzdirbti, gauti pelno. Investicija visada
susijusi su tam tikry resursy — laiko, pastangy, pinigy ar turto islaidomis
siandien, tikintis, kad ateityje atsipirkimas bus didesnis, nei buvo investuota
is pradziy. [15]

Investicijoms naudojamas turtas dazniausiai yra skirstomas j sias dvi
grupes:

o materialusis turtas (angl. Real Assets) — tai fizinis turtas, kuris
dél savo savybiy turi verte. Materialusis turtas apima zeme, pasta-
tus, gamybos jrenginius, tauriuosius metalus, prekes, gamtos isteklius.
Materialusis turtas paprastai yra stabilesnis, bet maziau likvidus nei
finansinis turtas. [12]

o finansinis turtas (angl. Financial Assets) — likvidus turtas, kurio
verté jgyjama is sutartinés teisés arba nuosavybés reikalavimo. Skir-
tingai nuo materialaus turto, finansinis turtas nebutinai turi fizine
verte ar forma. Finansinis turtas kitaip dar gali buti apibudinamas
kaip ,,pinigy ekvivalentas”. Finansiniam turtui dazniausiai yra priski-
riami grynieji pinigai arba banko saskaitoje laikomi pinigai, indéliai,
akcijos, obligacijos, investiciniai fondai ir kiti turto reikalavimo teise
suteikiantys dokumentai. Finansinis turtas taip pat dar yra skirstomas
i ilgalaikj ir trumpalaikj. [2]

1.1 Finansinis turtas ir finansy rinkos

Nors tiek materialusis turtas, tiek ir finansinis turtas gali buti investicine
priemone, toliau siame darbe nagrinésiu ir placiau apzvelgsiu tik finansinj
turtg ir is jo formuojamus investicinius portfelius.

Finansinis turtas gali buiti suskirstytas j tris dideles grupes:

1) Nerizikingi vertybiniai popieriai — tai tokie vertybiniai popieriai,
kurie beveik visada garantuoja investuotojui i$ anksto sutartas paja-
mas, palukanas, graza. Tai investicija, kuri suteikia graza per fiksuotas
periodines paliikanas ir galima pagrindinés sumos grazinima pasibai-
gus terminui. Nerizikingy vertybiniy popieriy pavyzdziai:

e indéliai — tai investavimo priemoné, kai pinigai yra laikomi kredi-
to unijose, bankuose ir po tam tikro laikotarpio uz juos yra iSmo-
kamos sukauptos palukanos. Indéliai dazniausiai turi is anksto
nustatyta terming ir palukanas, tai nerizikinga investavimo prie-
moné, kadangi indéliai jprastai yra apdrausti.

o izdo vekseliai — tai yra trumpalaikiai (dazniausiai iki vieneriy me-
tu) likvidus vyriausybés vertybiniai popieriai, kurie turi nustatyta



nominaliajg verte ir yra parduodami uz kaina, lygia diskontuo-
tajai nominaliajai vertei. Vyriausybé parduodama izdo vekselius
skolinasi pinigus, o investuotojo uzdirbamas pelnas yra skirtumas
tarp pardavimo ir pirkimo kainy. Dividendai néra mokami.[13]
obligacijos — tai vyriausybés, finansiniy institucijy ir jmoniy lei-
dziami skolos vertybiniai popieriai. Obligaciju leidéjai vadinami
emitentais. Investuotojai skolina léSas emitentui, o Sis jsiparei-
goja ispirkimo diena iSmokéti nominaliaja obligacijy verte ir visa
perioda reguliariai mokeéti paliikanas uz pasiskolinta suma.

2) Akcijos — tai nuosavybeés vertybiniai popieriai. Akcijos, priklausomai

nuo ju dalies, jy savininkui suteikia teis¢ j imonés valdyma (jis tampa
imonés bendrasavininku), dividendus i$ jmonés pelno bei kitas iSmo-
kas. Akcijos yra viena i$ populiariausiy finansinio turto investiciniy
priemoniy.

ISvestiniai vertybiniai popieriai — tai dokumentai, patvirtinantys
teise ar pareiga ateityje isigyti ar perleisti tam tikro tipo turta. ISves-
tiniai vertybiniai popieriai yra sudaryti is kity (pirminiy) vertybiniy
popieriy ir operuoja teisémis j juos. Isvestiniy vertybiniy popieriy pa-
vyzdziai:

o opcionai (angl. options)— finansinis instrumentas, kuris vienai jo

saliai suteikia teise (bet ne pareiga) ateityje pirkti arba parduoti
tam tikra turta ar finansinj instrumenta, kitai Saliai tuo paciu
metu tai yra jsipareigojimas tg turta parduoti arba ji nupirkti.
Opcionas dar kitaip yra vadinamas pasirinkimo sandoriu. [7]

iSankstiniai sandoriai (angl. futures)— tai jsipareigojimas ateity-
je (sutarta diena) sutarta kaina pirkti arba parduoti tam tikra
kiekj turto. Perkant ar parduodant ateities sandorj bankui yra
mokamas tarpininkavimo mokestis. [5]

apsikeitimo sandoriai (angl. swaps) — tai susitarimas, kai sutar-
tam periodui Salys susitaria apsikeisti finansinémis priemonémis,
pavyzdziui, valiutomis, palukany normomis, vertybiniais popie-
riais. Sudarant sandorj galima keistis tos pacios rusies ar skirtin-
gomis finansinémis priemonémis.

Finansiniu turtu yra prekiaujama finansy rinkose. Siose rinkose yra

prekiaujama jvairiais aktyvais ne tik nacionaliniu, bet ir pasauliniu mastu.
Finansy rinky dalyviai vertindami prisiimamos rizikos lygj prekiauja jvairiu
finansiniu turtu siekdami gauti pelno. Pagrindiniai finansy rinkos dalyviai
yra jmonés, vyriausybés, namy ukiai. Dazniausiai jiems tarpininkauja ban-
kai, draudimo kompanijos, investiciniai fondai.

Taip pat egzistuoja skirtingos finansy rinky rusys. Yra isskiriamos dvi



pagrindinés rusys — pirminés ir antrinés finansy rinkos. Jos yra atskiriamos
pagal vertybiniy popieriy pirkimo ir pardavimo sandoriy eiliSkuma.

¢ Pirminé finansy rinka — tai finansy rinkos dalis, kurioje emiten-
ty naujai isleistus vertybinius popierius perka pirmieji investuotojai.
Vertybiniai popieriai pirma karta patenka j rinka ir vyksta pirmoji
transakcija, pardavimo pajamos atitenka emitentui. [8]

e Antriné finansy rinka — tai perpardavimo rinka, kurioje prekiauja-
ma ankséiau jsigytais (pirminéje rinkoje) vertybiniais popieriais.

Finansinés rinkos dar gali buti skirstomos ir j kitus porusius, pavyzdziui,
yra iSskiriamos: kapitalo, valiuty, pinigy, zaliavy, draudimo, ateities sando-
riy, i$vestiniy finansiniy priemoniy, kriptovaliuty rinkos.

Siekiant jvertinti ir atspindéti tam tikro sektoriaus rinkos pastovuma ir
svyravimus yra skaiciuojami rinkos indeksai, jie padeda investuotojams
ivertinti rinkos poky¢iy dinamika.

Pagrindiniai ir zinomiausi rinkos indeksai:

o DJIA (The Dow Jones Industrial Average)— kainos svertinio vidurkio
indeksas. Apskai¢iuojama naudojant 30 didziausiy ir paklausiausiy
JAV kompanijy akcijuy kainas.

o S&P 500 (Standard and Poors) — svertinis kapitalizacijos indeksas.
Apskaic¢iuojama naudojant 500 pagrindiniy JAV bendroviy, jtraukty
i JAV vertybiniy popieriy birzy sarasa, akcijy kainas. Sis indeksas
laikomas tiksliausiai atspindinc¢iu JAV akcijy rinkos bukle.

« Nasdaq Composite — rinkos kapitalizacijos svertinis indeksas. Ap-
skaiciuojama naudojant daugiau kaip 3 300 bendroviy akcijy, kuriomis
yra prekiaujama Nasdaq akcijy birzoje.

e Russell2000 - apskaiciuojama naudojant 2 000 mazos kapitalizacijos
JAV bendroviy akcijy kainas.

Toliau pateiksiu du pagrindinius (Kainos svertinio vidurkio, Svertinio
kapitalizacijos) indeksy sudarymo principus.

Kainos svertinio vidurkio indeksas yra apskaiciuojamas taip
P+ + P
At to 1)
¢ia Pi,..., P, — imoniy akcijy kainos, d — dydis, kuris kinta.

O svertinis kapitalizacijos indeksas yra skaic¢iuojamas taip

k1Py + -+ kP,
Swvertinis kapitalizacijos indeksas = S d i =, (2)

Svertinio vidurkio indeksas =

¢ia k; — isleisty akcijy skaic¢ius. Parametras d keiciasi tada, kai j skai¢iavimus
yra jtraukiamos naujos akcijos ir / arba iSimamos senosios.



1.2 Investicijos pelningumas ir rizika

Taigi, individus tapti investuotojais skatina graza (r). Tai yra pelnas,
kuris yra uzdirbamas is investicijy. Tai gali buti palukanos, dividendai,
skirtumas tarp investuotos bei atsiimtos sumos ir t.t. Pelningumas, kitaip
— investicijy graza, nurodo, kiek pelno galima tikétis iS investicijy.

Graza taip pat galima apibudinti kaip funkcija (atsitiktini dydj), apibréz-
ta elementariyjy jvykiuy erdvéje ir jgyjancia realiasias reiksmes (r : Q@ — R),
Cia Q = {s1;892;...;8,} — visos galimos baigtys.

Vieno aktyvo istoriné graza laikotarpiu 1" yra skaic¢iuojama pagal ak-
tyvo verte laikotarpio pradzioje ir pasiekta verte laikotarpio pabaigoje nau-

dojant sia formule
Pr— P,
T = %7 (3)

¢ia Py yra aktyvo verté laikotarpio [0;7] pradzioje, o Pr to paties aktyvo
pasiekta verté momentu 7. Taigi, aktyvo istoriné graza yra siy verciy skir-
tumo ir pradinés aktyvo vertés santykis.

Zinant aktyvo istorine graza galima skaiciuoti ir grazos teorinj vidurkj

t.y. tikéting graza
Er=> p(si)ri, (4)
i

¢ia p(s;) — galimos baigties tikimybeé, o r; — baigties graza. O grazos teori-
nio vidurkio empirinis jvertis t.y. vidutiné graza skaiciuojama pagal Sia

formule

Er_ Tt )
n

kai 71, ...,r, — istorinés grazos, apskaiCiuotos remiantis formule (3).
Taciau investuojant ir siekiant gauti graza, néra zinoma, kas nutiks atei-
tyje, todél susiduriama ir su investicijy rizika — tikimybe prarasti investuota
turta ar jo dalj, negauti tikétinos grazos.
Rizikai jvertinti naudojami statistiniai matai — dispersija (¢?) arba
standartinis nuokrypis (o). Standartinis nuokrypis (Saknis i$ dispersi-
jos) yra skai¢iuojamas naudojant Sia formule

o= \/Zp(sz)(n —Er)? = \/Z r2p(s;) — Er2, (6)

Kuo dispersija ar standartinis nuokrypis yra didesni, tuo didesné ir ri-
zika. Didesnis standartinis nuokrypis parodo didesnius galimus grazos svy-
ravimus, tai reiskia, kad investicija yra nepastovi ir priklausanti nuo kity
faktoriy, todél sunkiai prognozuojama.

Investavimo priemonés gali buti skirstomos pagal rizikinguma. Investi-
cijos, kuriy tikétina graza yra maza, dazniausiai yra maziausiai rizikingos, o
itin rizikingos investicijos gali zadéti zenkliai didesne graza, tac¢iau yra didelé



tikimybé patirti nuostolius ir prarasti investuota turta.

Mazai rizikingomis investicijomis laikomi Vyriausybés vertybiniai popie-
riai, indéliai, o pacios rizikingiausios investicijos yra j iSvestinius vertybinius
popierius, akcijas, zaliavas, metalus, taciau kaip ir minéta, Sios investicijos
gali suteikti ir didziausia graza.

Toliau paveikslélyje 1 pavaizduota, kaip investicinés priemonés iSsidésto
pagal tikéting graza ir rizikinguma.

1 pav.: Investicinés priemonés pagal tikéting graza ir rizikinguma [4]

Didelé

ISVESTINIAI VP

MENO DIRBINIAI

ZAuAVOS

GRAZA

AKCLIOS
NEKILNOJAMAS TURTAS

OBLIGACUOS
INDELIS
VYRIAUSYBES VP

BANKO SASKAITA
‘GRYNIEJI PINIGAI

Maza RIZIKA Diaers

1.3 Investuotojo polinkis j rizikg

Kaip ir minéta, pagrindiné investavimo priezastis yra siekis gauti kuo
didesne graza. Taciau kiekvienas investuotojas susiduria su mazesne ar di-
desne rizika bei turi rinktis. Jprastai prisiimant didele rizikg yra tikétina
ir didesné graza. Investuotojas pats renkasi, kokia rizika prie tam tikros
tikétinos grazos jam yra priimtina, todél yra skaic¢iuojamas investuotojo
rizikos tolerancijos koeficientas, kuris ir parodo, koks rizikos lygis in-
vestuotojui yra priimtinas.

Rizikos tolerancijos koeficientas skaiciuojamas tokiu budu

_[Er—rf

A= 0,502 (M)

Kuo rizikos tolerancijos koeficientas (A) yra didesnis, tuo investuotojas
linkes maziau rizikuoti. Pagal tai investuotojai yra skirstomi j rizikos ven-
giancius, rizika meégstancius ir neutralius rizikai.

Investuotojas yra:

e rizikos vengiantis, jei A > 0.

o rizikai neutralus, jei A = 0.



e rizikg meégstantis, jei A < 0.

Taip pat, dél skirtingo rizikos ir grazos pasirinkimo, $iy investuotojuy
grupiy abejingumo kreivés yra skirtingos. Abejingumo kreiveé — vartotojo
pirmenybes rodanti diagrama, j kreive sujungianti vartotojo pasirenkamus
dviejy kriteriju derinius, teikiancius jam vienoda naudinguma. [9] Investavi-
mo atveju tai kreivé, kuri apjungia skirtingos rizikos (standartinio nuokry-
pio) ir tikétinos grazos portfeliy rinkinius, kurie konkre¢iam investuotojui
bus vienodai naudingi ir jis teiks vienoda pirmenybe juos besirinkdamas.

Toliau paveikslélyje 2 pavaizduotos investuotojy su skirtingais rizikos
tolerancijos koeficientais abejingumo kreiveés.

2 pav.: Investuotojy abejingumo kreivés [16]

b

TIKETINA GRAZA

STANDARTINIS NUOKRYPIS

Abejingumo kreivés pasvirimo laipsnis (rizikos tolerancijos koeficientas
(7)) parodo investuotojo prisiimtos rizikos lygi. A kreivé yra rizika megs-
tancio investuotojo abejingumo kreivé, B — rizikai neutralaus, o C — rizikos
vengiancéio.

2 Investicinis portfelis

Siame darbe portfeliu yra vadinamas vektorius (b, by, ..., b,). A1, As, ...

— vertybiniy popieriy rinkinys, o b;, ¢ = 1,...,n suprantami kaip svoriai
Pbi =1, A=bA + -+ b,A,. Jeilaikoma, kad 0 < b; < 1 — tai
reiskia, jog néra galimas pasiskolinty vertybiniy popieriy pardavimas. [14]
Investicinis portfelis — tai investuotojui priklausanciy jvariy finansi-
niy instrumenty (vertybiniai popieriai, akcijos, obligacijos ir t.t.) rinkinys.
Siam rinkiniui formuoti investuotojai renkasi skirtingas strategijas ir me-
todus. Daznai siekdami sumazinti rizikg — neatgauti investuoto turto ar
negauti tikétinos grazos, investuotojai renkasi savo portfelj sudaryti is kuo
jvairesniy investiciniy priemoniy, kad portfelis nepriklausyty tik nuo vieno
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aktyvo, portfelio verté maziau reaguoty j trumpalaikius rinkos svyravimus
ir pelnas (graza) butuy stabilesnis, kitaip tariant — siekiama portfelj diversi-
fikuoti.

Diversifikavimas — investicijy portfelio valdymo strategija, skirta ma-
zinti rizikoms, vienu metu investuojant j skirtingg turta, pavyzdziui, j jvairiy
tipy vertybinius popierius, nekilnojamajj turta. Pagrindiné tokios investici-
jos ypatybé — skirtingy tipu turto vertés kitimas j ta pacia puse (didéjimas
/ mazéjimas) turéty buti mazai tiketinas. [1]

Diversifikavimo savoka savo darbuose (,,Investicinio portfelio pasirinki-
mas: efektyvus investicijy diversifikavimas” — 1959, ,Ilgalaikés investicijos”
— 1972, ,Vidurkio ir dispersijos analizé pasirenkant investicijy portfelj ir ka-
pitalo rinkas” — 1987, ,Rizikos ir pelno analizé: racionalaus investavimo
teorija ir praktika” — 2013) [3] iSpopuliarino ekonomistas Harry Markowitz.
Jis yra laikomas vienu i$ Modernios portfelio formavimo teorijos pradininky.
Harry Markowitz uz pasiekimus ekonomikos srityje kuriant modernia port-
felio teorija 1990 metais buvo apdovanotas Nobelio ekonomikos premija. Jis
taip pat pirmasis pasiulé naudoti efektyvaus portfelio savoka — tai toks
portfelis, kuris yra maziausiai rizikingas esant duotam grazos lygiui arba
kuris yra pelningiausias tam tikros rizikos lygiui.

Harry Markowitz Modernaus portfelio teorija apibrézé siuos pagrindinius
teiginius:

e Investuotojai yra rizikos vengiantys — uz tam tikrg tikéting graza ren-

kasi maziau rizikingus portfelius.

« Butina diversifikuoti investicinj portfelj siekiant geriausio rizikos ir gra-
zos santykio. Nors investicijos | viena aktyva graza gali buti zenkliai
didesné, tokia investicija yra labai agresyvi rizikos pozitriu.

e Vertinant investicinio portfelio pelninguma, reikia vertinti viso port-
felio rizika ir graza bendrai, nukreipiant démesj nuo atskiry akcijy
rezultaty t.y. kaip konkreti investicija veikia bendra portfelio rizika ir
graza.

o Portfelis yra efektyvus, kai pasirinkus ta patj rizikos lygj bet kuris
kitas portfelis negali suteikti didesnés grazos. Arba bet kuris kitas
tokios pacios grazos portfelis néra maziau rizikingas.

Taigi, diversifikuojant investicijas ir remiantis Modernaus portfelio teo-
rija, yra sudaromi efektyvus ir optimalus (zr. poskyrj 2.3) investiciniai port-
feliai, toliau siame darbe ir aptarsiu investicinio portfelio formavimg bei su
tuo susijusius uzdavinius.

2.1 Kovariacija ir koreliacija

Vertinant investicinius portfelius yra svarbu zinoti viso portfelio rizika,
kaip tarpusavyje yra priklausomi aktyvai, kokio stiprumo rysys portfelio
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aktyvus sieja. Siuos dydzius jvertinti ir portfelio rizikai apskaic¢iuoti yra
naudojamos statistinés charakteristikos — kovariacija ir koreliacija.
Kovariacija — dviejy susijusiy atsitiktiniy dydziu (investicinio portfelio
atveju — finansiniy instrumenty) tarpusavio skaitiné priklausomybeé. Kova-
riacija parodo, kaip aktyvy pelningumo kitimo tendencijos yra priklausomos
vienos nuo kity.
Kovariacija tarp dviejy aktyvy A; ir A; yra apskai¢iuojama taip

k
COU(’I’AZ., TA]') = Z p(n) (TAi (n) - [ErAi)(rAj (n) - [ETA]' )7 (8)

n=1

¢ia p(n) — tai tam tikros baigties (grazos) tikimybe, ra,(n) — aktyvo A;
graza, o Ery, — tikétina aktyvo A; graza.

Taip pat is visy gauty portfelio akyvy kovariacijy yra konstruojama ir
kovariacijy matrica

011 g12 O1m

021 022 ... O2py

Oml Om2 ... Omm
¢ia 0j; = cov(ra,;,r4,), kai i,j =1,2,...,m.

Kai kovariacija tarp dviejuy finansiniy instrumenty (aktyvy) yra:

e teigiama (cov(r4,,74;) > 0), tai reiskia, jog abiejy aktyvy grazos tuo
paciu metu kinta (auga ar krenta) ta pacia kryptimi;

e meigiama (cov(ra,,74;) < 0), tai reiskia, jog abieju aktyvy grazos tuo
pac¢iu metu kinta (auga ar krenta) prieSingomis kryptimis;

e lygi nuliui (cov(r4,,74;) = 0), tai reiskia, jog (pelningumas) akyvy
grazos viena nuo kitos néra tiesiskai priklausomos ir aktyvai vadinami
nekoreliuotais.

Koreliacija — tai statistinis rysys tarp susijusiy atsitiktiniy dydziy (in-
vesticinio portfelio atveju — finansiniy instrumenty). Koreliacijos koeficien-
tas parodo, kokio stiprumo rysys sieja aktyvus.

Koreliacija tarp dviejy aktyvy A; ir A; grazy yra apskaic¢iuojama taip

cov(ra,,74;)

COTT(rAi,TAj = W (10)
]

Koreliacijos reikSmeés priklauso intervalui [—1;1]. Jei:

o koreliacijos koeficientas lygus nuliui (corr(ra,,ra;) = 0), tai aktyvy
grazos néra tiesiskai susijusios — kuo koreliacijos koeficientas toliau
nuo 0, tuo koreliacija stipresné;
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o koreliacijos koeficientas teigiamas (corr(r4,,74;) > 0), tai vieno akty-
vo grazai didéjant, kito aktyvo graza taip pat didéja;

« koreliacijos koeficientas neigiamas (corr(ra,,r;) < 0), tai vieno akty-
vo grazai didéjant, kito aktyvo graza mazéja.

2.2 Minimalios dispersijos portfelis

Kaip aprasyta poskyryje 1.2, dispersija yra naudojama rizikai jvertinti,
ji parodo investicijy pastovuma bei grazos svyravimus. Kadangi remiantis
Modernaus portfelio teorija investuotojai yra rizikos vengiantys, tai minima-
lios dispersijos (rizikos) portfelis jiems turéty buti patrauklus siekiant mazos
rizikos esant tam tikram grazos lygiui.

2.2.1 Kai portfelis sudarytas is 2 aktyvuy

Toliau pateiktas teiginys ir jrodymas, kada portfelio, sudaryto is 2 aktyvy
atveju, dispersija (6) yra minimali.

Teiginys 2.1 Portfelio B = bA; + (1 — b) Ay dispersija (o%(b)) yra maZiau-
sta, kat
0'1242 —cov(Ta,,T4,)
01241 + 01242 —2cov(ra,,ra,)’

Cla jra, < pa, i o4 <04,
Irodymas 2.1 Pirmiausia raskime dispersijos (o02(b)) isvesting ir prilygin-
kime gautq israiskg 0

((f? (b))l = (6202A1 +(1- I))Qaa2 + 2b(1 — b)COU(T’AlaTAz))I (11)
= 2b01241 -2(1- b)01242 + (2 —4b)cov(ra,,ra,) = 0.

Supaprastine ir issprende gauname, kad lygtis (11) igyja 0 reiksme, kai

0'1242 —cov(Ta,,T4,)

2 2 :
04, o, — 2cov(ra,,rAa,)

Tuomet, norédami jsitikinti, kad tai minimali retksmé, raskime funkcijos
o2(b) antrgjg isvesting

"
(02 (b)) = 201241 + 201242 —4cov(ra,,ra,) = 201241_@.
Kadangi gauname, jog (02 (b))” > 0, tas reiskia, jog remiantis pakankama

ekstremumo sqlyga, taskas, kuriame isvestiné a%(b)' igyja reiksme 0, yra
funkcijos minimumo taskas, kai funkcija (o2 (b)) > 0 iskila Zemyn. A

13



2.2.2 Kai portfelis sudarytas is n aktyvy
Toliau pateiktas teiginys ir jrodymas, kada portfelio, sudaryto is n ak-

tyvy, atveju dispersija (6) yra minimali.

Teiginys 2.2 Portfelio B = by Ay + -+ + by A, dispersija 0% = BXBT yra
minimali, kai

19T
r_ Xl
DT
¢ia ©71 — kovariacijy matricos atvirkstiné, 1 = (1,...,1).

Irodymas 2.2 Raskime funkcijos BEBT (dispersijos) minimuma, kai

b1
B =1,...,0) [ | =b++b, =1
bn

Siam veiksmui atlikti bus naudojamas Lagranzo daugikliy metodas [6]. Pir-
miausia sudarykime Lagranzo funkcijg

L(br,...,bn,A) = L(B,\) = BEBT — A (187 — 1) =
no (12)
= Zbiai —G—ZZbibjcov(ri,rj) —Aby+ -+ by, —1).
=1

1<j

Toliau sudarytajai funkcijai L(B,\) (12) raskime dalines isvestines —
skaiciuokime isvestine pagal by. Tada darbg tesiame su kitais kintamaisiais
ba,...,bn, A. Visas gautas funkcijos dalines isvestines prilyginkime nulius.
Gauname lygciy sistemq, kurios matricinis pavidalas yra

23BT — AT = (0,...,0)7,
{ 1BT —1=0. (13)
Is pirmuyjy n sistemos (13) lygciy gauname, kad
BT — A y—14T
5 .
Tuomet $iq israiskq jrasome j paskutinigjq sistemos (13) lygti
A 2
1=1B" =127 = A= .
2 1217
Taigi, gauname
y-117
T . (14)
1x-117
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Tuomet, kad jsitikintume, jog gauta reiksmé (14) yra minimumas, prisi-
minkime matematinés analizés kursq ir antros eilés diferencialo testq. Funk-
cijos su n kintamuyjy f(z1, ..., y) pirmos eilés diferencialas yra lygus

Az fy, 4+ Dag fy .
O antros eilés sios funkcijos diferencialg galime uzrasyti taip

(Az1)* [ o (D2 o 20T Azafl] o4 2000 1 Az fl]

x Tn,Tn Z1,T2 Tn—1,Tn"

Toliau, prisimine kvadratinés formos squokq, $j diferencialg uzZrasome kvad-
ratine forma

9/6/1,961 te ;/Mtn Ay
(Azq,...,Axy) oo, : ,
;:,n,xl s ;/n,xn Amn
¢ia (Azy, ..., Axy) yra argumenty pokyciai.
Remdamiesi antros eilés diferencialo testu galime teigti — jei funkcijos
fx1,...,xy) antros eilés diferencialas taske xo yra grieztai teigiamas, tai is
to seka, kad funkcija f(x1,...,x,) igyja minimumg nagrinéjamame taske.

Taigi, sudarykime savo turimai funkcijai (12) antros eilés diferencialg

Aby
d?0% = (Aby,...,Ab,)25 | (15)
Ab,

ir parodykime, jog d%r% > 0. Pagrindimas, jog gautas taskas (14) yra mini-
mumas, remiasi isvestiniy matrica (kaiij pozicijoje yra isvestiné pagal i—qjj
ir j—qji kintamuosius) L" (B, \)g g = 2X.

Panagrinékime atvejj, kai L(by,ba, \) = b203 + b303 + 2b1bacov(ry, m2) —
)\(bl + by — 1)

Skaiciuokime Sios funkcijos L(by,ba, \) ivestines pagal by, ba, X ir prily-
ginkime nuliui. Gauname lygciy sistemq, kurios matricinis pavidalas pateik-
tas toliau

Lj, (b1,09, \) = 2b107 + 2bgcov(r1,79) — X =
LgQ(bl’ b2, A) = 2620'% + 2bicov(ry,ma) — A
L)\ (b1,b2,\) =b1 +ba —1=0.

1s dviejy pirmuyjy lygciy gauname
9 o? cov(ry,m2)\ (b1) \ Ly _ (0
cov(ry,1r32) o3 ba 1 0/
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Toliau skaiciuokime antras isvestines funkcijai L(by,ba, A)

Ly 4, (01,09, \) = 20F, Ly 4 (b1,b2, \) = 2cov(ry,72),
ng,bl (bl, bg, )\) = 2001)(7‘1, 7"2), ng,bg (bl, bg, )\) = 20’%.

Gautq lygciy sistemg taip pat galime uzrasyti matriciniu pavidalu

( o? cov(ry, 7“2))
2 Lre))
cov(ry,132) op

Taigi pastebime, jog gautoji matrica L"(by,ba, \) = 2X.

Grizkime prie musy nagrinéjamo antros eilés diferencialo (15) — paste-
bime, jog antros eilés diferencialas (15) yra tas pats kas dispersija 0123, todél
galime teigti, jog d*c% > 0 ir i§ to seka, kad taskas (14) yra minimumas.
A

2.3 Maksimalaus pelno — rizikos rodiklio portfelis

Investicinio portfelio efektyvumui jvertinti taip pat yra naudojamas ir
pelno — rizikos koeficientas, kuris dar yra vadinamas Sarpo rodikliu
(angl. Sharpe ratio), toliau darbe vartojamas 8is rodiklio pavadinimas. Ro-
diklis buvo pavadintas pagal ekonomisto William Forsyth Sharpe pavarde,
kuris 1966 metais ir pristaté §j rodiklj. W. F. Sharpe yra vienas is CAPM
(ang. Capital asset pricing model) kuréjy ir 1990 metais buvo apdovanotas
Nobelio premija uz pasiekimus ekonomikos srityje.

Sarpo rodiklis yra apskai¢iuojamas taip

_KBr—Tf
S = pa— (18)
¢ia p — tikétina portfelio graza, ry — nerizikinga palikany norma, o o — ti-
riamo portfelio standartinis nuokrypis (rizikos jvertis).

Sarpo rodiklis padeda jvertinti investicijy efektyvuma, kokybe ir atsi-
zvelgiant j rizikos lygj vertina investicinio portfelio grazg virs nerizikingos
grazos (graza gaunama i$ nerizikingy investicijy, dazniausiai tai Vyriausy-
biy vertybiniai popieriai (obligacijos)). Siuo rodikliu yra matuojama grynoji
investicinio portfelio graza, kuri yra lyginama su to portfelio rizikingumu.
Todél remiantis Siuo rodikliu galima jvertinti, ar prisiimta papildoma rizika
atitinkamai suteiks ir didesne graza.

Kuo sis rodiklis yra didesnis, tuo investuotojui portfelis yra patraukles-
nis. Todél portfelis, kurio Sarpo rodiklis yra maksimalus (didZiausias) yra
vadinamas optimaliu portfeliu.

2.3.1 Kai portfelis sudarytas is 2 aktyvuy

Toliau pateiktas teiginys ir jrodymas, kada portfelio, sudaryto is 2 akty-
v, Sarpo rodiklis jgyja maksimalig reiksme.

16



Teiginys 2.3 Portfelio B = bA; + (1 — b) Ay Sarpo rodiklis

U —T uB
S(b) = - - o

yra didZiausias, kai

h— ﬂAl 0—,242 - ,&‘AQ COU(TAl ) TAQ)
fA, (0'1242 - COU(TA1 ) rAz)) + fta, (0'1241 - COU<TA1 ) TAQ))

Irodymas 2.3 Tarkime, jog funkcija f(x) yra teigiama ir xo yra jos mak-
simumo taskas intervale [a,b]. Tai reiskia, jog bet kokiam y € [a,b], teisinga
nelygybé f(y) < f(xg). Logaritmas yra monotoniskai didéjanti funkcija, to-
dél kai z < w, tailogz < logw. Kadangi f(y) < f(zo) ir logz < logw,
tai bet kokiam y € [a,b] gauname, jog log f(y) < log f(xo). Taigi x¢ taip
pat yra funkcijos log f(x), kai f(x) > 0, maksimumo taskas. Toliau jrodyme
latkykime, kad teigiamos funkcijos f ekstremumai sutampa su sios funkcijos
logaritmo ekstremumais.

Turime, kad f'(x) = 0 tada ir tik tada, kai (Inf(z)) = L@ — 0. Toliqu

f(z)
teskokime funkcijos logaritmo isvestinés ir prilyginkime gautq israiskq 0

~ ~ / ~ ~ !/
RN LG S
OB B 0% fBo%

Si isvestiné lygi 0 tada ir tik tada, kai
1 /
~ 2 T~ 2 —
fipop — 5HB (JB) 0.

Pirmiausia atlikime Siuos tarpinius skaiciavimus, kurie bus naudojams gro-
dyme
fip =bpa, + (1= b)pa, — 743

([LB)/ = HA; — KAy

2
, ) - - o cov(ra,,ra,) b ).
op =bA1+ (1 —-b)Ay = (b,(1 - D) (coU(TAlla TA;) %, ) (1 - b> ,

0% = bzazh +(1- b)QUElQ +2b(1 — b)cov(ra,,ra,);
(O’%)/ = 2()01241 —-2(1— b)0'1242 + (2 —4b)cov(ra,,r4a,).
Toliau, pritaikykime atliktus skaiciavimus
1 /

~/ 2 ~ 2 _
HBOB — §MB (UB> =
(A, — pay)(B°0%, + (1= b)?07, + 2b(1 — b)cov(ra,, 7a,)) (19)
— (bpay + (1 = b)pa, —75)(bo%, — (1= b)o,
+ (1 — 2b)cov(ra,,r4a,)) = 0.
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Supaprastine ir pertvarke reisking (19) gauname, kad

o — yiin (o) =

— b(jia, (05, = cov(ra,mag)) + fiay (0, — cov(ray,ra)))  (20)
+ (ﬂz‘h 0'1242 - ﬂAQCOU(rA17TA2)) =0.
Issprende lygti (20) gauname, kad ji jgyja 0 reiksme, kai
b— fay 0-1242 — fia,cov(ray, T 4y)
== 2 _ ~ 2 _ :
fia, (0%, — cov(ra,,ra,)) + fa, (0, — cov(ra,,ra,))
Tuomet pastebime, kad isvestinés Zenklas keiciasi is ,+” j ,—”, butent

siame taske, kuriame isvestiné lygi 0, todél galime teigti, jog tai yra funkcijos
maksimumas. A
2.3.2 Kai portfelis sudarytas is n aktyvy

Toliau pateiktas teiginys ir jrodymas, kada portfelio sudaryto is n aktyvy
atveju Sarpo rodiklis jgauna maksimalia reikdme.

Teiginys 2.4 Portfelio B=01A1 +--- 4+ b A, Sarpo rodiklis

_ [B,uT —Tf
VBEBT

yra didzZiausias, kai portfelio svoriai yra

Sp(B) (21)

r_ X"
SR

Cia = (pAy,---, 1A, ) yra aktyvy tikétiny grazy vektorius, o rizikos premijy
vektorius — i = (pa, —7¢, ..., 1A, —Tf).

T __ ~
Irodymas 2.4 Raskime funkcijos B\’;ﬁf maksimumg, kai 1BT = 1. Siam

veiksmui atlikti taip pat bus naudojamas Lagranzo daugikliy metodas [6].
Pirmiausia sudarykime Lagranzo funkcijg

Bu' — 1y T

— 4+ A(1B" —-1). 22
VBXBT ( ) (22)
Toliau sudarytai funkcijai L (B, \) (22) raskime dalines isvestines — skaiciuo-
kime isvestine pagal by, tada darbg teskime su kitais kintamaisiais ba, . .., by

t.y. randame funkcijos L (B, \) isvestine pagal B

L(b,...,by,\) = L(B,)\) =

/ T T _ T sBT
’ VBYBT BXBT '

B
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Toliau darbg tesiame su X. Visas gautas funkcijos dalines isvestines prilygin-
kime nuliui. Gauname lygciy sistemq, kurios matricinis pavidalas pateiktas
toliau

3
2

]l[BT—l—O

Pirmgsias n sistemos (23) lygtis padaugine is B ir padalije is BEBT gauname

1
Bu” — (Bu” —ry) + B1A (BZBT ) = 0. (24)
Pertvarke ir supaprastine reisking (24) gauname, jog
P _7771 (25)
(BXBT)z

Tuomet israiskq (25) jrasome § pirmajq sistemos (23) lygty

3
2

T (B2B") - (Bu” —ry) SBT + ([BZ[BfT)]lT (B=BT)? =

T (B3B") - (Bu” —rs) SBT —rp1” (BYB”) =0

= (Bu" —rs) 28" = (BZB”) (u” —rp2”)

BXBT

= B'=—"" >"pu—ra)t
Bu® —ry (p=7s1)
I$ paskutiniosios sistemos (23) lygties gauname
BXB” Bu® —
1———5" (u—r1)" =1= BB = i S
Bu® —rf 151 (p—rysl)

Taige,
S (- rpn)”
1X (= rp1)”

BT = (26)

Kad jsitikintume, jog gauta reiksmé (26) yra maksimumas, imkime bet
koky kitg taskq, pavyzdZiui

N 2—1 ~T
T _ H T
T v
kai A = (1,...,0,) € R". Gauname, jog Sarpo rodiklis Siame taske yra
- ~T >
- Ba® gt (s—tr + A
S5 (B) = == = (i ) - @

- VESET \/(1521}} +A) 3 (Fifer + A7)
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px—tat ~T
]]_EflﬂT + A/'I/

AT ATGAT T
(]lzflﬂT)z + ]].E_lﬂT + AEA

Taigi, Sarpo rodiklis yra maksimalus taske BT, jei
Sp (B) < S (B). (28)

kai A yra bet koks pasirinktas (01,...,0n) # (0,...,0). Tuomet palygine
gautas israiskas (21), (36) ir jas pertvarke gauname

~5—1~ ~ ~ 2
pstet oo pr-lpt oo 2 o 1n
12_71'&1« + A/-L < W + A/LT — (A[LT) + AEATME 1,uT.

Taigi nelygybé (28) yra teisinga, jei
~7\?2 Tog—1:T
(AF")" < AAT s tal

Taip yra todél, nes nelygybés x < a2 + € yra teisinga su visais x € R ir

€ > 0: jeix <0, tai nelygybé x < Va2 + € akivaizdi; jeix > 1, tai x> < 2%+

taip pat teisinga; jei 0 <z <1, taix <z,/1+ 5 = 1<,/1+ 5.
Taip pat nesunku pastebéti, jog kovariacijy matrica

o cov(ra,,ra,) .. cov(ra,,ra,)
cov(ra,,rA,) 0% oo cov(ra,,TaA,)
cov(ra,,ra,) cov(ra,,Ta,) .. o,

yra teigiamai apibrézta. Taip turime todél, kad portfelio B = b1 Ay +--- +
bnAy, 1BT =1 dispersija tikrai

o? = BIB” >0,
su bet kokiais svoriais B # (0,...,0), jei atsitiktiniai dydZiai ra,,...,r4,
néra issigime, t.y. aktyvai Ay, ..., A, yra rizikingi.

Kadangi turime, jog neissigimusiy atsitiktiniy dydzZiy kovariacijy matrica
yra teigiamat apibrézta, todél

(112*1,?)2 BRBT = AXAT (nzflgT)Q + 207" (1271 T) + g > 0.

Kadangi ax® +bx +c¢ >0 = b —4dac <0, tai gauta reiksmé (26) yra
maksimumas. A

Teiginiai 2.2, 2.1, 2.3, 2.4 ir jrodymai 2.2, 2.1, 2.3, 2.4 parengti remiantis
A. Grigucio medziaga ,Portfeliai sudaryti is rizikingy aktyvy” [14].
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2.4 Efektyvumo frontas

Kaip ir minéta anksc¢iau, Modernaus portfelio teorija teigia, kad inves-
tuotojai yra rizikos vengiantys ir uz tam tikra tiketing graza renkasi maziau
rizikingus portfelius, todél investuotojai turéty rinktis tik tuos portfelius,
kurie yra ant efektyvumo fronto linijos, kadangi jie yra pranasesni. Portfelis
(aktyvas) A; yra laikomas pranasesniu uz kita portfelj (aktyva) Ag, jei
oA, 2> 04, ir pa, < pa,. Jei B yra portfeliy aibé, tai portfelis B € B yra
laikomas efektyviu aibés B atzvilgiu, jei neegzistuoja kitas uz B pranasesnis
portfelis.

Efektyvumo frontas tai tokia pelningumo ir rizikos kombinacijy aibé,
kuriai priklauso efektyvus portfeliai. Portfeliai, kurie priklauso efektyvumo
frontui dar yra vadinami efektyviai diversifikuotais.

Toliau paveikslélyje 3 pavaizduoti visi jmanomi portfeliai sudaryti is dvie-
ju aktyvy i, j bei efektyvumo frontas.

3 pav.: Dviejy aktyvy efektyvumo frontas (sudaryta autorés)

TIKETINA GRAZA
N\

MINIMALIOS

Dlernsuos'\K\_/_/.

PORTFELIS i

STANDARTINIS NUOKRYPIS

Paveikslélyje 3 kreive, kuriai priklauso taskai ¢ ir j ir plotas po ja vaiz-
duoja visas galimas pelningumo ir rizikos kombinacijas (portfelius) is dvieju
aktyvy ¢ ir j. Atkarpa tarp tasky K ir L — tai efektyvumo frontas. O taskas
K — tai maziausios dispersijos portfelis.

2.4.1 Portfelio is rizikingy aktyvy efektyvumo frontas

Tais atvejais, kai portfelis yra sudarytas tik is rizikingy aktyvy, rizikos
(o) ir tikétinos grazos (p) sarysis yra kvadratinis (t.y. o = /au? + bu + ¢)
ir jprastai vaizduojamas kaip Markowitz kulka. Kadangi sarysis yra kvad-
ratinis (kreivé hiperbolés formos), tai, esant tam tikram rizikos lygiui, Mar-
kowitz kulkai priklauso du portfeliai su skirtingomis tikétinomis grazomis.
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Akivaizdu, jog rizikos vengiantis investuotojas esant vienodoms salygoms,
pirmenybe teiks didesniam atlygiui uz tg patj rizikos lygj. Visi tokie efekty-
vus portfeliai priklauso tik virSutinei hiperbolés daliai, kuri ir yra laikoma
efektyvumo frontu (Zr. pav. 4).

Kai portfelis yra sudarytas daugiau nei i$ dviejy aktyvy, tuomet efek-
tyvumo fronta galime rasti sprendziant grazos maksimizavimo uzdavinj, kai
rizika 0]23 = BXBT = ¢ fiksuota, o aktyvy svoriai by + - -- + b, = 1BT = 1.
Sis uzdavinys su fiksuota rizika yra ekvivalentus rizikos minimizavimui, kai
graza yra fiksuota puBT = po. Siam uzdaviniui spresti taip pat yra naudo-
jamas ir Lagranzo daugikliy metodas [6].

Teiginys 2.5 Portfelio B = biAy + -+ + by A, dispersija 0% = BXBT, kai
uBT = pg ir 1B = 1, yra minimali, jei

T IR RAN 7)Yy VA M i - 1o
B :(2 peox 1) 12T 1x-1g7 1/
Irodymas 2.5 Pirmiausia sudarykime LagranZo funkcijg

L (B, A1, \0) = BEBT + X1 (BT — o) + Xo (187 — 1) (29)

ir raskime jos dalines isvestines. Rade funkcijos L (B, A1, \2) (29) dalines
isvestines pagal B, A1, Ao jas prilyginkime nuliui

29BT + AT 4+ Xo1T = (0,...,0)7T,
lJ‘[BT — Mo = 07 (30)
1BT —1=0.

Pirmasias n sistemos (30) lygciy pertvarke gauname, kad

BT — _ M A

= —?z—mT -5 »1aT, (31)
Siq israiskq (31) galime uzrasyti kompaktiskiau

A1

BT = (Z_lp,T,Z_lle) <§2> . (32)
2

Toliau gautq lygybe (31) padauginame is p ir is 1, gauname

g pS e = 22 s = o,
—aan-ty? - 2gn-11T = 1,

Tiesiniy lygciy sistemq galime uzrasyti matriciniu pavidalu

pS T s (=3 (o
1n gzttt )\ A ) 1)
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Issprende gauname, jog
-1
=3\ _ (pET T psta? 1o (33)
o B D an TR Do & 1
taip pat galiausiai gautq israiskq (33) irasome j (32) ir gauname, jog
-1
T (o1, T siqr) (HE ! pEtal 1o
B —(2 poxl )<1z—l,ﬁ 1127 1]

H’E_luT uz—l:ﬂ_T
127 1p” ax—1a”

Matrica

néra issigimusi (determinantas # 0). Sios matricos determinantas bus di-
desnis uz nulg

2
(uz—luT) (12—1]1’—”) ~ (;J,Z_lllT) >0,
nes su visais a, b € R ir b # 0 yra teisinga si nelygybé
(ap + 1) 7 (ap + b1)T = ?pS pu” + 20bps 11T + 0215117 > 0.

Taigi sios kvadratinés nelygybés diskriminantas yra neigiamas, matrica néra
1851gimust

4p> (;J,Z_l]lT)2 — 45 (uz~'p") (127127) <0,

Gautas taskas BT (38) yra minimumo taskas, kadangi sudarytosios funkcijos
L(B, A1, A2) antros eilés diferencialas yra teigiamas (antros eilés diferencialo
testas), nes LféJB([B, A1, A2) = 2%. (Pagrindimas nagrinétas poskyryje 2.2.2.)
A

2.4.2 Portfelio is rizikingy ir vieno nerizikingo aktyvy efektyvu-
mo frontas

Tais atvejais, kai j portfelj, sudaryta is rizikingy aktyvy, jtraukiamas
vienas nerizikingas aktyvas, Markowitz kulkos forma tampa tiesine. Kai
atsiranda galimybé j portfelj jtraukti nerizikinga aktyva, tuomet galimybiy
aibé tampa didesne nei sudarant tik is rizikingy aktyvy, o jos virsutiné riba
— efektyvumo frontas, yra tiesé, iSeinanti iS ordinaciy asies ties nerizikingo
turto grazos verte ir lie¢ianti tik rizikingo turto galimybiy aibe (Zr. pav. 4).
Esant tam tikram rizikos lygiui kiekvienas portfelis, priklausantis tiesiniam
efektyvumo frontui, (t.y. kai jtrauktas nerizikingas aktyvas) turi didesne
ar tokia pacia tikéting graza lyginant su bet kokiu portfeliu priklausanciu
hiperboliniam efektyvumo frontui.

23



Tarkime, kad rizikingo portfelio tikétina graza yra didesné uz r;. Pazy-
mékime by nerizikingo aktyvo r; svorj portfelyje, tuomet turime, jog

Bl + b, =1.

Tikéting portfelio, sudaryto is rizikingy ir vieno nerizikingo aktyvy, graza
galime uzrasSyti taip

pe =B p+bpry =B p+ 1y (1 - [BTﬂ) =7+ B (p—7s1).

Kadangi ry yra fiksuota nerizikinga palukany norma, norédami sudaryti
efektyvumo frontg portfeliui B = by Ay +- - -+b, A, +b; F turime minimizuoti
portfelio dispersija BT XB t.y. turime rasti tokius svorius B = (by,...,by,),
su kuriais dispersija O‘% = BEYB7? yra minimali, kai tikétina graza fiksuota
tai reiskia, kad
fip = B = po — ry = fio,
kai ,aB:/JB_""f il"[l,:p,—T‘f]l.
Taigi, gauname tokj optimizavimo uzdavinj:

m[Bin BTSB, taip, kad

~mT

pB* = p.

Teiginys 2.6 Portfelio B = biA1+---+b,Ap+bsF = 1 efektyvumo frontas
yra tiesé

po=rp+oy/(n—r2) S (- rpl),
kai o >0 ir p = (pa,,...,Ha,)-

Irodymas 2.6 Pastebime, jog sqlyga BT1 = 1 (portfelio akyvy svoriy suma
turi buti lygi vienetui) jau yra jtraukta § lygybe

fip = pp —rp =BT (u—r;1) = ABT.

Nerizikingam aktyvui galime skirti bet kokig norimg portfelio dalj. Portfelio
dispersija nesikeicia, nes vy yra nerizikinga norma.

Kaip ir anksciau, naudodamiesi Lagranzo daugikliy metodu [6] sudary-
kime Lagranzo funkcijg

L(B,A) =B"SB - X (B (/1) — (1o — 7)) (34)
Toliaw sudarytai funkcijai L (B, ) (34) raskime dalines isvestines — skai-

ciuokime isvestine pagal by ir tada darbg teskime su kitais kintamaisiais
ba, ..., by t.y. randame funkcijos L (B, \) daline isvestine pagal B. Toliau
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darbg tesiame su A. Visas gautas funkcijos dalines isvestines prilyginkime
nulivi. Gauname lygciy sistemq, kurios matricinis pavidalas pateiktas toliau

T _ _ T _ T
2?[8 A(p—rysl) 0,...,0)", (35)
B* (u—7fl) — (o —ry) =0.
Supaprastine i§ pirmyjy n sistemos (35) lygciy gauname, kad
A
BT = 52*1 (n—rp1)". (36)
Toliau panaudoje gautg BT israiske gauname
A _
(o —rg) = (1= r0) BT = 2 (i = ry1)” £ (s — 1)
ir galiausiat randame, jog
92 _
A= (#0 L ) . (37)
(n—r1)" 571 (p—rsl1)
Galime X israiskq jrasyti § (36) ir gauname, jog
> (p—rp1)T
[BTzworf)( (”,1 1) T>- (38)
(1 —rpl) 571 (o —ryl)

Norédami jrodyti, jog gautas taskas (38) yra minimumas, turime remtis is-
vestiniy matrica (kaiij pozicijoje yra isvestiné pagal i—qjj ir j—qji kintamuo-
sius) L"(B,\)gg = 2%. (Pagrindimas nagrinétas poskyryje 2.2.2.) Dabar
isreikskime dispersijg o optimaliais svoriais

o> =BT'SB =
— (M _ ,r_f)Z 2_1 (u’ B rf]]')T 3 2_1 (l”“ B Tf:u‘)T —
(—r) " S (—rpl)  (u—rpl)" S0 (- rp1)
(1 —ry)?

= T :
(p—rs1)" X7 (p—rsl)
Galiausiai, perrasykime Sig funkcijq taip

=7l = o/ (=) S (- rp1)
|2

p=rpk 0\/(u - rf]l)T Yl (p—rl), o>0.

Taigi, matome, jog atveju, kai j portfely yra jtrauktas nerizikingas akty-
vas, Markowitz kulka yra tiesiné funkcija, kurios virsutiné dalis yra efekty-
vumo frontas. A
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4 pav.: Portfelio i$ rizikingy aktyvy ir jtraukus nerizikinga aktyva efektyvu-
mo frontai [10]

TIKETINA GRAZA

STANDARTINIS NUOKRYPIS

Paveikslélyje 4 Markowitz kulka, kai portfelis sudarytas tik is rizikin-
gy aktyvy, pazyméta oranzine spalva — istisine linija Zymimas efektyvumo
frontas. Mélyna spalva istisine linija zymimas portfelio is rizikingy ir vieno
nerizikingo aktyvy efektyvumo frontas. Mélynos ir oranzinés spalvos punk-
tyrinés linijos Zymi neefektyvius portfelius, kadangi bet koks kitas portfelis
virs simetrijos asiy turi didesne tikéting graza esant tam paciam rizikos
lygiui. Mélynas taskas zymi nerizikinga palikany norma, o mélynas tuscia-
viduris taskas tai optimalus portfelis.

Toliau, pateikiamas teiginys apie Sio optimalaus portfelio liestine, ku-
ris suformuluotas ir jrodytas A. Grigucio medzZiagoje , Portfeliai sudaryti is
rizikingy aktyvy” [14].

Teiginys 2.7 Tequl B = bA; = (1 — b)As. Parametrinés kreivés (op, ug),
b € [0, 1] liestiné optimaliame taske M yra

_ kBM Ty
oM

" o+ry.

Irodymas 2.7 Tiesé
w—pp =tana (o — opy)
yra kreivés liestiné. Cia (o, par) lietimosi taskas, o — kampas tarp tiesés

ir o asies, M — optimalus portfelis, kurio Sarpo rodiklis yra maksimalus.
Toliau remiantis teiginiu (2.4) apie maksimaly Sarpo rodikli gauname

— ) 2L (- )T
|(1 — 7)) X107 ’

oy = VBEBT = \/(“
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(p—ry 1) s 'p”
(—r)n 117"

piar = Bp” =

1, -1 u?vVBYBT
tona = W _a/db (1, -1)p

do  do/db  (1,-1)XBT

Tuomet turime

_ T _ (L_l)“T BYB” . T
p= Bl = (o - VBZET).

Tuo atveju, kai o = 0, tai

1,-1)u"BEBT
= gt - (L—DuTBEBT
(1,—1)ZB

_(p—r) S’ (L, -Dp (=) ST (e - )

sl () (L, -1 (w =) 12 (= 1)

Toliau pastebime, kad (1, —1)p’ = (1, 1) (u — rf]l)T. Taigi,

p pril) 2w (p-r )2 (1)t
151 (- rf]l)T 151 (- rf]l)T

=Tf.

Gauname, jog liestiné eina per tiesés taskq (0,7¢). [14]

Poskyriai 2.4.1 — 2.4.2 parengti remiantis G. Gundersen ,Geometry of
the Efficient Frontier” [10] bei A. Grigucio medZiaga ., Portfeliai sudaryti is
rizikingy aktyvy” [14).
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3 Praktiné dalis

Sioje darbo dalyje remiantis Modernistine portfelio formavimo teorija
(kuri nagrinéjama $io darbo pirmojoje dalyje) i$ pasirinkty jmoniy akeijy
sudaromi lygiy svoriy, minimalios dispersijos ir maksimalaus pelno — rizikos
rodiklio portfeliai, lyginami gauty portfeliy rodikliai, sudaromas efektyvumo
frontas jtraukiant nerizikinga aktyva. SkaiCiavimams atlikti ir duomenims
atvaizduoti bréziniuose naudota ,Python” programavimo kalba (5) bei prog-
rama ,MS Excel”.

3.1 Duomenys

Praktinéje darbo dalyje nagrinéjamos 10 atsinaujinanciy energetikos jmo-
niy akcijos ir jy istorinés grazos. Duomenys gauti naudojantis informacija
pateikta yahoo.finance internetiniame puslapyje. Tiriamas laikotarpis — 5
metai (nuo 2017-01-01 iki 2022-12-31). Imonés pasirinktos atsitiktine tvar-
ka.

» Brookfield Renewable Partners (BEP) — 2011 metais jkurta bend-
rove, kuri specializuojasi investavimu j atsinaujinancios energijos pro-
jektus visame pasaulyje — véjo jégaines, saulés elektrines, hidroelekt-
rines.

o Canadian Solar (CSIQ) — 2001 metais jkurta bendrove, kuri gamina
saulés fotovoltonius modulius bei vykdo didelius projektus, susijusius
su saulés energija. Didzioji dalis gamykly yra Kanadoje ir Kinijoje,
kitos gamyklos — Indonezijoje, Vietname ir Brazilijoje.

o Enphase Energy (ENPH) — 2006 metais jkurta bendrove, kuri dau-
giausiai gamina privatiems klientams skirtus saulés mikroinverterius,
baterijy energijos kaupiklius ir elektromobiliy jkrovimo stoteles. Pag-
rindiné bustiné — Fremonte, Kalifornijoje.

o First Solar (FSLR) — 1999 metais jkurta bendrové yra pirmaujanti
JAV saulés technologijy bendrové, kuri skatina kova su klimato kai-
ta ir gamina ekologiskai efektyvius saulés modulius. Tarp desimties
didziausiy pasaulyje saulés moduliy gamintojy issiskiria tuo, kad tai
vienintelé JAV jsikurusi bendrové, kuri negamina Kinijoje.

o NextEra Energy (NEE) — 1925 metais jkurta bendrove, kuri uz-
siima elektros energijos gamyba ir platinimu. Tai viena didziausiy
JAV energetikos bendroviy, taip pat yra pirmaujanti atsinaujinancios
energijos gamintoja. Apima jvairius atsinaujinancios energetikos pro-
jektus, jskaitant véjo jégaines ir saulés elektrines.
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e Orsted (ORSTED.CO) — 1972 metais jkurta Danijos bendrové. Tai
pirmaujanti ir didziausia Danijoje Svarios energetikos bendrove, ku-
rianti ir eksploatuojanti atsinaujinanciosios energijos projektus, jskai-
tant véjo ir saulés energijos parkus, baterijuy saugyklas ir vandenilio
irenginius.

e Plug Power (PLUG) — 1997 metais jkurta JAV bendrove, kuri kuria
vandenilio kuro elementy sistemas, kurios pakeicia jprastus akumulia-
torius elektra varomose transporto priemonése.

» SolarEdge Technologies (SEDG) — 2006 metais jkurta Izraelio bend-
rové, gerina saulés energijos gamybos, vartojimo ir valdymo budus
ivairiose srityse ir pramonés Sakose, gamina optimizuotas inverteriy
sistemas.

o Tesla (TSLA) — 2003 metais jkurta JAV bendrové, kuri gamina elekt-
rinius automobilius bei energijos saugojimo produktus, kurie leidzia
vartotojams saugoti pertekline energija, saulés baterijy sistemas.

o Vestas Wind Systems (VWS.CO) — 1945 metais jkurta Danijos
bendrové, kuri gamina, pardavinéja ir montuoja véjo jégaines. Tai
viena i$ pagrindiniy véjo jégainiy gamintojy pasaulyje.

Taip pat, sudarant efektyvumo fronta, jtraukiamas ir nerizikingas ak-
tyvas BIL (SPDR Bloomberg 1-3 Month T-Bill ETF) — tai trumpalaikiai
JAV vyriausybés vertybiniai popieriai, kuriy tikétina graza 0,98%, o stan-
dartinis nuokrypis 0% (kadangi nerizikingas).

Toliau paveikslélyje 5 pavaizduotos siy jmoniy akcijy uzdarymo kainos
laikotarpiu nuo 2017 iki 2022. Nuo 2020 mety vidurio stebimas spartesnis
beveik visy pasirinkty akcijy kainy kilimas. ORSTED.CO uzdarymo kainos
visu laikotarpiu zenkliai aukstesnés nei kity pasirinkty jmoniy.

5 pav.: Pasirinkty akciju kainos (sudaryta autorés)

— TSLA
NEE

— VWS.CO
BEP

—— ENPH

1000 1 — FsLR

— CSIQ
ORSTED.CO

800 4 PLUG
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400

T T T U T T T
2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023



Paveikslélyje 6 pavaizduotos Siy akcijy istorinés grazos. Joms skaiciuoti
naudojami istoriniai duomenys taikant formule (3), kuri apibrézta ankséiau
siame darbe. Galima pastebéti, kad visy akcijy grazos labai svyruoja visu
nagrinéjamu laikotarpiu, didziausi grazos svyravimai PLUG akcijy.

60 7

40 4

Graza, %

-201

6 pav.: Pasirinkty akciju grazos (sudaryta autorés)

20
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Norint palyginti kiekvienos iS jmoniy akcijas, remiantis ankscéiau nag-
rinétomis formulémis, apskaic¢iuoti pagrindiniai akcijy rodikliai — metiniai
aritmetiniai grazy vidurkiai (4), standartiniai nuokrypiai (6), Sarpo rodik-
liai (21). Rezultatai pateikti lenteléje 1.

1 lentelé: Metiniai pasirinkty akcijy rodikliai

7, % | @ | Sarpo rodiklis
BEP 17,0 | 28,5 0,60
CSIQ 29,7 | 55,0 0,54
ENPH 122.1 | 80,9 1,51
FSLR 35.2 | 46,7 0,75
NEE 222 | 24,9 0,89
ORSTED.CO | 20,3 | 30,7 0,66
PLUG 714 | 84,7 0,84
SEDG 69.4 | 62,8 111
TSLA 53,3 | 60,8 0,88
VWS.CO 21,7 | 41,1 0,53
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Remiantis lenteléje 1 pateiktais duomenimis, galima pastebéti, kad di-
dziausia graza ir Sarpo rodiklis (kuris yra virs 1) yra ENPH, SEDG akcijy.
Standartiniai nuokrypiai svyruoja nuo 24,9% net iki 84,7%. Didziausias
standartinis nuokrypis PLUG akcijy (tai patvirtina ir paveikslélyje 6 stebé-
ti svyravimai). Aukstas standartinis nuokrypis reiskia, jog investicija yra
nepastovi ir priklausanti nuo kity faktoriy, todél sunkiai prognozuojama.
Kitas didelis standartinis nuokrypis yra ENPH akcijy — net 80,9%. Taciau
Sios akcijos investuotojui patrauklios dél didelés grazos. Galime teigti, jog
graza vir§ys prisiimta rizika investuojant i ENPH akcijas, tai parodo Sarpo
rodiklis, kuris yra didziausias i$ nagrinéty — net 1,55. Maziausia graza BEP
akcijy, o maziausias Sarpo rodiklis — CSIQ.

Toliau, remiantis formulémis (8) ir (10) sudarytos kovariacijy ir korelia-
cijuy matricos.

IS kovariaciju matricos (paveikslélis 7), galima pastebéti, jog visos reiks-
meés matricoje yra teigiamos, tai reiskia, jog visos pasirinkty jmoniy grazos
tuo paciu metu kinta (auga ar krenta) ta pacia kryptimi (visi aktyvai yra is
to paties sektoriaus — atsinaujinancios energetikos jmonés). Visos reikSmeés
kovariaciju matricoje labai mazos ir artimos 0. Kai kovariacijos tarp aktyvy
lygios nuliui, tuomet laikoma, jog ju grazos viena nuo kitos néra tiesiskai
priklausomos ir aktyvai vadinami nekoreliuotais.

7 pav.: Kovariaciju matrica (sudaryta autorés)

000016 0.00069 0.00036 0.00049 000011 0.00071 000055

- 0.0025

000016 000071 000015 0.0003 0.0002 0.00025 0.00031 000026

000032 0.00024 000029 - 0.0020

0.00069 0.00021 0.0003 0.0027 0.00072 0.00094 000021

0.0015
000036 0.00014 0.00019 000072 0.00091 0.0001 000064

0.00049 0 000094 00013 000079
- 0.0010

000011 o 000021 0.0001 000013 000039 0.00021 000019

000071 0.0002 0.00034. 000021 “ 00005

000021 000026 0.00029 0.00064. 0.00079 000019 00008
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Remiantis koreliacijy matrica (paveikslélis 8), galima pastebéti, kad tarp
visy aktyvy koreliacija yra teigiama. ORSTED.CO akcijos yra maziausiai
koreliuotos su kitomis pasirinktomis akcijomis. Pati maziausia koreliacija
tarp ORSTED.CO ir TSLA. Tarp pasirinkty aktyvy didziausia koreliacija
turi CSIQ ir FSLR, SEDG ir ENPH.

Svarbu diversifikuojant portfelj investuoti j aktyvus, kuriy koreliacija
maza, kad aktyvu tarpusavio priklausomybé (rySys) buty kuo silpnesnis —
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tuomet vieno aktyvo grazoms krentant tikimybé, jog kito aktyvo grazos taip
pat kris yra mazesné (kris nebutinai). Itraukiant j portfelj aktyvus, kuriu
koreliacija yra maza, taip yra sumazinama portfelio rizika.

8 pav.: Koreliaciju matrica (sudaryta autorés)
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Is pasirinkty 10 jmoniy akcijy modeliuoti 100 000 atsitiktiniy portfeliy,
kurie pavaizduoti paveikslélyje 9. Portfeliai modeliuoti atsitiktinai generuo-
jant tolygiai pasiskirsc¢iusius akcijy svorius portfeliuose. Remiantis grafiku
galima pastebéti, jog prisiimant didesne rizika (t.y. kuo didesnis standartinis
nuokrypis) galima ir didesné graza. Taip pat kiekvienam portfeliui skai¢iuo-
tas Sarpo rodiklis (21), kuris Zymimas spalvomis nuo tamsiai violetinés (0)
iki geltonos (1,6).

9 pav.: 100 000 atsitiktinai sumodeliuoty portfeliy (sudaryta autorés)
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3.2 Lygiuy svoriy portfelis

Naudojant naivaus diversifikavimo (angl. Naive diversification) me-
toda rastas lygiy svoriy portfelis sudarytas i$ pasirinkty akcijy. Remiantis
Modernaus portfelio teorija, svarbu investicinj portfelj diversifikuoti, vienas
i$ budy — naivus diversifikavimas. Tai supaprastintas poziuris j portfelio di-
versifikavima, kai svoriai paskirstomi lygiomis dalimis, nejvertinus pasirink-
to turto specifiniy savybiy, rizikos ir koreliacijos. Nors tokie portfeliai gali
buti ir labai rizikingi, taciau yra naujy tyrimy, kurie rodo, jog Sis supapras-
tintas diversifikavimas kai kuriais atvejais gali buti toks pats veiksmingas
kaip ir kiti jmantrus optimizavimo modeliai. [11].

Siuo atveju tiek tikétina graza, tiek ir Sarpo rodiklis yra didesni nei mi-
nimalios dispersijos portfelio atveju, todél investuotojui naudingesnis lygiy
svoriy portfelis.

2 lentelé: Lygiy svoriy portfelio rodikliai

7y, % 46,25
o, % 33,51
Sarpo rodiklis | 1,38

Sio portfelio svoriai pateikti skritulinéje diagramoje 10. ] portfelj jtrauk-
tos visy 10 jmoniy akcijos lygiomis dalimis.

10 pav.: Lygiy svoriy portfelio svoriai (sudaryta autorés)
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3.3 Minimalios dispersijos portfelis

Remiantis teorinéje dalyje aprasytu ir jrodytu teiginiu 2.2, apskaic¢iuotas
dispersijos funkcijos (02 = BXB’) minimumas ir taip rastas minimalios dis-
persijos portfelis sudarytas i§ pasirinkty akcijy. Siems skai¢iavimas atlikti
reikalinga kovariacijy matricos atvirkstiné (X71), kurios iSraiska yra pateik-
ta paveikslélyje 11.
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Minimalios dispersijos portfeliui rasti naudotas programavimo kalbos
,2Python” paketas scipy.optimize, kuriame taip pat remiamasi kovariacijy
matricos atvirkstine.

11 pav.: Kovariacijy matricos atvirkstiné (sudaryta autorés)
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Pagrindiniai gauto minimalios dispersijos portfelio rodikliai pateikti len-
teléje 3. Siuo atveju Sarpo rodiklis yra zemiausias lyginant su lygiy svoriy
bei maksimalaus pelno — rizikos rodiklio portfeliais. Tokj portfelj investuo-
tojas rinksis, kai bus sieckiama minimalios rizikos.

3 lentelé: Minimalios dispersijos portfelio rodikliai

7y % 21,81
o, % 20,93
Sarpo rodiklis | 1,04

Sio minimalios dispersijos portfelio svoriai pateikti skritulinéje diagra-
moje 12. | portfelj jtrauktos net 9 skirtingy jmoniy akcijos, tai patvirtina
Modernaus portfelio teorija, jog butina kuo labiau diversifikuoti investicinj
portfelj siekiant geriausio rizikos ir grazos santykio. CSIQ akcijos liko nejt-
rauktos j portfelj (deél stiprios koreliacijos su kitu akcijy grazomis), o ENPH,
PLUG ir SEDG dalys portfelyje yra itin mazos deél didelés rizikos (disper-
sijos). Portfelyje didziausia dalj sudaro NEE, ORETSD.CO ir BEP, nes ju
dispersija palyginus maza.
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12 pav.: Minimalios dispersijos portfelio svoriai (sudaryta autorés)
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3.4 Maksimalaus pelno — rizikos rodiklio portfelis

Remiantis teorinéje dalyje aprasytu ir jrodytu teiginiu 2.4, apskaic¢iuotas
Sarpo rodiklio maksimumas (Sp(B)) ir taip rastas maksimalaus pelno — ri-
zikos rodiklio portfelis sudarytas i$ pasirinkty akcijiy. Siems skaiciavimams
atlikti taip pat reikalinga kovariacijy matricos atvirkstine (X~1), kurios is-
raiska yra pateikta paveikslélyje 11.

Maksimalaus pelno — rizikos rodiklio portfeliui rasti naudotas programa-
vimo kalbos ,,Python” paketas scipy.optimize, kuriame taip pat remiamasi
kovariaciju matricos atvirkstine.

Pagrindiniai gauto maksimalaus pelno — rizikos rodiklio portfelio rodik-
liai pateikti lenteléje 4. Siuo atveju tikétina graza yra didziausia lyginant
su lygiy svoriy bei minimalios dispersijos portfeliais, tuo paciu rizika taip
pat yra didziausia, tac¢iau graza vir§ija prisiimta rizika — tai parodo Sarpo
rodiklis, kuris lygus 1,65.

4 lentelé: Maksimalaus pelno — rizikos portfelio rodikliai

7, % 60,14
o, % 36,36
Sarpo rodiklis | 1,65

Sio maksimalaus pelno — rizikos rodiklio portfelio svoriai pateikti skri-
tulinéje diagramoje 13. [ portfelj jtrauktos tik 6 skirtingy jmoniy akcijos.
BEP, CSIQ, FSLR, VWS.CO akcijos liko nejtrauktos j portfelj dél gan zemy
Sarpo rodikliy ir gan stiprios koreliacijos su kity akcijy grazomis. Portfelyje
didziausia dalj sudaro ENPH, NEE akcijos.
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13 pav.: Maksimalaus pelno — rizikos rodiklio portfelio svoriai (sudaryta
autoreés)
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3.5 Efektyvumo frontas

Paveikslélyje 14 pavaizduoti visi anks¢iau gauti portfeliai:
e lygiu svoriy portfelis pazymeétas kvadratu (H);
o minimalios dispersijos portfelis pazymétas trikampiu (A);

¢ maksimalaus pelno — rizikos rodiklio portfelis pazymétas zvaigzdute
(%)-

Taip pat raudona kreive pazymétas jmanomy portfeliy, sudaryty is 10
pasirinkty jimoniy akcijy, efektyvumo frontas. Visi portfeliai priklausantys
efektyvumo frontui yra optimalus ir rizikos vengiantys investuotojai esant
vienodoms salygoms pirmenybe teiks Siems portfeliams priklausomai nuo
naudingumo funkcijos. Kadangi pasirinktos jmoniy akcijos yra rizikingos,
efektyvumo frontas yra hiperbolés formos (matoma is teiginio 2.5).

Toliau, tarp pasirinkty jmoniy akcijy yra jtraukiamas ir nerizikingas ak-
tyvas BIL. Sis nerizikingas aktyvas paveikslélyje (14) pazymétas tasku (e).
Meélynos spalvos kreive pazymétas efektyvumo frontas, kai nerizikingas ak-
tyvas yra jtrauktas. Efektyvumo frontas prasideda nuo ordinaciy asies, ties
BIL grazos verte (0,98%). Kaip ir apzvelgta teorinéje darbo dalyje, efekty-
vumo fronto forma Siuo atveju tampa tiesine.

Efektyvumo frontai (hiperbolinis ir tiesinis) lie¢iasi tik optimaliame tas-
ke (zymimame zvaigzdute) t.y. taske, kuriame yra maksimalaus pelno —
rizikos rodiklio portfelis (tai patvirtina teiginj 2.7).
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14 pav.: Efektyvumo frontas (sudaryta autorés)
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Darbe nagrinéjamos investicijy rusys, investavimas, Modernistiné port-
feliy formavimo teorija bei efektyvumo frontas. Atlikus mokslinés literatiuros
analize ir praktiskai pritaikius teorinius teiginius formuojant portfelius is 10
pasirinkty atsinaujinancios energetikos jmoniy akcijy ir sudarant efektyvu-
mo frontus galima daryti Sias iSvadas:

e Modernistiné portfeliy formavimo teorija teigia, kad investuotojai yra
rizikos vengiantys ir uz tam tikra tikétina graza renkasi maziau rizi-
kingus portfelius. Taip pat siekiant geriausio rizikos ir grazos santykio
butina diversifikuoti portfelj.

e Portfeliai, kurie priklauso efektyvumo frontui yra laikomi efektyviai
diversifikuotais. Portfelis, priklausantis efektyvumo frontui, yra pra-
nasesnis uz bet kurj kita portfelj, kuris nepriklauso efektyvumo frontui.

o Kai portfeliai sudaryti tik is rizikingy aktyvy, jy efektyvumo fron-
tas yra hiperbolés formos (dar vadinamas Markowitz kulka), o jei j
portfeliy formavimg yra jtraukiamas ir nerizikingas aktyvas, tuomet
efektyvumo fronto forma tampa tiesine.

e Analizuojant 2017 m. — 2022 m. pasirinkty atsinaujinancios ener-
getikos jmoniy akcijy pagrindinius rodiklius galima daryti prielaida,

37



jog investicija i sias akcijas buty gan rizikinga dél dideliy dispersijos
svyravimuy.

Naivus diversifikavimas yra paprasciausias diversifikavimo metodas,
kai investuojamas j visus aktyvus lygiomis dalimis, bet pagal naujau-
sius tyrimus Sis metodas gali buti toks pats veiksmingas kaip ir kiti
sudétingesni optimizavimo modeliai. Taciau atliktas tyrimas sio fakto
nepatvirtino, nes lyginant lygiy svoriy portfelj su gautu Maksimalaus
pelno — rizikos rodiklio portfeliu, lygiy svoriy portfelio Sarpo rodiklis
ir graza yra mazesni.

Palyginus suformuotus lygiy svoriy ir minimalios dispersijos portfelius,
Sarpo rodiklio reiksmé didesné lygiy svoriy portfelyje.

Tarp suformuoty portfeliy didziausia dispersija (rizika) maksimalaus
pelno — rizikos rodiklio portfelyje, tac¢iau Sarpo rodiklis Siuo atveju
taip pat aukscCiausias — graza virsija prisiimta rizika.

I minimalios dispersijos portfelj jtraukos 9 is 10 atsinaujinancios ener-
getikos jmoniy akcijos, tai reiskia, jog Sis portfelis yra labiau diver-
sifikuotas nei maksimalaus Sarpo rodiklio portfelis (jtraukos 6). Tai
patvirtina teiginj, jo norint sumazinti rizika reikia kuo labiau diversi-
fikuoti portfelj.

Aktyvai dél didelés dispersijos (rizikos) ar dél stiprios koreliacijos for-
muojant portfelj gali buti j ji nejtraukiami siekiant sumazinti portfelio
rizika.
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5 Priedai

import yfinance as yf

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import seaborn as sns

import scipy.optimize as optimize
import pandas as pd

from pandas_ datareader import data
from datetime import datetime

#Data import

bil = ’BIL’

bil_data = yf.download(bil, start=’2017—01—01", end='2022—12—-31")
tsla = "TSLA’

tsla_data = yf.download(tsla, start=’2017—01-01", end=’2022—12-31")
nee = ’'NEE’

nee_data = yf.download(nee, start='2017—01—-01", end=’2022—12—31")
vws = 'VWS.CO’

vws_data = yf.download (vws, start="2017—01—01", end=’2022—12—31")
bep = ’BEP’

bep_data = yf.download(bep, start="2017—01—-01", end='2022—12—31")
enph = "ENPH’

enph_data = yf.download (enph, start=’2017—01—01", end=’2022—12—-31")
fslr = ’FSLR’

fslr data = yf.download(fslr , start="2017—01—01", end=’2022—12—-31")
csiq = "CSIQ’

csiq_data = yf.download(csiq, start='2017—01-01", end='2022—12—-31")
orsted = ’ORSTED.CO’

orsted__data = yf.download(orsted, start=’2017—01—01", end=’2022—12—-31")

plug = ’PLUG’
plug_data = yf.download(plug, start="2017—01—-01", end=’2022—12—-31")
sedg = ’'SEDG’
sedg_data = yf.download(sedg, start="2017—01—-01", end='2022—12-31")

#Daily returns

bil data[’Daily Return’] = bil data[’Adj_Close’].pct_change()*100
tsla__data [ Daily Return’] = tsla_data[’Adj_.Close’].pct_change()*100
nee data| ’Daily Return’] = nee data[’Adj_.Close’].pct_change()*100
vws__data[ ’Daily__Return’] = vws_data]|’Adj.Close’].pct_change()*100
bep data[’Daily Return’] = bep_data|’Adj_.Close’|.pct_change()*100
enph_data|’Daily_ Return’] = enph_data|’ Adj_Close’].pct_change()*100
fslr data[’Daily Return’] = fslr data[’Adj_.Close’].pct_change()*100

41



csiq_data [ ’Daily_Return’] csiq_data [ Adj_.Close’].pct_change()*100

orsted__data [ ’Daily_Return’] = orsted_data[’Adj_Close’].pct_change()*100
plug data |’ Daily Return’] = plug data[’Adj_Close’].pct_change()*100
sedg_data | ’Daily_Return’] = sedg_data[’Adj_Close’].pct_change()*100

#Metines aritmetines grazos

vid_graza bil = bil data|’Daily Return’].mean()*252
vid__graza_tsla = tsla_data[ Daily Return’].mean()%252
vid graza nee = nee data[’Daily Return’].mean()*252
vid_graza_vws = vws_data|’Daily_ Return’].mean()*252
vid__graza_bep = bep_data|’Daily_Return’].mean()*252
vid graza enph = enph data[’Daily Return’].mean()*252
vid__graza_ fslr = fslr__data [’ Daily_Return’].mean()%252
vid graza csiq = csiq data |’ Daily Return’].mean()*252
vid__graza_orsted = orsted__data[’Daily_Return’].mean()*252
vid graza plug = plug data| Daily Return’].mean()*252
vid__graza_sedg = sedg_data|’Daily_ Return’].mean()*252

#Standard deviation
std_dev_bil = np.std(bil data[’Daily Return’].dropna()
std_dev_tsla = np.std(tsla_data|’Daily_Return’].dropna
std _dev_nee = np.std(nee data|’Daily Return’].dropna())*np.sqrt(252)
()
)

)*np.sqrt (252)
(
)
std_dev_vws = np.std(vws_data[’Daily_ Return’].dropna())*np.sqrt(252)
)
(
(
(

))*np.sqrt (252)

std_dev_bep = np.std (bep_data[’'Daily_Return’].dropna())*np.sqrt(252)
std_dev_enph = np.std (enph data[’Daily Return’].dropna())*np.sqrt(252)
std _dev_ fslr = np.std(fslr data[’Daily Return’].dropna())*np.sqrt(252)
std_dev_csiq = np.std(csiq_data|’Daily Return’].dropna())*np.sqrt(252)
std_dev_orsted = np.std(orsted data[’Daily_Return’].dropna())

*np.sqrt (252)

std_dev_plug = np.std(plug_data[’Daily_Return’].dropna())*np.sqrt(252)
std_dev_sedg = np.std(sedg data[ Daily Return’].dropna())*np.sqrt(252)

#Sharp ratio

sharpe_ratio_tsla = (vid_graza_tsla / std_dev_tsla)
sharpe_ratio_nee = (vid_graza_nee / std_dev_nee)
sharpe_ratio_vws = (vid_graza_vws / std_dev_vws)
sharpe_ratio_bep = (vid_graza_bep / std_dev_bep)
sharpe_ratio_enph (vid__graza_enph / std_dev_enph)
sharpe_ratio_ fslr = (vid_graza_fslr / std_dev_ fslr)
sharpe ratio_csiq (vid__graza_csiq / std_dev__csiq)
(

sharpe_ratio_orsted (vid__graza_orsted / std__dev_orsted)
sharpe_ratio_plug = (vid_graza_plug / std_dev_plug)
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sharpe_ratio_sedg = (vid_graza_sedg / std_dev_sedg)

#Covariance, Correlation, Inverse covariance matriz

end = datetime (2022, 12, 31)

start = datetime (2017, 1, 1)

tickers = (’TSLA’, ’NEE’, 'VWS.CO’, ’BEP’, ’ENPH’, 'FSLR’, ’CSIQ’,
"'ORSTED.CO’ , '"PLUG’, ’SEDG’)

df = pd.DataFrame ()

for ticker in tickers:
data = yf.download(ticker , start, end)
df[ticker] = data["Close"]

df=df.dropna ()
df .dropna (). plot (figsize = (20, 16))
df.pct__change ()

#Koreliaciju matrica
df.pct_change (). corr ()

sns . heatmap (df.pct__change ().corr (), cmap=’viridis’, annot = True)
plt.legend ().remove()

plt .show ()

#Kovariaciju matrica

df.pct_change ().cov ()

print (df.pct_change ().cov())

sns . heatmap (df.pct__change ().cov (), cmap=’viridis’, annot = True)
plt.legend ().remove()

plt .show ()

df.pct_change (). var()

print (df.pct_change (). var())

#Atvirstine kovariaciju matrica

inverse_matrix = np.linalg.inv(df.pct_change().cov())

row_labels = [’TSLA’, 'NEE’, "VWS.CO’, 'BEP’, ’ENPH’, 'FSLR’, ’CSIQ’,

'ORSTED.CO’ , 'PLUG’, ’SEDG’ |

col_labels = [’TSLA’, 'NEE’, 'VWS.CO’, 'BEP’, ’ENPH’, ’FSLR’, ’'CSIQ’,
'ORSTED.CO’ , ’PLUG’, ’SEDG’ |

print (inverse_matrix)

sns.heatmap (inverse_matrix , cmap=’viridis’, annot = True, fmt=".2f",
xticklabels=col_labels, yticklabels=row_labels)

plt.legend ().remove()

plt .show ()

43



#Portfeliu formavimas

data = yf.download ([ "TSLA’, ’NEE’, 'VWS.CO’, ’BEP’, 'ENPH’, 'FSLR’,
"CSIQ 7,

'ORSTED.CO’ , '"PLUG’, ’SEDG’]|, start='2017—01-01", end='2022—12-31")

close = data|’Adj_Close’|

returns = close.pct_change()*100

metines = returns.mean()*252

std = np.std(returns, ddof=1)xnp.sqrt(252)
Sharpe = metines/std

#100 000 portfeliu atsitiktinis modeliavimas
def pos_port(returns_ ):
returns_p = []
std_p = []
sharpe_p = |[]
weights_p = []
for i in range(100000):
w = np.random.random (10)
w /= np.sum(w)
weights_ p.append (w)
return__port = np.sum(returns__ .mean() * w) x 252
returns_ p.append(return_port)
std_port = np.sqrt(np.dot(w.T,
np.dot (returns__ .cov(), w))) % np.sqrt(252)
std_p.append(std_port)
sharpe_port = return_port / std_port
sharpe_p.append(sharpe_port)

returns__df = pd.DataFrame(returns_p)
std__df = pd.DataFrame(std_p)
return returns_df, std_df

#Lygiu svoriu portfelio formavimas

ones = np.ones((10,), dtype=int)

w_equal = ones / 10

r_equal = np.sum(returns.mean() * w_equal) * 252

std_equal = np.sqrt(np.dot(wt_equal.T, np.dot(returns.cov(
), w_equal))) % np.sqrt(252)

sharpe_equal = r_equal / std_equal

print (w_equal)

print (r__equal)
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print (std__equal)
print (sharpe_equal)

#Minimalios dispersijos porfelio formavimas
def min_var_port(returns_min_var):
def minimize_vol(weights):
vol = np.sqrt(np.dot(weights.T, np.dot(returns_min_var.cov (),
weights))) * np.sqrt(252)
return vol
constraints = ({’type’: ’eq’, ’'fun’: lambda x: np.sum(x)— 1})
bounds = ((0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1),
(0, 1)7 (07 1)7 (07 1)7 (07 1))
optimal vol = optimize.minimize (minimize vol, 10 % [1./10, ],
method="SLSQP’, bounds=bounds, constraints=constraints)
return optimal_vol
w_var = min_var_port(returns)[’'x’]
min_std = min_var_port(returns)[’fun’]
min_var_r = np.sum(returns.mean()*min_var_port(returns|[’x’])x252
sharpe_var = min_var_r/min_ std
print (w_var)
print (min_ std)
print (min var r)
print (sharpe_var)

# Maksimalaus Sharp rodiklio portfelio formavimas
def max_sharpe_ port(returns_max_sharpe):
def maximize_sharpe_ratio(weights):
return_ port = np.sum(returns_max_sharpe.mean() % weights)
* 252
std__portfolio = np.sqrt (np.dot(weights.T,
np.dot (returns_max_sharpe.cov (), weights))) % np.sqrt(252)
sharpe_port = return_port / std_port
return—sharpe_ port
constraints = ({’type’: ’eq’, ’fun’: lambda x: np.sum(x)— 1})
bounds = ((0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1)
(0, 1), (0,1), (0, 1), (0, 1), (0, 1))
optimal sharpe=optimize.minimize (maximize sharpe_ratio,
10 = [1./10, ],
method="SLSQP’, bounds=bounds, constraints=constraints)
return optimal sharpe
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max_ sh weights = max_sharpe_ port(returns)[’x’].round(3)

max_sh_returns = np.sum(returns.mean() % max_sh_weights) % 252

max_sh_std = np.sqrt (np.dot(max_sh_ weights.T, np.dot(
returns.cov (), max_sh_weights))) % np.sqrt(252)

sharpe_sh = max_sh_returns/max_sh_std

print (max_sh_weights)

print (max_sh_returns)

print (max_sh_std)

print (sharpe_sh)

# Efektyvumo frontas
def ef_ frontier (return_min, returns__ , returns_df_ e):
t_returns = np.linspace (return_min, returns_df e, 60)

def minimize vol(weights):
vol = np.sqrt(np.dot(weights.T, np.dot(returns__ .cov (),
weights))) % np.sqrt(252)
return vol

bounds = ((0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1),

(07 1)’ (Oal)v (0’ 1)7 (07 1)7 (07 1))

min_vol = []

for t in t_ returns:
constraints = ({’type’: ’eq’, ’'fun’: lambda x:
np.sum(returns___ .mean() * x) x 252 — t} ,{ type’: ’eq’, ’fun’:
lambda x: np.sum(x) — 1})
optimal = optimize.minimize (minimize vol, 10 % [1. / 10, ],

method="SLSQP’, bounds=bounds, constraints=constraints)
min_vol.append (optimal [ "fun’])

min_vol = np.array (min_vol)
t_returns = np.array(t_returns)
return min_vol, t_returns

max_eff = 75
min eff =0
min_vol_, t_returns = ef_ frontier (min_var_r, returns, max_ eff)

plt.scatter (std_df , returns_df_ , c=(returns_df_ / std_df ),
cmap="viridis ', marker="0’, s=5, zorder=—1, edgecolors="black’)
plt.grid (True, zorder=1)

plt.colorbar(label="Sarpo_rodiklis )

plt.plot (min_vol , t_returns, color="black’, linewidth=2, zorder=—1)
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plt.scatter (std_equal, r_equal, marker="%", s=60,

color="red’, linewidths=4)

plt.scatter (min_std, min_var_r, marker="v’, s=60,
color="red’, linewidths=4)

plt.scatter (max_sh_std, max_sh_returns, marker=’"s’, s=60,
color="red’, linewidths=4)

plt.xlabel (’Standartinis_nuokrypis’)
plt.ylabel (’Graza’)
plt .show ()
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