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�YM 
EJIMAI

d, j, k, l,m, n,N - nat	uralieji skai£iai

p - pirminis skai£ius

N - nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e

Z - sveiku�ju� skai£iu� aib
e

R - realiu�ju� skai£iu� aib
e

C - kompleksiniu� skai£iu� aib
e

i - menamasis vienetas: i =
√
−1

s = σ + it - kompleksiniai kintamieji

<s = σ - kompleksinio kintamojo s realioji dalis

=s = t - kompleksinio kintamojo s menamoji dalis

meas{A} - aib
es A Lebego matas

H(D) - analiziniu� srityje D funkciju� erdv
e
D−−−→

T→∞
- silpnas konvergavimas

B(S) - erdv
es S Borelio aibiu� klas
e

EX - atsitiktinio elemento X vidurkis

γ - vienetinis apskritimas, t. y. {s ∈ C : |s| = 1}

B - dydis apr
eºtas konstanta (O didysis atitikmuo)

A M Aτ - aibiu� A ir Aτ simetrinis skirtumas

mH - Haro matas

ρ - metrika analiziniu� funkciju� H(D) erdv
eje

IA - aib
es A indikatoriaus funkcija

Γ(s) - Oilerio gama funkcija, apibr
eºta formule

Γ(s) =
∞∫
0

e−xxs−1, pusplok²tum
eje σ > 0

Teoremos, lemos ir formul
es visame darbe yra numeruojamos i² eil
es, neatsiºvelgiant i�

skyriu� ar poskyriu� numeracij¡.
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I�VADAS

Analizin
eje skai£iu� teorijoje vienas i² pagrindiniu� objektu� yra dzeta funkciju� reik²miu�

pasiskirstymo tyrimas. Tai kompleksinio kintamojo funkcijos, kurios tam tikroje paplok²-

tum
eje C yra i²rei²kiamos Dirichl
e (Dirichlet) eilut
emis. Kai kurios i² ju� gali b	uti uºra²omos

Oilerio (Euler) sandaugomis.

Pati ºinomiausia i² dzeta funkciju� yra Rymano (Riemann) dzeta funkcija ζ(s), pusplok²-

tum
eje σ > 1 i²rei²kiama eilute bei sandauga

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
=
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

.

ζ(s) funkciju� reik²miu� pasiskirstym¡ pirmieji nagrin
ejo H. Boras (Bohr) ir B. Jese-

nas (Jessen) apie 1930 m. V
eliau ju� gautus rezultatus prapl
et
e ir pagerino A. Go²as

(Ghosh), B. Bag£i (Bagchi), K. Macumoto (Mathumoto), J. �toidingas (Steuding) ir eil
e

kitu� matematiku�. Lietuvoje ²ioje srityje dirba(-o) A. Laurin£ikas, E. Stankus, R. Garunk²-

tis, R. Ka£inskait
e, R. �leºevi£ien
e (Steuding), D. �iau£i	unas, J. Genys, V. Garbaliauskien
e,

R. Macaitien
e ir kiti.

Mes savo darbe nagrin
esime Oilerio sandaugas L(s).

Oilerio sandaugos L(s) yra apibr
eºiamos formule

L(s) = eiw
∏
p

1

(1− α1pp−s) . . . (1− αdpp−s)
. (1)

αjp yra kompleksiniai skai£iai, w ∈ R, d � nat	uralusis skai£ius, 1 ≤ j ≤ d, ir p ºymi pirmini�

skai£iu�. Taip pat jas galima i²reik²ti Dirichl
e eilute

F (s) =
∞∑
n=1

a(n)

ns
. (2)

Tarkime, kad yra tenkinamos ²ios hipotez
es [1]:

(I) L(s) turi Oilerio sandaugas (1) tokias, kad tam tikriems �ksuotiems θ ∈ [0; 1
2
) ir

j = 1, . . . , d,

|αjp| ≤ pθ; (3)

(II) s¡ry²is ∑
p≤X

d∑
j=1

|αjp|2 = O(X1+ε) (4)

galioja kiekvienam ε > 0;
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(III) L(s) turi analizini� prat¦sim¡ i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡ C kaip baigtin
es eil
es

meromor�n
e funkcija su baigtiniu poliu�, priklausan£iu� tiesei <s = 1, skai£iumi ir tenkinan£i¡

funkcin¦ lygti�

G(s)L(s) = G(1− s)L(1− s), (5)

kur

G(s) = Qs

n∏
h=1

Γ(λhs+ µh)

ir Q > 0, λh > 0, <(µh) ≥ 0;

(IV) L(s) koe�cientai turi tenkinti lygyb¦∑
p≤X

aj(p)ak(p)

p
= δnjk log logX + c+O

(
1

logX

)
(6)

tam tikroms teigiamoms konstantoms njk ir X ≥ 2.

I² (II) hipotez
es i²plaukia, kad L(s) konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje <s > 1

ir kaip Oilerio sandaugos, ir kaip Dirichl
e eilut
e. (I) s¡lyga parodo, kad L(s) 6= 0, kai

<s > 1. I² (III) hipotez
es i²plaukia, kad sandauga G(s)L(s) yra holomor�n
e, i²skyrus

tam tikrus simetri²kai i²sid
es£iusius polius, i²ilgai tiesiu� <s = 0 ir <s = 1. Pagal Fragmeno-

Lindeliofo (Phragmén-Lindelöf) prielaid¡ funkcija L(s) tur
es polinomini� augim¡ kiekvienoje

vertikalioje juostoje. (5) funkcin
e lygtis turi b	uti normuojama taip, kad 1 b	utu� ²aknis.

Sandaugos G(s)L(s) reik²m
e yra reali kritin
eje ties
eje <s = 1
2
.

Magistro darbo tikslas � i�rodyti ribin¦ teorem¡ silpno tikimybinio mato konvergavimo

prasme Oilerio sandaugoms analiziniu� funkciju� erdv
eje.

Prisiminsime, kad silpnasis tikimybiniu� matu� Pn konvergavimas i� mat¡ P rei²kia, kad

lim
n→∞

∫
S

fdPn =

∫
fdP

kiekvienai realiai tolydºiai apibr
eºtai funkcijai f erdv
eje S. �is faktas dar yra ºymimas

Pn ⇒ P .

Kaip buvo paºym
eta ank²£iau, pagal (I) ir (III) hipotezes, Oilerio sandaugos L(s) yra

analizin
es pusplok²tum
eje D = {s ∈ C : σ > 1 + θ}.

Paºym
ekime meas{A} ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego mat¡, ir tegul, kai T > 0,

νT (. . .) =
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : . . .},

kur vietoj ta²ku� i�ra²omos s¡lygos, kurias tenkina τ . B(S) paºymime erdv
es S Borelio aibiu�

klas¦.
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Kad gal
etume suformuluoti ribin¦ teorem¡ funkcijai L(s), reikalinga tam tikra topologin
e

strukt	ura.

Paºymime γ vienetini� apskritim¡ kompleksin
eje plok²tumoje, t. y., γ = {s ∈ C : |s| =

1}, ir

Ω =
∏
p

γp,

kur γp = γ visiems pirminiams p. Pagal Tichonovo (Tichonov) teorem¡ (ºr. 2 skyrius, 2

teorema) begaliniamatis toras Ω su sandaugos topologija ir pata²kine daugyba yra kompak-

tin
e topologin
e Abelio grup
e. Taigi, egzistuoja tikimybinis Haro (Haar) matas mH erdv
eje

(Ω,B(Ω)). Tod
el gauname tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH). Tegul ω(p) yra ω ∈ Ω projekcija

i� koordinatin¦ erdv¦ γp. Haro matas mH tore Ω yra tikimybiniu� Haro matu� mHp sandauga

atitinkamose koordinatin
ese erdv
ese γp, t. y.,

mH{ω : ω ∈ A} =
∏
p

mH{ω : ω(p) ∈ Ap},

kur Ap yra aib
es A ∈ B(Ω) projekcija i� γp. Taigi {ω(p) : p yra pirminis} yra nepriklausomu�,

kompleksines reik²mes i�gijan£iu� atsitiktiniu� elementu� seka, apibr
eºiama tikimybin
eje erdv
eje

(Ω,B(Ω),mH). Imkime

ω(m) =
∏
pr‖m

ωr(p), (7)

kur pr‖m rei²kia, kad pr|m, bet pr+1 6 |m. Tokiu b	udu gauname funkcijos ω(p) prat¦sim¡ i�

vis¡ nat	uraliu�ju� skai£iu� aib¦ kaip pilnai multiplikatyvi¡ unimoduliari¡j¡ funkcij¡ g : N→ γ

ir |ω(m)| = 1.

Paºymime H(D) analiziniu� srityje D funkciju� erdv¦ su tolygaus konvergavimo kompak-

tuose topologija. Tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH) apibr
eºkime H(D)-reik²mi� atsitiktini�

element¡ formul
emis

L(s, ω) =
∞∑
k=1

a(k)ω(k)

ks
=
∏
p

d∏
j=1

(
1− ω(pm)αjpm

psm

)−1

, s ∈ D, ω ∈ Ω.

P paºym
ekime atsitiktinio elemento L(s, ω) skirstini�, t. y.,

P (A) = mH{ω ∈ Ω : L(s, ω) ∈ A}, A ∈ B(H(D)).

1 teorema. Tarkime, kad funkcija L(s) tenkina (I) � (IV) hipotezes. Tada tikimybinis

matas

PT (A) =
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : L(s+ iτ) ∈ A}, A ∈ B(H(D)),

silpnai konverguoja i� P , kai T →∞.
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1. �INOMOS TEOREMOS

�iame skyriuje pateiksime ºinomus matematinius rezultatus, kuriuos naudosime i�rodydami

pagrindini� darbo tvirtinim¡.

�iame skyriuje pateiktu� teoremu� i�rodymus arba detalesnes nuorodas galima rasti nurody-

tuose atitinkamuose literat	uros ²altiniuose.

2 teorema (Tichonovo). Bet kokiu� kompakti²ku� topologiniu� erdviu� Dekarto sandauga

sandaugos topologijos atºvilgiu yra kompaktas.

Tai � 5.1.4 teorema i² [2].

3 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai elementai X1, X2, ... yra ortogonal	us ir

∞∑
m=1

E|Xm|2 ln2m <∞.

Tada eilut
e
∞∑
m=1

Xm

konverguoja beveik tiktai.

Tai � 1.2.9 teorema i² [2].

4 teorema. Jeigu Dirichl
e eilut
e konverguoja ta²ke s0 = σ0 + it, tada ji konverguoja

kiekviename ta²ke s, kai σ > σ0, tolygiai pusplok²tum
es σ > σ0 kompaktuose.

Tai � 2.1.3 i²vada i² [2].

5 teorema. Tarkime Dirichl
e eilut
e
∞∑
m=1

g(m)

ms

su multiplikatyviais koe�cientais g(m) konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > σ0. Tada

²ioje pusplok²tum
eje galioja s¡ry²is

∞∑
m=1

g(m)

ms
=
∏
p

∞∑
α=0

g(pα)

pαs
.

Tai � 2.3.3 i²vada i² [2].

6 teorema (Kolmogorovo (Kolmogorov)). Tegul X1, X2, ... yra nepriklausomi atsitik-

tiniai elementai. Jeigu eilut
es

∞∑
m=1

EXm ir
∞∑
m=1

E(Xm − EXm)2
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konverguoja, tada eilut
e
∞∑
m=1

Xm

konverguoja beveik tikrai.

Tai � 1.2.11 teorema i² [2].

7 teorema. Tegul {Qn} yra tikimybiniu� matu� seka erdv
eje (γm,B(γm)), o {gn(k1, ..., km)}

yra atitinkamu� Furj
e (Fourier) transformaciju� seka. Tarkime, kad kiekvienai sveiku�ju� skai£iu�

(k1, ..., km) aibei egzistuoja riba

g(k1, ..., km) = lim
n→∞

gn(k1, . . . , km).

Tada egzistuoja tikimybinis matas Q erdv
eje (γm,B(γm)) toks, kad Qn ⇒ Q. Be to,

{gn(k1, ..., km)} yra mato Q Furj
e transformacija.

Tai � 1.3.19 teorema i² [2].

8 teorema. Tegul h : S → S1 yra tolydºioji funkcija. Tada Pn ⇒ P rei²kia, kad Pnh
−1 ⇒

Ph−1.

Tai � 1.1.16 teorema i² [2].

9 teorema (Birchofo-Kin£ino (Birkho�-Kchinchine)). Tegul T yra i²matuojama,

mat¡ i²sauganti ergodin
e transformacija erdv
eje (Ω̃,F ,m). Tada kiekvienam f ∈ L1(Ω,F ,m),

beveik visiems ω ∈ Ω̃

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f(T kω) = E(f).

Tai � 1.6.6 teorema i² [2].

10 teorema (Stirlingo (Stirling) formul
e).

|Γ(s)| =
√

2π|t|σ−1/2e−
π|t|
2 (1 +B|t|−1), |t| > t0,

kur B yra apr
eºtas pagal s juostoje c23 ≤ σ ≤ c24.

Tai � 3.2.21 formul
e i² [2].

11 teorema (Melino (Mellin) perstatymo formul
e). Tegul a ir b yra teigiami skai£iai.

Tada yra teisinga formul
e

1

2πi

b+i∞∫
b−i∞

Γ(s)a−sds = e−a.

Tai � 5.4.1 lema i² [2].
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12 teorema (Montelo (Montel)). Jeigu analiziniu� funkciju� srityje G ²eima yra tolygiai

apr
eºta kiekviename G kompakti²kame poaibyje, tada ji yra kompaktas.

Tai � 5.5.2 teorema i² [5].

13 teorema. Pn ⇒ P tada ir tik tada, jeigu kiekviename posekyje {Pn′} yra kitas posekis

{Pn′′} toks, kad Pn′′ ⇒ P .

Tai � 1.1.9 teorema i² [2].

14 teorema (reziduumu�). Jei funkcija f(z) yra analizin
e uºdaroje srityje D i²skyrus

baigtini� skai£iu� izoliuotu�ju� ypatingu�ju� ta²ku� z1, z2, ..., zn srities D viduje, tai

1

2πi

∮
δD

=
n∑
k=1

Res
z=zk

f(z).

Tai � 5.10 teorema i² [3].

15 teorema (Ko²i (Cauchy) integralin
e formul
e). Jei funkcija f(z) yra vienareik²m
e

ir analizin
e srityje G, o L yra uºdaroji i²tiesinamoji �ordano kreiv
e, priklausanti sri£iai G

kartu su vidine sritimi D, tai

1

2πi

∮
L

f(z)dz

z − a
=

f(a), kai a ∈ D,

0, kai a ∈ G\D.

Tai � 3.12 teorema i² [3].

16 teorema (Ko²i-�varco (Cauchy-Schwarz) nelygyb
e). Bet kurioms ma£iosioms

realiosioms arba kompleksin
ems funkcijoms f ir g, apibr
eºtoms ma£ioje erdv
eje (S,B(S)),

teisinga nelygyb
e

∫
S

|f(s)g(s)|µ(ds) ≤

∫
S

|f(s)|2µ(ds)

1/2∫
S

|g(s)|2µ(ds)

1/2

.

Teorema i² [4].

17 teorema (�eby²ovo (Chebyshev) nelygyb
e). Tegul X yra reali¡ reik²m¦ i�gyjantis

atsitiktinis dydis, h : R→ [0,∞) yra neneigiama funkcija ir a > 0. Tada

P{ω ∈ Ω : h(X) ≥ a} ≤ 1

a
Eh(X).

Tai � 3.7 lema i² [3].

18 teorema (pirmoji Prochorovo (Prokhorow)). Jeigu tikimybiniu� matu� {P} ²eima

yra suspausta, tada ji yra reliatyviai kompakti²ka.
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Tai � 1.1.12 teorema i² [2].

19 teorema (antroji Prochorovo). Tarkime S yra separabili pilna metrin
e erdv
e. Jeigu

tikimybiniu� matu� {P} ²eima erdv
eje (S,B(S)) yra reliatyviai kompakti²ka, tada ji yra su-

spausta.

Tai � 1.1.13 teorema i² [2].

20 teorema. Tegul G yra jungi sritis kompleksin
eje plok²tumoje. Tada H(G) yra pilnai

separabili metrin
e erdv
e.

Tai � 3.15 teorema i² [5].
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2. PAGALBINIAI REZULTATAI

�iame skyriuje i�rodysime teiginius, kurie reikalingi pagrindin
es � pirmosios � teoremos

i�rodymui.

2.1. H(D)-reik²mio atsitiktinio elemento apibr
eºimas

21 lema. Funkcija L(s, ω), kai s ∈ D ir ω ∈ Ω, apibr
eºiama eilute

L(s, ω) =
∞∑
k=1

a(k)ω(k)

ks
(8)

yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elementas tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH).

I�rodymas. Jeigu ω(k) ≡ 1, tada L(s, ω) = L(s), kai σ > 1.

Tegul σ1 > 1 + θ yra �ksuotas skai£ius ir, kai k ∈ N,

ξk = ξk(ω) =
a(k)ω(k)

kσ1
.

Tada {ξk} yra kompleksines reik²mes i�gyjan£iu� atsitiktiniu� elementu� seka erdv
eje (Ω,B(Ω),mH).

Nesunku rasti, kad

Eξkξn =
a(k)a(n)

kσ1nσ1

∫
Ω

ω(k)ω(n)dmH

=


|a(k)|2
k2σ1

, jeigu k = n,

0, jeigu k 6= n.

Tai rei²kia, kad seka {ξk} yra paporiui ortogonaliu� atsitiktiniu� elementu� seka. Kadangi

σ1 > 1 + θ ir |ω(k)| = 1, tai

E|ξk|2 =
|a(k)|2

k2σ1
.

I² £ia ir i² (I) hipotez
es gauname, kad eilut
e

∞∑
k=1

E|ξk|2(log k)2 =
∞∑
k=1

|a(k)|2

k2σ1
(log k)2

konverguoja. Taigi, pagal 3 teorem¡ eilut
e

∞∑
k=1

ξk

11



konverguoja beveik tikrai, t. y. eilut
e
∞∑
k=1

a(k)ω(k)

kσ1

konverguoja beveik visiems ω ∈ Ω Haro mato mH atºvilgiu. I² £ia ir 4 teoremos seka, kad

beveik visiems ω ∈ Ω, (8) eilut
e konverguoja tolygiai pusplok²tum
es σ > σ1 kompaktiniuose

poaibiuose. Parinkime

σ1 = 1 + θ +
1

l
, kai l ∈ N,

o Al paºym
ekime aib¦ tokiu� ω ∈ Ω, kad (8) eilut
e konverguotu� tolygiai pusplok²tum
es

σ > 1
2

+ θ + 1
l
kompaktiniuose poaibiuose. Tada, visiems l ∈ N, turime, kad mH(Al) = 1.

Dabar tegul

A =
∞⋂
l=1

Al.

Tada mH(A) = 1 ir su ω ∈ Ω, lemos eilut
e konverguoja tolygiai kompaktiniuose aib
es D

poaibiuose. Kadangi kiekvienas nagrin
ejamos eilut
es narys yra H(D)-reik²m
e funkcija, tai

lema i�rodyta.

22 lema. Beveik visiems ω ∈ Ω, sandauga∏
p

m∏
j=1

(
1− αjpmω(pm)

ps

)−1

(9)

konverguoja tolygiai kompaktiniame aib
es D poaibyje, ir galioja lygyb
e
∞∑
k=1

a(k)ω(k)

ks
=
∏
p

m∏
j=1

(
1− αjpmω(pm)

ps

)−1

.

I�rodymas.Atsiºvelgiant i� s¡lygas koe�cientams αjpm ir (7), (9) sandaug¡ galima uºra²yti

tokiu pavidalu ∏
p

(
1 +

∞∑
j=1

αjpmω
j(p)

pjs

)
.

Pusplok²tum
eje σ > 1 tiek eilut
e, tiek sandauga, esan£ios lemos tvirtinime konverguoja ab-

soliu£iai bet kuriam ω ∈ Ω, ir atsiºvelgiant i� 5 teorem¡, galioja lemos lygyb
e. Belieka i�rodyti,

kad sandauga konverguoja tolygiai beveik visiems ω ∈ Ω kompaktiniuose D poaibiuose.

Tarkime, kiekvienam pirminiam p

xp(s, ω) =
∞∑
j=1

αjpmω
j(pm)

pjs
(10)

ir

yp(s, ω) =
αjpmω(pm)

ps
.
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Tada

L(s, ω) =
∏
p

(1 + xp(s, ω)).

Atsiºvelgdami i� tolygu�ji� eilu£iu� konvergavim¡ srityje D, gauname, kad xp(s, ω) yra H(D)-

reik²mis atsitiktinis elementas kiekvienam p. Taikydami (I) hipotez¦, pana²iu b	udu kaip 21

lemoje, randame, kad eilut
e ∑
p

|xp(s, ω)|2

konverguoja tolygiai kompaktiniame D poaibyje. Taigi, norint gauti beveik tikr¡ (9) san-

daugos konvergavim¡, belieka parodyti, kad eilut
e∑
p

xp(s, ω) (11)

konverguoja beveik tikrai.

Pagal (I) hipotez¦

|xp(s, ω)− yp(s, ω)| ≤
∞∑
j=2

|αjpm |
pjσ

= B
∞∑
j=2

1

pjθ−jσ
= B

1

p2θ−2σ
.

Taigi eilut
e ∑
p

|xp(s, ω)− yp(s, ω)|

konverguoja tolygiai kompaktiniuose D poaibiuose visiems ω ∈ Ω. Tod
el (11) eilut
es elgesio

nagrin
ejimas gali b	uti pakeistas eilut
es ∑
p

yp(s, ω) (12)

nagrin
ejimu.

yp(s, ω) yra nepriklausomu� H(D)-reik²miu� atsitiktiniu� elementu� seka. Ji seka i² projek-

cijos ω(p) apibr
eºimo, kai Eyp(s) = 0. Be to, i² (I) hipotez
es

E|yp(s)|2 =
|αpj(p)|2

p2σ
= B

1

p2θ−2σ
,

taigi ∑
p

E|yp(s)|2(log p)2 <∞, s ∈ D.

Vadinasi, pagal 6 teorem¡ (Kolmogorovo), (12) eilut
e konverguoja beveik visiems ω ∈ Ω,

kiekvienam �ksuotam s ∈ D. Atsiºvelgiant i� konverguojan£ios Dirichl
e eilut
es savybes,

konvergavimas yra tolygus kompaktiniuose aib
es D poaibiuose beveik visiems ω ∈ Ω. I² £ia

gauname, kad (12) eilut
e konverguoja tolygiai beveik visiems ω ∈ Ω kompaktiniuose aib
es

D poaibiuose. Tai i�rodo lem¡.
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2.2. Ribin
es teoremos Dirichl
e daugianariams

Tegul a(n) ∈ C,

pN(s) =
N∑
n=1

a(n)

ns
.

Imkime bet koki¡ kompleksin
es plok²tumos C sriti� G, joje apibr
eºkime tikimybini� mat¡

PT,pN (A) = νT,N(pN(s+ iτ) ∈ A), A ∈ B(H(G)).

23 lema. Egzistuoja tikimybinis matas PpN erdv
eje (H(D),B(H(D)),mH) toks, kad matas

PT,pN silpnai konverguoja i� PpN , kai T →∞.

I�rodymas. Tegul p1, . . . , pd yra skirtingi pirminiai, kurie dalija

N∏
n=1

a(n)6=0

n, (13)

ir

Ωd =
d∏
j=1

γpj ,

kur γpj = γ, visiems j = 1, . . . , d. Apibr
eºiame funkcij¡ h : Ωd → H(G) formule

h(x1, . . . , xd) =
N∑
n=1

a(n)

ns

( ∏
p
βj
m xj‖n
j≤d

x
βj
j

)−1

, (x1, . . . , xd) ∈ Ωd,

kur βj yra skai£iaus n pirminiu� dalikliu� pm laipsniai.

Neabejotinai, funkcija h yra tolydi aib
eje Ωd, ir

pN(s+ iτ) = h(piτ1 , . . . , p
iτ
d ). (14)

Dabar apibr
e²ime tikimybini� mat¡

QT (A) = νT (τ ∈ [0, T ] : (piτ1 , . . . , p
iτ
d ) ∈ A), A ∈ B(Ωd).

Kai n1, . . . , nd ∈ N, mato QT Furj
e transformacija gT (n1, . . . , nd) yra i²rei²kiama formule

gT (n1, . . . , nd) =

∫
Ωd

xn1
1 . . . xndd dQT

=
1

T

∫ T

0

d∏
j=1

p
iτnj
j dτ

14



=


1, jeigu (n1, . . . , nd) = (0, . . . , 0),

exp{iT
∑d
j=1 nj log pj}−1

iT
∑d
j=1 nj log pj

, jeigu (n1, . . . , nd) 6= (0, . . . , 0).

Kadangi pirminiu� skai£iu� logaritmai yra tiesi²kai nepriklausomi vir² racionaliu�ju� skai£iu�

lauko, tai randame, kad

lim
T→∞

gT (n1, . . . , nd) =

1, jeigu (n1, . . . , nd) = (0, . . . , 0),

0, jeigu (n1, . . . , nd) 6= (0, . . . , 0).

(15)

Taigi pagal 7 teorem¡ matas QT silpnai konverguoja i� Haro mat¡mH erdv
eje (Ω,B(Ω),mH),

kai T →∞. Atsiºvelgiant i� funkcijos h tolydum¡, (14) formul¦ ir 8 teorem¡, gauname, kad

tikimybinis matas PT,pN silpnai konverguoja i� Haro mat¡ mHh
−1, kai T → ∞. Tai i�rodo

lem¡.

Tegul g(n), n ∈ N, yra pilnai multiplikatyvi aritmetin
e funkcija, |g(n)| = 1 ir

pN(s, g) =
N∑
n=1

a(n)g(n)

ns
.

Apibr
eºiame tikimybini� mat¡ P̃T,pN (A) formule

P̃T,pN (A) = νT (τ ∈ [0, T ] : pN(s+ iτ, g) ∈ A), A ∈ B(H(G)).

Dabar parodysime, kad matas mHh
−1 yra nepriklausomas nuo g.

24 lema. Abu tikimybiniai matai PT,pN ir P̃T,pN silpnai konverguoja i� t¡ pati� mat¡, kai

T →∞.

I�rodymas. Tegul p1, . . . , pd yra tokie pat kaip 23 lemos i�rodyme. Apibr
eºiame funkcij¡

h1 : Ωd → Ωd formule

h1(x1, . . . , xd) = (x1e
−iη1 , . . . , xde

−iηd),

kur ηj = arg g(pj), j = 1, . . . , d.

Pagal 21 lem¡ tikimybiniai matai PT,pN ir P̃T,pN silpnai konverguoja atitinkamai i� matus

mHh
−1 ir mH h̃

−1, kur funkcija h̃ yra apibr
eºiama pana²iu b	udu kaip h. Paprasta parodyti,

kad

h̃(x1, . . . , xd) =
N∑
n=1

a(n)

ns

∏
p
βj
m
j≤d

eiβjηjx
−βj
j

=
N∑
n=1

a(n)g(n)

ns

(∏
p
βj
m
j≤d

xβj
)−1

15



= h(h1(x1, . . . , xd)).

Taigi,

mH h̃
−1 = mH(h(h1))−1 = mH(h1)−1h−1. (16)

Kadangi Haro matasmH yra invarianti²kas poslinkio atºvilgiu, aib
eje Ωd turime, kadmHh
−1
1 =

mH . I² £ia ir (16) i²plaukia

mH h̃
−1 = mHh

−1.

Lema yra i�rodyta.

2.3. Ergodiniai elementai

Tegul aτ = {p−iτ : p yra pirminis}, kai τ ∈ R. Apibr
eºiame transformacij¡ ϕτ aib
eje Ω,

imdami

ϕτ (ω) = aτω, (17)

kai ω ∈ Ω. Tada ϕτ yra i²matuojama, mat¡ i²sauganti transformacija erdv
eje (Ω,B(Ω),mH).

Priminsime, kad aib
e A ∈ B(Ω) yra vadinama invariantine aibe transformacijos ϕτ atºvil-

giu, jeigu aib
es A ir Aτ = ϕτ (A) skiriasi viena nuo kitos nuliu� mH-matu� aibe, t. y.,

mH(A4Aτ ) = 0,

kur4 ºymi simetrini� aibiu� A ir Aτ skirtum¡. Vienparametrin
e grup
e yra vadinama ergodine,

jeigu jos σ-k	unas sudarytas tik i² aibiu�, turin£iu� Haro mat¡ lygu� 0 arba 1.

25 lema. Transformacija {ϕτ : τ ∈ R} yra ergodin
e.

I�rodymas. Tegul A ∈ B(Ω) yra tokia, kad mH(A4Aτ ) = 0. Parodysime, kad mH(A) =

0 arba mH(A) = 1.

Tarkime, χ yra aib
es Ω netrivialus charakteris ir imkime

ω(r) =
ω(l)

ω(k)
,

kur ω ∈ Ω, r yra teigiamas racionalusis skai£ius, ir r = l
k
, (l, k) = 1. Tada gauname,

kad funkcija ω ∈ Ω gali b	uti prat¦sta i� teigiamu� racionaliu�ju� skai£iu� aib¦. Tegul χr :

Ω → γ yra apibr
eºiamas lygybe χr(ω) = ω(r), ω ∈ Ω. Tada χr yra aib
es Ω charakteris

kiekvienam �ksuotam racionali¡jam skai£iui r. Kita vertus, bet kuriam charakteriui χ i²
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aib
es Ω egzistuoja toks teigiamas racionalusis r, kad χ = χr, nes aib
es Ω dualioji grup
e

apibr
eºiama kaip tiesiogin
e suma
⊕
p

Zp, kur Zp = Z bet kuriems pirminiams p.

IA paºym
ekime aib
es A indikatoriaus funkcij¡. Kadangi aib
e A yra invariantin
e, tai

IA(aτω) = IA(ω) (18)

beveik visiems ω ∈ Ω Haro mato mH atºvilgiu.

Tegul χ yra kuris nors aib
es Ω netrivialusis charakteris. Kaip buvo paºym
eta ank²£iau,

egzistuoja toks racionalusis skai£ius r, kad χ = χr. I² £ia ir χr apibr
eºimo seka, kad

χ(aτ ) = r−iτ .

Taigi, galime rasti τ = τ0 toki�, kad χ(aτ0) 6= 1.

Atsiºvelgiant i� Furj
e transformacijos apibr
eºim¡ ir Haro mato savybes, indikatoriaus

funkcijos IA Furj
e transformacija ĨA yra

ĨA(χ) =

∫
Ω

χ(ω)IA(ω)mH(dω)

=

∫
Ω

χ(ω)IA(aτ0ω)mH(dω)

= χ(aτ0)

∫
Ω

χ(ω)IA(ω)mH(dω)

= χ(aτ0)ĨA.

Kadangi χ(aτ0) 6= 1 parinkus τ0, i² £ia gauname, kad ĨA(χ) = 0 visiems netrivialiesiems

aib
es Ω charakteriams.

Dabar tegul χ0 yra aib
es Ω trivialusis charakteris, t. y., χ0(ω) = 1 visiems ω ∈ Ω.

Tarkime, kad ĨA(χ0) = u. Kadangi lygyb
es

∫
Ω

χ(ω)mH(dω) =

1, jeigu χ = χ0,

0, jeigu χ 6= χ0,

tenkinamos ir ĨA(χ) = 0 bei ĨA(χ0) = u, tai randame, kad

ĨA(χ) = u

∫
Ω

χ(ω)mH(dω) = uĨA(χ) = u(χ)

kiekvienam aib
es Ω charakteriui χ. Funkcija IA(ω) yra vienareik²mi²kai apibr
eºiama jos

Furj
e transformacija, tod
el IA(ω) = u beveik visiems ω ∈ Ω. Kadangi IA(ω) yra aib
es A

indikatorius, tod
el gauname, kad u = 0 arba u = 1. Taigi, IA(ω) = 0 beveik visiems ω ∈ Ω

arba IA(ω) = 1 beveik visiems ω ∈ Ω. Taigi, mH(A) = 0 arba mH(A) = 1. Lema yra

i�rodyta.
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26 lema. Tegul σ > 1
2

+ θ. Tada∫ T

0

|L(σ + it, ω)|2dt = BT, T →∞,

beveik visiems ω ∈ Ω.

I�rodymas. Tegul, kai n ∈ N,

ξn(σ, ω) =
a(n)ω(n)

nσ
.

Kadangi seka ξn(σ, ω) apibr
eºia paporiniu� ortogonaliu� atsitiktiniu� elementu� sek¡ su antru

momentu

E|ξn(σ, ω)|2 =
|a(n)|2

n2σ
,

tada atsitiktinis kintamasis ξ(σ, ω) yra

ξ(σ, ω) =
∣∣ ∞∑
n=1

ξn(σ, ω)
∣∣2 = |L(σ, ω)|2

ir

Eξ(σ, ω) =
∞∑
n=1

E|ξn(σ, ω)|2 =
∞∑
n=1

|a(n)|2

n2σ
<∞. (19)

Paskutin
es eilut
es konvergavimas seka i² (I) hipotez
es. Lengva pasteb
eti, kad

ξ(σ, ϕτ (ω)) = |ξ(σ, aτω)|2 = |ξ(σ + iτ, ω)|2

= |L(σ, aτω)|2 = |L(σ + it, ω)|2 (20)

kiekvienai transformacijai apibr
eºiamai (17) formule. Kadangi Haro matas mH yra invari-

antas, lygyb
e mH(ϕτ (A)) = mH(A) tenkinama kiekvienam A ∈ B(Ω) ir kiekvienam τ ∈ R.

Taigi, |L(σ+ it, ω)|2 yra stipriai stacionarus procesas. Jis taip pat yra ir ergodinis procesas.

Dabar tai parodysime.

Tegul Q yra tikimybinis matas erdv
eje (Ω,B(Ω)), kuris apibr
eºtas atsitiktiniam procesui

|L(σ + iτ, ω)|2. Tegul A yra funkcijos |L(σ + iτ, ω)|2 invariantin
e aib
e, t. y.,

Q(A4Aτ ) = 0. (21)

Turime, kad

A′ = {ω ∈ Ω : |L(σ + iτ, ω)|2 ∈ A} = {ω ∈ Ω : |L(σ, aτω)|2 ∈ A}

ir

A′u = {ω ∈ Ω : |L(σ + iτ, ω)|2 ∈ Au} = {ω ∈ Ω : |L(σ + iτ + iu, ω)|2 ∈ A}
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= {ω ∈ Ω : |L(σ + iτ, auω)|2 ∈ A},

£ia naudojame paºym
ejim¡ Au = ϕu(A) su transformacija ϕu apibr
eºta pagal (17) formul¦.

Taigi, A′u = ϕu(A
′). Kadangi (A4Au)′ = A′4A′u ir, atsiºvelgiant i� (21) formul¦,

mH(A′4A′u) = mH((A4Au)′) = Q(A4Au) = 0.

Tai rei²kia, kad A′ yra invariantin
e aib
e ϕτ atºvilgiu. Pagal 25 lem¡ grup
e {ϕτ} yra ergodin
e.

Taigi, mH(A′) = 0 arba mH(A′) = 1. I² £ia seka, kad Q(A) = 0 arba Q(A) = 1, t. y.

procesas |L(σ + iτ, ω)|2 yra ergodinis. I² (19) ir (20) formuliu� gauname, kad

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|L(σ + iτ, ω)|2dτ = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ξ(σ, ϕτ (ω))dτ = Eξ(σ, ω) <∞

beveik visiems ω ∈ Ω. Tai i�rodo lem¡.

2.4. Aproksimavimas pagal vidurki�

Tegul σ1 > 1 + θ ir, kai −σ1 ≤ σ ≤ σ1, apibr
eºiame funkcij¡

lN(s) =
s

σ1

Γ

(
s

σ1

)
N s, N ∈ N,

kur Γ(s) yra Oilerio gama funkcija. Be to, kai σ + σ1 > 1 + θ,

LN(s) =
1

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞
L(s+ z)lN(z)

dz

z
. (22)

Pagal Stirlingo formul¦ (10 teorema) ir (III) hipotez¦, funkcijos L(s) integralas gali b	uti

aproksimuojamas LN(s) vidurkiu.

27 lema. Tegul K yra srities D kompaktinis poaibis. Tada

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

sup
s∈K
|L(s+ iτ)− LN(s+ iτ)|dτ = 0.

I�rodymas. Tegul σ1 = <z. Kadangi σ + σ1 > 1, funkcija L(s+ z) gali b	uti i²rei²kiama

absoliu£iai konverguojan£ia Dirichl
e eilute

L(s+ z) =
∞∑
n=1

a(n)

ns+z
.

Kai n,N ∈ N, tegul

bN(n) =
1

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞

lN(z)

nz
dz

z
.
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Kadangi, pagal 10 lem¡

bN(n) = B
1

nσ1

∫ ∞
−∞
|lN(σ1 + it)|dt =

B

nσ1
.

Vadinasi, eilut
e
∞∑
n=1

a(n)bN(n)

ns

konverguoja absoliu£iai, kai σ > 1 − σ1. Taigi, sukeit¦ sum¡ ir integral¡ LN(s) apibr
eºime

randame, kad

1

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞
L(s+ z)lN(z)

dz

z
=

∞∑
n=1

a(n)

ns
1

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞

lN(z)

nz
dz

z

=
∞∑
n=1

a(n)bN(n)

ns
,

ir

LN(s) =
∞∑
n=1

a(n)bN(n)

ns
. (23)

Pagal Melino perstatymo formul¦ (11 teorema), turime

bN(s) =
1

2πiσ1

∫ σ1+i∞

σ1−i∞
Γ
( z
σ1

)(N
n

)z
dz = exp

{
−
(m
n

)σ1

}
.

Tod
el (23) lygyb¦ galime uºra²yti

LN(s) =
∞∑
n=1

a(n)

ns
exp

{
−
(m
n

)σ1
}
, (24)

kur eilut
e konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > 1 + θ.

Dabar pakeiskime integralo LN(s) kont	ur¡. Pointegralinis rei²kinys turi paprastus polius

ta²kuose z = 0 ir z = 1− s. Kai ε > 0, σ2 = 1
2

+ θ+ ε
2
. Tada pagal 14 teorem¡ (reziduumu�),

LN(s) =
1

2πi

∫ σ2−σ+i∞

σ2−σ−i∞
L(s+ z)lN(z)

dz

z

+(Resz=0 + Resz=1−s)
(
L(s+ z)

lN(z)

z

)
=

1

2πi

∫ σ2−σ+i∞

σ2−σ−i∞
L(s+ z)lN(z)

dz

z
+ L(s) +

lN(1− s)
1− s

. (25)

Tegul F yra uºdaras kont	uras srityje D ir aib
es K uºdarinys. δ paºymime atstum¡ nuo

F iki aib
es K. Pagal Ko²i integralin¦ formul¦ (15 teorema) turime

sup
s∈K
|L(s+ iτ)− LN(s+ iτ)| ≤ 1

2πσ

∫
F

|L(z + iτ)− LN(z + iτ)||dz|.

Ai²ku, pakankamai dideliam T ,

1

T

∫ T

0

sup
s∈K
|L(s+ iτ)− LN(s+ iτ)|dτ
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= B
1

δT

∫
F

|dz|
∫ 2T

0

|L(<z + iτ)− LN(<z + iτ)|dτ

= B
|F |
δT

+ sup
σ,s∈C

∫ 2T

0

|L(σ + it)− LN(σ + it)|dt. (26)

Kont	uras F gali b	uti parinktas taip, kad, kai s ∈ F , galiotu� nelygyb
es

σ ≥ 1 + θ +
3ε

4
ir δ ≥ ε

4
.

I² (25) formul
es randame

L(σ + it)− LN(σ + it)

= B

∫ ∞
−∞
|L(σ2 + it+ iτ)||lN(σ2 − σ + iτ)|dτ +

B|lN(1− σ − it)|
|1− σ − it|

.

Pagal Ko²i-�varco nelygyb¦ (16 teorema) ir kvadrato vidurki�, kai σ > 1 + θ,∫ T

0

|L(σ + it)|dt = B
√
T

(∫ T

0

|L(σ + it)|dt
)1/2

= BT, (27)

i² £ia seka, kad

1

T
sup
σ,s∈F

∫ 2T

0

|L(σ + it)− LN(σ + it)|dt

= B sup
s,σ∈F

∫ ∞
−∞
|lN(σ2 − σ + iτ)|

(
2 +

2|τ |
T

)
dτ +

B

T
sup
s,σ∈F

∫ 2T

0

|lN(1− σ + it)|
|1− σ − it|

dt

= B sup
σ∈I

∫ ∞
−∞
|lN(σ + it)|(1 + |τ |)dτ + o(1), T →∞, (28)

kur I = [1
2
− θ + 3ε

2
,− ε

4
]. I² Stirlingo formul
es (10 teorema) ir lN(s) apibr
eºimo, gauname

lim
N→∞

sup
σ∈I

∫ ∞
−∞
|lN(σ + it)|(1 + |τ |)dτ = 0.

Paskutin
e lygyb
e drauge su (26) ir (28) duoda lemos tvirtinim¡.

2.5. Ribin
e teorema absoliu£iai konverguojan£ioms eilut
ems

Pirmiausia prisiminkime kompakto apibr
eºim¡. Tarkime G yra sritis aib
eje C. Funkciju�,

reguliariu� srityje G, ²eima, yra kompaktin
e srityje G, jeigu kiekviena ²ios ²eimos seka apima

poseki�, kuris tolygiai konverguoja kiekviename kompaktiniame poaibyje K ⊂ G.

Kai N ∈ N, apibr
eºkime ω ∈ Ω ir s ∈ D

LN(s, ω) =
∞∑
n=1

a(n)ω(n)

ns
exp

(
− n
N

)σ1

.
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Kadangi eilut
e LN(s), apibr
eºta (24) formule konverguoja absoliu£iai, tai LN(s, ω) taip

pat konverguoja absoliu£iai, kai σ > 1 + θ. Apibr
eºkime tikimybinius matus

PT,N(A) =
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : LN(s+ iτ) ∈ A}

ir

P̃T,N(A) =
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : LN,M(s+ iτ, ω) ∈ A},

A ∈ B(H(D)). I�rodysime, kad abu matai silpnai konverguoja i� t¡ pati� mat¡, tai T →∞.

28 lema. Egzistuoja tikimybinis matas P ∗N erdv
eje (H(D),B(H(D))) toks, kad abu matai

PT,N ir P̃T,N sipnai konverguoja i� P ∗N , kai T →∞.

I�rodymas. Tegul, kai M,N ∈ N ir ω ∈ Ω bei s ∈ D,

LN,M(s) =
M∑
n=1

a(n)

ns
exp

(
−
( n
N

)σ1
)

ir

LN,M(s, ω) =
M∑
n=1

a(n)ω(n)

ns
exp

(
−
( n
N

)σ1
)
.

Apibr
eºiame du tikimybinius matus PT,N,M ir P̃T,N,M erdv
eje (H(D),B(H(D))) for-

mul
emis

PT,N,M(A) =
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : LN,M(s+ iτ) ∈ A}

ir

P̃T,N,M(A) =
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : LN,M(s+ iτ, ω) ∈ A},

kai A ∈ B(H(D)).

Pagal 24 lem¡ abu matai PT,N,M ir P̃T,N,M silpnai konverguoja i� t¡ pati� mat¡ PN,M , kai

T →∞.

Pirmiausia parodysime, kad tikimybiniu� matu� ²eima {PN,M} yra suspausta �ksuotam

N .

Tegul η yra atsitiktinis elementas tolygiai pasiskirst¦s intervale [0, 1], apibr
eºtas tam

tikroje tikimybin
eje erdv
eje (Ω0,B(Ω0),P). Tegul

XT,N,M(s) = LN,M(s+ iηT ). (29)

Pagal 23 lem¡,

XT,N,M
D−→

T→∞
XN,M , (30)
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kur XN,M = XN,M(s) yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elementas su skirstiniu PN,M .

Tarkime {Kj} yra aib
es D kompaktiniu� poaibiu� seka, tenkinanti s¡lygas:

1) Kj ⊂ Kj+1 su kiekvienu j ∈ N,

2) jeigu K yra kompaktas ir K ⊂ D, tada K ⊂ Kj kai kuriems j ∈ N, ir D =
∞⋃
j=1

Kj.

Tarkime ρ yra metrika indukuojanti analiziniu� funkciju�H(D) erdv
es topologij¡ ir apibr
e-

ºiama tokiu b	udu

ρ(f1, f2) =
∞∑
n=1

1

2n
· f1, f2

1 + ρn(f1, f2)
, f1, f2 ∈ H(D),

£ia ρ(f1, f2) = sup
s∈Kn
|f1 − f2|.

Pagal �eby²ovo nelygyb¦ (17 teorem¡)

P
(

sup
s∈Kj
|XT,N,M(s)| > Mj

)
≤ 1

MjT

∫ T

0

sup
s∈Kj
|LN,M(s+ iτ)|dτ <∞. (31)

Taigi,

lim sup
T→∞

P
(

sup
s∈Kj
|XT,N,M(s)| > Mj

)
≤ 1

Mj

sup
s∈Kj

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

sup
s∈Kj
|LN,M(s+ iτ)|dτ. (32)

Kadangi eilut
e LN(s) konverguoja aib
eje D, tada

sup
N≥1

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

sup
s∈Kj
|LN,M(s+ iτ)|dτ ≤ Rj <∞, (33)

kur Rj > 0 yra konstanta priklausanti nuo Kj. Jeigu ε yra laisvai parenkamas teigiamas

skai£ius, tada galime imti

Mj =
Rjε

j

ε
. (34)

Atsiºvelgiant i� (31) ir (33),

lim sup
T→∞

P
(

sup
s∈Kj
|XT,N,M(s) > Mj|

)
≤ ε

2j
. (35)

Dabar apibr
eºiame funkcij¡ h : H(D)→ R formule

h(f) = sup
s∈Kj
|f(s)|, f ∈ H(D).

Funkcija h yra tolydi, taikome (30) ir 8 teorem¡ bei gauname

sup
s∈Kj
|XT,N,M(s)| D−→

T→∞
sup
s∈Kj
|XN,M(s)|.

Taigi, atsiºvelgiant i� (35), randame, kad

P

(
sup
s∈Kj
|XN,M(s)| > Mj

)
≤ ε

2j
. (36)
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Tegul

Hε = {f ∈ H(D) : sup
s∈Kj
|f(s)| ≤Mj, j ≥ 1}.

Pagal 12 teorem¡ (Montelo) funkciju� Hε ²eima yra tolygiai apibr
eºta kiekviename kompakte

K ⊂ D, ir tokiu b	udu Hε yra kompaktas. Taikydami (36), turime

P(XN,M(s) ∈ Hε) ≥ 1−
∞∑
j=1

P
(

sup
s∈Kj
|XN,M(s)| > Mj

)
≥ 1− ε

∞∑
j=1

1

2j
= 1− ε.

Kadangi PN,M yra atsitiktinio elemento XN,M skirstinys, tai

PN,M(Hε) ≥ 1− ε visiems M,N ∈ N.

Tokiu b	udu turime, kad tikimybiniu� matu� ²eima {PN,M} yra suspausta ir pagal pirm¡j¡

Prochorovo teorem¡ (18 teorema) ji yra reliatyviai kompakti²ka.

I² funkciju� LN,M(s) ir LN(s) apibr
eºimu� turime, kad, kai σ > 1 + θ,

lim
M→∞

LN,M(s) = LN(s).

Kadangi LN(s) konverguoja absoliu£iai, konvergavimas yra tolydus pusplok²tum
eje σ ≥

1 + θ. Taigi randame, kad

lim
M→∞

lim sup
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : ρ(LN,M(s+ iτ), LN(s+ iτ)) ≥ ε}

≤ lim
M→∞

lim sup
t→∞

1

εT

∫ T

0

ρ(LN,M(s+ iτ), LN(s+ iτ))dτ = 0, (37)

kiekvienam ε > 0.

Dabar tegul

YT,N(s) = LN(s+ iθT ).

Pana²iu b	udu kaip ank²£iai, gauname, kad

lim
M→∞

lim sup
T→∞

P(ρ(XT,N,M(s), YT,N(s)) ≥ ε) = 0. (38)

Tegul {PN,Mk
} yra ²eimos {PN,M} poaibis toks, kad PN,Mk

silpnai konverguoja i� tam tikr¡

mat¡ P ∗N . Tada

XN,Mk

D−→
Mk→∞

P ∗N . (39)

Kadangi H(D) yra separabili (20 teorema), i² £ia ir i² (30), i²paukia, kad

YT,N
D−→

T→∞
P ∗N . (40)
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Taigi, egzistuoja matas P ∗N toks, kad PT,N silpnai konverguoja i� P ∗N , kai T →∞. (40) s¡ry²is

parodo, kad matas P ∗N yra nepriklausomas nuo posekio {PN,Mk
} pasirinkimo. Kadangi

²eima {PN,M} yra reliatyviai kompakti²ka, pagal 13 teorem¡, gauname, kad PN,M silpnai

konverguoja i� P ∗N , kai M →∞, t. y.,

XN,M
D−→

T→∞
P ∗N . (41)

Pritaik¦ tuos pa£ius argumentus atsitiktiniams elementams LN,M(s + iηT, ω) ir LN(s +

iηT, ω), i�rodome, jog matas P̃T,N silpnai konverguoja i� P ∗N , kai T → ∞. Tod
el gauname

lemos tvirtinim¡.

Tegul Ω1 yra aib
es Ω poaibis toks, kad, kai ω ∈ Ω, eilut
e L(s, ω) apibr
eºiama (8) formule

tolygiai konverguoja kompaktiniame aib
es D poaibyje, ir kai σ > 1 + θ, teisingas i�vertis∫ T

0

|L(σ + it, ω)|2dt = BT.

Tada i² 21 ir 27 lemu� seka, kad m(Ω1) = 1.

29 lema. Tegul K yra kompaktinis aib
es D poaibis. Tada, kai ω ∈ Ω1,

lim
N→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

sup
s∈K
|L(s+ iτ, ω)− LN(s+ iτ, ω)|dτ = 0.

Pakartojus tuos pa£ius argumentus kaip ankstesn
eje lemoje, gauname i�rodym¡.
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3. TEOREMOS I�RODYMAS

I² 28 lemos seka, kad lieka i�rodyti, kad matai P ∗N ir PT sutampa, t. y. P ∗N = PT .

Tegul A ∈ B(H(D)) yra mato P ∗N tolydumo aib
e. Tada pagal 28 lem¡, kai ω ∈ Ω, turime

lim
T→∞

νT (τ ∈ [0, T ] : L(s+ iτ, ω) ∈ A) = P ∗(A). (42)

Fiksuojame aib¦ A ir erdv
eje (Ω,B(Ω),mH) apibr
eºiame atsitiktini� element¡ η formule

η(ω) =

1, jeigu L(σ, ω) ∈ A,

0, jeigu L(σ, ω) 6∈ A.

Tada,

Eη =

∫
Ω

ηdmH = mH{ω : L(s, ω) ∈ A} = PT (A) <∞. (43)

Pagal 25 lem¡ ir 9 teorem¡ randame, kad

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

η(ϕτ (ω))dτ = Eη (44)

beveik visiems ω ∈ Ω. I² η ir ϕτ apibr
eºimu� seka, kad

1

T

∫ T

0

η(ϕτ (ω))dτ =
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : L(s+ iτ, ω) ∈ A}.

I² £ia, (43) ir (44) gauname

lim
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : L(s+ iτ, ω) ∈ A} = PT (A)

beveik visiems ω ∈ Ω. Taigi, pagal (42) formul¦

PT (A) = P ∗N(A)

bet kurioms tolydºiosioms mato P ∗N aib
ems A. Kadangi tolydumo aib
e sudaro apibr
eºian£i¡

klas¦, gauname, kad

PT (A) = P ∗N(A)

visoms aib
ems A ∈ B(H(D)). Teorema yra i�rodyta.
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4. I�VADOS

Magistro darbe nagrin
ejamos Oilerio sandaugu�, apibr
eºiamu� formule

L(s) = eiw
∏
p

1

(1− α1pp−s) . . . (1− αdpp−s)

statistin
es savyb
es, £ia αjp yra kompleksiniai skai£iai, w ∈ R, d � nat	uralusis skai£ius,

1 ≤ j ≤ d ir p ºymi pirmini� skai£iu�. I�rodome, kad Oilerio sandaugoms, tenkinan£ioms

tam tikras hipotezes, teisinga ribin
e teorema tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo prasme

analiziniu� funkciju� erdv
eje H(D). Ribinis matas teoremoje pateiktas i²reik²tine forma.

Nustatyta, kad jis yra atsitiktinio elemento, susijusio su Oilerio sandaugomis L(s), skirstinys.
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SUMMARY

Value-distribution of Euler products

in the space of analytic functions

The Master work is devoted to the value-distribution of Euler products L(s), de�ned by

formula

L(s) = eiw
∏
p

1

(1− α1pp−s) . . . (1− αdpp−s)
.

Here αjp are complex numbers, ω ∈ R, d is natural number, 1 ≤ j ≤ d and p denote by the

prime number.

It is know that, if the function L(s) satis�es some hypotheses, then it converges in the

half-plane σ > 1 + θ, θ ∈
[
0; 1

2

)
.

In this work, limit theorem in the sense of the weak convergence of probability measures

for the Euler product L(s) in the space of analytic functions is proved. More precisely, if

D = {s ∈ C : σ > 1 + θ} and H(D) denotes the space of analytic on D functions equipped

with the topology of uniform convergence on compacta, then it is proved that the probability

measure
1

T
meas {τ ∈ [0,T] : L(s + iτ) ∈ A} ,

A ∈ B(H(D)) converges weakly to the distribution of explicitly given H(D)-valued random

element as T →∞.

The master work consists of the introduction, 4 chapters, conclusion and bibliography.

In Chapter 1 we survey well-known theorems on probability theory, analytic numbers

theory, theory of functions of complex-variable, and latter they in the proof of main state-

ment are applied.

Chapter 2 is devoted to auxiliary results, i. e. we de�ne H(D)-valued random elements,

prove the limit theorems for Dirichlet polynomials, apply the elements from ergodic theory,

approximate by mean, and prove limit theorems for absolutely convergent series.

In Chapter 3 we prove the main statement of the work.
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