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ZYMEJIMAI

d,j, k., l,m,n, N - naturalieji skaiciai

P - pirminis skaic¢ius

N - naturaliyjy skaiciy aibé

Y/ - sveikyjy skaiciy aibe

R - realiyjy skaiciy aibe

C - kompleksiniy skaiciy aibé

1 - menamasis vienetas: i = /—1

s=o0+1t - kompleksiniai kintamieji

Rs =0 - kompleksinio kintamojo s realioji dalis
Ss=t - kompleksinio kintamojo s menamoji dalis
meas{A} - aibés A Lebego matas

H(D) - analiziniy srityje D funkcijy erdve

% - silpnas konvergavimas

B(S) - erdvés S Borelio aibiy klasé

EX - atsitiktinio elemento X vidurkis

v - vienetinis apskritimas, t. y. {s € C: |s| =1}
B - dydis apréztas konstanta (O didysis atitikmuo)
ANA; - aibiy A ir A, simetrinis skirtumas

my - Haro matas

p - metrika analiziniy funkcijy H(D) erdvéje
I - aibés A indikatoriaus funkcija

['(s) - Oilerio gama funkcija, apibrézta formule

['(s) = [ e 2!, pusplokstuméje o > 0
0

Teoremos, lemos ir formulés visame darbe yra numeruojamos is eilés, neatsizvelgiant i

skyriy ar poskyriy numeracija.



TVADAS

Analizinéje skaiciy teorijoje vienas i$ pagrindiniy objekty yra dzeta funkcijy reikSmiy
pasiskirstymo tyrimas. Tai kompleksinio kintamojo funkcijos, kurios tam tikroje paploks-
tuméje C yra iSreiskiamos Dirichlé (Dirichlet) eilutémis. Kai kurios i§ jy gali buti uzrasomos
Oilerio (Euler) sandaugomis.

Pati Zinomiausia i§ dzeta funkcijy yra Rymano (Riemann) dzeta funkcija ((s), pusploks-

tumeéje o > 1 iSreiskiama eilute bei sandauga
¢(s) EOO : [T(1 Ly
s) = — = - — :
ms , pS

((s) funkcijy reiksmiy pasiskirstyma pirmieji nagrinéjo H. Boras (Bohr) ir B. Jese-
nas (Jessen) apie 1930 m. Véliau jy gautus rezultatus praplété ir pagerino A. GoSas
(Ghosh), B. Bag¢i (Bagchi), K. Macumoto (Mathumoto), J. Stoidingas (Steuding) ir eilé
kity matematiky. Lietuvoje Sioje srityje dirba(-o) A. Laurin¢ikas, E. Stankus, R. Garunks-
tis, R. Kacinskaité, R. Slezeviciené (Steuding), D. Siauéiﬁnas, J. Genys, V. Garbaliauskiené,
R. Macaitiené ir kiti.

Mes savo darbe nagrinésime Oilerio sandaugas L(s).

Oilerio sandaugos L(s) yra apibréziamos formule

iw 1
L) =e 1;[ (1= app ) (1 —agp ) @

ap yra kompleksiniai skaiciai, w € R, d — naturalusis skaicius, 1 < j < d, ir p Zymi pirminj

skaic¢iy. Taip pat jas galima iSreiksti Dirichlé eilute

F(s)=Y_ aln) 2)

ns

n=1
Tarkime, kad yra tenkinamos 8ios hipotezés [1]:
(I) L(s) turi Oilerio sandaugas (1) tokias, kad tam tikriems fiksuotiems 6 € [0;3) ir
j=1,....d,

| < 9 (3)
(IT) sarysis

DD lagl =0 (4)

p<X j=1

galioja kiekvienam ¢ > 0;



(ITT) L(s) turi analizinj pratesima j visa kompleksine plokstuma C kaip baigtinés eilés
meromorfiné funkcija su baigtiniu poliy, priklausanciy tiesei s = 1, skai¢iumi ir tenkinancig

funkcine lygtj

G(s)L(s) = G(1 — s)L(1 — s), (5)
kur .
= Q" []T (s + )

ir@ >0, A, >0, R(up) >0
(IV) L(s) koeficientai turi tenkinti lygybe

a;(p)ax(p
2

p<X

~—

1
:5njkloglogX+c+O<logX) (6)

tam tikroms teigiamoms konstantoms nj; ir X > 2.

I$ (II) hipotezés isplaukia, kad L(s) konverguoja absoliu¢iai pusplok$tuméje Rs > 1
ir kaip Oilerio sandaugos, ir kaip Dirichlé eiluté. (I) salyga parodo, kad L(s) # 0, kai
Rs > 1. I8 (III) hipotezés isplaukia, kad sandauga G(s)L(s) yra holomorfiné, isskyrus
tam tikrus simetrigkai iSsidésc¢iusius polius, iSilgai tiesiy fts = 0 ir f&s = 1. Pagal Fragmeno-
Lindeliofo (Phragmén-TLindelof) prielaida funkcija L(s) turés polinominj augima kiekvienoje
vertikalioje juostoje. (5) funkciné lygtis turi buti normuojama taip, kad 1 buty Saknis.
Sandaugos G(s)L(s) reikSmé yra reali kritinéje tieséje Rs = 3.
Magistro darbo tikslas — jrodyti ribine teorema silpno tikimybinio mato konvergavimo

prasme QOilerio sandaugoms analiziniy funkcijy erdvéje.

Prisiminsime, kad silpnasis tikimybiniy maty P, konvergavimas j mata P reiskia, kad

lim fdP —/fdP

n—oo

kiekvienai realiai tolydziai apibréztai funkcijai f erdveje S. Sis faktas dar yra zymimas
P, = P.

Kaip buvo pazyméta anks¢iau, pagal (I) ir (ITT) hipotezes, Oilerio sandaugos L(s) yra
analizinés pusplokstuméje D = {s € C: 0 > 1+ 0}.

Pazymékime meas{ A} macios aibés A C R Lebego mata, ir tegul, kai 7" > 0,
1
vr(...) = fmeas{T €[0,7]:...},

kur vietoj tasky jrasomos salygos, kurias tenkina 7. B(S) paZymime erdvés S Borelio aibiy

klase.



Kad galétume suformuluoti ribine teorema funkcijai L(s), reikalinga tam tikra topologiné
struktura.

Pazymime 7 vienetinj apskritima kompleksinéje plokstumoje, t. y., vy ={s € C: |s| =
1}, ir

Q= H’Vpa
p

kur 7, = v visiems pirminiams p. Pagal Tichonovo (Tichonov) teorema (zr. 2 skyrius, 2
teorema) begaliniamatis toras {2 su sandaugos topologija ir pataskine daugyba yra kompak-
tiné topologiné Abelio grupé. Taigi, egzistuoja tikimybinis Haro (Haar) matas my erdvéje
(Q,B(€2)). Todél gauname tikimybine erdve (€2, B(Q2), my). Tegul w(p) yra w € Q projekcija
i koordinating erdve v,. Haro matas mg tore 2 yra tikimybiniy Haro maty mp, sandauga
atitinkamose koordinatinése erdveése 7, t. y.,

mp{w:w e A} = HmH{w w(p) € A},

p
kur A, yra aibés A € B(12) projekcija j 7,. Taigi {w(p) : p yra pirminis} yra nepriklausomy,
kompleksines reikSmes jgijanciy atsitiktiniy elementy seka, apibréziama tikimybinéje erdveéje

(2, B(2), mp). Imkime

= [[ v, (7)

pTlm

kur p”||m reigkia, kad p"|m, bet p"*' fm. Tokiu budu gauname funkcijos w(p) pratesima j
visg naturaliyjy skaiciy aibe kaip pilnai multiplikatyvia unimoduliariaja funkcija g : N — ~
ir w(m)| = 1.

Pazymime H (D) analiziniy srityje D funkcijy erdve su tolygaus konvergavimo kompak-
tuose topologija. Tikimybinéje erdvéje (2, B(Q2), my) apibrézkime H(D)-reiksmj atsitiktinj
elementa formulémis

oo -1
)= Al HH( %) CseD, weq
k=1 p j=1 m

P pazymékime atsitiktinio elemento L(s,w) skirstinj, t. y.,
P(A) =mpg{w e Q: L(s,w) € A}, A€ B(H(D)).

1 teorema. Tarkime, kad funkcija L(s) tenkina (1) — (IV) hipotezes. Tada tikimybinis
matas

Pr(A) = %meaS{T €[0,7]: L(s +ir) € A}, A€ B(H(D)),

silpnai konverguoja j P, kai T — oc.



1. ZINOMOS TEOREMOS

Siame skyriuje pateiksime zZinomus matematinius rezultatus, kuriuos naudosime jrodydami
pagrindinj darbo tvirtinima.
Siame skyriuje pateikty teoremy jrodymus arba detalesnes nuorodas galima rasti nurody-

tuose atitinkamuose literaturos Saltiniuose.

2 teorema (Tichonovo). Bet kokiy kompaktisky topologiniy erdviy Dekarto sandauga
sandaugos topologijos atzvilgiu yra kompaktas.

Tai — 5.1.4 teorema i§ [2].

3 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniar elementai X, Xa, ... yra ortogonalus ir

> E|Xp[*In*m < oo,

m=1
Tada eilute
> X
m=1
konverguoja beveik tiktas.
Tai — 1.2.9 teorema i§ [2].
4 teorema. Jeigu Dirichlé eilute konverguoja taske sy = oo + it, tada j1 konverguoja

kiekviename taske s, kai o > og, tolygiai pusplokstumeés o > o¢ kompaktuose.

Tai — 2.1.3 ivada i§ [2].

5 teorema. Tarkime Dirichlé eilute

Q

5

mS
m=1

su multiplikatyviais koeficientais g(m) konverguoja absoliuciai pusplok§tuméje o > og. Tada

sioje pusplokstuméje galioja sqrysis

—9(m) - 9

Z ms o ];[ ; pos ’

m=1

Tai — 2.3.3 isvada i§ [2].

6 teorema (Kolmogorovo (Kolmogorov)). Tegul X1, Xo, ... yra nepriklausomi atsitik-

tiniai elementai. Jeigu eilutés
Y EX,, ir Y E(X,—EX,)’
m=1 m=1

7



konverguoja, tada eilute
> X
m=1

konverguoja beveik tikras.

Tai — 1.2.11 teorema i$ [2].

7 teorema. Tegul {Q,} yra tikimybiniy maty seka erdvéje (v, B(Y™)), 0 {gn(k1, ..., km)}
yra atitinkamy Furjé (Fourier) transformacijy seka. Tarkime, kad kiekvienai sveikyjy skaiciy
(k1 ey k) aibei egzistuoja riba

gk, s k) = Hm g, (k1. k).

n—oo

Tada egzistuoja tikimybinis matas @Q erdvéje (Y™, B(y™)) toks, kad @, = Q. Be to,
{gn(k1, ..., km)} yra mato Q Furjé transformacija.
Tai — 1.3.19 teorema i§ [2].

8 teorema. Tegul h: S — Sy yra tolydZioji funkcija. Tada P, = P reiskia, kad P,h™! =
Ph™t,
Tai — 1.1.16 teorema is |2].

9 teorema (Birchofo-Kinc¢ino (Birkhoff-Kchinchine)). Tegul T yra ismatuojama,
matq 1Ssauganti ergodiné transformacija erdvéje (52, F,m). Tada kiekvienam f € L'(Q, F,m),
beveik visiems w € €

o1
lim —
n—oo M,

n—1

> f(Tw) =E(f).
k=0

Tai — 1.6.6 teorema i§ [2].

10 teorema (Stirlingo (Stirling) formulé).
[L()] = V2l (14 Blil ™), Ji] > to

kur B yra apréztas pagal s juostoje coz3 < 0 < Coy.

Tai — 3.2.21 formulé i3 |2].

11 teorema (Melino (Mellin) perstatymo formulé). Tegul a ir b yra teigiami skaiciai.

Tada yra teisinga formulé
b+ico
1 —S —a
— [(s)a *ds =e™“.
271
b—ico

Tai — 5.4.1 lema i3 [2].



12 teorema (Montelo (Montel)). Jeigu analiziniy funkcijy srityje G Seima yra tolygiai
aprézta kiekviename G kompaktiskame poaibyje, tada ji yra kompaktas.

Tai — 5.5.2 teorema i§ [5].

13 teorema. P, = P tada ir tik tada, jeigu kiekviename posekyje {P} yra kitas posekis
{P} toks, kad P = P.
Tai — 1.1.9 teorema i§ [2].

14 teorema (reziduumy). Jei funkcija f(z) yra analiziné uzdaroje srityje D isskyrus

baigting skaiciy izoliuotyjy ypatingyju tasky 21, 2a, ..., 2, srities D viduje, tai

n

1
i = DR )
Tai — 5.10 teorema i3 [3].

15 teorema (Ko8i (Cauchy) integraliné formulé). Jei funkcija f(z) yra vienareiksmé
i analiziné srityje G, o L yra uZdaroji iStiesinamoji Zordano kreivé, priklausanti sriciai G

kartu su vidine sritimi D, tas

1 ]{f(z f(a), kai a€ D,
2mi L & , kai a € G\E

Tai — 3.12 teorema i3 [3].

16 teorema (Ko%i-Svarco (Cauchy-Schwarz) nelygybé). Bet kurioms maciosioms
realiosioms arba kompleksinéms funkcijoms f ir g, apibréZtoms macioje erdvéje (S, B(S)),

teisinga nelygybé

/ 1£(5)9(s) pu(ds) < / £(5)Ppds) : [ lats)utas)

Teorema i§ [4].

1/2

17 teorema (Ceby%ovo (Chebyshev) nelygybé). Tegul X yra realiq reiksme jgyjantis

atsitiktinis dydis, h : R — [0,00) yra neneigiama funkcija ir a > 0. Tada
1
Plw e Q:h(X)>a} < -Eh(X).
a

Tai — 3.7 lema i§ [3].

18 teorema (pirmoji Prochorovo (Prokhorow)). Jeigu tikimybiniy maty {P} Seima

yra suspausta, tada ji yra reliatyviar kompaktiska.

9



Tai — 1.1.12 teorema i3 [2].

19 teorema (antroji Prochorovo). Tarkime S yra separabili pilna metriné erdvé. Jeigu
tikimybiniy maty {P} Seima erdvéje (S,B(S)) yra reliatyviai kompaktiska, tada ji yra su-
spausta.

Tai — 1.1.13 teorema i3 [2].

20 teorema. Tegul G yra jungi sritis kompleksinéje plokStumoje. Tada H(G) yra pilnai
separabili metrinée erdve.

Tai — 3.15 teorema i3 [5].

10



2. PAGALBINIAI REZULTATAI

Siame skyriuje irodysime teiginius, kurie reikalingi pagrindinés — pirmosios — teoremos

jrodymui.

2.1. H(D)-reikSmio atsitiktinio elemento apibrézimas

21 lema. Funkcija L(s,w), kai s € D ir w € Q), apibréziama eilute

L(s,w) = Z % (8)

yra H(D)-reiksmis atsitiktinis elementas tikimybinéje erdvéje (Q, B(2), mp).
Irodymas. Jeigu w(k) = 1, tada L(s,w) = L(s), kai 0 > 1.
Tegul o1 > 1+ 0 yra fiksuotas skaicius ir, kai k£ € N,

a(k‘)w(k‘)'

& = Glw) = 222

Tada {&} yra kompleksines reik§mes jgyjanciy atsitiktiniy elementy seka erdvéje (2, B(Q), my).

Nesunku rasti, kad

— a(k)a(n —
E¢iE, = %/W(k»W(n)de
Q
B |C]L€(2]f,)1|2, jeigu  k =n,
0, jeigu  k #n.

Tai reiskia, kad seka {&} yra paporiui ortogonaliy atsitiktiniy elementy seka. Kadangi

op > 1+0ir jw(k)| =1, tai
la(k)[*

kQUI '

E|&? =

I$ ¢ia ir i§ (I) hipotezés gauname, kad eiluté

S - la(k)]?
> Elg[*(ogk)? = > =5 (log h)”
k=1
konverguoja. Taigi, pagal 3 teorema eiluté
> &G
k=1

11



konverguoja beveik tikrai, t. y. eiluté
— a(k)w(k)
Z ko1
k=1
konverguoja beveik visiems w € 2 Haro mato my atzvilgiu. IS ¢ia ir 4 teoremos seka, kad
beveik visiems w € €2, (8) eiluté konverguoja tolygiai pusplokstumeés o > o7 kompaktiniuose

poaibiuose. Parinkime

1
0'1:14-94-7, kailEN,

o A; pazymékime aibe tokiy w € Q, kad (8) eiluté konverguoty tolygiai pusplokstumés
o> % + 6+ % kompaktiniuose poaibiuose. Tada, visiems [ € N, turime, kad my(A4;) = 1.

Dabar tegul
A=A
=1

Tada my(A) = 1 ir su w € Q, lemos eiluté konverguoja tolygiai kompaktiniuose aibés D
poaibiuose. Kadangi kiekvienas nagrinéjamos eilutés narys yra H(D)-reiksmé funkcija, tai

lema jrodyta.

22 lema. Beveik visiems w € ), sandauga
a; p N\
HH( (i) Q
p j=1
konverguoja tolygiai kompaktiniame aibés D poaibyje, ir galioja lygybé
00 -1
a(k)w(k) 11 H ( Qjp,, W pm))
k=1 p j=1
Irodymas. Atsizvelgiant i salygas koeficientams o, ir (7), (9) sandauga galima uzragyti
tokiu pavidalu

HO+Z%M ).

p
Pusplokstumeje o > 1 tiek eilute, tiek sandauga, esancios lemos tvirtinime konverguoja ab-

soliuc¢iai bet kuriam w € €, ir atsizvelgiant j 5 teorema, galioja lemos lygybé. Belieka jrodyti,
kad sandauga konverguoja tolygiai beveik visiems w € €2 kompaktiniuose D poaibiuose.

Tarkime, kiekvienam pirminiam p

ajpmwj (pm)

(10)

M

7j=1

ir
y (5 w) _ ajpmw(pm)
P\ - .

12



Tada
L(s,w) = H(l + z,(s,w)).

p
Atsizvelgdami j tolygujj eiluciy konvergavimg srityje D, gauname, kad z,(s,w) yra H(D)-

reik8mis atsitiktinis elementas kiekvienam p. Taikydami (T) hipoteze, panasiu budu kaip 21

lemoje, randame, kad eiluté
D lap(s,w)?
p

konverguoja tolygiai kompaktiniame D poaibyje. Taigi, norint gauti beveik tikra (9) san-

daugos konvergavima, belieka parodyti, kad eilute

pr(s,w) (11)

konverguoja beveik tikrai.

Pagal (I) hipoteze

o0

|a m| 1 1
|zp(5,w) — Yp(s,w) Z - Z i0—jo :Bp29—20'

= P

Taigi eilute
Z |xp(87w) - yp(S,Ld)|
p

konverguoja tolygiai kompaktiniuose D poaibiuose visiems w € Q. Todél (11) eilutés elgesio

nagrinéjimas gali buti pakeistas eilutés

> tp(s,w) (12)
p
nagrinéjimu.
Yp(s,w) yra nepriklausomy H(D)-reiksmiy atsitiktiniy elementy seka. Ji seka i§ projek-
cijos w(p) apibrézimo, kai Ey,(s) = 0. Be to, i§ (I) hipotezés

s _lon@P _ p 1
Elyy(s)* = S = B,

taigi
ZE|yp ?(log p)? < seD.

Vadinasi, pagal 6 teorema (Kolmogorovo), (12) eiluté konverguoja beveik visiems w € €,
kiekvienam fiksuotam s € D. Atsizvelgiant j konverguojancios Dirichlé eilutés savybes,
konvergavimas yra tolygus kompaktiniuose aibés D poaibiuose beveik visiems w € 2. I§ ¢ia
gauname, kad (12) eiluté konverguoja tolygiai beveik visiems w € Q kompaktiniuose aibés

D poaibiuose. Tai jrodo lema.

13



2.2. Ribinés teoremos Dirichlée daugianariams

Tegul a(n) € C,

pu(s) = Z afﬁ;b).

Imkime bet kokig kompleksinés plokstumos C sritj G, joje apibrézkime tikimybinj mata
PT,pN<A) = VT,N(pN(S + ZT) € A), A S B(H(G))

23 lema. Egzistuoja tikimybinis matas Py, erdvéje (H(D),B(H(D)),my) toks, kad matas

Pr,, sipnai konverguoja 3 P, , kai T — o00.

PN
Irodymas. Tegul py, ..., pg yra skirtingi pirminiai, kurie dalija
N
IT » (13)
n=1
a(n)#0

ir
d
Qol = H 7}7]’7
j=1

kur ,, =, visiems j = 1,...,d. Apibréziame funkcija h : Q4 — H(G) formule

ns

h(xl,...,wd):ia(n)( I1 xf.f)_l, (21, ..., 24) € Qu,

n=1 B
pm Tj |0
j<d

kur f3; yra skai¢iaus n pirminiy dalikliy p,, laipsniai.

Neabejotinai, funkcija h yra tolydi aibéje €y, ir
pn(s+iT) = h(pY7,...,p7). (14)
Dabar apibrésime tikimybinj mata
Qr(A) =vp(r €[0,T): (p7,...,p7) € A), AcB(y).
Kai ny,...,ng € N, mato Qp Furjé transformacija gr(ni,...,ng) yra isreiSkiama formule

gr(ny,...,ng) = /x?l...xzddQT
Qq

1/Tﬁ -
_ = p;TanT
T Jo 44

14



1, jeigu  (nqg,...,nq) = (0,...,0),

exp{:T Z?:l njlogp;}—1
T Z(jizl 5 log pj

. jeign (n1,...ma) # (0., 0),
Kadangi pirminiy skai¢iy logaritmai yra tiesiSkai nepriklausomi vir§ racionaliyjy skaiciy
lauko, tai randame, kad

1, jeigu (ng,...,nq) =(0,...,0),

zli_I)rologT(nla"wnd) - (15)
0, jeigu (ni,...,nq) #(0,...,0).

Taigi pagal 7 teorema matas Q7 silpnai konverguoja j Haro mata my erdvéje (2, B(2), my),
kai T — oo. Atsizvelgiant j funkcijos h tolyduma, (14) formule ir 8 teorema, gauname, kad
tikimybinis matas Pr,, silpnai konverguoja j Haro mata myh™', kai T — oo. Tai jrodo

lema.

Tegul g(n), n € N, yra pilnai multiplikatyvi aritmetiné funkcija, |g(n)| =1 ir

pN(s,9) = Z %f(n)-

Apibréziame tikimybinj mata ]BijN(A) formule
Prpy(A) = vp(m € [0,T) : pn(s +it,9) € A), A€ B(H(G)).
Dabar parodysime, kad matas myh~! yra nepriklausomas nuo g.

24 lema. Abu tikimybiniai matai Pr,, ir ]ST,pN silpnai konverguoja j tq pati matq, kai
T — oo.

Irodymas. Tegul py,...,ps yra tokie pat kaip 23 lemos jrodyme. Apibréziame funkcija
hy : Qg — Q4 formule

hi(zy,...,24) = (217, ... mqe” "),

kur n; = argg(p;), j=1,...,d.

Pagal 21 lemg tikimybiniai matai Pr,, ir ﬁT,pN silpnai konverguoja atitinkamai j matus
mgh™tir mHﬁ_l, kur funkcija h yra apibréziama panasiu budu kaip h. Paprasta parodyti,

kad

%(ml, comg) = Z % H ez‘ﬁjmx;ﬁj



= h(hl(.rl, ce ,.Qld)).

Taigi,

mph™" = mg(h(h)™" = my(h) 'h™". (16)
Kadangi Haro matas my yra invariantigkas poslinkio atzvilgiu, aibéje Q4 turime, kad mgh; ' =
my. I8 &a ir (16) isplaukia

mHh_l = mHh_l.

Lema yra jrodyta.

2.3. Ergodiniai elementai

Tegul a, = {p~" : p yra pirminis}, kai 7 € R. Apibréziame transformacija ¢, aibéje €,
imdami

s (W) = arw, (17)

kaiw € Q. Tada ¢, yra iSmatuojama, mata iSsauganti transformacija erdvéje (2, B(Q2), my).
Priminsime, kad aibé A € B({2) yra vadinama invariantine aibe transformacijos ¢, atzvil-

giu, jeigu aibés A ir A, = ¢.(A) skiriasi viena nuo kitos nuliy my-maty aibe, t. y.,
my(AAA;) =0,

kur A zZymi simetrinj aibiy A ir A, skirtumg. Vienparametriné grupé yra vadinama ergodine,

jeigu jos o-kunas sudarytas tik i§ aibiy, turin¢iy Haro mata lygy 0 arba 1.

25 lema. Transformacija {p, : 7 € R} yra ergodiné.
Irodymas. Tegul A € B(Q) yra tokia, kad mg(AAA;) = 0. Parodysime, kad my(A) =
0 arba my(A) = 1.

Tarkime, x yra aibés €2 netrivialus charakteris ir imkime

w(l)

w(r) = 22,

w(k)

kur w € Q, r yra teigiamas racionalusis skaicius, ir r = é, (I,k) = 1. Tada gauname,
kad funkcija w € ) gali buti pratesta j teigiamy racionaliyjy skai¢iy aibe. Tegul x, :
0 — v yra apibréziamas lygybe x,(w) = w(r), w € Q. Tada x, yra aibés 2 charakteris

kiekvienam fiksuotam racionaligjam skaic¢iui r. Kita vertus, bet kuriam charakteriui y is
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aibés () egzistuoja toks teigiamas racionalusis r, kad xy = x,, nes aibés ) dualioji grupé
apibréziama kaip tiesioginé suma @ Z,, kur Z, = Z bet kuriems pirminiams p.

P
14 pazymékime aibés A indikatoriaus funkcija. Kadangi aibé A yra invariantiné, tai
I4(a;w) = 14(w) (18)

beveik visiems w € {2 Haro mato my atzvilgiu.
Tegul x yra kuris nors aibés €2 netrivialusis charakteris. Kaip buvo pazyméta anksciau,

egzistuoja toks racionalusis skaiCius r, kad y = x,.. I8 ¢ia ir y, apibrézimo seka, kad

—iT

x(a-) =7

Taigi, galime rasti 7 = 7y tokj, kad x(a,,) # 1.
Atsizvelgiant ] Furjé transformacijos apibrézimg ir Haro mato savybes, indikatoriaus

funkcijos I4 Furjé transformacija I A yra

i) = / N (@) La(@)m (dw)

— /Qx(w)IA(amw)mH(dw)

— x(an) / V(@) La(w)m (dw)

= X(aTo)]A'
Kadangi x(a,) # 1 parinkus 7y, i§ ¢ia gauname, kad I 4(x) = 0 visiems netrivialiesiems
aibés ) charakteriams.
Dabar tegul xo yra aibés Q trivialusis charakteris, t. y., xo(w) = 1 visiems w € Q.
Tarkime, kad TA(XO) = u. Kadangi lygybés
L, jeigu  x = Xo,

/Q \(w)ms(dw) =

07 jeigu X 7é X0,

tenkinamos ir 14(x) = 0 bei T4(xo) = u, tai randame, kad

TA(X) = u/ﬂx(w)mH(dw) = UTA(X) = u(y)

kiekvienam aibés € charakteriui y. Funkcija I4(w) yra vienareik§miskai apibréziama jos
Furjé transformacija, todél I4(w) = u beveik visiems w € . Kadangi I4(w) yra aibés A
indikatorius, todél gauname, kad v = 0 arba v = 1. Taigi, [4(w) = 0 beveik visiems w € ()
arba I4(w) = 1 beveik visiems w € Q. Taigi, my(A) = 0 arba my(A) = 1. Lema yra

jrodyta.
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26 lema. Tegul o > % +6. Tada
T
/ |L(c +it,w)|*dt = BT, T — oo,
0

beveik visiems w € ).

Irodymas. Tegul, kai n € N,

Kadangi seka &,(o,w) apibrézia paporiniy ortogonaliy atsitiktiniy elementy seka su antru
momentu

Elé, (0,0)]2 = 120

n20

tada atsitiktinis kintamasis (o, w) yra

Eo,w) =D &lo.w)]” = |Lio,w)?

E¢(o,w) = El&(o,w)] =) lalWl . (19)

n20

Paskutinés eilutés konvergavimas seka i§ (I) hipotezés. Lengva pastebéti, kad

(o, or(w) = [0, a:w)]* = [E(0 +iT, w) [
= |L(o,a,w)? = |L(o + it w)]? (20)

kiekvienai transformacijai apibréziamai (17) formule. Kadangi Haro matas my yra invari-
antas, lygybé mpy(p,(A)) = my(A) tenkinama kiekvienam A € B(Q) ir kiekvienam 7 € R.
Taigi, | L(o +1it,w)|? yra stipriai stacionarus procesas. Jis taip pat yra ir ergodinis procesas.
Dabar tai parodysime.

Tegul @ yra tikimybinis matas erdvéje (€2, B(Q2)), kuris apibréztas atsitiktiniam procesui

|L(o +iT,w)|?. Tegul A yra funkcijos |L(o + i7,w)|? invariantiné aibé, t. y.,
Q(AAA,) =0. (21)
Turime, kad
A ={weQ:|Llc+ir,w)|* € A} ={w e Q:|L(o,a,w)|* € A}
ir
A = {weQ:|Llo+ir,w)|P € A} ={w e Q:|L(o +it +iu,w)* € A}
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{weQ:|Llo+ir aw)|* € A},

¢ia naudojame pazyméjima A, = ¢, (A) su transformacija ¢, apibrézta pagal (17) formule.

Taigi, A, = p.(A’). Kadangi (AAA,) = A/AA! ir, atsizvelgiant j (21) formule,
mu(A'ANA)) =mp((AAA,)) = Q(AAA,) =

Tai reiskia, kad A’ yra invariantiné aibé ¢, atzvilgiu. Pagal 25 lema grupé {¢, } yra ergodiné.
Taigi, my(A’) = 0 arba my(A’) = 1. I8 ¢ia seka, kad Q(A) = 0 arba Q(A) = 1, t. .

procesas |L(o +i1,w)|* yra ergodinis. I§ (19) ir (20) formuliy gauname, kad

T—oo T—oo T

T
lim %/0 |L(o +it,w)?dT = lim —/ &(o, or(w))dr = Eé(o,w) < 00

beveik visiems w € (2. Tai jrodo lema.

2.4. Aproksimavimas pagal vidurkj

Tegul 01 > 1+ 6 ir, kai —o; < 0 < 01, apibréziame funkcija

Iv(s) = 2T (Uil) N®, NeN,

01

kur I'(s) yra Oilerio gama funkcija. Be to, kai o + 07 > 1+ 0,

Lne(s) = i,/m T Lls 4+ 2wz )dj. (22)

270 J 5y —ioo
Pagal Stirlingo formule (10 teorema) ir (III) hipoteze, funkcijos L(s) integralas gali buti

aproksimuojamas Ly (s) vidurkiu.

27 lema. Tequl K yra srities D kompaktinis poaibis. Tada

1 (T
lim limsupf/ sup |L(s +i1) — Ly (s +i7)|dT = 0.
0

n— T oo seEK

Irodymas. Tegul o3 = Rz. Kadangi o + 07 > 1, funkcija L(s + z) gali buti isreiskiama

absoliuc¢iai konverguojancia Dirichlé eilute

o0
S+Z Z s-‘rZ

Kai n, N € N, tegul




Kadangi, pagal 10 lema

by(n) = B / (o + it)|dt = 2

Vadinasi, eilutée

2. a(n)by(n
3 ()ns()

n=1

konverguoja absoliuciai, kai 0 > 1 — ;. Taigi, sukeite suma ir integrala Ly(s) apibrézime

randame, kad

1 [ovtiee dz Za(n) 1 [T IN(2)dz
— L z — . 4
(s+2)in()— = )

270 J 5y —ioo

I
NE
=
S
S
S
S

ir

Ly(s) =y 0w l) (23)

Pagal Melino perstatymo formule (11 teorema), turime

) = g [P Eyae—ew | - ()7

27101 J oy —ico oy’ 'n

Todél (23) lygybe galime uzrasyti

1009 =5 L - (2)7), =

kur eiluté konverguoja absoliuciai pusplokstumeéje o > 1+ 6.

Dabar pakeiskime integralo Ly (s) kontura. Pointegralinis reiskinys turi paprastus polius

taskuose z =0irz=1—3s. Kaie >0, 09 = %—i— 0+ 5. Tada pagal 14 teoremg (reziduumy),

1 o2 —0+100 dZ
LN(S) = % - L(S+Z)ZN( ) >
09 —0—100
)
+(Res,—o + Res,—1_) (L(s + z)@)
1 [orotiee dz In(1—s)

- L(s + 2)ln(2)— + L(s) + (25)

270 J gy ——ico 1—5
Tegul F' yra uzdaras konturas srityje D ir aibés K uzdarinys. § pazymime atstuma nuo
F iki aibés K. Pagal Kogi integraline formule (15 teorema) turime
1
sup |L(s +i1) — Ly(s +i7)| < — / |L(z + 1) — Ly (2 +i7)||d=].
seK 27'(_0— F

Aigku, pakankamai dideliam T,

—/ sup |L(s +iT) — Ly(s + i7)|dT

seK
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—B— |dz|/ LRz +it) — Ly(Rz +i7)|dr

_BU+ Sup/ L(o +it) — L (o + it)|dt. (26)
oT g,s€C Jo

Konturas F' gali buti parinktas taip, kad, kai s € I, galioty nelygybés

O’>1—|—9—|—% ir 60>

Akl(‘f)

I8 (25) formulés randame

L(o +it) — Ly(o +it)

Bliy(1l — o — it
:B/ ’L(02+it+i7)|’lN(02_U_|_Z‘7_)|d7_+ ’N( o 7 )l

|1 — o — it

Pagal Kosi-Svarco nelygybe (16 teorema) ir kvadrato vidurkj, kai o > 1 + 6,

/OT L(o + it)|dt = BVT (/OT Lo+ z’t)ldt) " BT, (27)

i$ C¢ia seka, kad

1 2T
— sup / |L(o +it) — Ln(o +it)|dt
TO',SEF 0

= B sup /Oo lin(o2 — o +i7)|(2+ %’)dTvL — sup /0 | ]\’71< _UU_JFZ,Z‘ )|dt

s, 0€F J— T s,0€F

:Bsup/ In(o +i)|(1 4 |[7))dr + 0(1), T — oo, (28)

oel

kur [ =[5 — 6+ £, —<]. I8 Stirlingo formulés (10 teorema) ir y(s) apibrézimo, gauname

lim sup/ (o + it)|(1+ |r|)dr =

N—oo ger

Paskutiné lygybé drauge su (26) ir (28) duoda lemos tvirtinima.

2.5. Ribiné teorema absoliuciai konverguojancioms eilutéms

Pirmiausia prisiminkime kompakto apibrézima. Tarkime G yra sritis aibéje C. Funkcijy,
reguliariy srityje G, Seima, yra kompaktiné srityje G, jeigu kiekviena Sios Seimos seka apima
posekij, kuris tolygiai konverguoja kiekviename kompaktiniame poaibyje K C G.

Kai N € N, apibrézkime w € Qir s € D

S (4"

n=1
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Kadangi eiluté Ly (s), apibrézta (24) formule konverguoja absoliuciai, tai Ly(s,w) taip

pat konverguoja absoliuciai, kai o > 1 + . Apibrézkime tikimybinius matus
1 .
Prn(A) = ?meas{T €10,T]: Ly(s+1i7) € A}
ir
~ 1
Prn(A) = ?meas{T €[0,7]: Lym(s+ir,w) € A},
A € B(H(D)). Trodysime, kad abu matai silpnai konverguoja j ta patj mata, tai T — oo.

28 lema. Egzistuoja tikimybinis matas Py, erdvéje (H(D),B(H(D))) toks, kad abu matai
Pr oy ir ﬁT,N sipnai konverguoja § Py, kai T — oo.

Irodymas. Tegul, kai M, N € Nirw € 2 bei s € D,

b= 3-8 oy (- (2)7)

b= 3520 o (- (27).

Apibréziame du tikimybinius matus Pr oy it Prya erdvéje (H(D),B(H(D))) for-
mulémis
1
Pryu(A) = Tmeas{T €1[0,T]: Lnm(s+ir) € A}
ir
~ 1
PT,N,M<A) = Tmeas{T S [O,T] : LN7M<S + iT,u)) € A},

kai A € B(H(D)).

Pagal 24 lema abu matai Pp s ir ﬁT,NM silpnai konverguoja j ta patj mata Py s, kai
T — oo.

Pirmiausia parodysime, kad tikimybiniy maty Seima {Py p} yra suspausta fiksuotam
N.

Tegul 7 yra atsitiktinis elementas tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1], apibréztas tam

tikroje tikimybinéje erdvéje (2o, B(2),P). Tegul

Xpnm(s) = Lya(s +inT). (29)
Pagal 23 lema,
X1.N M T%O XN, (30)
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kur Xy = Xn(s) yra H(D)-reikSmis atsitiktinis elementas su skirstiniu Py ;.
Tarkime {K;} yra aibés D kompaktiniy poaibiy seka, tenkinanti salygas:
1) K; C Kjiq su kiekvienu j € N,

2) jeigu K yra kompaktas ir K C D, tada K C Kj kai kuriems j € N, ir D = |J K.
j=1
Tarkime p yra metrika indukuojanti analiziniy funkcijy H (D) erdvés topologija ir apibré-

ziama tokiu budu

=1 fih

p(f1, fo) = 23 T4 pulfi, )

fi, fo € H(D),

¢ia p(fi1, f) = sup |fi — fal.

SEKn
Pagal Cebygovo nelygybe (17 teorema)

I .
P(sup [Xrxar(s)| > M) <+ T/ sup | Ly (s + i7)|dr < oo. (31)
SGKJ' SEK]'

Taigi,
1
limsup P( sup | X7,y (s)| > M;) < — sup limsup — / sup | Ly p(s +it)|dr.  (32)
T—o0 s€K; j s€K; T—oo seK;
Kadangi eiluté Ly(s) konverguoja aibéje D, tada

1 /T
sup lim sup —/ sup |Ly (s +i7)|dr < R; < o0, (33)
N>1 T—oo 0 seKj

kur R; > 0 yra konstanta priklausanti nuo K;. Jeigu € yra laisvai parenkamas teigiamas

skaicius, tada galime imti

R.&l
M, =1 (34)
£
Atsizvelgiant j (31) ir (33),
: £
lim sup P( sup | X7 nm(s) > M;|) < o (35)
T—o00 SGKJ'

Dabar apibréziame funkeija h : H(D) — R formule

h(f) = sup [f(s)], feHD).

SEK]'

Funkcija h yra tolydi, taikome (30) ir 8 teorema bei gauname

D
sup [ Xrovar(s)] =2 sup [Xna(s)].
SGK]' SGK

Taigi, atsizvelgiant j (35), randame, kad

P (SUP | X ()] > M>

g
SEK]' 2
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Tegul
He = {f € H(D): sup |f(s)| < M, j = 1}.

sEK;

Pagal 12 teorema (Montelo) funkcijy H. Seima yra tolygiai apibrézta kiekviename kompakte
K C D, ir tokiu budu H. yra kompaktas. Taikydami (36), turime

SEKJ'

P(Xyu(s) € H) > 1= P(sup |[Xyu(s)| > M)
j=1

Kadangi Py s yra atsitiktinio elemento Xy s skirstinys, tai
Pyy(H:) >1—¢ visiems M,N eN.

Tokiu budu turime, kad tikimybiniy maty Seima {Py p} yra suspausta ir pagal pirmaja
Prochorovo teorema (18 teorema) ji yra reliatyviai kompaktiska.

I8 funkeijy Ly ar(s) ivr Ly(s) apibrézimy turime, kad, kai 0 > 1+ 6,

]V%iinoo LN’M(S) = LN(S).

Kadangi Ly(s) konverguoja absoliu¢iai, konvergavimas yra tolydus pusplokstuméje o >
14 6. Taigi randame, kad
1
lim lim sup Tmeas{T €[0,T] : p(Lnm(s+iT),Ly(s+iT)) > €}

M—oco 7,50
T

1
< lim limsup — [ p(Lna(s+i7), Ly(s+i1))dr =0, (37)
M—oo .00 8T 0
kiekvienam ¢ > 0.
Dabar tegul

YT,N(S) = LN<S + Z@T)

Panasiu budu kaip anksciai, gauname, kad

lim limsup P(p(Xzn (), Yra(s)) >¢€) =0. (38)

M—oo 7,00
Tegul { Py, } yra Seimos { Py} poaibis toks, kad Py y, silpnai konverguoja i tam tikra
mata Py. Tada
Xy, — P (39)

M —o0
Kadangi H (D) yra separabili (20 teorema), i3 ¢ia ir i§ (30), iSpaukia, kad

Yrn —= P (40)
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Taigi, egzistuoja matas P} toks, kad Pr y silpnai konverguoja i Py, kai T — oo. (40) sarysis
parodo, kad matas Py yra nepriklausomas nuo posekio {Py s, } pasirinkimo. Kadangi
Seima {Py .} yra reliatyviai kompaktiska, pagal 13 teorema, gauname, kad Py s silpnai

konverguoja i Py, kai M — oo, t. y.,

2, pr. (41)

X
N,M T—o0

Pritaike tuos padius argumentus atsitiktiniams elementams Ly (s + inT,w) ir Ly(s +
inT,w), jirodome, jog matas lgT,N silpnai konverguoja j Py, kai T' — oo. Todél gauname
lemos tvirtinima.

Tegul ©; yra aibés € poaibis toks, kad, kai w € Q, eiluté L(s,w) apibréziama (8) formule

tolygiai konverguoja kompaktiniame aibés D poaibyje, ir kai ¢ > 1 + 6, teisingas jvertis
T
/yua+meﬁ=BT
0

Tada i$ 21 ir 27 lemy seka, kad m(€;) = 1.

29 lema. Tegul K yra kompaktinis aibés D poaibis. Tada, kai w € €y,

1 T
lim limsup —/ sup |L(s +iT,w) — Ly(s + i1, w)|dT = 0.
0

N—oo 7,00 seK

Pakartojus tuos pacius argumentus kaip ankstesnéje lemoje, gauname jrodyma.
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3. TEOREMOS JRODYMAS

Is 28 lemos seka, kad lieka jrodyti, kad matai Py ir Pp sutampa, t. y. Py = Pr.
Tegul A € B(H (D)) yra mato Py tolydumo aibé. Tada pagal 28 lema, kai w € Q, turime

71im vr(T €[0,T]: L(s +iT,w) € A) = P*(A). (42)
Fiksuojame aibe A ir erdvéje (2, B(Q2), my) apibréziame atsitiktinj elementa 7 formule

1, jeigu L(o,w) € A,

n(w) =
0, jeigu L(o,w) ¢ A.
Tada,
En = / ndmyg = mpg{w : L(s,w) € A} = Pr(A) < oc. (43)
Q

Pagal 25 lemg ir 9 teoremg randame, kad

1 /T
A /O n(pr-(w))dr = En (44)

beveik visiems w € €). I8 n ir ¢, apibrézimy seka, kad
17 1 .
— [ n(er(w))dr = =meas{T € [0,T] : L(s + iT,w) € A}.
T, T
I$ ¢ia, (43) ir (44) gauname
1
Jim ?meas{T €[0,T7): L(s +ir,w) € A} = Pp(A)

beveik visiems w € €. Taigi, pagal (42) formule
P T(A) =P ;\F/(A)

bet kurioms tolydziosioms mato Py aibéms A. Kadangi tolydumo aibé sudaro apibréziancia

klase, gauname, kad

Pr(A) = Py(4)

visoms aibéms A € B(H(D)). Teorema yra jrodyta.
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4. ISVADOS

Magistro darbe nagrinéjamos Oilerio sandaugy, apibréziamy formule

1
(1= agpp™®)

L(s) = €™ H (1= ap ).

statistinés savybeés, ¢ia aj, yra kompleksiniai skaiCiai, w € R, d — naturalusis skaicius,
1 < j < dirp zymi pirminj skaic¢iy. Irodome, kad Oilerio sandaugoms, tenkinanc¢ioms
tam tikras hipotezes, teisinga ribiné teorema tikimybiniy maty silpno konvergavimo prasme
analiziniy funkcijy erdvéje H(D). Ribinis matas teoremoje pateiktas iSreikstine forma.

Nustatyta, kad jis yra atsitiktinio elemento, susijusio su Oilerio sandaugomis L(s), skirstinys.
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SUMMARY

Value-distribution of Euler products

in the space of analytic functions

The Master work is devoted to the value-distribution of Euler products L(s), defined by

formula
. 1
L(s) = e™ .
(5)=c 1;[ (I —anp ). (1 — app )

Here o, are complex numbers, w € R, d is natural number, 1 < j < d and p denote by the
prime number.

It is know that, if the function L(s) satisfies some hypotheses, then it converges in the
half-plane ¢ > 146, 6 € [0;1).

In this work, limit theorem in the sense of the weak convergence of probability measures
for the Euler product L(s) in the space of analytic functions is proved. More precisely, if
D={seC:0>1+0}and H(D) denotes the space of analytic on D functions equipped
with the topology of uniform convergence on compacta, then it is proved that the probability
measure

1
pmneas {r€[0,T]: L(s+1ir) € A},

A € B(H(D)) converges weakly to the distribution of explicitly given H(D)-valued random
element as T" — oc.

The master work consists of the introduction, 4 chapters, conclusion and bibliography.

In Chapter 1 we survey well-known theorems on probability theory, analytic numbers
theory, theory of functions of complex-variable, and latter they in the proof of main state-
ment are applied.

Chapter 2 is devoted to auxiliary results, i. e. we define H(D)-valued random elements,
prove the limit theorems for Dirichlet polynomials, apply the elements from ergodic theory,
approximate by mean, and prove limit theorems for absolutely convergent series.

In Chapter 3 we prove the main statement of the work.
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