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IVADAS

Nagrinédami realius mus supancius reiSkinius daznai norime juos ne tik suprasti
kokybiskai, bet ir iSsiaiskinti kiekybinius désningumus — gauti tam tikry dydziy skaitines vertes.
Tam neretai kokybinio modelio nepakanka — dar reikia sugalvoti, kokiu biidu analizines lygtis
paversti skaitinio iSvedimo rezultatais. Statistiniais atvejais tai paprasta. Pavyzdziui, ; dujy
biisenos lygtj iraS¢ dominancius skaiCius suskaiciuojame atsakyma, ir kompiuterio Siam darbui
net nereikia, nebent norétume gauti didelg skaiciy lentelg.

Visai kitokia situacija yra su realiomis situacijomis, kai fizikiniai (mechaniniai,
elektroniniai ar net biologiniai) dydziai keiciasi proceso eigoje. Tada Siy dydziy priklausomybes
galima atvaizduoti diferencialiniy lygCiy pagalba. D¢l Sios priezasties diferencialiniy lygciy ar jy
sistemy sprendimas, sprendiniy struktliros tyrimas yra klasikinis ir vienas i§ pagrindiniy
matematinés analizés uzdaviniy [3].

Paprastoji diferencialiné lygtis — lygtis, kuri sieja nepriklausoma kintamajj, nezinoma,
ieSkomgja funkcijg ir jos iSvestines. Bendras n-tos eilés paprastosios diferencialinés lygties

pavidalas yra toks:
Fley (5 (9.0 =0,

¢a x — nepriklausomas kintamasis, y(x)- ieskomoji funkcija, y, y", .., y"— ieSkomosios
funkcijos iSvestinés.

Jei | diferencialing lygtj jeina keliy kintamyjy funkcija ir jos dalinés iSvestinés, tai ji
vadinama diferencialine lygtimi dalinémis iSvestinémis [1].

Realiis procesai dazniausiai aprasomi paprastosiomis arba daliniy iSvestiniy
diferencialinémis lygtimis ir jy sistemomis. Apskritai reallis procesai apraSomi daliniy iSvestiniy
diferencialinémis lygtimis ir svarbiausia yra tai, ka Sios diferencialinés lygtys yra netiesinés.
Netiesiniy daliniy iSvestiniy diferencialiniy lyg€iy teorija Siuo metu yra labai jauna ir tokiy lygciy
sprendimo metody néra daug.

Kita labai svarbi diferencialiniy lygCiy teorijos problema yra iSsigimstancios
diferencialinés lygtys ir jy sistemos. ISsigimstanc¢iomis vadinamos diferencialinés lygtys ar jy
sistemos, kada jy koeficientai tam tikruose taskuose turi ypatingumy arba, kitaip sakant, tam
tikruose taskuose pradingsta diferencialinés lygties aukS¢iausios eilés iSvesting, o diferencialiniy
lygéiy sistemos atveju dingsta pagrindiné diferencialiniy lyggiy sistemos dalis. Siais atvejais

sakome, kad i8sigimsta diferencialinés lygties ar diferencialiniy lyg€iy sistemos eilé.



Siuo metu pilnai sukurta analiziné i§sigimstanéiy paprastyjy diferencialiniy lygéiy teorija.
Ji susideda i§ dviejy daliy:

1 dalis: analiziné reguliariai i§sigimstanciy paprastyjy diferencialiniy lyg€iy teorija;

2 dalis: analizin¢ jreguliariai arba stipriai iSsigimstanciy paprastyjy diferencialiniy lygciy
teorija.

ISsigimstanciy paprastyjy diferencialiniys lygciy, kuriy koeficientai prie auksciausios
eilés iSvestinés virsta nuliu, arba koeficientai prie kity ieSkomosios funkcijos iSvestiniy ar pacios
ieSkomosios funkcijos turi ypatingumy, sprendimas yra labai sudétingas, reikalaujantis daug
kruopstaus, ilgo ir sunkaus darbo uzdavinys.

Reguliariai iSsigimstan¢iy diferencialiniy lygciy (jos dar vadinamos Fukso klasés
lygtimis) sprendiniai yra tolydZzios, analizinés funkcijos iSsigimimo tasky aplinkoje. Jeigu
iSsigimimas laipsninis, tai iSsigimstanciy diferencialiniy lygCiy sprendiniy struktira labai
priklauso nuo i8sigimimo laipsnio, t.y. nuo laipsninés funkcijos rodiklio .

Magistro darbe nagrinésime konkreCig iSsigimstancig paprastaja diferencialine lygtj,

kurios tyrimas aktualus ir svarbus fizikoje.



1. UZDAVINIO FORMULAVIMAS

Magistro darbe nagrin¢jama tokia ketvirtos eilés tiesiné paprastoji diferencialiné lygtis:

dr dr dr r 2

2 U
QDUa+57Um{y{g”qﬂi_i}]U+DUa+«EQ—CV—CK»UQ=m (1)
r

¢ia r — nepriklausomas kintamasis, U — ieSkomoji funkcija, / — konstanta, C, C,, C,, a —
fizikinés konstantos, E, — energija.

Paprastumo ir tumpumo délei U, toliau darbe Zymésime u(r) arba tiesiog u.

4 2 2 2
DUa:d4Ua—2l(lz+l)dzUa+4l(l3+l)an+ [7(1+1) 46l(l+1) U, @)
dr r dr r dr r
¢ia
2m hY 1
C =, C = 5 C = ’ 3
n (chj P 2me? ©)
K,
Va(r) = 7 (), “4)
&a V,(r) — potencialas, # — mazoji Planko konstanta, m — masé.
Ieskosime (1) lygties sprendiniy tenkinanciy salygas:
u(00)=0, (5)
u(0)=0. (6)

Diferencialiné lygtis (1) su salygomis (5), (6) paprastyjy diferencialiniy lyg€iy teorijoje
vadinama krastiniu uzdaviniu, o (5) ir (6) salygos - krastinémis sglygomis.
Magistro darbe spresime suformuluotgjj krastinj uzdavinj [5] su Kulono potencialu, kuris

yra toks:

VW=%3 ™)

¢ia V,, — fiksuota potencialo reikSme.



(1) diferencialing lygti spresime apibendrinty laipsniniy eiluc¢iy metodu. Gausime
laipsnines eilutes, kurios formaliai tenkina duotaja diferencialing lygti. Jeigu jrodysime
formaliosios laipsninés eilutés konvergavima, tai reiks, kad laipsninés eilutés konvergavimo
srityje rasti kratinio uzdavinio sprendiniai. Siy laipsniniy eilu¢iy konvergavimg tirsime

mazoranty metodu. Jis iSdéstytas monografijoje [2].



2. UZDAVINIO SPRENDIMAS

I (1) diferencialing lygtj suraSome (2), (3), (4) iSraiSkas ir gauname tokig ketvirtos eilés

paprastaja diferencialine lygti:
2 4 2 2 2
( h j[d_U C2(+1)d y LAy d o Pt 6Z(Z+1)Ua}r

2me ) | drt “ rrodrt Podr rt
2
Ay r(iVj 4 Ue || WDy, (—E —2—’?1/—2—’?51/())
dr 2mc dr dr r r h? h h r
U, =0.

Sugrupuojame narius prie vienodos eilés iSvestiniy, atlieckame kitus elementarius

matematinius pertvarkius ir turime:

2 .4 2 2
( h j d_4Ua_ ( h j 21(12+1)_ 12{1le+41(13+1)( h j .
2mc) dr 2mc r 2me” \dr )r r 2mc

2 2 2
'an-f- I(I+1) 46l(l+1)( h j l(lerl) zEa_z_TV_z_TEV()UaZO-
dr 2mc r h h h r

r

2
dzUa+
dr

ISvestines, uzraSytas kaip diferencialy santykius, pakeiskime paprastesniais Zzymenimis

2 3 4
u':an, u dzU " d U 4) d
dr dr dr dr?

Po 81y pazyméjimy nagrin¢jamaja diferencialing lygt] uzraSome kaip tokia ketvirtos eilés

—U,.

diferencialing lygt]

2 2 )
(Lj u<4>_( h j 2A0+1) || 1 +41<1+1>( h j o
2mc 2mc r’ 2mc? r’ 2mc

+{12(Z+1)2—6Z(Z+1)( h ] I7+1)  2m 2mV_2_mEVr(,,)}u:o,
2me

(®)

P r? o h? h* r

Diferencijuojame (7) lygtj ir randame potencialo iSvesting

V'i(r)y=——

ir gautaja potencialo iSvestinés iSraiska irase j (8) lygtj, gauname tokig diferencialing lygti



2 2 2
Pﬁ_jwﬁ_(_ﬁﬂ NU+U_IMH__i_(_5J+MU+DEJL) s
2mc 2mc r’ 2mc’ : } 2mce

2 2 2
MERGR) 4&U+D(h j-JUtD+3?E;—3?K§—2?5-l% 0.

2mc r h h r h™r

r
Sutrauke panaSiuosius narius bei narius be kintamojo » pazyméje konstantomis, turime

2 2
cg(u“>—-2Kljl)u"+-4”]+1)uh+(l(1+1) 6104_D]u}—ku"+

r r N

,
+C2r(_zgju__l(lt1)u+(CEa_C&_Cﬁ(_zgjjuzo
r)r r r r\ r

¢ia C, C,, C, yrakonstantos, kurios apraSytos (3).

Atlikg pertvarkius, pastargja diferencialing lygti, uzraSome patogiu tolimesniems
tyrimams pavidalu [7] turime, kad

2 2 _
Quw—cgﬂgj“u«+“a+ncn/+lU+D 6I(1+1)

) e ) e Cu+u"—
V V. kV,
—Cz—gu’—I(Ztl)u+CEau—C—°u—C—3°u=O.
r r r r

Skaitiklyje esancius reiskinius, kuriuose dominuoja fizikiné konstanta /, pazymékime taip

I(1+1)=4,
IP(I+1)° = 4%,
20(1+1)=24,
4l(1+1) =44,
6I(I+1)=64.

Tada, gautas iSraiSkas suraSome ] pastargja diferencialing lygtj ir gauname



2 C,7, CV
Clu(4)—C1%u"+Clgu'+A 46AC1u+u"— Zzou,—izu"‘CEa”_ Su -
; , , - F o)
KV,
-C 3°u=0.
r

Dél to, kad (10) diferencialinéje lygtyje yra dalyba i§ nepriklausomo kintamojo r, kuris
art¢ja ] nulj, mums reikia, kad vardiklyje nelikty 7, tuo tikslu (10) diferencialing lygtj dauginame

panariui i§ kintamojo r ketvirtuoju laipsniu ir turime

- C,V Cv,
Clu(“)—Cl% ”+Clgu’+A746AClu+u"— Zzou’—izu+CEau— Su-—
r r r r r r
KV,
-C 3Ou=0-r4.
r

Naujoji diferencialiné lygtis yra tokia

rtCcu® —2Ar2C1u"+4ArC1u'+(A2 —6A)C1u +ritu"—r*CVu'— Ar*u+CE r'u - an
~CVyr’u—CKVyru =0.

Kadangi bakalauro darbe [ 7 ] nepavyko analitiSkai ir pilnai i§spresti Sios iSsigimstancios
diferencialinés lygties, t.y. tiesiogiai gauti diferencialinés lygties sprendinius laipsninémis

nepriklausomo kintamojo r laipsniy eilutémis, tai Siame darbe bandysime iSspresti Sig problema ir

pirmiausia pasinaudosime tokiu keitiniu
u(r)=o(r)p,(r). (12)

(12) sandaugg diferencijuojame keturis kartus pagal nepriklausomg kintamajj r ir gauname tokias

1Svestiniy iSraiskas
u'(r)=@' (g, (r) + e(r)e, (r),

u'(r) = @"(r)y(r) + ' (e (r) + ' (g (r) + ()" (1),



u"(r) = @" (1@, (r) + @" (), (r) + @" (1)@, (r) + @' (1" () + @' (r)@" () + @" ()@ () + @' (1) () +
+o(r)py(r),

Sutrauke panaSius narius, gauname tokia treciosio iSvestinés iSraiska

u"(r)=@" (N, (r) +3¢" ()} (r) + 3¢ (¢ o(r) + X} (r)
Diferencijuojame pastaraja lygybe dar kartg ir turime
u () = @)@y (1) + 9" ()@ () + 30" (1)@} () + 39" (1)@ (1) + 39" (1 @(r) + @' () +
+ (M e“h(r) + @' ()l

Galutine ketvirtosios i§vestinés iSraiSka yra tokia
u () = W ()@, () + 40" (1)@} (r) + 40" (M@l (1) + 49" (M@l () + () Wa ().

Gautasias ieSkomosios funkcijos iSvestiniy iSraiSkas per naujy ieSkomyjy funkcijy

iSvestines, jras¢ ] nagrin¢jama diferencialing lygti (11), turime, kad

rC, W0, + 40" 0, + 40"l + 400l + pp,' |- 1€, 2A|:(0”(00 + 200} + 0@, } +

+rC, 4A[<0’<00 + 9@, } + 4> —6AC,00, + (9"p, +20'0, + 0@, ) - rZCzVo[co’coo + 9@, }—

—r? Ap@, +r'CE 00, —r*CV,pp, — rCKV,pp, =0

Pastarojoje lygtyje, pritaike¢ kintamyjy atskyrimo metoda, gauname dvi ketvirtos eilés

diferencialines lygtis naujosioms ieSkomosioms funkcijoms konkreciai vienai ¢, ir kitai ¢ rasti.

Tos lygtys yra tokios:

HC oW, + 4 Cole" + (1 C 40l — 2C 240, + 0, " + (FC 40— 2C 4 Ag) +
+rC4AQ, + 20, — rZCZVO(pOj(o' (' CpY - CAg+ rCadg) + (13)

+(A2 —-64)Co, +’”4§0(’), _”zczVo% _FZA(DO + r4CEa§00 _’”3CV0(00 _”CKVO(DO)(p =0

10



ir

HCop¥ +r*4Co gl + (' C4g" — P C2Ap+ ol +
+(FCap" -7 CAAQ +rCadp+ 12 —PCV ok, +(HCoY —2C 240" + (14)
+1CAAQ +(4 —6A)Cp+ 1" — P Cp — 1 A+ r*CE - *CVyp— rCKVpkp, =0

r'Copp'"s — 1> CV oo~ C.Vopo, ~rCKVypp, = H,
H — atskyrimo konstanta.

(13) diferencialinés lygties sprendiniy ieskosime tokia apibendrinta laipsnine eilute:

(00(7’):2(5] 1(001{- (15)

¢ia p yra parametras i=1,2,3..., ¢, kai k=0,1,2,... yra neZinomi koeficientai, kuriuos reikia

rasti.

Sig laipsning eilute diferencijuojame keturis kartus ir turime, kad

@, (r) = i(k + p)(gj %{i}

(24

- S 1)
ol (r) ZZ(k+p)(k+p—l)(;j goOk(—j ,
k=0

o

k+p-3 3
" - 1
coo(r)=Z(k+p)(k+p—1)(k+p—2)(§j %k(—j,
k=0

o

. k+p—4 1 4
0, (r) = Z(k+p)(k+p—1)(k+p—2)(k+p—3)(§j %k(—] -

k=0 (04

Funkcijos ¢, (r) iSvestiniy iSraiSkas jraS¢ i (13) lygti, gauname tokia lygti

k+p k+p-1
(7 = r 1),
’”4C12(_j ¢0k¢(4) + ”44C12(k + p{_] Dox (_j(o +
=0\ & k=0 a a

11



a

— k+p-2 2 k+p k+p
= r 1 (7 (7 ,
+ r4Cl4Z(k+p)(k+p—l)(—J (Po{—) —rT@AZ[—) Pos ++r42(—J goOk:|¢) +
k=0 a =0\ =0\ Q&

w k+p-3 3 - k+p-1
+| ' C A (k+ p)k+p—1)k+p- 2)(1j Py (lj —rC 44Y (k+ P)(Lj Pox (lj -
L k=0 a a =0 a (04
o (. k+p » ; k+p-1 1 © ()
—-rC44) | — +r 2 (k+ {—j (—J -r*C,V, (—J
1 Z;‘(OJ Doy kZ;,( P o Doy o 2 okZ;, o
. N 1V
+{F4C12(k+p)(k+p—l)(k+p—2)(k+p—3)£—) %k[_j -
P a a
w k+p-2 1 2 - k+p-1 1
—r2C24> (k + p)k + p - 1)(1j Do (—j +C 44> (k + p)( j - (—j +
k=0 o o k=0 o
» - k+p o p k+p-2 1 2
+ (A2 - 6A)Clz(_J Qo +1* Y (k+p)k+ p= )( J Pox (_j -
=0\ a a

k+p

Dok ](PI +

R |~

k=0
© r k+p-1 1 +p r k+p
—rzczVOZ(mp)(—) [;) AZ( j @y +1'CE z(g) Dor —
+p © (4 k+p (16)
—rcr Z( J - rCKVOZ(;J ¢0k](p:0
k=0

Norint gauti rekurenting formule (15) laipsninés eilutés koeficientams ¢, rasti reikia
surinkti narius prie skirtingy — laipsniy ir juos prilyginti nuliui. Maziausias — laipsnis yra
a a

p —4 ir prilygine nuliui koeficientg prie jo turime

@’” Cplp=1)p = 2Xp —3)py, = 0. a7

IS pastarosios lygties gauname p reikSmes, kurios yra:

p=0,p=1,p=2,p=3,C %0, ¢, — bet koks.

p-3
Prilyging nuliui koeficientg prie (Lj gauname
a

Cp(p +1)p(p =1)p = 2)py +4C,p(p =1\ = 2)py, =0 (18)
Iskeliame bendrus dauginamuosius pries skliaustus ir gauname

Clp(p - 1)(:0 - 2)[(/) + 1)(”01 + 49y, ] =0;

12



Kadangi
C,#20, p20, p=1, p#2,
tai
(p + l)goo1 +4¢,, =0.
IS paskutiniosios lygybés laipsninés eilutés (16) antraj; koeficienta ¢, iSreiSkiame per pirmaji

koeficienta ¢, ir ta iSraiSka yra tokia

D1 = =Py -

p-2
Prilyging nuliui koeficientg prie (L] gauname
a

Cy(p+2)p+1)p(p =)oy, +4C,(p +1)p(p =gy +4C, p(p =1y —2CAp(p —1)py, +
+plp =1y, =0.

ISkeliame bendrus dauginamuosius pri$ skliaustus ir turime

,O(p - 1)[C1 (,0 + 2)(/) + 1)(”02 +4C, (,0 + 1)(”01 +4C, 0y, —2CA@,, + ¢oo]: 0; (19)

IS to seka, kadangi p =0, p =1, tai

C(p+2)p+1)py, +4C,(p+ 1)y, +4C,0y —2CAPy, + Py =0;

Padarome elementarius pertvarkymus, gauname
G (/O + 2)(/0 + 1)(P02 +4C, (/O + 1)(/’01 + (4C1 —2C4+ 1)(Poo =0; (20)
IS (20) lygties gauname ¢, iSraiSka per ¢, ir @,, ir ji yra tokia:

__ 4C, (p + 1)(”01 - (4C1 -2CA+ 1)(”00 ‘
Clp+2)p+1)

02

p-1
Toliau renkame narius prie (_j , prilyginame nuliui koeficientg prie $io laipsnio ir
a

gauname tokia lygtj

Ci(p+3)p+2)p+1)ppy; +4C (p+2)p +1)p@y, +4C, (p+1)p@, —2CA(p +1)pp,, +

(21)
+ (p + l)p(Pm +4C, ppy, — Ci4Appy, +2ppy + Ci4Appy, — CV s ppy, =0

13



IS (21) , po nesudétingy pertvarkymuy, gauname ¢, iSraiSka per ¢, , ¢, ir @,, ir ta iSraiSka yra

tokia:

o, = 4G (p+2)p +)ppy, —(4C,(p+1)p=2CA(p +1)p +(p + )p)py, —
" Clp+3)p+2Np+1)p
—(4Cp-C44p+2p+Ci4dp —C)V,p)py,
C/(p+3)p+2)p+1)p

P
Prilygine nuliui koeficientg prie laipsnio (Lj gauname koeficiento ¢, iSraiSka ir ji
a

tokia
G (p + 4)(,0 + 3)(/) + 2)(/7 + 1)§004 +4C, (p + 3)(/7 + 2)(,0 + 1)@03 +4C, (p + 2)(/7 + 1)¢02 -
- ZCA(IO + 2)(p + l)(poz + (,0 + 2)(p + 1)‘%2 +4C, (,0 + 1)(/701 -G 4A(p + 1)(/701 + 2(p + 1)(P01 +
+C, 4A(p + 1)‘pm -G, (p + 1)(p01 +Ci0y —C 240y + @y, + C 440, -
— V@ + (Az - 6A)C1¢00 — Ay, + CE 0y = CVypy — CKV, 00y = 0.

Atliekame elementarius matematinius pertvarkymus ir gauname:

C, (p + 4)(/7 + 3)(10 + 2)(10 + 1)(004 +4C, (p + 3)(/7 + 2)(/7 + 1)§003 +

+[4C (p+2)p+1)-2CA(p +2)p +1)+ (o +2) o + oy, +

+[4C, (p+1)-C,44(p +1)+2(p+1)+ C,44(p +1)- C,V, (p + o, +

+le, - 2441+ C 44—, + (47 —64)C, - A+ CE, — CV, - CKV, Jp,y =0

(22)

Taigi i (22) gauname laipsninés eilutés (15) koeficiento ¢, iSraiSka per @,, @, , @, It @,

0o, = 3G (0 +3)p+2)p + )y, = [4C, (p+2)(p +1)=2CA(p + 2)p + 1)+ (0 + 2)(p + py, —
Clo+4Np+3)p+2)p+1)
- [4C1 (,0 + 1)_ G 4A(p + 1)+ 2(:0 + 1)"‘ G 4A(p + 1)_ G,V (,O + 1)](%1 -
Cilp+4)p+3)p+2)p+1)
“le, —c2a+1+caa-C,p, + (42 —64)C, — 4+ CE, —CV, - CKV, ]p,,
Cilp+4)p+3)p+2)p+1) '
IS pastaryjy lygciy ty. (17), (18), (20), (21) ir (22) gauname rekurenting formule,

ieSkomosios laipsninés eilutés (15) koeficientams ¢, ,_,,; rasti. Rekurentinés formulés

pavidalas yra toks
Cylk+ p)k+p =1k + p=2)k + p—3)p,, —4C,(k=1+ p)k + p=2)k + p = 3)py ) +

14



+C 4k +p - 2)(k TP 3)§Do(k—2) —C24(k + p - 2)(k TP 3)§Do(k—2) +
+ (k +p- 2)(k +p- 3)‘90(1(71) +4C (k+p— 3)(00(1(73) -

—C4A(k+p- 3Py + 2(k +p- 3)‘/’0(k—3) +C, 4A(k +p- 3)‘/’0(k—3) -

-GV, (k +p- 3)(90(1(73) + C1¢O(k—4) -G 2A(Do(k74) T Po(-a) T

+C,44 Po-s) — CoVo@o(sa) + (A2 - 6A)C1(00(k—4) — AQy_gy +
+CE, @o_s) = CVo@o(i_ay = CKV @44y = 0;

Kai £=0,1,2,... ,0 ¢,, =0, kai £ <0.

IS rekurentinés lygybés (23) visi laipsninés eilutés (15) koeficientai ¢, , kai k=1,2,3,...

randami vienareik§miskai pagal laisvai pasirinkta pirmajj eilutés koeficienta ¢, .

(14) lygties sprendiniy ieSkosime tokia laipsnine eilute

o) =3 () " .

Sia eilute diferencijuojame keturis kartus pagal kintamajj r ir gauname

0'(r) = Z (k+ m)(r) g,
0" =S (ke + )k + = D),

0"(r) = 2 (k+ )k + =Dk + -2 ) s

() =Dkt o)k + gDk + =2k + =)

k=0

Gautas i8vestiniy iSraiSkas jraSome j (14) lygtj ir gauname tokig lygybe

k=0

PO () 0% + 40, S (k4 () g+
k=0

+(r“cl A3 k4 )k + = D)9, -2 C2AY (P g, + S (), ]co:; +

k=0 k=0

(24)
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+ [r“c1 4i (ke + p)(k+ =Dk + 1 =2)(r)* ¢, —1r2C, 4Ai(k +u)(r) g, +

k=0 k=0

+rG 4A2(r)k+ﬂ¢k +r' 2Z(k+,u)(’")k+ﬂ_l¢k _FZCZVO Z(’")kﬂt@ j(”(; +
=0 =0 =0

’ [C D+ g+ =+ =20+ = 3)r) -

3 < (25)
—r7C2AY (k+ )k + u—D)(r) 7, +rCAAY (k+p)r)* ¢, +

k=0 k=0

(42 =64)C, S (1) g + 1S+ )+ =D 2 = 2OV S e () —
k=0 k=0 k=0
=AY ()9 4 CE, Y (r) = CV Y () 0 —rCRY, Y () g, j(”o =0
=0 =0 =0 =0
Surenkame narius prie skirtingy » laipsniy ir prilygine juos nuliui gausime laipsninés eilutés
(24) koeficientus ¢, , kai k=0,1,2,... .
Koeficientas prie ()™, kai k =0 yra toks:
Ciu(u =D = 2) (1 = 3@, =0, (26)
ClaC, #0, u=0, u=1, u=2, u=3,0 ¢, - bet koks.
Surink¢ narius prie (r)” ~ kai k=1 gauname
Cr(u+Du(p =D =2)¢ + Cau(u—D(p = 2)¢, = 0; 27)
Iskeliame (27) lygtyje bendra dauginamajj prie§ skliaustus gauname
Cyp(pt=Dpt = (1 + D+ ]=0;
Pasirinkime konkrec¢ia u reikSme, tada p#0, u#1, u#2, o ¢, galima iSreikSti per ¢, ir
atvirksciai
(u+1)¢, +44, =0.
I§ pastarosios lygybés turime, kad
¢ =—9,.

. . . -2 .
Toliau renkame narius prie (r)” , kai k£ =2, gauname

G+ 2)(u+ D=y + A+ D (=D + Cdpa(p— Dy — C2Ap(u— Dy +

28
=1y =0; %)
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IS (28) lygties gauname ¢, iSraiSka per ¢, ir ¢,

_ ~CiAuADp(u = — C 4u(u =Dy + C24p(u—1)gy — u(u =g,

% Cy (e +2)(p+ Dpa(p=1)

Prilyging nuliui koeficienta prie ()" kaik =3, gauname

G (3D Dph + G A+ D+ Dpagh +C At D~ G 2AGH Dpagh +(er D+

(29)
+4C ugy —C 44udy +C 44ugy -G,V gy =0.

IS (29) lygties gauname ¢, i1SraiSka perd,, ¢, ir ¢,

4 = CAp+2)(p+Dug, —(C4u+Du—C24(u+Du+ (u+1D)u)é
’ Cy(u+3)(u+2)(u+p

—(4Cu—Ci44p+ C 44— CV )¢,

Cy(u+3)(p+2)(u+1u '

Prilyging nuliui koeficientg prie (r)”, gauname

C, (44 +3) (s + 2+ Dy + Co A+ 3)pe + 2 + Dy + Cy 4 +2) (e + 1)y -
=G 24(u+ 2)(p + D@y + (1 +2) (e + D, +4C, (u+ 1Dy — C44(u+14, + C 44(u + Dy —
- CzVo (,u + 1)¢1 + C1¢0 - Cl 2A¢o + ¢0 + Cl 4A¢0 - C2V0¢0 + (Az - 6A)C1¢0 -

- A¢, +CE_ ¢, — CV,0, — CKV,¢, = 0.

(30)

IS (30) lygties gauname iSraiSka ¢, per ¢,, ¢,, ¢, ir ¢, , kurio iSraiSka yra

4, = Cid(u+3)(u+2)(pu+1)gy —(C A u+2)(p+1) - C24(u+2) (e +1) + (u + 2)(u +1))g,
) Cy(+4) (e +3)(p+2)(u+1)
—(4C (u+ 1) - C4A(u+1+C44(u+1) -GV, (u+1)¢ —
C(u+d(p+3)(u+2)(pu+1)
—(C,~C24+1+C,44—C,V, +(4> —64)C, - 4+ CE, - CV, — CKV, )4,
Cy(p+ ) (e +3) (e +2)(u +1) '
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IeSkomosios laipsninés eilutés (25) koeficientai ¢, , kai k=0,1,2,..., randami 1§ Sios rekurentinés

formules

Ci(k+ )k + g =Dk + pr=2)(k + p=3), + C 4k + =Dk + p=2)(k + p=3)¢, +
+C Ak + )k +p—-Dg_, —C2A(k + )k + u—Dg,_, +

+(k+ )k +p—D¢_, +4C (k+ u—=3)p,_, —C4A(k + 1 =3)p,_s +
+CAAk+u=3)p s — OV (k+ u=3)p s +C ¢y, -

- C12A¢k—4 + ”4¢k74 + C14A¢k—4 - C2V0¢k—4 + (A2 - 6A)C1¢k—4 -

—A¢_, +CE P, —CVio_, —CKV ¢, = 0.

(€2))

I§ Sios rekurentinés formulés visi (24) laipsninés eilutés koeficientai randami pagal laisvai

parenkama pirmajj koeficienty ¢, .

Sudauging (15) ir (24) laipsnines eilutes gauname nagrin¢jamos diferencialinés lygties (1)

formaliyjy sprendiniy iSraiSkas laipsninémis eilutémis

U,(r)= i(é] ¢Okirk+y¢k‘ (32)

Gautagjj rezultatg suformuluoskime kaip teorema.

Teorema. Diferencialinés lygties (1) formaliis sprendiniai iSreiSkiami tokia laipsniniy eiluciy

sandauga:

o k+p o
r +
Ua(”)=2(_] ¢0kzrk "o
=0\ & k=0

kurioje laipsninés eilutés koeficientai ¢,,, kai k =0,2..., randami i rekurentinés formulés
( 23), o laipsninés eilutés koeficientai @, kai k =0,1,2... , randami is rekurentinés formulés

(31). Jose parametras p randamas is lygties (17), o parametras u randamas is (26) lygties.
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3. FORMALIUJU LAIPSNINIU EILUCIU JEINANCIU | SPRENDINIUS
KONVERGAVIMO TYRIMAS

Tai atliksime maZzoranty metodu, kuris iSdéstytas monografijoje [4].

Eilute, kurios konvergavima tirsime yra tokia:

0 L ‘.
o(r)= 2 (r) ™", (1%)
k=0
Parametras p, jtakos konvergavimui neturi, todél pakanka iStirti tokios laipsninés eilutés
konvergavima:
2 (1*%)
k=0

Tirsime laipsninés eilutés (1**) konvergavimg tasko » =0 aplinkoje.
(1**) laipsninés eilutés moduliy eiluté yra tokia:
AR (2%)
k=0
Jeigu (2*) teigiamy nariy eilut¢ konvertuoja, tai (1**) laipsnin¢ eilut¢ konverguoja
absoliuciai ir tolygiai. Jeigu moduliy eilut¢ (2*) diverguoja, o pati laipsniné eilute (1%*)
konverguoja, tai (1**) konverguoja reliatyviai.
Tarkime, kad (2*) laipsninés eilutés mazoranté yra
iNka. (3%)
k=0
Moduliy eilutés nariai yra mazesni uz mazorantings eilutés narius, t.y.
PPN
k=0 k=0
Mazorantiné eiluté yra geometriné progresija, o ji konverguoja jeigu yra nykstamai

maze¢janti, t.y. jos vardiklis yra mazesnis uz 1 [6]. Turime, kad

0

SN = S W) =

k=0 k=0

¢ia Z (N |r|)k — begaliné nykstamai maZzéjanti geometriné progresija, o
k=0
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171\/H —nykstamai maZzéjancios geometrinés progresijos suma, ir ji bus tokia, kada
- N|r

<.
N

Irodéme kad maZzorantiné eiluté (3*) konverguoja intervale
1 1
——<r<—,
N
jeigu laipsnings eilutés koeficienty moduliams galioja jvertis
B (N k=0,1,2,...

IS rekurentinés koeficienty ¢, formulés ( 31 ), pagal matemating indukcijg reikia jrodyti,

kad nelygybé
DARTA (4%)
galioja visiems k, kai k£ =0,1,2,....
IS rekurentinés lygybés (31) turime, kad
Cilk+ )k +p—=D(k+p=2)k+pu=3)¢ +Calk+ u—D(k+p=2)k+pu=3)¢._ +
+[C Ak + )+ p=1) = C 24K + )k + = 1)+ (k + )k + =D}, , +
+[4C, (k + 1 —3) - C,4A(k + 1 =3)+ C 4A(k + = 3) - C,V,(k + 1 =3) |, +
+le, — 24+t + 44— C,V, +(47 —64)C, - A+ CE, —CV, —CKV, }p, , =0
arba
4 = —ClAtk+pu-Dk+pu-2)k+pu-3)¢_ —
Yk e+ =k + = 2)(k + i =3)
—[Ci 4k + p)(k + 1 =1) = C, 2A4(k + )k + 1 =) + (k + )k + =D}, , -
Cy(k+ )k + p =)k + p=2)(k + p=3)
—[4C, (k+ u=3) = C 44k + 1 —3) + C,4A(k + 1 —3) = C,V, (k + 1 =3) |, 5 —
C (k+ )k + p =Dk + u=2)(k+ p=3)
e, -c244 1 v 44—, + (42 —64)C, - 4+ CE, - CV, - CKV, }p,
C(k+ )k +p =Dk +p—2)(k+p-3)

Pazymime

H(u, k) = C (k + )k + p =Dk + p = 2)(k + = 3).
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Tada

1
é, _m[— Cralk + p =)k +p=2)(k+p=3),, -

—[Coak + )k + = 1) = CL2A(k + )k + = 1)+ (k + )k + =D, -
—[4C, (k+ 1 =3)=C, 44k + u =3)+ C,4A(k + u =3) = C,V,(k + u=3)p, 5 -
—le —c2a+rt v 44—y, + (4> —64), -4+ CE, —CV, - CKV, ]

Atliekame pertvarkius su moduliais, t.y. pasinaudojame modulio savybémis, kad sumos
modulis nevir$ija moduliy sumos ir sandaugos modulis lygus moduliy sandaugai ir gauname
tokig nelygybe

AE mﬂ— €+ D)k + =Dk + -3 |-
— [k + )tk + 1= 1| =€ 24Kk + gk + =D+ [k + |k + 1 =Df]b o]~ (5%
—[l4C, |k + = 3)| | 44|k + 11 = 3)| +|C, 44 (K + 11 = 3)| = |C Vo (ke + 1= 3)| || -

- ﬂq] -|C 24 +1+]C 44 —|02V0|+](A2 - 6A)c1\ ~|4]+|CE,|-|c,| —|CKVO]]¢k_4|]
Darome prielaidg, kad
4 <N
kai b=0,1,...k—1.
Kadangi pirmasis koeficientas ¢, parenkamas laisvai, bet ¢, modulis turi biiti maZesnis
uz vienetg t.y. |¢| <1.
Vadinasi jvertis (4%) yra teisingas visiems & ir laipsniné eiluté konverguoja absoliugiai ir

tolygiai, kai konverguoja moduliy eilutg, t.y. intervale —% <r< % .

Laipsninés eilutés (15) konvergavimas jrodomas analogiSkai ir ji konvertuos intervale

1 1
——<r<—.
N N
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ISVADOS

Magistro darbe iSnagrinéjome radialinés pusiau reliatyvistinés ketvirtos eilés
diferencialinés lygties su kuloniniu potencialu, sprendiniy struktiirg.
Sig lygtj sprendéme apibendrinty laipsniniy eilu¢iy metodu. Ieskomaja funkcija u

skleidéme laipsninémis eilutémis:

@, (r) = i(éj | Doy ir o(r) = i(”)kw -

Gavome laipsniniu eilu¢iy koeficienty radimo rekurentines formules.
Mazoranty metodu jrodéme, kad laipsninés eilutés, kurios jeina i sprendinio iSraiSka

konverguoja absoliuciai ir tolygiai nulinio taSko aplinkoje.
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The structure of the solutions of semi-relativistic radial Shrodinger equation with coulomb
potential

SUMMARY

The fourth succession’s ordinary differential equation was explored, its assertions were
constructed in to absolutely and gradually convergent degree rows.
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