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1. Jvadas

Matematie momeniy koncepcija jau senai naudojama nuo mechanikotaiisskos
iki vaizdy atpazinimo ir analis. Pirmas ir vienas svarbiausiarhy apie moment taikymg vaizdy
atpazinime buvo atlikta Hu [6] . Jis IS algebwinnvarianty metodo gavo rinkinis septyny
moment; invariant;, naudodamas ne tiesines geomeirimoment; kombinacijas. Sie invariantai
nekinta sukiojant, didinant, mazinant vaizdNuo tada momentai ir momeanfunkcijos pl&iai
naudojami vaizd atpazinime, laiy, léktuvy identifikavime. Deja, geometrimimoment; funkcija
yra ne ortogonali, tad vaizdy rekonstrukcija yra gana sttthga ir reikalauja momeatatitikimo
metodo [20] . Palyginus nesenai Mukundan [18] ptistiskretius ortogonaliuosius momentus,
pagistus Ceby3evo polinomais. Kita klasdiskreiy ortogonaliju moment; pagista diskréiais
Kravciuko polinomais [8].

Siame darbe apZvelgsiu Kiawvko ir CebySevo polinomusyjmomentus ir moment
invariantus, beiy panaudojim praktiSkai vaizd analizje. Bet kok vaizch — paveiksili,
nuotrauly, galima uzkoduoti sk&iy matrica, kurios elementai koduos vaizdo spalvasint
juodai-balty vaizch, matricos elementai bus 1 ir 0. Turint vaizdu pilkais atspalviais (ang.
greyscale) matricos elementgais reikSmes nuo O iki 256. Taigi diskre polinomy pagalba,
vaizdus galima uzkoduoti. Taip gaunama mazesni@idychatrica, kui galima \él atstyti iki
pirminio vaizdo. UZkodavus vaizadiki mazesnio dydzio lengveéntampa vaizd analiz,
klasifikavimas. Moment invariantai naudojami vaizdatpazinimui. Panus keleq pirmuju eiliu
invarianty galima tiksliai nusakyti visa vaiadTaigi Siame darbe iS pradzapzvelgsiu Krasiuko ir
Cebysevo polinomus i$ teotis pusgs. Kitoje darbo dalyje parodysiu prakitiaikyma:

e vaizdy kodaviny;
e Vvaizdy atstatym;
e Vvaizdy atpazinim.
Ir paskutirgje dalyje atliksiu aukSau pateikt darhy palygimy naudojant Krasiuko bei Ceby3evo

polinomus.



2. Klasikiniai diskret uis ortogonalis polinomai

Diskrefis ortogonals polinomai, tai polinompklas:, kurie tenkina gyga:

(2.2)
Cia - svorio funkcija, ¢ - Kronekerio delta, apibziama
Kai , tai polinomai netik ortogonas bet ir ortonormuoti.
Matematinis vaizd atstatymo pagrindas yra Si teorema.
Teorema. Je yra diskre&iy ortogonali polinomy rinkinys su svoriu
ir tenkinantis slyga (2.1), tai bet koki ap&Zzta funkcija , galima iSreiksti:
(2.2)
kur koeficientaD yra:
(2.3)
Cia
Diskregiy ortogonal polinomy Dant tasSk ortogonalumo gyga:
(2.4)
¢ia - Pochhamerio simbolis.

Klasikiniai diskretis ortogonals polinomai — Kraviuko, Ceby3evoCarlier, Meiksnerio, Hano
polinomai. Siame darbe, kaip jau ir réia pradZioje, bus apzvelgti pirmieji du - Keéawko,

Cebysevo polinomai.



3. Krav ¢iuko momentai

Kravciuko momentai yra momeutrinkiniai suformuoti naudojant Kr&wko polinomus kaip
pagrindirg funkcija. Krawiuko polinomai buvo pristatyti Michailo Kra&uko 1929 m. kaip
polinomai susi su binominiu skirstiniu. Sioje dalyje bus apta¢tavciuko ir svertiniai Kraiuko

polinomai, taip pat Kratiuko momentai ir momentinvariantai.

3.1. Krav ¢iuko polinomai

ApibrésSiu n-tos eits Krawiuko polinom:

(3.2)
cia yra hipergeometrinfunkcija, apibéziama:
(3.2)
Kravciuko polinomy rinkinys tenkina ortogonalumabyga:
(3.3
0 . Svorial pasiskirst pagal binominskirstin ir
(3.4)
3.1.1. Krawiuko polinomy skai¢iavimo pavyzdziai
IS (3.1) ir (3.2) gaunu:
(3.5

0] ir . Tockl




(3.6)

Kai[ ]

(3.7)

Kai[ [
(3.8)

Kai[ ]
(3.9)

3.1.2. Svertiniai Krawtiuko polinomai

Norint palengvinti momentskatiavimus, polinomai yra normuojami. Normuoti Kegawko

polinomai:

(3.10)

Taciau Sito neuztenka norint iSvengti skaitinio stafyib. Toal yra naudojami svertiniai Kra&wko

polinoma|

(3.11)

Taigi ortogonalumoayga (2.1) pasikeia i

(3.12)

iS ko seka, ka - ortogonaiis ortonormuoti polinomai.
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Paveikslas 1. Krawiuko polinomai (paprasti ir svertiniai), kai p=0,5, N=100

IS paveikslo 1 matosi, kad Kré&uko polinomy reikSnes priklauso intervaly . Pav. 2 matome

svertiny Krawtiuko polinomy grafikus, esant skirtingomgsreikSmems. Matome, kag@ reikSmei
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Paveikslas 2. Sverting Krav ¢iuko polinomy palyginimas kaip=0,3 ir p=0,7, N=100

keiciantis nuo 0,5 pe[ | tai yra[ | svertiniai Kraviuko polinomai apytiksliai
pasislenkd ] Poslinkio kryptis priklausys nu[ Jzenklo. Si savyb bus svarbi nagrigant

atskirus vaizdo regionus.



3.2. Krav ¢iuko momentai

Kravéiuko momentai, kurij eilé , vaizdui su intensyvumo (tankio) funkcif ]

yra apibgéziami taip:

(3.13)

tia vaizdo dydis yr{  Jtasky. Krawiuko momentas, k{  lJyra vaizdo svertia mas:

(3.14)

Sprendziant lygybes (3.13) ir (3. ] atzvilgiu, vaizdo tankio funkcija galiiti perrasyta per

Kravciuko momentus, t.y.

(3.15)

Taigi (3.15) Kra¥iuko polinomai yra padauginti iS svorio — Kegwko momeng. Taigi naudojant
Sia lygybe galima atstatyti vaizd Zemesnijy eiliy Krawsiuko momentai saugo informagippie
pasirinky vaizdo dail (Sia dali pasirenkame, rinkdamiepi reikSmes), tuo tarpu aukStegni eiliy
momentai saugo informagippie likusi vaizdo dal. Taigi mes galime pasirinkti mus domirtan
vaizdo srif. Vaizdo atstatyme naudojant zemegnieiliy momentus ir nekreipiantéchesio i
aukstesniuosius momentus, gautume mus dortisamizdo srit iS viso vaizdo. Taip pat galima
parodyti, kad vaizdo atstatyme naudojant kiekyigrapildomy momen4, atstatytojo vaizdo

kvadratire klaida mazgja, tai yra:

(3.16)

¢ia E — kvadratia klaida, - papildomas momentas. Taigi, vaizdo atstatyme ojand visus

momentus, mes gausime pirmuaizcy be jokiy prarading.

! vaizdo tankio funkcija — tai skéiy matrica, kurios kiekvienas elementas atitinka daitasko spalva. Esant juodai-
baltam vaizdui, juogl spalva atitiks 0, bajt— 1.



3.2.1. Krawiuko momenty invariantai

Vaizdo su intensyvumo funkci] | geometriniai momentai yra apiiiami naudojant

diskretiy sumy aproksimacy [6]:

(3.17)

Tada standartiniai geometnnimoment, invariantai, kurie bus nepriklausomi nuo pkig,

postimio ir mastelio, gali Biti uzrasyti kaip

(3.18)

éia

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

o] - centriniai momentai [6]:

(3.23)

Normuoto atvaizdzic

geometrinius momentus:

Kravéiuko momentai gali @ti uzrasSyti per

(3.24)

cia koeficientai gauti iS (3.1). Be to (3.24) yra gezirmiy moment , kuriy eilés

ir , tiesire kombinacija su svoriai

. Dar reikia atkreipti éimeg i tai , kad

10



iSraiSka (3.24) transformuoja neortogonalius geamas momentus; ortoganalius Kras&uko

momentus. Taip pat, normuotas vaizdas pagal (3.X&patenka i vidy matricos

, kaip kad reikalauja Krawko momentai, tod invariantai yra modifikuojami

8] .

(3.25)

Naujp moment rinkini galima gauti geometrinius moment pakeitus invariamt dalimis
. 15 (3.24) gauname:

(3.26)

Reikia atkreipti dmeg, kad naujas momentrinkinys yra invariantiSkas pokiui, postimiui ir

masteliui. Taigi, dabar galima uzraSyti kelptrmyju Kravwtiuko momend invariant; [8]:

(3.27)

éia

[]

3.3.  Krav¢iuko momenty skai¢iavimas

Sioje dalyje bus aptartas Krduko moment skatiavimas. Skaiiavimui naudojama
rekurentire formulé, kuri padeda iSvengti skaitinio nestabilumo. Taigt svarbi simetriSkumo
savyle, kuri pacs sutaupyti sk&iavimo laika ir vietag informacijos saugojimui. Ir taip pat bus

aptartas vaizdo kodavimas bei atkodavimas.

11



3.3.1. Rekurentinis rysys

Norint sutaupyti ska&iavimui skirty laika, taip pat taupant kompiuterio resursus reikia

iISnaudoti rekurentinrys. Svarbiausia, rekurentinis rySys padsSvengti arba sumazinti skaitin

nestabilum, nes skaiiuojant Krawiuko polinomus, momentus ne kanteikia skafiuoti gama ir

hipergeometrines funkcija. SvertinKrawiuko polinomy rekurentig formule n (polinomo eiés)

atzvilgiu:

(3.28)

kur

su pradigm salygom

Rekurentig formulé paprastiems Krawuko polinomamsg

bus tokia pati kaip (3.28),

kail | Analogiskai svoriai (3.4) taip pat galithskaiiuojami rekurentiskai:

kur

(3.29)

12



3.3.2. Simetrijos savybs

IS Krawiuko polinomo apib¥zimo, t.y. iS (3.1) ir (3.2) matome, kad Keawko polinomai

yra simetriskix ir n atzvilgiu. Jei paZygtume 0 ckar[
[ ] tai tada dl simetrijos gauname, k . 13 Sito seka, kad vietoj
[ Jelement, skatiuoti reikia tik . Si simetrija teisinga bet kokiar , bet

galioja tik paprastiems Kraiuko polinomams, nes svertiniai Kriduko polinomai gra simetriskix

ir n atzvilgiu. Zinant & simetrip, rekurentig formulk (3.28) galima perrayti ir x atzvilgiu.

Dar viena simetriSkumo sav§bgalioja esant specialiam atvejui, t| . Si

savyle galioja svertiniams Krasiuko polinomams ir ji yra tokia:

(3.30)

Siuo atveju skaiavimai dar labiau sumaja ir bereikia skaiuoti tik polinomus kai

L 1

3.3.3. Matriciné forma

Matricin¢je formoje Kraviuko momend matricaQ bus lygi:

(3.31)

kur

Tada, rekonstruotas vaizdas:

(3.32)

Matricinés formos labai palengvina skeivimus taikantvairius skatiavimo paketus, tokius kaip
MATLAB.

13



4. Cebysevo momentai

4.1. Ceby3evo polinomai

Diskrefis Ceby3evo polinomai [2], [5] apibkti:

(4.1)

kur - Pochamerio simbolis, - apibendrinta hipergeometéifunkcija:

Naudojant Siuos apibzimus, (4.1) gali bti uzrasytas:

Cebysevo polinomai yra ortogomal ir tenkina savyb (2.1) su

pasirenkami &l paprastumo skaiuojant. Taigi gaunu:

(4.2)

4.3)

, &l ko jie daznai

o kvadratig norma:

(4.4)

(4.5)

Cebysevo polinomai turi takekurentin ry§:

(4.6)

Su pradigm slygom:

Toks polinony rinkinys rera tinkamas apraSyti momentams,

reikSme auga kaid:L 0

momentaD augt kaip| | Tod! reikia naudoti svertiniu§ebygevo polinomus.

14



4.2. Ceby3evo momentai

SvertiniaiCeby3evo polinomai :

4.7)
kur - n-tosios eds diskretu€ ebySevo polinomas, - konstanta, nepriklausanti nuo
x. Atlikus Sia transformacij gauname kvadratmorm:

(4.8)
Apibresiu CebySevo momentus:

4.9
O atvirkstire moment; transformacija:

(4.10)

dazniausiai yra funkcija nubl, augantil:l grekiu. Taip pat svarby parinkti

taip, kad Inty iSvengta skaitinio nestabilumo. Pagiassias, bet ne préausiag yra:

(4.11)
Tokiu atveju svertini polinomy rekurentig formulé bus:

(4.12)
Pradirés silygos taip pat keiasi:
bei

(4.13)

Pav. 3 galima pamatyti, kaip kinta ir kuo skiriasertiniaiCebySevo polinomai digant eilei.

15
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Paveikslas 3. Svertink Ceby3evo polinony grafikai, kai N=100.

Kitos galimos iSraiSkos gali bti tokios:

o . Siuo atveju svertiniai polinomai tenkins tokiasygbes:

16



. Sis pasirinkimas veda prie lygyh

. Sis pasirinkimas taip pat patogus, nes tokiujatve

Pasinaudojus (4.7)-(4.10) galima nesunkiadyti, kad rekonstruoto vaizdo intensyvumo funcij

nepriklauso nu

parinkimo.

4.3. Ceby3evo momenj savybes

4.3.1. Simetrija

Kaip ir Snekta anksgiau, simetrija labai padeda pagreitinti polinpskatiavima. Svertiniai

Cebysevo turi toki patia simetrijos savybkaip ir klasikiniaiCeby3evo polinomai, t.y. tenkina:

(4.14)

Turint [ ] (N lyginis) dydZio vaizd ir ji padalinug lygias keturias dalis, uztenka skiabti tik

pirmojo ketvigio polinomus, tai yra ke

Q—

N-1

=

[ 1

I

N-1

Paveikslas 4. Simetrijos schema.

Cebysevo momentisraisk (4.9) galima pakeisii

17



O rekonstrukcijos formgl(4.10) galima perrasyti

4.3.2. Rekurentinis rySys atzvilgiu

x atzvilgiu polinoma

turi toki rekurentin ry§i [2]:

Pradires Sio rysio glygos gali lti gautos iS lygyhi:

4.4. Radialiniai Ceby3sevo invariantai

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Norint, kad Ceby$evo momentai iy invariantiski vaizdo pagiui reikés transformuoti

koordinaiy sistem. Tokiu bidu bus gauti pristatysiu radialinig&bysevo momentus [17]. Po to

seks skyrelis apie invariantus, kupagalba bus galima nesunkiai atpazinti net pasaikkapverst

vaizda.

18



4.4.1.Radialiniai momentai

Radialiniams momentams sudaryti reikia pajirkoordin&iy sistemos . Vaizdo
intensyvumo funkcij transformuojameé . Taigi, teg |, o kampa{ | kinta nuo O
iki [ ] pern Zingsniy (Ziaréti | pav. 4):

(4.19)
Ni2
;;; '
r|I ‘I'.l
i
; >
! I

\ )

! ¢

b ¢

1Nw]ie15 ,'r
0 N-1
Paveikslas 5. RadialiniaiCeby$evo momentai.
p-tosios eits ir g kartotinumo radialinialeby$evo momentai apigiami:
(4.20)
gia - p-tosios eits svertiniaiCeby3evo polinomai (4.12), k| | , |:|

yra duotas ir lygus (4.19 |, on nusako maksimaltask; skatiy, kurie sudaro apskritia
kuri bréziar ilgio spindulys (ziiréti | pav. 4). Atvirkstid moment transformacija bus tokia:

(4.21)

kur pmax ir gmax — skaéiai, reiSkiantys maksimali polinomy eile ir kartotinumy. Realiosios

Cebysevo momentdalys gaunamos i3 (4.20):

(4.22)

19



taip kad

(4.23)

Atvirkstiné moment; transformacija su realiom funkcijom bus lygi:

(4.24)

Kadangi mums reikia polini koordind&iy, reikia transformuoti vaizdo intensyvumo funkcij

i . Tai atliekama 8ilygybiy pagalba:

(4.25)

Sias formules naudoju skaiojant invariantus. Didegs m ir n reikSms — reiSkia geregn

atstatymo kokyb. A3 naudoju |, o] |. gmax ir pmax reik3mi parinkimas priklauso

nuo to, kokios edls invariant reikia (dazniausiai iki 6), arba kokios éslmomentais atstatisiu
vaizd.

Radialiniy Ceby3evo momentinvariantai bus:

(4.26)

(4.27)

Sie invariantai bus naudojami klasifikuojant, ajstent vaizdus. Taip pat reikia, nepamirsti, kad Sie

invariantai nepriklauso nuo vaizdo pasukimo.

20



5. Praktin é dalis

Sioje darbo dalyje bus aptartas ir parodytas pmikteorijos taikymas. Si dalis bus padalipta
dvi maZesnes: vairdatstatymas ir vaiad atpazinimas. Vaiad atstatymas parodys kaip gerai

momentai gali reprezentuoti vaizd\orint jvertinti vaizdo atstatymijvedu atstatymo klaidos did

Sis dydis nusakys klaidtarp pradinio vaizdo su tank ir atstatyto vaizdo su tankio
funkcija

(4.1)
Jei vaizdas yra juodai-baltas, t , tai

(4.2)
kur yra slenkstia funkcija:

(4.3)

5.1. Vaizdy atstatymas

Vaizdy atstatymas parodo, kaip gerai polinomai nusakq paizch. Kuo mazesés eiks
polinomo uztenka geram vaizdo atstatymui, tuo dawgiaizdo informacijos galima uzkoduoti
mazesgje skatiy matricoje. Sis metodas taip pat galtimaudojamas vaizdkodavime, taip pat ir
suspaudimo metoduose, norint sutaupyti vaizdui giggirtos vietos.

Visi Zemiau pateikti skaiavimai buvo atliekami naudojant matematpeketa MATLAB. IS

pradziy panagrigsiu nedidel (33x33 task) juodai-balt paveikstli (pav. 5).

Paveikslas 6. E rai@, 33x33 dydzio.
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Sio paveiksilio atstatymui naudosiu Kr&iuko polinomus, Kkai ir Ceby3evo

polinomus. Abejais atvejais polinanreilées bus iki 32 |:|). Taip pat, kiekviename zingsnyje
skatiuosiu atstatymo paklaidas (4.2). Kadangi paveéilsshedidelis, tai kompiuterio resurslaug
nesunaudojo. Pateiksiu atstatytus vaizdus kiekwenaingsnyje. Atstatijant su Kraviuko
polinomais (ziréti pav. 7 ), normalus vaizdas gaunamas naudojanpginomus iki 16 eds, t.y.
33x33 dydzio vaizdas koduojamas 16x33 dydzio pofipomatrica. Toks zenklus dimensijos
sumazjimas gali labai palengvinti tolesnvaizdo analiz, naudojantjprastinius matematinius

metodus.

m-— : “E-E__EEE

12 13 1#5

EEEEEEEEEEEEEEEE

18 19 20 21 22 2#A 25 26 27 28 29 30 31 37

Paveikslas 7. Vaizdo atstatymas naudojant Kratiuko polinomus. Skatius rodo polinomo eik.

T

T

Panasus vaizdas gaunamas ir naud@jabiySevo polinomus (@icti pav. 8).

-LL EEEEEEEEE

12 13 145

EEEEEEEEEEEEEEEE

17 18 19 20 21 22 2% 25 26 27 28 29 30 31 33

Paveikslas 8. Vaizdo atstatymas naudojar@eby3evo polinomus. Skaius rodo polinomo eik.

Kadangi akimi nelabai einaertinti vieny ar kity polinomy pranasumo, reikia @iéti | paklaid.
Paveiksle 9 galima matyti kaip kinta paklaidaégaht polinomy eilei. IS grafiko matosi, kad vaizd
atstatirgjant Krawiuko polinomais, paklaida yra didesikol naudojami polinomai iki 15 ei.
Tatiau, naudojant 16 e Krawiuko polinomus, paklaid{ |, o Ceby3evo | | Vaizdas
atstatomas pilnai, t.{ | naudojant 18 eik Krawiuko arba 20 etis Ceby3evo polinomus. Tad
galima daryti iSvagl kad naudojant mazesheiks polinomus, geriau nauddieby3evo polinomus.
Taciau, norint kiekimanoma labiau sumazinti vaizdo dimensijas ir tu@iypaeprarasti é trupio
informacijos, geriau naudoti Krawmko polinomus.

Taigi, visiSkai neprarandant informacijos bei kbéy, vietoj:| dydzio matricos
galima analizuof ] dydZio matrica. Matome kaip Zenkliai surg@aZmatricos dimensijos, nors

visai neprarandame informacijos.
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Kravciuko

Ceby&evo

20 35

Paveikslas 9. Atstatymo paklaidos. 5
Atliksiu, ta pat su kiek didesniu vaizdu.jarta naudosiu juodai-baithieroglifa (pav.

10), kurio dydid ] task.

Paveikslas 10. Hieroglifas, paveikalio dydis|:| tasky.
Atstatymo paklaida, diglant polinomo eilei, madja. Ziarint i grafikus (pav. 11).

1000 . |
Krawviiuko
qo0 L Cebygeva | _|
800~ —
700+ —
600 —
500+ —
400 —
300+ —
200+ —
100+ —
0 1 |
a 40 45 50

Paveikslas 11. Atstatymo paklaidos, vaizdas "hieglifas".
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Si kart, taip pat kaip ir praeif paklaida maja gretiau ir gretiau pasiekia 0 naudojant Kréiuko
polinomus. Naudojant Kraiuko polinomus, paklaidd | pasiekiama naudojant 36 dsl
polinomus, cCeby3evo — 41 aib.

[domu, kaip vaizdo atstatymas vyksta su didesnizdemi Panagriesiu [ |

dydzio, pilky atspalviy nuotraulg (priminsiu, kad Sis paveikdis turés iki 256 pilky atspalvyy) (pav.
12).

Paveikslas 12. Nuotrauka "Lena". Nafiralus dydis.

Sikart situacija pasikeéia. Kadangi, naudojamos rekurersnformubs polinomy skatiavime, tai
po kiek laiko pradeda kauptis s&avimo paklaidos, kurios, difant polinomy eilei, dicja.

4
= 10

Krawvdiuko

Cebysevo

1} 50 ion 150 200 250
n

Paveikslas 13. Atstatymo paklaidos "Lenos" nuotraulai.
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Kaip matome (pav. 13), paklaidos laipsniSkai &j@zkol pasiekia tam tilgrtaSky, nuo kurio jos
staigiai, beveik staai, pradeda augt link begakf Naudojantebysevo polinomus, paklaida ima
didéti daug ank&au (kai polinomo ed yra apie 140), tuo tarpu paklaida, naudojant Kigko

polinomus, dar kurdaika mazja.

Lentelé 1. Metody palyginimas. Lenos nuotrauka, 256x256.

Minimali Eilé prie min.
paklaida paklaidos
CebySevo (1367 133
KravCiuko 449,25 215

Lentekje 1 galima matyti, kad Siuo atveju Kkawko polinomy pagalba galima gauti daug geresnius
rezultatus. Kaip matome EKarty prie minimalios paklaidos vaizdo dimensijas galistanaZzinti iki

[ | Galima atidZiau patti¢ti i gautus atstatytus vaizdus, ir akimertinti gautus vaizdus.

n=130 n=150

Paveikslas 14. Nuotraukos atstatymas naudojant Kraliuko polinomus.

IS paveikslo 14, aiSkiai galima matyti, kaip kirdéstatomo vaizdo kokybnaudojant Krawuko
polinomus. Galima matyti, kad naudojant 13@spolinomus, gautas vaizdas yra jau patenkinamos

kokybés, o naudojant dar didesneiks polinomus (n=150), vaizdas gaunamas puikus, ika pl
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akimi net neina atskirti originalo nuo atstatytoizee. Pazirésiu, koks rezultatas gaunamas
naudojanCeby3evo polinomus.
i3 By '

T
LT T
T3 ' 9 '
- s o
& & 4
T

n=130 n=140

Paveikslas 15. Nuotraukos atstatymas naudojartebysevo polinomus.

Pav. 15 rodo kaip vyksta atstatymas naudojaitySevo polinomus. 13 14 ir 15 paveikgjalima
matyti, kol prie nedidehi polinomy eiliy taip smarkiai skiriasi atstatymo paklaida tarp \Krako

ir CebySevo polinom. Paklaida daug didesmaudojant Krasiuko polinomus dl didelio juodo
remo, kuris, eilei didjant, mazja, o kartu vaizdas ry8fa. Tuo tarpu dirbant sWebySevo
polinomais, vaizdas matosi visas, bet gerokai dgkis". Kai eik n=130, tai abu atstatyti vaizdai
yra panaSios — patenkinamos koégpta&iau plika akimi eingvertinti, kad vaizdas atstatytas su
Kravéiuko polinomais yra geresnis. Tiaddo ir paklaidos dydis:

Polinomo eilei padiéjus iki 140, vaizdas jau akivaizdziai supegss (priminsiu, kad pradedant 133
eile, vaizdas ima blagi, o paklaida greitai augti).

S skyrel baigsiu labai svarbia iSvada. Galima buisitikinti, kad Krawiuko
polinomai duoda geregmezultah vaizd; atstatyme. Siame skyrelyje apradytas vaizdo dsijien
mazinimas gali @ti labai naudingas nuotrauksuspaudime bei kodavime. Skaitmeniniudi

laikomos nuotraukos (pvz. kompiuteryje) gaititzenkliai suspaustos, t.y. sumazintasifimamas
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vietos diske dydis, beveik neprarandant kalsybToks Idas gadty bati laisvai jgyvendintas.
Tereikiy, kad vartotojas tétuy programa, kurios pagalba idy galima atlikti transformacijas ir

atstatymus. Taip pat, naudojaphietod,, galima nesunkiai uzkoduoti vaizdus.

a b
Paveikslas 16. a) koduotas vaizdas, dydis 150x1%);atstatytas vaizdas, dydis 256x256.

Ziarint { koduot, vaizdy (pav. 16 a ) tikrai negalima numatyti koks vaiztes slepiasi; Beato toks
koduotas vaizdas, kaip matome, yra daug mazesnks) seka, kad uzima maziau vietos. Atstatyto

vaizdo (pav. 16 b ) kokybgera, tad Sis metodas gaiitixaikomas praktikoje.

5.1.1.Vaizdo dalies atstatymas

Kaip jau ir buvo migta, vaizdo atstatymui naudojant Keavko polinomus ir keiiant

paramety reikSmes galima iS viso vaizdo iSskirti labiausi@minarias dalis. Parametras

|:| naudojamas paslinkti domin&a sriti horizontalia kryptimi. Je , tai dominasiia sritj

paslinksimej kaire, jei —1 deSire. ParametraD naudojamas paslinkti domin&a sritj

vertikalia kryptimi. Je , tai dominania sriti paslinksimg virSy ir atvirkiai.

Paveiksluose 17 (b) — (e) galima matyti vaizdo "AB@av. 17(a)) atstatymo rezultatus.

Buvo naudojamos skirtingos parame{ | ir [ | reiksmes. Atstatymui uzteko tik 25 e

Kravéiuko moment.
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A B
CDA BC D

(a) (b) (©) (d) (e)
Paveikslas 17. Paveikslo "ABC" atstatymas, dydis28x128 (a); (b) (p1,p2)=(0,15, 0,15); (¢) (p1,p2)%85, 0,15);
; (d) (p1,p2)=(0,15, 0,85); ; () (p1,p2)=(0,85,85).

5.2.  Momenty invariantai

Sioje darbo dalyje sk&uosiu invariantus. Paifiésiu, ar galima invariantais nusakyti
vaizdg, ar skiriasi to paties vaizdo invariantai, kaiadas pasuktas arba jame yra taSkaip pat
parodysiu kaip galima invariantus taikyti vaizdgainime. Priminsiu, kad Kr&iwuko momeni
invariantus skaiuosiu pagal (3.27), o radialiniCeby$evo momentinvariantus pagal — (4.26) ir
(4.27).

Invariantai vaizdui atpazinti jau buvo naudojanptsgajame deSimtmetyje. Hu [6] paki
naudoti geometrini moment; invariantus. Sis metodas buvo naudojamas &arirsrityje,
daugiausiai laiy bei kktuvy atpazinimui. Dabar Sis metodas patobulintas, in@twgonalius
diskretius polinomus.

Pirmiausia reikia idsiaidkinti kiek ir kokieiliy invariant; imti. Siam reikalui naudosiu 11
vaizdy rinkinj (pav. 18), kur pirmieji deSimt vaindyra lygiai tas pats vaizdas tik pasuktas, tuouarp

vienuoliktasis paveikslas yra visiSkai skirtingasonviqy pries tai buvusi vaizdy. Dar reikiy

atkreipti demeg i deSimg paveikstlj — ten yra pirmojo paveikdio veidrodinis atvaizdas.
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Paveikslas 18. Vaizd rinkinys skirtas invariant y charakteristikom iSsiaiskinti.

Taigi, pirmiausia sk&iuosiu Krawiuko invariantus, iS kua véliau atrinksiu kokius 6, kuriuos

véliau naudosiu vaizdams atpazinti. Skaosiu pirmyjy eiliy moment; invariantus:

Svarbiausius invariantus galima atrinkti taikamgirius bus, aS naudosiu pgbaprasiaush:
ziurésiu, kad pirmagju deSimties paveiksl invariantai skingsi kuo maziau, t@au paskutiniojo
paveikstlio — skirtysi ryskiai.

Lentelé 2. Kravéiuko invariantai pagal paveiksla 18.

Pav. nr.

1 1 10,91110,901119,009497,833 |96,431786,465765,9141067,8311048,668
2 1 10,91110,901119,00997,819 96,421786,191765,7011067,67{1048,556
3 1 10,91110,907119,00997,843 196,434786,97(765,7241067,85{1048,676
4 1 10,91210,908119,02¢97,679 |96,471782,961766,2071065,95(1049,079
5 1 10,91210,907119,01997,661 |96,3971782,414765,32]1065,89(1048,357
6 1 10,91710,901119,01797,683 |96,393782,97765,23171066,11{1048,360
7 1 10,91210,907119,00797,725 96,329784,101764,1411066,78]1047,646
8 1 10,912710,907119,01¢97,697 96,3959783,417765,1431066,24]1048,362
9 1 10,91210,9071119,01197,733|96,359784,25(764,5441066, 741104 7,964
10 1 10,91710,911119,05497,663 |96,411782,621761,7341064,80]{1048,647
Vidurkis | 10,91210,907119,01897,734 |96,404784,23§764,9641066,59(1048,432
Vid.kv.nuokrypisp 0,000 |0,001| 0,015 |0,072 (0,040 |1,703 |1,294 |0,990 |0,401

11 1 10,91210,908119,033103,717199,124896,264814,8531129,91(1075,206

Lentekje matosi, kad daugiausiai naudos turi paskutgeai invariantai. Taigi, vaizdatpazinimui,

naudojant Kraviuko momentus, naudosiu tolkvariant; vektoriy:
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(4.4)

Siuo eksperimentu taip pat parodziau, kad Kiko momeni invariantai nepriklauso nuo vaizdo

pasukimo. Tai labai svarbu norini Ehetody, pritaikyti praktikoje, pvz. monet atpazinimui —

nereikfy monet; sukireti.

Ta pai atliksiu su radialiniaisCeby3evo polinomais: paskaiosiu invariantus ir

atrinksiu tuos, kurie geriausiai tiks vaigdtpazinimui. Naudojutpai vaizd; rinkinj (pav. 18).

Skatiuosiu invariantus

Lentelé 3. Ceby3evo invariantai pagal paveiksl 18.

naudodamasis formtrhis (4.26) ir (4.27).

Pav.nr. | | InERE EpERERERE
1 0,5756/-0,3102]-0,0312|0,0219/0,0045/0,0223|0,0026/0,02220,0016/0,00040,00210,0033
2 0,5781-0,3131[-0,0250(0,0218]0,0045/0,0208(0,0021/0,0254|0,0016/0,0003(0,00180,0031
3 0,58131-0,3189]-0,0059|0,0170/0,0043(0,0174|0,0030/0,03500,0017/0,00020,00150,0026
4 0,5922-0,3370(0,0150 | 0,01310,0043/0,0138(0,00090,0515/0,0019/0,0001{0,00020,0015
5 0,5836-0,3130]-0,0295|0,0187|0,0053/0,0228|0,0008(0,02650,0017/0,00030,00090,0032
6 0,5755/-0,2926|-0,0640(0,0349|0,0056/0,0283(0,0004/0,0136{0,00130,0003(0,00140,0045
7 0,5598/-0,2384/-0,1270/0,1030|0,0057|0,0356(0,0002/0,0024|0,00080,0013(0,00100,0052
8 0,5718]-0,2886/-0,0648|0,0376/0,0053(0,0282|0,0004/0,01040,00130,00040,001700,0050
9 0,5716/-0,2866/-0,0602(0,0387|0,0051/0,0276(0,0011/0,0108/0,00130,0006(0,00150,0047
10 0,5637|-0,2575/-0,1059|0,0769|0,0058/0,0332/0,0001/0,0041/0,00100,00080,00110,0054
Vidurkis [0 57531-0,2956/-0,0498|0,0384(0,0050/0,0250/0,0012/0,0202(0,0014/0,0005/0,00130,0038
Vid.kv.

nuokrypis [:00940,0297 | 0,0437| 0,0290,00060,00680,0010/0,01520,00030,00030,00050,0013
11 0,4021-0,1726-0,1537/0,3422/0,0015/0,0003(0,0045/0,0117|0,01170,0012{0,00050,0092

Si karty atrinksiu taip pat 6 invariantus. Zinoma $katiy galima ir padidinti ir sumazinti

priklausomai nuo uzdavinio. Naudodamasis taisgis kriterijais gaunu vektari

Kaip matome, 1 gauname, kad invariantai yra nepriklausomi nuad@ pasukimo.

(4.5)

Kadangi jau turiu invariant rinkinius, galiu juos iSbandyti praktiSkai vaigd

atpazinime. Euklidipatstuma naudosiu kaip klasifikatagi
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(4.6)

kur|:| — neatpazinto vaizdo poZzym(Siuo atveju invarianj vektorius, kurio dimensij[_], o -

apmokymo imties pozymivektorius i§:| - tosios klaés. Taigi klasifikavimo taisykl bus:

(4.7)

Siam eksperimentui naudosiw &iaidziy rinkini: "A", "B", "E", "K", "U", "L", "O", "T", "Z".

Apmokymui naudojamas vaigdinkinys:

ABEKULOTZ

Paveikslas 19. Apmokymui naudojami vaizdai.

Testireje aikeje yra 66 paveiksliai, kuriuose yra tos [@#s raicks bet pasuktos:

laipsniais. Visus Siuos paveikbus galima pamatyti priede nr.1.

Lentelé 4. Vaizdy atpazinimo rezultatai.

Viso Atpazinta|
, ~_ |Dalis, %
vaizdy  [teisingai
Krawtiuko66 66 100%
Ceby3evd66 65 98,48%

Lentekje 4 matome, kad naudojant Keawko invariantus teisingai buvo atpazintos visoslds
NaudojantCeby3evo invariantus buvo suklysta tik \ddert.

Labai svarbu pairéti, kaip einasi atpazinti vaizdus, kai vaizdas tdrek tiek
triukdmo. Siam eksperimentui naudosityptsiy raidziy rinkini su triukdmu. Kiekvienai raidei imsiu
keturis paveikslius su skirtingu triukSmp lygiu. Taigi §kart klasifikavimui naudosiu 36
paveikstliy imtj (Siuos paveikslius galima pamatyti priede nr. 2).

Lentelé 5. Vaizdy atpazinimo rezultatai, kai vaizdai su triukSmu.

Viso Atpazinta|
_ - |Dalis, %
vaizdy  [teisingai
Krawiuko/36 36 100%
Ceby3evag36 33 91,66%

Siuo eksperimentu taip pat parodziau, kad gautultaai (lentet 5) yra geresni, vaizdo

atpazinimui naudojant Kr&wko momend invariantus.
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Geresip atpazinima baty galima gauti pamus kit arba didesninvarianty rinkini.
Taigi, atlikau eksperimeatir vietoje 3edj, pamiau septynisCebySevo moment invariantus.
Rezultatai gavosi tokie pat, kaip ir naudojant Krako invariantus, t.y. visi vaizdai buvo atpazinti
teisingai.

Taigi, i$ atlikiy eksperiment matosi, jog paveiksli vienareikSmiskai galima nusakyti
tik SeSiais skaiais. Taip pat, parodziau, kad Kkawko momentai savyje turi daugiau informacijos
apie vaizdo, d ko, naudojant juos, galima gauti tikslesnius daizatstatymo ir atpazinimo
rezultatus. Beje Kradtuko invariantai, geriau susitvarksu vaiza, atpazinimu esant didesniam ar

mazesniam triukSmui.

5.3.  Polinomy naudojimas triukSmo mazinimui

Darant eksperimentus su vaizdas, kuriuose yra 3mak pasteljau ganajdomy dalyka —
triukSmo mazinim. Apie triukSmo mazininp yra daug priraSyta ir padarytagigu niekur neradau
jokiy rasiniy apie triuk8mo mazinigy naudojant Krasiuko arba CebySevo polinomus. Taigi
pastebjau, kad atstatant vaizdsu Krvasiuko arbaCebySevo momentpagalba, galima atfiltruoti
triukSma. TriukSmo mazinimas vaizde galiitb placiai taikomas praktikoje — triukSmo Salinimas
skaitmenirgse nuotraukose. Taip pat tai labai aktuali problemaatematikoje bei statistikoje.

Parodysiu, kaip naudojant Kréuko ir CebySevo polinomus, galima sumazinti triukSrSiam
eksperimentui naudosiu jau naugdit" raidés vaizd, kuris turi daugiausiai triuk3mo (pav.2@)ia
triukSmas — atsitiktinis bajtjuody task; (druskos ir pipig) triukSmas.

a b

Paveikslas 20. Raidl L su triukSmu (a) ir be triukSmo (b).

Jei vaiza su triuk8mu atstatysiu naudojg_ | eilés polinomus, tai gausiu tplaf vaizcy su
triukSmu. T&iau, jei vaizdas bus atstatomas maéssgiks polinomais, tuiau gauti vaizd be

triukSmo. Paréginsiu savo mintis paggti praktiniais eksperimentais.
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Taigi, vaizd, atstatant suCeby3evo polinomais, gaunu tokias atstatymo klai@dstatytus

vaizdus galima pamatyti priede nr.3). TriukSmo mawdb jvertinimui naudosiu paklaig

skatiuojama pagal (4.2). Skauosiu dvi paklaidas , kuri parodys atstatomo vaizdo

nuokry@ nuo vaizdo be triukSmo, — parodys paklaidtarp atstatomo vaizdo ir vaizdo

su triukSmu. Paklaid Kkitima, didjant polinomy eilei galima matyti pav. 21.

400 I
: : : : : : : i | —— paklaida,

360 [ oo S— SE— A— RSSO S S— | ekl |

300

250

o 200

150

100

a0

Paveikslas 21. Paklaig kitimas. CebySevo polinomai.

Gaunu, kaq igyja minimun, kai eiks numerig , 0 , I8 ko seka,

kad atstatytame vaizde yra tik 5 taskai, kurie igkirnuo paveikslo 20b. Vaizdas atstatytas

naudojant 17 etk CebySevo polinomus (pav. 22) Svarus, tikiparaidei tiksta penki taskg

Paveikslas 22. Triukdmo iSvalymas naudojan€eby3evo polinomus.

Ta paf atliksiu naudojant Kraiiuko polinomus. Gautus atstatytus vaizdus galimaaigti priede

nr. 4. Apskatiuoju tas pdias paklaidas, gautas naudojant Kiako polinomus (pav. 23). IS
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grafiko matosi, ka igyja minimum, kai polinomo eids numeris[ |, o

- i85 ko seka, kad atstatomas vaizdas yra visi@&ariukSmo.

400

paklaida,

ol paklaida, | _|

e e e
T e e e
R N W — ——
S =

) E— b - . ;---------------- e s .

a0

50

Paveikslas 23. Paklaig kitimas. Krav ¢iuko polinomai.

Kadangi, naudojant Kr&wuko momentus, gavau gerg¢smezultas, tai su jais dar atliksiu vign

eksperiment su nuotrauka.

a b
Paveikslas 24. "Ziedai" (512x512). Be triukdmo (a)su triuk3mu (b).

Tikslas — kiekimanoma labiau iSvalyti nuotraakpav. 24b), naudojant Kr&awko polinomus.
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Pazymiu — nuotraukos (a) tankio (intensyvumo) fujake , huotraukos (b) . Tai

skirtumas tarp §inuotrauk yra:

ISvalytos nuo "triukSmi" nuotraukos (pav. 25) tankio funkcijz , tai

Matosi, kad skirtumas yra akivaizdus ne tik lyginanotraukas, bet ir #rint | skatius.

Paveikslas 25. "ISvalyta" nuotrauka.

Penktame priede galima paiti | kelis kartus padidintas nuotraukas ir padi kaip veikia

triukSmo valymas.
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5.4. Kiti taikymo pavyzdziai

Noréciau pazyndti, kad Siame darbe apraSyti metodai gaiiti btaikomi ne tik vaizd
apdorojime, bet ir grynai matematine prasme. Galsnaizduoti, kad kiekviena dvimatunkcija,

iSreikSta reikSmy vektoriumi, yra vaizdas, kurio aukstis — viena&kees, 0 plotis — atitinka turim

reikSmip skatius. Paveiksle 26 galima pamatyti, kaip atrodo tijos

grafikas paverstasvaizd.

Paveikslas 26. ParabdliSreikSta vaizdu.
Kaip matome, panasvaizch gautume, pane gemn eilute, laiko eilut, medicininiy matavim seky
ir t.t. Tokiam vektoriui dabar jau galima skaioti tiek Ceby3evo tiek Kratiuko momentus,

kuriuos jau galima jungti su kitais matematiniaistatais.
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6. Darbo apibendrinimas

Darbo tema buvo pasirinkta neatsitiktinai. Polinotagkomi statistikoje, atsitiktinj
dydziy transformacijose, as pats domiuosi fotografijatoB8i tema tusjo labai aisSkius praktinius
uzdavinius, kurie daznai taikomi gyvenime.

Siame darbe apZvelgiau dvjejdiskretiy ortogonali polinomy tipy taikyma
praktikoje. Parodziau, kaip galima uzkoduoti iratkoti vaizd, sumazinti vaizdo dimengij bei
kaip taikyti polinomus iry momentus atpazinti vaizdams. Dar vienas svarbkgnt@ bidas, kuris
buvo atrastas radant darb tai triuk3mo mazinimas, naudojant polinomus. Bigkymo tudas
naujas, dar negittias ir neaprasytasReikety atkreipti @émes i tai, kad visi Sie uzdaviniai galiii
sprendziami ne tik su vaizdas, bet ir vietoj vairdmudojant bet kokiskatiy matrica arba tankio
funkcija.

Sprendziant uzdavinius iSsiaiSkinau ir parodziaad ksu svertiniais Krawuko
polinomais yra pasiekiami geresni rezultatai: tésl atstato vaizg naudojant mazesa eiks
polinomus lyginant siCeby3evo polinomais, tiksliau eina atpazinti vaizdgeriau susitvarko su
triukSmo mazinimu. Taip pat svarbu péatr, kad Kraiuko polinomai yra universalesni lyginant
suCebysevo, d parametrg, kurio pagalba galima pasirinkti mus domitiarsritj.

Taip pat parodziau, kad nagijamu polinomy momenty pagrindu galima sudaryti
invariantus, kurie yra invariantiski pggui, postimiui, masteliui. Invariantai leidzia klasifikuoti,

atpazinti objektus.

2 Apie triuk8mo mazinirp nebuvo uzsiminta naudotoje litefegje. Taip pat nebuvo pateikta jokiuorod; i darbus,

kuriuose laty kalbama apie triukSmo mazinipmaudojant diskréus ortogonaliuosius polinomus.
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7. Ateities darbai

DidZiausias darbas, kurbaty galima pétoti toliau — tai bandymas sumazinti
skatiavimo paklaidas, kurios kaupiasi haudojant rektines formules. Darydamas, danméginau
kiek imanoma labiau sumazinti paklaitaupingsi: naudojau simetrijos savybes, taip pat bandziau
perskaéiuoti polinomus didinaty eilg.

Taip pat laty galima labiau iSnagréti ir paska€iuoti reala naud, polinom; metod,
taikant vaiza suspaudimui bei kodavimui. Galima ath sukurti programas vaizdo
kodavimui/suspaudimui, bei jo pefig¢jimui, ir paziaréti, kiek realiai galima sutaupyti kompiuterio
atminties naudojarnitairius suspaudimo laipsnius.

Vaizdo atpazinimui galima iy paieskot dar labiau tinkaminvarinaty arba §
tiesiniy/netiesiniy kombinaciji. Galima invariantus naudoti su kitais matematsaiba statistiniais
metodais: neuroniniais tinklais, logistine regrasij t.t. Isitikings, kad rezultatai iy dar geresni.
Invariant; pagalba bty galima klasifikuoti kreives, laiko eilutes, kitnsatavimus.

Apie polinomy naudojing Salinant triukSmus, manau, rétlg rasyti atskig darka.
TriukSmo filtrus galima naudoti, ne tik nuotraukgnhet ir jvairiuose matematiniuose, statistikos

uzdaviniuose.
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8. Summary

This work is dedicated for Krawchouk and Chebyspelynomials. | tried to compare
two types of polynomials in image analysis. Theséymomials belong to discrete orthogonal
polynomial family. Work is divided in two main gar theoretical part and practical part. In
theoretical part | introduced both polynomials,ithmoments and invariants. Also, | talked about
image reconstruction and classification. In pradtgection | showed how polynomials deal with
image reconstruction, classification and found vamportant feature of polynomials — image
transformation using polynomials work as noise otidm filter. This is absolutely way of
polynomials usage. This can be useful not only witlages, but also with density functions and
number matrices. Krawchouk polynomials showed beésults in all these practical examples. So
I am doing assumption that discrete Krawchouk patyials is better in image analysis comparing

to Chebyshev polynomials.
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Priedas 5
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