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IVADAS

Sio je disertacijoje bus nagrinéjamos problemos kurias sprendziau studijuodamas
Vilniaus universitete matematikos doktoranturos studijy programoje. Cia bus na-
grinéjamos rekurenciyjy seky dalumo savybeés, Niumano polinomai ir kompiuteriy
panaudojimas atliekant jvairius matematinius skai¢iavimus, susijusius su minétais

skaiciy teorijos klausimais.

Aktualumas. Matematika ir skaic¢iavimai glaudziai tarpusavyje susije. Pirmuo-
sius mechaninius skai¢iavimo jrenginius naudojo dar antikos laiky matematikai,
inzinieriai ir prekeiviai. Tobuléjant technologijoms jrenginiai keitési ir tobuléjo.
Sukurus kompiuterius émeé vystytis nauja mokslo Saka - informatika - tyrinéjanti
informacijos apdorojima. Dél savo universalumo kompiuteriai yra tinkami jvai-
riems sudétingiems matematiniams skaic¢iavimams arba modeliavimui atlikti bei
patikrinti jvairioms hipotezéms. Taciau tokiuose uzdaviniuose iskyla algoritmuy
sudétingumo problema. Sudétingumo teorija yra informatikos Saka, nagrinéjanti
Ivairias algoritmy savybes, daznai jy jvykdymo greitj. Teorija atsako j klausima
kaip palyginti skirtingus algoritmus sprendziancius ta pacig uzduotj ir kurie algo-
ritmai yra geriausi. Dazniausiai svarbus yra algoritmo veikimo laikas, bet taip pat
nagrinéjama kiek algoritmas sunaudoja atminties, ar jis apskritai baigia darba,
ar galima jj vykdyti lygiagreciai su keliais kompiuteriais. Kadangi matematika
yra labai platus mokslas buvo nuspresta patyrinéti kompiuterinio skaiciavimo ga-
limybes rekurentinése sekose, nes sveikyjy skaiciy sekos, turincios be galo daug
pirminiy skaiciy, radimas yra vienas seniausiy uzdaviniy skaiciy teorijoje. Kita ty-
rimo dalis buvo susijusi su Niumano polinomais, nes pastaruoju metu jy tyrimui
skiriama daug démesio. Jy pagalba ieskoma atsakymuy j kitus skaiCiy teorijos
klausimus, susijusius su adityviaja skai¢iy teorija, Sidono aibémis ir kitais uz-

daviniais.



Tikslai ir uzdaviniai. Pirmasis Sio darbo tikslas — istirti tam tikry rekurenciyjy

seky dalumo savybes. Siam tikslui pasiekti buvo nagrinéjami tokie uzdaviniai:

e Kada seka moduliu g yra periodiné?
e Ar Seka moduliu g turi be galo daug nuliy?

e Ar sekos nuliy kiekis priklauso nuo pirmojo sekos elemento pasirinkimo?

Antrasis 8io darbo tikslas — efektyviy algoritmy paieska. Algoritmy buvo ies-

koma Siems atvejams:

e rekurenciyjy seky dalumo savybiy tyrimui

e skaic¢iuojant infpep, Q2(P), kur P yra Niumano polinomas, o

Q2(P) = (deg(P) + 1) H(P?)/P(1)*.

Metodai. Pirmoje dalyje naudojami aritmetiniai metodai: skai¢iavimo moduliu
savybes, indukcija, kai kurie klasikiniai skaiciy teorijos rezultatai, kaip Ferma ir
Oilerio teoremos. Algoritmai buvo kuriami pasinaudojant Maple matematiniu
paketu. Algoritmy sudétingumui vertinti naudojama sudétingumo teorija.
Antroje dalyje naudojamos programavimo C-++ kalba zinios, kombinatorika ir

statistiniai metodai kaip regresiné analizé.

Darbo struktura. Disertacija parasyta lietuviy kalba. Ja sudaro jvadas, du
skyriai, iSvados, literaturos ir publikacijy disertacijos tema sarasai. Bendra darbo

apimtis - 67 puslapiai.

Naujumas ir praktiné verté. Sioje disertacijoje pateikti pagrindiniai rezul-
tatai yra nauji. Jie buvo pristatyti konferencijose (ziuréti skyrelj "Aprobacija")
ir igspausdinti jvairiuose Zurnaluose ir leidiniuose (ziuréti skyrelj "Publikacijy

saragas"). Gauti rezultatai yra ir teorinio, ir praktinio pobudzio.



Aprobacija. Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Vilniaus universiteto mate-
matikos ir informatikos fakulteto tikimybiy teorijos ir skai¢iy teorijos katedros
skaicCiy teorijos seminaruose, taip pat ketvirtojoje tarptautinéje konferencijoje
(Palanga, Lietuva, 2006) ir tikimybiy teorijos ir skai¢iy teorijos doktoranty va-
saros mokykloje 2007 (Druskininkai, Lietuva, 2007).

Publikacijy sarasas. Pagrindiniai disertacijos rezultatai yra iSspausdinti straips-

niuose:

o T. PLANKIS, Divisibility properties of a recurrent sequence, in A. Lau-
rin¢ikas and E. Manstavi¢ius (eds.): Analytic and Probabilistic Methods
in Number Theory (Proceedings of the fourth international conference in
honour of J. Kubilius, Palanga, Lithuania, 25-29 September 2006), (2007),
150-155.

e T. PLANKIS, Divisibility properties of recurrent sequences, Nonlinear ana-
lysis : modelling and control, 13 (4) (2008), 503-511.

e A. DUBICKAS, T. PLANKIS, Periodicity of some recurrence sequences
modulo m, Integers, 8 (1) (2008), #A42, 6 p.

e T. PLANKIS, Calculations for Newman polynomials, Siauliai mathematical

seminar 4 (12) (2009), 157-165.

Padékos. Noréciau isreiksti ypatingg padéka savo vadovui profesoriui Arturui
Dubickui. Man labai padéjo jo vadovavimas, jzvalga ir zinios. Taip pat noréciau

padékoti savo tévams uz palaikyma rasant Sig disertacija.

Apzvalga ir svarbiausi rezultatai. Egzistuoja keletas neiSspresty problemuy,

susijusiy su sekomis [@"], n = 1,2, 3, ..., kur @ > 1 yra fiksuotas realusis skai¢ius ir



[z] yra sveikoji realiojo skai¢iaus = dalis. Stebina, kad kai kurios i$ jy yra neisspres-
tos. Pavyzdziui, jei o néra sveikasis skaicius, toks paprastas klausimas, ar seka
[@"],n=1,2,3,..., turi be galo daug sudétiniy skai¢iy, lieka neatsakytas isskyrus
kelis atskirus atvejus. Tikétina, kad egzistuoja be galo daug sudétiniy skaiciy pavi-
dalo [0"], n € N, su visais @ > 1. Formanas (Forman) ir Sapiro (Shapiro) [37] ta
jrodé, kai v = 3/2 ir a = 4/3, o Dubickas ir Novikas [32] ta jrodé, kai o« = 5/4.
Daugiau néra zinoma racionaliyjy skaiciy «, nepriklausanciy sveikyjy skaiciy aibei,
kuriems seka [a"], n = 1,2,3,..., turéty be galo daug sudétiniy skai¢iy. Apie
rezultatus, susijusius su algebriniu iracionaliu skai¢iumi «, galima pasiskaityti
straipsniuose [16, 29, 31|. Gajus (Guy) [40] suformuluotoje problemoje E19 klausé,
ar seka [@"],n = 1,2, 3, ..., kur a yra racionalieji, nepriklausantys sveikyjy skaiciy
aibei, skaiciai, turiu be galo daug pirminiy skaiciy. Tikétina, kad Si problema
yra dar sudétingesné. Vis dar lieka nezinomi tokie o su minétaja savybe. Vis
délto, straipsniuose |51, 71| ir 7] pateiktas tokiy skaiciy egzistavimo jrodymas.
Pastebésime, kad metriniai rezultatai yra gerai zinomi. Juos nesunku iSsivesti
is 1935 mety Koksma darbo [44]: su kiekvienu £ # 0, trupmeniniy daliy seka
{€a"}, n = 1,2,3,..., yra tolygiai pasisikirs¢iusi intervale [0, 1) beveik visiems
« > 1. Pritaikius §j rezultata, kai £ = 1/2, matome, kad tokiems «, {a"/2} < 1/2
su be galo daug n. Taigi, seka [@"], n = 1,2,3,..., turi be galo daug lyginiy
skai¢iy beveik visiems o > 1. (|10] straipsnyje pateikti naujausi metriniai rezul-
tatai.) Vadinasi, rezultatai apie sveikasias dalis yra glaudziai susije su atitinkamais
rezultatais apie trupmenines dalis. Apie trupmeniniy daliy {{a"}, n =1,2,3,...,
pasiskirstyma galima daugiau suzinoti straipsniuose [1, 2, 14, 26, 36, 49, 67].

Daugiau apie jvairias sekas galima suzinoti straipsniuose [63, 42, 65, 48, 57, 21,
23, 20, 17, 9, 56, 68, 25, 59, 46|. Pavyzdziui, Stivensas (Stevens) [63] tyrinéjo
Konelio (Connell) seka 1,2,4,5,7,9,10, 12,14, 16, . .., kurios bendrojo nario for-
mulé yra

Ty =20 — [%(1+m)]

Jis pateiké du apibendrinimus Siai sekai, i§ kuriy vienam panaudojamas skaici-

avimas moduliu. Apibendrinta Konelio k-seka tuomet apibréziama taip: imamas
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vienas naturalusis skaicius tapaciai lygus 1 moduliu &, tada imami du naturalieji
skaiciai tapaciai lygus 2 moduliu k, toliau imami trys naturalieji skaiciai tapaciai
lygus 3 moduliu & ir t.t., kur k& yra fiksuotas naturalusis skaicius. Apie kai kuriy
seky savybes pla¢iau galima suzinoti straipsniuose [33, 47, 62, 41, 60, 61, 19, 66,
4, 70, 52, 53, 11|. Pavyzdziui, Klarkas (Clark) [19] pateiké paprasta Katalono-
Lakombe-Franko (Catalan-Larcombe-French) sekos asimptotinio tesinio jrodyma.
Apie seky sgsajas su kitomis matematikos Sakomis galima placiau pasidométi
straipsniuose [15, 22, 35, 8, 38, 12, 43, 34, 58, 3, 24, 39]. Pavyzdziui, Konro-
jus (Conroy) [22] tyrinéjo sekas, susijusias su Sincelio (Schinzel) hipoteze, kuri
tvirtina, kad visus naturaliuosius skai¢ius galima uzrasyti kaip

ptl

q+1
kur p ir ¢ yra pirminiai skaiciai. Kaip sekos susijusios su muzika galima pasiskaityti
straipsnyje [5].

Sio darbo pradzia galima laikyti Alkausko ir Dubicko darbe [7] suformuluota

teorema. Cia pateiksime Siek tiek performuluota teiginj:

TEOREMA. Tegul sekos rekurentinis sqrysis yra x, = (z_, +n—1) mod g, kur
n €N, zg € N. Seka turi be galo daug nuliy, jei g yra pirminis skaicius, didesnis

uz 2.

Irodymas. Tegul n = p(p — 1)k, kur k € N. Tvirtiname, kad arba x,_;, arba

x, dalijasi is p. Tikrai, jei x,_; nesidalija iS p, tuomet, remiantis Mazaja Ferma

teorema
=T =1 (mod p).
I ¢ia gauname, kad =, = 2}, — 1 + p(p — 1)k dalijasi i8 p. O

Atkreipsime démesj, kad tiek Sioje teoremoje, tiek tolimesniame darbe rekuren-

tiné seka moduliu g suprantama kaip seka sudaryta is skaiciy, priklausanciy aibei

{0,1,2,...,9—1}.

Mus domino tokie klausimai:
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e ar rekurentinés sekos yra periodinés?

e ar periodinés rekurentinés sekos kokiam nors moduliui g turi be galo daug
nuliy?

e kaip priklauso rekurentinés sekos nuliy skai¢ius nuo pirmojo tos sekos
nario?

Pirmajame tyrimo etape buvo nagrinéjamas teoremoje pateiktas rekurentinis
sarysis. Buvo suformuluoti ir jrodyti keli teiginiai ir atlikti paprasc¢iausi kompiu-
teriniai skaiciavimai tyrinéjant seky sandara.

Toliau pateiktas teiginys jdomus tuo, kad jj pavyko jrodyti paprastu aritmetiniu

metodu.

TEIGINYS 1.1. Tegul rekurentinis sqrysis yra x, = x)_; +n — 1 (mod g), ¢ia
n,rg € N. Jet g =2™, kurm > 1 irm € N, tuomet sekoje yra be galo daug nuliy,

jer xg yra bet koks lyginis skaicius.
Atskirg grupe sudaro Karmaiklo skaiciai [6].

APIBREZIMAS 1.2. Karmaiklo skaiciumi vadinamas sudétinis skaicius n € N,
kuris tenkina tapatybe "' = 1 (mod n), su visais b € Z tarpusavyje pirminiais

Sun.

TEOREMA (KORSELTO [73]). Sudétinis skaicius n € N yra Karmaiklo skaicius
tada ir tiktai tada, kai n yra bekvadratis ir visiems skaiciaus n pirminiams dalik-

liams p teisingas sqrysis (p — 1)|(n — 1).

Karmaiklo skai¢iai kartais vadinamis "absoliu¢iai pseudopirminiais" ir tenkina
Korselto kriterijy.

R. D. Karmaiklas pirma karta pastebéjo tokiy skaiciy egzistavima 1910 metais,
apskaiciavo 15 reikSmiy ir numate, kad jy yra be galo daug.

Pirmieji Karmaiklo skaic¢iai yra 561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585,
15841, 29341, ...

Karmaiklo skaiciai tenkina sekancias savybes:

12



(1) Jei pirminis skai¢ius p dalija Karmaiklo skai¢iy n, tadan =1 (mod p—1)
reiskia, kad n = p (mod p(p — 1)) .
(2) Kiekvienas Karmaiklo skai¢ius yra bekvadratis.
(3) Nelyginis sudétinis bekvadratis skai¢ius n yra Karmaiklo skai¢ius, jei n
dalija Bernulio skai¢iaus B,,_; vardiklj.
(4) Karmaiklo skai¢iai turi maziausiai tris pirminius daugiklius.
Karmaiklo skai¢iy yra be galo daug. Tai buvo jrodyta Alfordo (Alford), Gran-

vilio (Granville) ir Pomeranco (Pomerance) [6].

TEIGINYS 1.3. Jeigu g yra Karmaiklo skaicius, tuomet seka x, =z, _;+n—1

(mod g), c¢ia n,zo € N, turi be galo daug nuliy.

Atkreipkime démesj j rekurentinj sarysj. Kaip matome, seka generuojama pride-
dant n. Taciau, kai nagrinéjame modulj, pastebime, kad iS esmés mes pridedame
skaicius 0, ..., g — 1 didéjimo tvarka ir véliau kartojame ta patj cikla. Todél sekos
periodiskumas bus funkcija priklausanti nuo g. Teiginiai lengvai jrodomi remiantis

matematineés indukcijos metodu ir Mazaja Ferma teorema.

APIBREZIMAS 1.4. Sekq w1, x9, T3, ... vadinsime periodine, jei egzistuoja toks
teNirNeN, kad x, = x4, suvisais n > N. Skaicius t vadinamas Sios sekos

periodu.

TEIGINYS 1.5. Tegul rekurentinis sqrysis yra x, = (z'_; +n—1) (mod g), ¢ia
n,zo € N. Jei g yra pirminis ir g > 2, tuomet sekos periodas yra g(g — 1). Kai

g = 2, sekos periodas yra 4.

TEIGINYS 1.7. Jei g = 2™, m > 1, tuomet seka x,, = (2'_, +n — 1) (mod g),

aan,xg € N, yra periodiné, su periodu g.

TEIGINYS 1.8. Tarkime, kad g yra Karmaiklo skaicius. Tada seka x,, = (zI'_,+
n—1) (mod g), ¢ia n,zo € N, yra periodiné, su periodu g(g — 1).
Pastebésime, kad periodas nebutinai yra maziausias. Pavyzdziui, kai g = 3,

maziausias periodas yra 3, o ne 6.

13



Atlikti statistiniai skaiCiavimai leidzia teigti, kad sarysiui minéti klausimai yra
teisingi. Duomenys buvo gauti nagrinéjant jvairias skaiciy grupes: pirminiai, dve-
jeto laipsniai ir t.t. Sekos yra periodinés, taciau nuliy skai¢ius priklauso nuo

pradinio elemento pasirinkimo. Suformuluosime hipoteze:

HIpOTEZE 1.9. Tegul rekurentinis sqrysis yra x, = («)'_; +n—1) (mod g), ¢ia

n,g €N, g > 1. Seka turi be galo daug nuliy, kai xo =2k, k=0,1,2, ...
Kai kurios grupés pasizymi jdomiomis savybémis.

APIBREZIMAS 1.10. Fiksuokime g > 1. Tegul turime seky grupe genruotq
rekurentinio sqrySio moduliu g ir pradiniy sekos nariy aibés {0,1,...,g9 — 1}.
Tokig grupe vadinsime g-stabilia, jei, nuo tam tikro sekos eilés numerio N, sekos

nariai nepriklauso nuo pradinio elemento x.

PavyzyDys 1.11. Tegul ay =2, g = 5. Tada:

Lo | X1 | X2 | X3 | Xy | T | X | X7 | T | X9 | X10 | L11 | 12 | L13 | T14

N

4
4
4
4
4

W | W W | W | w

1 4
2 3
0 4
0 4
2 3

N | W W N | W
B = | = | & | B

0
0
0
0
0

N[ NN NN

0
0
0
0
0

=W N = O
SN NN | O | W
e I S B B
|~ | &> | & |
N NN NN

APIBREZIMAS 1.12. P(g) - Zymésime funkcijq, apibréziancia maZiausiq reku-

rentinés sekos periodg.

HipOTEZE 1.13. Tegul rekurentinis sqrysis yra x, = (x]'_; +n — 1) (mod g),

cgan,g €N, g>2 g=p* a=0,1,2,.... Tuomet seka turi be galo daug nuliy.

HipOTEZE 1.14. Tegul rekurentinis sqrysis yra x, = (x]'_; +n — 1) (mod g),
Gian,g €N, g>2 g=p* a=0,1,2,.... Tuomet sekos periodas yra gP(p) =
pip—1).
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Pastarosios dvi hipotezés glaudziai susijusios tarpusavyje, kaip ir pirminiy skai-
¢iy atveju. Griezto jrodymo néra, bet tai galima is dalies paaiskinti Oilerio teo-

rema:

OILERIO TEOREMA. Tegul ¢(n) yra Oilerio funkcija, apibréZianti naturaliyjy
skaiciy < n ir tarpusavyje pirminiy su n kiekj. Tuomet, su visais a € N, tokiais,

kad (a,n) =1, galioja tapatybé:
a?™ =1 (mod n).
Straipsnyje [27] Dubickas jrodé periodiskuma bendresniu atveju:

TEOREMA. Tegul z9,g € N, m > 1, ir F(z) - polinomas su sveikaisiais koe-
ficientais. Tada seka apibrézta rekurentiniu sqrysiv x, = xI'_; + F(n) (mod g),

n=1,2,3,... yra periodiné.

Irodymas. Tegul D, yra skaiciaus g dalikliy didesniy uz 1 aibé. MaZiausig bendrg
kartotinj skaiciy g ir {¢(d),d € D,} pazymékime I(g). Cia ¢ yra Oilerio funkcija.

Tegul s yra sveikasis skai¢ius didesnis uz log, g, t. y. s = [log,g] + 1. Na-
grinesime seka T, (g, k = 0,1,2,..., moduliu g. Paimkime du sekos elementus
Ty it Tyq(g), kurie yra lygus moduliu g. (Visada galima parinkti tokius v < g ir
t < s+g=g+[log, gl +1.) Tvirtiname, kad 2y, y.(g) — @, dalijasi i§ g su kiekvienu
n > t. Taigi, matome, kad seka x,,n = 1,2, 3, ... yra periodiné moduliu g. (Be
to, auks¢iau mineti jverciai leis speéti, kad periodo ilgis < g¢l(g) ir prieSperiodiné
dalis < g + [log, g] + 1.)

Tptul(g) — Tn dalumas i§ g jrodomas naudojantis indukcijos metodu. Tarkime,
kad taip yra, kai n = t. Tegul §i savybé galioja, kai n :=n —1. T. y., 2,1 ir
Tp—14ul(g) Yra lygus moduliu g ir, tarkime, kad jie abu lygus r moduliu g, kur
0 < r < m — 1. Pastebésime, kad F(n + ul(g)) — F(n) dalijasi i§ g, nes g|l(g). I8
sarysiy

Lntul(g) = foﬁ(iﬁ(g) + F(n+ ul(g))
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ir ,, = 27_; + F(n), naudodamiesi tuo, kad g|(F(n + ul(g) — F(n)), gauname,

kad 2 4u(g)—e, moduliu g lygus

prbulle) _ i plle) _ )

moduliu g. Matome, kad tai lygu nuliui moduliu g, jei r = 0. Tarkime, kad r > 0.
Uzrasykime

r=rpitopt g=gptnt
kur pq,...,pr yra pirminiai skai¢iai, uq,...,ug, v1,..., 0 = 1, ged(r’,¢') = 1 ir
ged(r'g',pipa. .. pr) = 1.

Kadangi n > t > s > log,g, gauname, kad p/"" > pi > 2" > g > p/.
Gauname, kad skaic¢ius r” dalijasi i$ pi*, p52, ..., p.*. Liko jrodyti, kad skai¢ius
r9) — 1 dalijasi i3 ¢’. Remiantis tuo, kad gcd(g’,r) = 1 ir Oilerio teorema,
gauname, kad 7¢¢) — 1 dalijasi i§ ¢’. Kadangi ¢(¢') dalija I(g), gauname, kad
rel9) — 1 dalijasi i8 ¢'. OJ

Sekan¢iame etape buvo iSnagrinétos sudétingesnés sekos ir detaliau istirtos kom-
piuterinio skai¢iavimo galimybés. Buvo nagrinéjamos tokios rekurentines sekos:

(1) z, =27, +1 (mod g)
(2) z, = 2™ | +1 (mod g)
(3) zp=27", +1 (mod g)

Sioms sekoms buvo suformuluoti toliau pateikti teiginiai.

TEOREMA 1.15. Seka x, = 2" | + 1 (mod g) yra periodiné su periodu T <

gp(g) ir priesperiodine dalimi t < [{/logy(g)] + 1+ g.

TEOREMA 1.16. Seka x, = 2 | + 1 (mod g) yra periodiné su periodu T < 2

ir priesperiodine dalimi t < p(g).

TEOREMA 1.17. Seka x, = 2" | + 1 (mod g) yra periodiné su periodu T <

gp(e(g)) ir priesperiodine dalimi t < [logylogs(9)] + 1 4 ge(p(g)).
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Remiantis Siais teiginiais buvo sukonstruotas ir véliau patobulintas algoritmas,
apskai¢iuojantis periodo ir prieSperiodinés dalies ilgius. Kaip ir anksciau na-
grinétu atveju, gautieji duomenys pasizymi panaSiomis savybémis. PavyzdZziui,
pirminiams skai¢iams reikia kur kas daugiau laiko norint apskai¢iuoti perioda.
Paprasto algoritmo sudétinguma pavyko sumazinti iki polinominio vietoje ekspo-
nentinio, budingo nuodugnios paieskos metodui. Gautieji rezultatai leido sufor-

muluoti keleta svarbiy apibendrinanciy teiginiy.
TEOREMA 1.18. Tegul d yra naturalusis skaicius,
F(Zo, . >Zd71) € Z[Zo, N Zd71]7

f N—=Nirh:Zw— 7. Tarkime, kad f ir h yra periodinés moduliu q kiekvienam

q =2, irlim, . f(n) =o00. Tequl x1,...,x4 € Z ir
Tpi1 = F(x, ... ,xn,dﬂ)f(") + h(n),
kiekvienam n = 1,2,3,.... Tuomet, su kiekvienu sveikuoju g > 2, seka
z, (mod g),
n=1,2,3,..., yra periodiné.

Si teorema apibrézia reikalavimus funkcijoms f(n) ir k(n), tam, kad rekurentiné

seka buty periodiné.

ISvapA 1.19. Tegul f : N +— N or h : Z — 7Z yra dvi funkcijos, kurios yra
periodinés moduliu q, kiekvienam sveikajam q > 2, ir lim,, ., f(n) = oco. Tarkime,
kad x1 € N ir

Tni1 = o1 4 h(n),

kain = 1,2,3,.... Tuomet, kiekvienam sveikajam g > 2, seka z,, (mod g), n =

1,2,3,..., yra periodiné.

Pastaroji iSvada apibendrina [27| straipsnyje suformuluota pagrindinj rezultata.
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TEIGINYS 1.20. Tegul g > 3 yra naturalusis skaicius, kuris néra 2 laipsnis, ir
f:Nw— N. Tarkime, kad v, € N ar

Tnt1 = ‘I{L(n) + 17

kurn = 1,2,3,.... Jei seka x, (mod g), n = 1,2,3,..., yra periodiné, tuomet
egzistuoja tokie maturalieji skaiciai q,ng,t, kur 2 < q < g — 1, kuriems seka

f(ng+wut) (mod q), u=0,1,2,..., yra pilnai periodiné.

Sis teiginys leidzia, priklausomai nuo g savybiy, taip parinkti pradinius duome-
nis, kad funkcijos f(ng + ut) generuojama seka buty pilnai periodiné moduliu

q.

APIBREZIMAS 1.21. Tegul n € N ir seka f(n) (mod q) - yra periodiné su pe-
riodu k. Jei f(ng) = f(ng + km), m € N, kur ng yra pirmasis sekos elementas,

tuomet seka yra pilnai periodiné.

Nesunku pastebeti, kad pilnai periodinés sekos yra:
e f(n)=1,kurn eN. Si seka bus sudaryta i§ 1.
e f(n) = n (mod g), kur n,g € Nir g > 1. Sia seka sudarys posekis
12000 ,9g—1,0,. ...

LEMA 1.22. Tegul f : N — N yra nemaZzéjanti funkcija, tenkinanti sqlygq

lim f(n) = oo,

n—oo

su savybe, kad kiekvienam | € N egzistuoja sveikasis skaicius n; toks, kad f(n +
[) = f(n) <1, su visais n = n;. Tuomet neegzistuoja tokia aritmetiné progresija
au+b,u=0,1,2,..., kur a,b € N yra tokie, kad, fiksuotam q > 2, seka f(au+Db)

(mod q), u=0,1,2,..., buty periodiné.

Remiantis pastaraisiais teiginiais galima sukonstruoti daug neperiodiniy seky
pavyzdziy. Nesunku pastebéti, kad funkcijos f(n) = [ylogn|, f(n) = [an?], kur

a,7 > 01ir 0 < ¢ < 1, tenkina lemos salygas. Tuomet, remiantis teiginiu, sekos
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r1 € Nir

logn
17n+1:1'£7 & ]+17

arba

Tpy1 = x%)m”] + 17

yra periodinés moduliu g € N, tada ir tiktai tada, kai g = 2%, kur s > 0 yra

fiksuotas sveikasis skai¢ius.

Pastaruoju metu daug dirbama tyrinéjant Sidono (Sidon) aibes (dar vadinamas

sekomis) [55]. Abelio grupés (dazniausiai Z) poaibiui A apibrézkime

A* (k) = [{(a1,a2) € A X A:ay+ay =k}
ir

A°(k) == {(a1,a2) € AX A:a; —ay =k}
1932 metais S. Sidonas tyrinéjo sveikyjy skaiciy sekas, kurioms A* ir A° buvo
aprezti. Nesunku jrodyti, kad A*(k) < 2 visiems k tada ir tiktai tada, kai A°(k) <
1 su visais k # 0. Kokio dydzio gali buti poaibis A, kai A*(k) < 2? Sidonui
uzdavus §j klausima tokio tipo aibés dabar vadinamos Sidono sekomis. Pavyzdziui,
seka {1,2,5,7} yra Sidono seka. Kitaip tariant, A yra Sidono seka, jei eilutés

(Z=)
acA

koeficientai ne didesni uz 2. Toliau pateiksime apibendrintosios Sidono sekos (su
parametrais h ir g) apibrézima, kai eilutés

(X=)

acA
koeficientai yra aprézti g. Pazymékime z* koeficienty A*" (k). Sis skaicius parodo,
kiek budy yra uzrasyti skaiciy k, kaip h elementy is aibés A (nebutinai skirtingy)
sumg. Pastebésime, kad §is apibrézimas teisingas ir tuo atveju, kai A yra bet

kokios Abelio grupés poaibis.
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Bjlg] SEKOS APIBREZIMAS. Seka A yra vadinama Bjlg] seka, jei (ZaeA z“)h
eilutés koeficientai yra aprézti skaiciumi g. Jei A C G # Z, tuomet A vadin-
sime Bj|G] seka. Kai G yra adityvioji sveikyjy skaiciy moduliu n grupé, tuomet
kalbésime apie Bjlg] (mod n) sekas. Taip pat, jei A yra Bjlg] seka, $i sqrysi

Zymeésime A € Bjlg].

Taigi, Sidono sekos yra butent Bj[2] sekos. Priminsime, kad A° yra apréztas 1
tada ir tiktai tada, kai A* yra apréztas 2. Kai A°(k) > 1, k > 0, tuomet egzistuoja
tokie a1, as,as3,a4 € A, kad k = a1 — ay = az — a4 ir daugiausiai du i$ a; yra lygus.
Tai reiskia, kad a4 + a1 = a1 + a4 = ag + a3 = as + aqg, taigi, A*(a; + aq) = 3
(gali buti, kad ay = a3 arba ay = aq, bet ne abi lygybés kartu). Pastebésime, kad,
jei A = {2F 2 +1: k > 1}, tuomet A*(k) < 4, visiems k, kai A°(1) = oo; jei
A= {£2F: k > 1}, tuomet A°(k) < 3, su visais k # 0, bet A*(0) = co. Esmé ta,
kad B3[2] sekos svarbios ne tik istoriskai, bet su jomis lengviau dirbti. I§ esmés

yra daugiau zinoma apie Sidono sekas nei apie Bj|[g| sekas, kai h > 2 ar g > 3.

Bylg] SEKOS APIBREZIMAS. Seka By [hlg] yra vadinama Bylg] seka. Jei g =1,

tuomet kalbame tiesiog apie B), sekas.

Pastebésime, kad daugelis autoriy apibrézia By, [g] seka kaip seka Bj[h!(g+1)—1].
Tuomet Sidono seka yra seka, kuriai A*"(k) < 3. Tokio Zyméjimo priezastis ta,
kad, jei k = ay + --- + ay, ir a; yra skirtingi, tuomet egzistuoja h! perstaty tam
paciam koeficientui A*"(k).

Tam, kad paprasciau buty jsivaizduoti, kokios tai sekos, pateiksime kitg Sidono

seky apibrézima.

SIDONO SEKOS APIBREZIMAS. Sidono seka vadinama naturaliyjy skaiciy seka

A = ag,a1,a9, ..., tokia, kad visos sumos a; + a;,1 < j, yra skirtingos.
Pries kurj laika Ju savo darbe [72] tyrinéjo dydj

lim inf deg(Py) H (Py)/ (1),
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kur Py, k = 1,2, ..., yra Niumano polinomy seka, tenkinanti deg(P;) < deg(FPs) <

Jis teigé, kad 8i riba nemazesné uz 1, jei Py(1)/deg(FPx) — 0, kai k& —
co. Sis tvirtinimas, jei buty jrodytas, suteikty taip vadinamoms Bs[g| aibéms,
kurios apibendrina klasikines Sidono sekas Bs[1], griezta jvertj. Priminsime, kad
Niumano polinomais vadinami tokie polinomai, kuriy koeficientai priklauso aibei
{0,1}.

Dubickas 28] jrodé, kad pakanka nagrinéti dydj
Q2(P) = (deg(P) + 1)H(P?)/P(1)?,

nes visada egzistuoja Niumano polinomy seka P,k = 1,2, ..., su didéjanciais
laipsniais, tokia, kad
li’?lir‘}f Q2(Py) = Qa2(P).

Taip pat buvo pateikti Sio dydzio apskai¢iavimai Niumano polinomams iki 20
laipsnio imtinai.

Paskutiniojo mano darbo tikslas buvo paméginti sukurti pakankamai efektyvy
algoritma minétam dydziui apskaic¢iuoti. Taip pat patikrinti VU MIF superkom-
piuterio SGI Altix 4700 galimybes. Pagrindinis darbo rezultatas yra suformu-

luotas Zzemiau pateiktoje teoremoje.

TEOREMA 2.3. Visiems Niumano polinomams P, kuriems deg P < 36, teisinga

nelygybe
Q2(P) = Q2(Fy) = 432/529 = 0.816635. . .,

kur Py yra 35-to laipsnio polinomas su koeficientais
110111010111111110101000000110101111,
kur koeficientar pateikti didéjimo tvarka.

Pastebésime, kad teoremoje pateiktas sprendinys néra vienintelis. Jei koefi-

cientus imtume mazéjimo tvarka, tuomet gautume kita polinomg su tokiu paciu

Q2.
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Taip pat buvo atsakyta j Berenhauto (Berenhaut) ir Saidako (Saidak) [13]

PQ)

isSkelta klausima. Jie klausé, ar tik tos polinomy Seimos, kurioms santykis dos P

yra toks pat, jgyja ta pacia @) reiksme. Kaip matome i§ Zemiau pateiktos lentelés,

i klausimg atsakome neigiamai.

1 lentele. Q2(P) reiksmes kai kuriems polinomams P

Q2 deg P Ciél])j
8 13,7,11,15 |1, ¢, 2 2
o 4,9 1,3
% 13,27,34 | 3,2,
2 19, 26 2.3
201 23,29 L

Nepaisant nemazy pastangy, efektyvaus algoritmo sukurti nepavyko. Vis délto,
buvo aptikti tam tikri désningumai, kurie galéty zenkliai sumazinti algoritmo laiko
sanaudas. Pavyzdziui, buvo pastebéta, kad minéto dydzio P(1) reik§més pasizymi
tiesinés regresijos savybémis (Zr. 1 pav.).

Tikétina, kad nuo 23-¢iojo laipsnio skai¢iuojamojo minimumo reikSmeés pasizymi
periodiskumu. Jei §i hipotezé teisinga, tuomet, ieskant minimumo, pakakty imti

tik tuos polinomus, kuriems

deg P =2 (mod 3).

~

ISvados. Darbe buvo pasiekti tokie rezultatai (zr. poskyrj "Tikslai ir uzdavi-
niai"):
e Buvo i$ esmeés iSnagrinétos seky periodiskumo salygos ir suformuluotos
vienoje i$ teoremuy.

e Kai kuriy seky atveju nustatytas nuliy sekoje egzistavimas.
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10

15 20

1 pav. P(1) reiksmeés

e Kai kuriy seky atveju nustatyta priklausomybé tarp nuliy egzistavimo ir
pirmojo sekos elemento pasirinkimo.

e Sukonstruotas pakankamai efektyvus algoritmas nustatantis sekos perio-
diskuma tirtoms rekurenciosioms sekoms.

e Atsakyta j Berenhauto ir Saidako [13| iskelta klausima.

e Sukonstruotas algoritmas apskai¢iuoti infpep, Qo(P) ir atrasti tam tikri

dsningumai, kuriy pagalba buty galima sukonstruoti geresnj algoritma.
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1. REKURENTINIU SEKU DALUMO SAVYBES

Siame skyriuje nagrinésime tokias rekurentines sekas:

1.1. Rekurentinés sekos z, = z'_; +n — 1 (mod ¢g) dalumo savybés.

TEIGINYS 1.1. Tegul rekurentinis sqrysis yra x, = x'_; +n — 1 (mod g), ¢ia
n,zg € N. Jei g = 2™, kurm > 1 irm € N, tuomet sekoje yra be galo daug nuliy,

jet xo yra bet koks lyginis skaicius.

Irodymas. Tegul n — 1 = gk. Pastebésime, kad x,_; yra lyginis, ka jrodysime
véliau. Tuomet z,, = 0 (mod g), nes:
(1) n — 1 dalijasi i8 ¢
(2) «I'_, dalijasi i§ g, nes x,_; lyginis
Panagrinékime sekos sandara.
Jei ¢y yra lyginis, tuomet z; - taip pat, o = x1 +1 - nelyginis, kadangi sekantis
sekos narys bus generuojamas i$ nelyginio skaic¢iaus ir pridedamas lyginis, tai 3
bus nelyginis. Nuo x4 ciklas kartojasi. Taigi, galima isskirti perioda - 4-o kartotinj.

Kadangi n — 1 = gk ir g = 2™, tai n — 1 narys bus lyginis. 0

APIBREZIMAS 1.2. Karmaiklo skaiciumi vadinamas sudétinis skaicius n € N,
kuris tenkina tapatybe "~ = 1 (mod n), su visais b € Z tarpusavyje pirminiais

Sun.
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TEOREMA (KORSELTO [73|). Sudétinis skaicius n € N yra Karmaiklo skaicius
tada ir tiktai tada, kai n yra bekvadratis ir visiems skaiciaus n pirminiams dalik-

liams p teisingas sqrysis (p — 1)|(n — 1).

TEIGINYS 1.3. Jeigu g yra Karmaiklo skaicius, tuomet seka turi be galo daug

nuliy.

Irodymas. Tegul n = g(g — 1)k, kur k € N. Tvirtiname, kad arba z,,_;, arba z,
dalijasi i8 g. Jei x,,_; nesidalija i g, tuomet, remiantis Mazaja Ferma teorema

no_ p9l9-Dk — (mod g). Todél x,, = (2" _, —1)+g(g— 1)k dalijasii§ g. O

xn—l - “n—1

APIBREZIMAS 1.4. Sekq w1, x9, T3, ... vadinsime periodine, jei egzistuoja toks
teNirNeN, kad x, = 444, suvisaisn > N. Skaicius t vadinamas Sios sekos

periodu.

TEIGINYS 1.5. Tegul rekurentinis sqrysis yra x, = (z'_; +n—1) (mod g), ¢ia
n,zo € N. Jei g yra pirminis ir g > 2, tuomet sekos periodas yra g(g — 1). Kai

g = 2, sekos periodas yra 4.

Jrodymas. Pasinaudosime matematinés indukcijos metodu. Tegul k,l € N tokie,

kad
Lg(g—1k+(1-1) = Lg(g—1)(k+1)+(-1)-
Tuomet reikia jrodyti, kad
Lg(g—1)k+l = Lg(g—1)(k+1)+-

Pagal sekos apibrézima
—1)k+
Tyl kit = 200 ity T 99— Dk 4+ (1—1) (mod g),

—1)(k+1)+l
Tolg-1) (ke = Tho 1)) vy T 900 = DE+1) + (= 1) (mod g).
Sulyginame desinigsias puses ir sutvarkome. Lieka jsitikinti, kad

g(g—1)k+l1
g(g—1)k+(I-1)

g(g—1)(k+1)+l
9(g—1)(k+1)+(1—1)

x x (mod g).
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Jei zg(g—1)kt+0—1) = 0, tuomet jrodymas baigtas. PrieSingu atveju, pasinaudojus

skaic¢iavimo moduliu savybémis, gauname, kad

(g—1)k+l _ (g—1)k+1 (g—1)
Totg-ni-1) = Tglgnsnsa-y  (00d 9)(Zg( ksnysqy (mod g)).

R oo 9(9—1) —
Remiantis MaZaja Ferma teorema ;1) 1y, g1y = 1 (mod g).

Kai g = 2, tereikia apskaic¢iuoti seka. Gausime ketverto perioda ...0,0,1,1, ...
O

PASTABA 1.6. Sis periodas nebutinai yra maziausias. PavyzdZiui, kai g = 3,

periodas bus 6, bet maZiausias periodas yra 3.
TEIGINYS 1.7. Jei g = 2™, m > 1, tuomet seka yra periodiné, su periodu g.

Jrodymas. Pasinaudosime matematinés indukcijos metodu. Tegul k,] € N tokie,

kad
Lok+(1—-1) = Lg(k+1)+(1-1)-
Tuomet reikia jrodyti, kad
Lokl = Tg(k+1)+1-
Pagal sekos apibrézima

Tgppt = xg:f(l_l) +gk+(l—1) (mod g),

_g(k+1)4
mg(k_i_l)_i_l = ngk+1§+(l—1) + g(k + 1) + (l - 1) (mod g)
Sulyginame desinigsias puses ir sutvarkome. Lieka jsitikinti, kad

gk+1 g(k+1)+1

gh+(—1) (mod g).

x
Jei wgp4q—1) = 0, tuomet jrodymas baigtas. PrieSingu atveju, pasinaudojus skai-
¢iavimo moduliu savybémis, gauname, kad

ko gkt
x§k+(1_1) = (xg(k+1)+(z_1) (mod 9))($g(k+1)+(z_1) (mod g)).

Remiantis teiginio jrodymu apie nuliy egzistavima, kai g = 2™, pastebésime, kad

Tg(k+1)+(—1) yra nelyginis. Tokiu atveju jj galime pakeisti iSraiska 2k + 1. Belieka
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jsitikinti, kad (2k + 1) = 1 (mod g). Pakeitus kairiaja puse binomine israiska
gauname, kad g dalija eilutés koeficientus 29 ir (gfj), kur j=1,...,9g — 1. O

TEIGINYS 1.8. Tarkime, kad g yra Karmaiklo skaicius. Tada seka yra peri-
odiné, su periodu g(g —1).

Irodymas. Pasinaudosime matematinés indukcijos metodu. Tegul k,l € N tokie,

kad
Lg(g—1k+(1-1) = Lg(g—1)(k+1)+(-1)-
Tuomet reikia jrodyti, kad
Lg(g—1)k+l = Lg(g—1)(k+1)+1-

Pagal sekos apibrézima
—1)k+l
Totg-vnt = To sy T 99— DE+(I—1)  (mod g),

_ —1)(k41)+
Lg(g—1)(k+1)+1 = J:;(;Eg—l%gk—&-lg-&-(l—l) + g(g - 1)<k + 1) + (l - 1) (mOd g)
Sulyginame deSinigsias puses ir sutvarkome. Lieka jsitikinti, kad

g(g—1)k+l — 9(g=D)(k+1)+
gl ht(-1) = Lolg1)(ki1)4-1) (mod g).

Jei zg(g—1)k+0—1) = 0, tuomet jrodymas baigtas. PrieSingu atveju, pasinaudojus

skaic¢iavimo moduliu savybémis, gauname, kad
wiiiiiiiiiz-n = (xigjgl(ﬁl)+(l—1> (mod 9>>(f”§8:3(k+1>+(1—1) (mod g)).
Remiantis Mazaja Ferma teorema ngjg(kﬂ)ﬂl—l) =1 (mod g). O
Kompiuteriniai skai¢iavimai

Skaiciavimy duomenys buvo gauti nagrinéjant jvairias skaic¢iy grupes: pirminiai,
dvejeto laipsniai ir t.t. Sekos i8S tiesy yra periodinés, taciau nuliy skai¢ius priklauso

nuo xy pasirinkimo. Suformuluosime hipoteze:
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HipOTEZE 1.9. Tegul rekurentinis sqrysis yra x, = (x)'_;+n—1) (mod g), ¢ia

n,g €N, g > 1. Seka turi be galo daug nuliy, kai xo =2k, k=0,1,2, ...
Vis délto kai kurios grupeés pasizymi jdomiomis savybeémis.

APIBREZIMAS 1.10. Fiksuokime g > 1. Tegul turime seky grupe genruotq
rekurentinio sqrySio moduliu g ir pradiniy sekos nariy aibés {0,1,...,9 — 1}.
Tokig grupe vadinsime g-stabilia, jei, nuo tam tikro sekos eilés numerio N, sekos

nariat nepriklauso nuo pradinio elemento x.

PavyzyDys 1.11. Tegul ag =2, g = 5. Tada:

Lo | X1 | L2 | X3 | Xy | X5 | Te | X7 | X8| L9 | 10 | L11 | L12 | 13 | L14

SN IO | W
W W W W | W

4
3
4
4
3

N | W W (N | W
= ||| &

0
0
0
0
0

N | NN NN

0
0
0
0
0

N SO S NSO I
NN VSO SO S BN
CEECERECEE SRR
N SO S SO I

4
4
4
4
4

=W N = O

1
2
0
0
2

APIBREZIMAS 1.12. P(g) - Zymésime funkcijq, apibréZianciq rekurentinés sekos

periodg.

HipOoTEZE 1.13. Tegul rekurentinis sqrysis yra x, = (x?'_, +n — 1) (mod g),

aan,geN, g>2 g=p* a=0,1,2,.... Tuomet seka turi be galo daug nuliy.

HipOTEZE 1.14. Tegul rekurentinis sqrysis yra x, = (x'_, +n — 1) (mod g),
Gian,g e N, g>2 9g=p* a=0,1,2,.... Tuomet sekos periodas yra gP(p) =
p*(p—1).

Pastarosios dvi hipotezés glaudziai susijusios tarpusavyje, kaip ir pirminiy skai-
¢iy atveju. Griezto jrodymo nebuvo pateikta, bet tai galima i§ dalies paaiskinti

Oilerio teorema:

OILERIO TEOREMA. Tegul ¢p(n) yra Oilerio funkcija, apibréZianti naturaliyjy

skaiciy < n ir tarpusavyje pirminiy su n kiekj. Tuomet, su visais a € N, tokiais,
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kad (a,n) =1 galioja tokia lygybé:

a®™ =1 (mod n).

Algoritmas

Sio algoritmo pagalba apskai¢iuoti duomenys pateikti lentelése. Algoritmas yra
paprastas, todel skai¢iavimo greitis tiesiogiai priklauso nuo periodo ilgio, taciau
atsizvelgiant j gautus rezultatus jis sukonstruotas taip, kad neveikia su skaiciais

2,3.
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Algoritmas 1 Paprastas algoritmas

Ivedimas: Modulis g
Rezultatas: Periodas ir prieSperiodine dalis
restart;
g = readstat(‘Iveskite g(nepamirskite padeti kabliataskioll! : ¢) :
z[0] =2
A=1:
for n from 1 to g*(g-1)*2+¢g*(g-1) do
vln] = ((zfn — 1) (mod g) + (n — 1) (mod g)) (mod g)
A= [op(A), 2ln]
end for
k:=1:
while £ < g do
1:=1:
while ¢ < g do
B:=]:
C:=1:
for j from i to i + g*k-1 do
B = [op(B), Alj]
end for
for o from i+g*k to i+g*k*2-1 do
C = [op(C), Alo]] :
end for
if B=C then
Iprint(‘Periodas : ‘,nops(B)/g, *‘, g, ‘Prasideda nuo : *,i) :
k:=g:
i:=gq%:
break :
else
1:=1+1:
end if:
end while
k:=k+1:
end while

Zemiau pateiksime sekos periodo ilgj, kai 1 < g <91 ir g = 2. Kadangi perio-

das yra tiesiné g funkcija f(g) = cg, tai lentelése pateisime tik koeficienta c.
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2 lentele.  Rezultatai pirminiams 3 lentele. Rezultatai sudétiniams

skaiciams skaiciams
Laipsniai | 1 | 2 [3[4]5]6 Laipsniai | 1 [2[3]4[5]6
9 9
2 2 [1]1]1]1]1 6 2 [1]1]1
3 1[1]1]1 10 2 [1]1
5 414 12 1[1]1
7 66 14 6
11 10|10 15 4
13 [12]12 18 2
17 [16 20 1
19 [18 21 2
23 |22 22 |10
29 |28 24 1
31 |30 26 6
37 |36 28 3
41 40 30 2
43 |42 33 |10
A7 146 34 8
35 |12
38 |18
39 4
40 1
42 2
44 5
45 4
6 |22
48 1
50 2
51 16
55 4
65 |12
77130
91 12
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1.2. Rekurentiniy seky dalumo savybes.

Sekantis etapas buvo iSnagrinéti sudétingesnes sekas ir detaliau istirti kompiu-
terinio skaic¢iavimo galimybes. Siame poskyryje nagrinésime tokias rekurentines
sekas:

(1) zn
(2) r, =2, +1 (mod g)

;-1 +1 (mod g)

(3) zp =27, +1 (mod g)

TEOREMA 1.15. Seka x, = 2" | + 1 (mod g) yra periodiné su periodu T <

gp(g) ir priesperiodine dalimi t < [{/logy(g)] + 1+ g.

TEOREMA 1.16. Seka x, = 2" |, + 1 (mod g) yra periodiné su periodu T < 2

ir priesperiodine dalimi t < ¢(g).

TEOREMA 1.17. Seka x, = 27" | + 1 (mod g) yra periodiné su periodu T <

gp(p(q)) ir priesperiodine dalimi t < [logslog,(g)] + 1+ gp(e(g)).

Irodymai

Oilerio teorema tvirtina, kad a®¥ = 1 (mod g), jei a ir g yra tarpusavyje
pirminiai. Galime i$ karto atmesti prielaidg, kad a ir g yra tarpusavyje pirminiai,
teigdami, kad, jei v := u(g) yra didziausias rodiklis, kuriam pirminis p egzis-
tuoja skai¢iaus ¢ faktorizacijoje, tada a®@W*+* = " (mod g)), ir tai galioja su
visais a nepriklausomai nuo to ar @ ir g yra tarpusavyje pirminiai. Seka (a™).;,>y
yra periodiné moduliu ¢ su periodu ¢(g). Tarkime, kad (f(n)),>1 yra didéjanti
naturaliyjy skai¢iy seka, kuri yra periodiné moduliu ¢(g) su periodu 7. Tegul
my yra naturalusis skaicius, toks, kad f(my) > u. Tuomet scka (a/™),,,, yra

=
periodiné moduliu ¢ su periodu T}, nes, kai m > my, gauname, kad f(m) > u ir

w(g) | (f(m+Ty) = f(m)),
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i§ ¢ia o™ = of"*77) (mod g). Nagrinéjamoms sekoms egzistuoja tokie n >
m > my, kad galioja tapatybés n = m (mod T%) ir z,, = z,, (mod g). Tegul a

yra sekos reikSmeé minétiems m ir n, tuomet
Tma1 = a/ ™) 41 (mod g) ir x4 = oD 4 (mod g).
Taigl, 11 = Tmy1 (mod g). Remiantis indukeija gauname, kad

Tn+k = Tm+k (mOd 9)7

k > 0, su periodu n — m. Tiksliau, du tokie m ir n gali buti rasti intervale ilgio

g1y, ty., n—m < g71%.

Teoremos 1.15 jrodymas. Tegul f(n) yra bet koks polinomas. Tuomet T = ¢(g),
nes polinomams f(n +m) = f(n) (mod m) visiems naturaliesiems m ir n. Kai

f(n) =n", gauname, kad m; = [{/log,(g)] + 1, nes u < log,(g). O

Teoremos 1.16 jrodymas. Tegul n yra pakankamai didelis, toks, kad n! > ¢g. Tegul
r, = ab, kur visi pirminiai, dalijantys a, dalija ¢ ir visi pirminiai, dalijantys b,
yra tarpusavyje pirminiai su g. Tegul g = g1¢0, kur g; yra sudarytas i§ pirminiy
a dalikliy ir g, yra tarpusavyje pirminis su x,,. Tuomet ™ =0 (mod g;), b™ =1
(mod gy) ir ™ = ¢ (mod g), kur ¢, remiantis Kinigkaja likiniy lema, yra vienintelé
modulio ¢ klasé, kuri lygi 0 moduliu ¢; ir 1 moduliu ¢g,. Todél z,,1 = c+1
(mod g) yra butent minétoji klasé, kuri lygi 1 moduliu g; ir 2 moduliu g,. I3
pradziy tarkime, kad g, yra nelyginis. Tuomet x,,,; ir g yra tarpusavyje pirminiai.
n pakeisdami n + 1 galime priskirti « = 1,b = ¢ + 1, taigi, x,12 = 2 (mod g).
Jei g yra nelyginis, tuomet x,,5 ir g yra tarpusavyje pirminiai, todel x,,3 = 2
(mod g) ir mes gauname 7' = 1. Tarkime, kad go yra nelyginis, bet g — lyginis.
Tuomet, pakei¢iant n j n + 2, mes galime uzrasyti x, o2 = ab (mod g), kur a = 2
ir b =1 (mod g/2) yra klasé tarpusavyje pirminé su g. Pakeisdami n j n + 2,
fiksuokime, kad g; yra 2 laipsnis dalijantis g ir g = ¢/g;. Pastebésime, kad g,
i$ tiesy yra nelyginis. Tuomet gauname, kad x,,3 yra minétoji klasé moduliu g,

kuri lygi 1 moduliu g; ir 2 moduliu go, todél z, 4 = 2 (mod g). Gauname, kad
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Siu atveju T' = 2. Pagaliau tarkime, kad gs yra lyginis. Tuomet ¢; yra nelyginis ir
Tpi1 = 2((c+1)/2) (mod g). Tegul a = 2 ir b = (¢ + 1)/2 yra klasé tarpusavyje
pirminé su g; (nes ji yra 2 atvirkstiné moduliu g;) ir taip pat su g (nes ji lygi 1
moduliu go). Tuomet b ir g yra tarpusavyje pirminiai. Dabar pakeiskime nj n+1,
g1 dvejeto laipsniu dalijanciu g ir go = g/g1. Pastebésime, kad gavome ankstesnj

atvejj, kai g buvo lyginis, bet g buvo nelyginis, todél periodo ilgis yra 2. [

Teoremos 1.17 jrodymas. Kai f(n) = r", tuomet Ty = p(¢(g)), nes r1+#9) = yu
(mod ¢(¢(g))), kur uy yra didziausias ¢(g) faktorizacijos pirminiais daugikliais
rodiklis, ir my > log,(u). O

Algoritmas

Periodo ilgio apskai¢iavimo algoritmo problema yra panasi j "Ciklo aptikimo
algoritmo problema" [74]. Vis délto, ji yra skirtinga, nes mes turime funkcija, kuri
priklauso nuo kintamyjy xo,...,x4_1,n. Taigi, algoritmai, tokie, kaip "Vézlio ir
kigkio" ar "Brento" [74], mums netiks. Pagrindiné problema yra ne rasti tokius
x; = x;, bet du lygius poaibius. Galima nesunkiai parasyti "Jégos" algoritma,
kuris patikrinty visas galimybes, bet skaiciavimai gali uzimti labai daug laiko.
Todél mums reikia algotimo, kuris atlikty paskai¢iavimus per pakankamai trumpa
laiko tarpa.

I3 [27] galime rasti bendra jvertj periodui ir priesperiodinei daliai.
T < gd+1M7

t < g+ [logy(g)] + 1,

kur M yra maziausias bendras kartotinis skai¢iy {¢(j) : j > 1,7|g}, ir d yra

vektoriaus (zg, ..., zq 1) dimensija.
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Algoritmas 2 Periodo ir prieSperiodinés dalies apskaic¢iavimas

Ivedimas: rekurentiné funkcija f(x,,..., Zp_gr1,n) ir reik8mé d, modulis ¢ ir
reikSmes xq, ..., x4
Rezultatas: T ir t arba KLAIDOS pranesimas
M «— lem(¢(Dpn))
T, «— gd—i-l s M
te g+ [logag] +1
N —2xT,+t,
seka X
1—0
b — true
Z—{)
while b = true do
if xy_; = TN_T,—i AND i < Te then
1—1+1
else if 1 =T, then
Z CX
b« false
else if T'e > 0 then
Te—Te—1
10
else
b« false
end if
end while
if Z <> {} then
T «— rastiMazesniPerioda(Z)
t < rastiPriesperiodi()
print Tt
else
print KLAIDA
end if

Algoritme Te, te zymi T, t jvercius ir N yra sekos dydis. Pastebésime, kad, jei
sekos ilgis lygus T, tuomet mazesnis periodas T (jei egzistuoja): T'|T.. Remda-
miesi auks¢iau minétu faktu mes parasysime algoritma mazesnio periodo paieskai.

Dabar pateiksime patobulinta algoritmo versija, bet pries tai pateiksime keleta
pastebéjimy:

e Remiantis minéty Saltiniy teoremomis M = ¢(g) pirmaisiais dviem atve-

jais ir M = ¢(p(g)) treciuoju.
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Algoritmas 3 rastiMazesniPerioda(Z)

if Z sudaro vienas elementas then
T+ 1
else
T+ Te
for all j tokiems, kad 1 < j < T, ir j|Te downto 1 do
ieskome mazesnio periodo Z’
if RASTA then
if 7’ sudaro vienas elementas then
BAIGTI
else
T — |Z'|
end if
end if
end for
end if

Algoritmas 4 rastiPriesperiodi()
N —te+2xT
10
while i <te+ T +1 and [N —i] = z[N =T —i] do
1—1+1
end while

e Remiantis realiais paskaiciavimais Te < 2g%M.
e Pastebésime, kad tikrajam periodui 7" arba T'|M, arba M|T', todél pakanka
ieskoti mazesnio periodo, tokio, kad j|M arba M|j.
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Algoritmas 5 Patobulintas algoritmas

Ivedimas: rekurentiné funkcija f(x,, ..., ,_qy1,n), M jvertis, reikémé d, modulis
g ir reikSmes xg, ..., T4
Rezultatas: T ir t arba KLAIDOS pranesimas
M — H(g)
T, —2xgtx M
te g+ [logag] +1
N —2xT,+t,
seka X
10
b «— true
while b = true do
if xxy_;=2n_1e_i AND 1 <Te then
1+—1+1
else if i = 7, then
Z CcX
b« false
else if Te > 0 then
Te«—Te— M
10
else
b« false
end if
end while
if Z <> {} then
patobulintas RastiM azesniPerioda(Z)
rastiPriesperiodi()
print Tt
else
print KLAIDA
end if
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Algoritmas 6 improvedFindSmaller Period(Z)

if Z consists from one element then
T 1
else
T+ Te
for all j such that j|T, and j < T, and (j|M or M|j) from biggest j do
check for smaller period Z’
if FOUND then
if 7’ consists from one element then
STOP
else
T — |Z'|
end if
end if
end for
end if

Dabar jvertinsime algoritmo sudétinguma ir laiko sanaudas.

e Norint apskaic¢iuoti reikiamy sekos elementy kiekj reikia N operacijy. Map-
le turi pakankamai iSvystyta algoritma modulio skai¢iavimui. Pakanka 0.03
sekundés norint apskaiciuoti 1000545525461 + 65465 (mod 564654), todél
tarkime, kad sekos apskai¢iavimui pakaks N operacijy.
e While ciklui blogiausiu atveju reikés Te * 2¢g? operacijy, o vidutinigkai
turéty uztekti T'e operacijy.
e Posekio suradimui reikés T'e operacijy.
e Teskant mazesnio periodo reikés Te % v/Te operacijy.
e Apskaic¢iuojant preiSperiodine dalj reikés T'e + te operacijy.
Dabar susumuosime visas operacijas. Galime jvertinti M < ¢(g) < g — 1
blogiausiu atveju ir vertindami visa algortimg O zZymeéjimu, gauname:
e Blogiausiu atveju O(g??*1)
e Vidutiniu atveju O((g?+1)3/2)
Algortimo kodas buvo paraSytas su "Maple 9" ir skaic¢iavimai atlikti AK su

Pentium(R) 4 CPU 2.00 GHz procesorium.
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Rezultatai

Musy tikslas buvo rasti algoritma, kurio skai¢iavimo laikas buty geresnis nei
eksponentinis. Mums pavyko sukonstruoti pavyzdj su polinominémis laiko sanau-
domis.

Grafikuose pilka linija pateikia lenteliy duomenis, taskiné - vidutinj ir bruksniné
- blogiausig atvejus. Pastebésime, kad grafiky trendai sutampa.

Remiantis gautais duomenimis, pastebésime, kad laiko sanaudos staigiai iSauga
pirminiams skaic¢iams, kai sudétiniams skaic¢iams laiko sanaudy augimas yra daug

nuosaikesnis, ypa¢ tada, kai ¢(g) yra labai mazas lyginant su g.
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4 lentelé. Skai¢iavimai lygéiai (1), kaizg=1,d=1,r=1

g lelg) | T | logyg |t s

50| 20 | 20 |5.643856 | 3 | 0.290000
51| 32 | 16 |5.672425| 8 | 0.651000
52| 24 | 12 |5.700440 | 6 | 0.411000
53| 52 | 52 |5.727920 | 24 | 1.011000
54| 18 | 36 |5.754888 | 0 | 0.261000
55| 40 | 20 |5.781360 | 10 | 1.051000
56| 24 | 6 | 5807355 4 | 0.471000
57| 36 | 36 |5.832890 | 6 | 0.971000
58| 28 | 28 |5.857981 | 14 | 0.551000
59| 58 | 58 | 5.882643 | 48 | 1.332000
60| 16 | 4 |5.906891 | 2 | 0.310000
61| 60 | 60 | 5.930737 | 12 | 2.714000
62| 30 | 30 | 5.954196 | 6 | 0.832000
63| 36 | 12 | 5.977280 | 3 | 1.412000
64| 32 | 2 |6.000000| 6 | 0.631000
65| 48 | 12 | 6.022368 | 6 | 2.573000
66| 20 | 20 | 6.044394 | 10 | 0.561000
67| 66 | 66 | 6.066089 | 24 | 3.135000
68| 32 | 16 | 6.087463 | 8 | 0.811000
69| 44 | 44 [6.108524 | 4 | 1.973000

70 24 | 12 |6.129283 | 3 | 0.901000
71 70 | 70 |6.149747 | 15 | 3.645000
721 24 | 12 |16.169925 | 4 | 0.851000
73] 72 | 72 |6.189825 | 12 | 4.857000
741 36 | 36 |6.209453 | 9 | 1.513000
75 40 | 20 |6.228819 | 3 | 2.463000
76| 36 | 18 6.247928 | 6 | 1.692000
771 60 | 30 |6.266787 | 10 | 5.839000
781 24 | 12 |6.285402 | 6 | 0.941000
79 78 | 78 |6.303781 | 13 | 5.769000
80| 32 4 16.321928 | 4 | 1.311000
81| 54 | 108 |6.339850 | 1 | 3.125000
82| 40 | 40 |6.357552 | 10 | 1.843000
83| 82 | 82 |6.375039 | 82 | 4.446000
84| 24 | 12 |6.392317 | 3 | 1.172000
8| 64 | 16 |6.409391 | 8 | 5.508000
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5 lentelé. Skaic¢iavimai lygéiai (2), kai zp =1, d =1

g |plg) | T] logyg |t s

10| 4 | 23321928 4 | 0.080000
11 10 |1 [3.459432] 5 | 0.481000
12] 4 [27]3584962] 1 | 0.060000
13] 12 | 13700440 | 5 | 1.071000
14| 6 |2]3807355| 3 | 0.230000
15| 8 | 1]3.906891| 4 | 0.531000
16| 8 | 2]4.000000 | 4 | 0.331000
17| 16 | 1| 4.087463| 6 | 5.458000
18] 6 | 2[4.169925| 3 | 0.460000
19| 18 |1 [4.247928 | 6 | 10.746000
20| 8 | 24321928 | 4 | 1.211000
21| 12 | 1[4.392317 | 3 | 4.477000
22| 10 | 2 [4.459432 | 5 | 3.024000
23 22 | 1[4.523562 | 11| 35.672000
24| 8 | 24584962 | 3 | 2.093000
25| 20 | 1 |4.643856 | 4 | 34.639000
26| 12 | 2 |4.700440 | 5 | 8.523000
27| 18 | 1 |4.754888 | 6 | 31.835000
28| 12 | 2 |4.807355 | 3 | 10.456000
29| 28 |1 |4.857981 | 7 | 159.449000
30| 8 | 24906891 | 4 | 3.966000
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6 lentele. Skaic¢iavimai lygé¢iai (3), kai zp =1, d =1

g |ple(g) | T | logyg |t 8

0] 2 2 [3.321928 | 1 |0.020000
11| 4 |12]3.459432] 1 | 0.010000
2] 2 2 [3.584962 | 1 |0.010000
13] 4 | 4 (3700440 | 2 |0.010000
14 2 |4 (3807355 2 |0.010000
15| 4 1 [3.906891 | 1 | 0.020000
16| 4 | 2 [4.000000 0 |0.010000
7] 8 1 [ 4.087463 | 4 | 0.060000
18] 2 2 [4.169925 | 1 |0.020000
19] 6 | 4 | 4.247928 [ 12 | 0.050000
20| 4 | 2 | 4321928 1 |0.031000
21| 4 | 4 4392317 2 | 0.030000
22| 4 | 12]4.459432 | 1 |0.040000
23| 10 | 10| 4.523562 | 15 | 0.180000
24| 4 | 2 | 4584962 | 1 |0.040000
25| 8 | 4 |4.643856 | 1 | 0.150000
26| 4 | 4 |4.700440 | 2 |0.070000
27 6 |12 4.754883 | 1 | 0.100000
28| 4 | 4 4807355 | 2 | 0.061000
20 12 | 3 [4.857981 | 6 | 0.430000
30| 4 | 2 |4.906891 | 1 |0.060000
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2 pav. Grafikas 4 lentelei
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1.3. Rekurentiniy seky dalumo savybeés moduliu g.

Sioje dalyje nagrinésime sveikyjy skaiciy sekas generuojamas rekurenciojo sa-
rysio
Tpi1 = F(xn, 21, ... ,xn_d+1)f(") + h(n),
kur F(29, 21, - - ., 24-1) yra d kintamyjy su sveikaisiais koeficientais polinomas, f :

N+— Nand h: Z+— Z. Sio tipo seky pavyzdziai buty
Yoo = (Y + 205 )" 40, =234,

ir
Upr =ul™V 41, n=1,2,3,...,
kur yq, Y2, u; € Z.
Rezultatai leidzia tvirtinti, kad pirmoji seka vy, y2, y3, . . . yra periodiné moduliu
g kiekvienam sveikajam skaiciui g > 2, kai antroji seka uy, us, us, ... yra periodine
moduliu g, tada ir tiktai tada, kai g yra dvejeto laipsnis.
Turime dvi funkcijas f : N — N, h : Z +— Z. Tegul z,, n = 1,2,3,..., yra

sveikyjy skaiciy seka apibrézta taip: xy € Z ir
Tp1 = $£(n) + h(n),

su kiekvienu sveikuoju n > 1. Tegul g > 2 yra naturalusis skaic¢ius. Musy tikslas
yra istirti funkeijas f ir A ir nustatyti, kokioms salygoms esant seka z,, (mod g),
n = 1,2,3,..., yra periodiné. Ar egzistuoja tokios "paprastos" funkcijos f,h,
kurioms §i seka néra periodiné?

Toliau jrodysime, kad 8i seka yra periodiné, kai funkcijos f ir h taip pat yra
periodinés sekos kiekvienam moduliui ¢ > 2. Toliau suformuluotoji teorema yra
ankstesniyjy rezultaty apibendrinimas. Taip pat pateiksime atvirkscia rezultata
laikydami, kad neegzistuoja joks f(n), n =1,2,3, ..., posekis periodinis moduliu
g = 2 ir sudarantis begaline aritmetine progresija. Pabaigoje pateiksime keleta

pavyzdziy.
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Rezultatai

TEOREMA 1.18. Tegul d yra naturalusis skaicius,
F(Zo, ce ,Zd,1> € Z[Zo, ce ;Zd71]7

f N~ N h:Zw— Z Tarkime, kad f ir h yra periodinés moduliu q su

kiekvienu sveikuoju q = 2, ir lim,, ., f(n) = co. Tequl z1,...,xq4 € Z ir
Tpi1 = F(x, ... ,xn,dﬂ)f(") + h(n),
kiekvienam n = 1,2,3,.... Tuomet, su kiekvienu sveikuoju g = 2, seka
T, (mod g),
n=1,2,3,..., yra periodiné.

Irodymas. Tegul D, yra g dalikliy, didesniy uz 1, aibé, jskaitant g. Maziausia
bendra kartotinj skaiciy {¢(j) : j € Dy}, kur ¢ yra Oilerio funkcija, pazymékime
M.

Kadangi h yra periodiné moduliu ¢ ir f yra periodiné moduliu M, egzistuoja
no, s, L € Ntokie, kad g|(h(n+s)—h(n)) ir M|(f(n+£)— f(n)) visiems sveikiesiems

n > ng. Pazymékime [ = s/. IS to seka, kad

gl(h(n +ul) = h(n)) ir M|(f(n+ul) = f(n))

su visais u € N ir n > ny.

Tvirtiname, kad egzistuoja sveikasis n; > ng toks, kad g|(a’"*) —a/(™) visiems
n>=nyira€{0,1,...,9— 1}. Tuomet teorema jrodoma indukcijos budu skai¢iui
n. Vektoriy seka (,, 11y« Tnyaki—ar1), K = 0,1,2, ..., turi du lygius elemen-

tus moduliu ¢, nes egzistuoja tik g¢ skirtingy vektoriy. Atitinkamos polinomy
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F(Tnyakits s Tnyikyi—dr1) 10 F(Tpvkots - -+ Tnyskol—ar1) TeikSmés yra taip pat ly-

gios moduliu ¢g. Pazymeékime

a= F<In1+k1lﬂ s 7xn1+kll—d+1) (mOd g) =

= F(In1+k2[, CC 7xn1+k2l—d+1) (mOd 9)7
kur k1 > ko > 0, n = nqy + kol, u = k1 — ko. Atimant

Tntl = F(xn, R 7xn*d+1)f(n) 4+ h(n)

Tpsuir1 = F(Toius - - - ,xn+ul_d+1)f("+"l) + h(n + ul),

gauname, kad Z,4u41 — Zny1 moduliu g lygus o/t — /(™ moduliu ¢, kuris

lygus nuliui, remiantis ankstesniu tvirtinimu. Taigi,

Tpiulsl = Tnp1  (mod g),

todél, remiantis indukcija skai¢iui n, seka x,, (mod g), n = 1,2,3,..., yra peri-
odineé.
Norint jrodyti tvirtinima, mums reikia jrodyti, kad g dalija

af ) (of (=) 1),

Tai akivaizdu, kai @ = 0 arba a = 1. Tarkime, kad a > 2. Jei bmd(a, g) > 1 (bmd
- bendrasis maziausias daliklis), pazymime a = a'p*...p* ir g = ¢'pi* ... p",
kur pq,...,pr yra pirminiai skaiciai, uq, ..., ux,v1,...,vx € Nir bmd(d,¢') = 1.
(Priesingu atveju, jeigu bmd(a, g) = 1, imame ¢’ = a and ¢’ = g.)

Neprarasdami bendrumo tarkime, kad f(n + ) > f(n). Pasinaudoje tuo, kad
lim,, .o f(n) = oo, matome, kad p}" ...p;* dalija a/™ visiems pakankamai dide-
liems n. PavyzdZziui, kai n > ny > ng. Tai jrodo tvirtinimag, kai ¢’ = 1. Tarkime,
kad ¢’ > 2. Tada, remiantis Oilerio teorema, ¢'|(a¥"9) — 1), nes mbk(a, ¢') = 1.
Lieka jrodyti, kad f(n+1)— f(n) dalijasi i§ ¢(¢’). Priklausomai nuo M pasirinkimo
o(g")|M. Kadangi M|(f(n+1)— f(n)), i3 to seka, kad ¢(¢’) dalija f(n+1)— f(n).
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Kai f(n+1) < f(n), 8o teiginio jrodymas yra toks pat, nes a/(™ (a/("+0=f(") _ 1)

galime uzrasyti sekanciu pavidalu af (" (1 — of (M=F(r+D), O

Pastebésime, kad 8§i teorema yra teisinga esant silpnesnéms f ir h salygoms.
Mums nereikia, kad jos buty periodinés su kiekvienu moduliu ¢ > 2. Pakanka,
kad h : Z — Z buty periodiné moduliu ¢g ir f : N — N buty periodiné moduliu
M, kur M apibréztas jrodyme ir priklauso tik nuo g.

Sekanti iSvada apibendrina [27] straipsnyje suformuluota pagrindinj rezultata:

ISvapA 1.19. Tegul f : N +— N ar h : Z — Z yra dvi funkcijos, kurios yra
periodinés moduliu q, su kiekvienu sveikuoju q = 2, irlim, .., f(n) = co. Tarkime,
kad x1 € N ir

Tni1 = oL 4 h(n),

kain =1,2,3,.... Tuomet, su kiekvienu sveikuoju g > 2, seka x, (mod g), n =

1,2,3,..., yra periodiné.

Taip pat pateiksime atvirkscig teiginj pries tai suformulave pilnai periodinés

sekos apibrézima.

APIBREZIMAS 1.21. Tequl n € N ir seka f(n) (mod q) - yra periodiné su pe-
riodu k. Jei f(ng) = f(ng + km), m € N, kur ng yra pirmasis sekos elementas,

tuomet seka yra visiskai periodiné.

TEIGINYS 1.20. Tegul g > 3 yra naturalusis skaicius, kuris néra 2 laipsnis, ir
f:N— N. Tarkime, kad x1 € N ur

Tpt1 = xfl(n) + 17

kurn =1,2,3,.... Jei seka x,, (mod g), n = 1,2,3,..., yra periodiné, tuomet
egzistuoja tokie maturalieji skaiciar q,ng,t, kur 2 < q < g — 1, kuriems seka

f(ng 4+ ut) (mod q), u=0,1,2,..., yra pilnai periodiné.

Irodymas. Kadangi g néra 2 laipsnis, tai jis turi nelyginj pirminj daliklj, tarkime,

p. Seka z, (mod g), n = 1,2,3,..., yra periodiné, todél seka x,, (mod p), n =
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1,2,3,..., taip pat turi buti periodiné. Egzistuoja n; ir ¢ tokie, kad p|(x,.s —
x,) visiems n > ny. Fiksuokime kokj nors n > ny, kuriam a = z,, (mod p) ¢
{0,1}. Toks n egzistuoja, nes p > 3, taigi, kiekvienas sekos x, (mod p) nulis
yra kei¢iamas 1, kuris véliau yra kei¢iamas 2. Apibendrinant, =, = a (mod p)
visiems naturaliesiems skaiciams w.

Atimdami z,,; = 2l™ 41 s Tpputsl = xigﬁm) + 1 gausime, kad p|(af "+ —
a’™). Kadangi 2 < @ < p— 1 ir p yra pirminis skai¢ius, gauname, kad ged(a, p) =
1. I8 to seka, kad p|(al?"Tu)=F(MI 1) Tegul q yra maziausias naturalusis skaicius,
kuriam p|(a? — 1). Kadangi a < p, gauname, kad 2 < g < ¢(p) =p—1<g—1.
Be to, ¢ dalija skirtuma |f(n + ut) — f(n)| visiems naturaliesiems u > 0. Taigi,

seka f(n 4+ ut) (mod q), w =0,1,2,..., yra pilnai periodiné. O

Salyga, kad g néra 2 laipsnis, yra esminé. Bet kokia seka pavidalo x,,; =
2™ 4 1, kur f : N — N, yra pilnai periodiné moduliu 2. Jei ¢ = 2° kur
s = 2, galima pasirinkti bet kokia funkcija f : N — N, tenkinanc¢ia nelygybe
f(n) > s, visiems pakankamai dideliems n. Lengva pastebéti, kad pradedant
kokiu tai ng, seka x,, (mod 2%) jgyja pavidala 1,2,1,2,1,2, ..., taigi, x,, (mod 2%),
n=1,2,3,..., yra periodiné.

Apibendrinant, rekurentiniy seky liekany periodiskumo problema gali buti labai
sudétinga net "paprastoms" sekoms. Straipsnyje |7| autoriai tyrinéjo seka x, 1 =
—[A\x,] — zp1, n = 1,2,3,.... Buvo padaryta prielaida, kad visiems xq,x; € Z
ir A € [2,2] seka x,,n = 0,1,2,... yra pilnai periodiné. Netrivialus atvejis, kai
A€ (—=2,2)\{—1,0,1}. Jei A = 1/2, seka jgyja pavidala z,x1 € Z,x,11 =
—[®n/2] — xp_1, kur n =1,2,3,.... Pastebésime, kad [x,/2] = z,,/2 lyginiams z,,
ir [z,/2] = (z, — 1)/2 nelyginiams z,,. Taigi, seka z,,n = 0,1,2,... yra pilnai
periodiné tada ir tiktai tada, kai seka x,, (mod 2),n =0,1,2,..., yra periodiné.
Vis délto, panasu, kad jrodyti sekos x,, (mod 2),n =0,1,2,..., periodiskuma yra

labai sudétinga.
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Pavyzdziai

Tegul a,g > 2 yra naturalieji skaiciai. Funkcijos f(n) = a”, f(n) = P(n),
kur P(z) € Z[z], P(n) > 1 visiems n > 1, f(n) = n! ir jy tiesinés kombinacijos
yra periodinés moduliu g. Taigi, remiantis teorema, seka y;,y, € Z ir y,41 =
(yn +2y2_ )" +2" 4 n visiems n > 2 yra periodiné moduliu g. Panasiai seka z; € Z
ir £,,1 = 2™ + 1, kur n > 1, yra periodiné moduliu g. Tas pats galioja ir sekai
1 €L, Ty =28 +1,n=1,23,....

Tegul o > 0 ir § > 0 yra realieji skai¢iai. Tarkime, kad skai¢ius « yra ira-

cionalus. Nagrinékime sekay x, € Z,

Tpt+1 = ‘T'E?n—‘rm + 17
n = 1,2,3,.... Tvirtiname, kad 8i seka néra periodiné moduliu g, jei g # 2° su
sveikaisiais skaic¢iais s > 0.
Tarkime, kad seka z,, (mod g), n = 1,2,3,..., yra periodiné. Remiantis tei-

giniu, egzistuoja naturalieji skaiciai q,ng,t, kur 2 < ¢ < g — 1, tokie, kad seka
[a(ng + ut) + B] (mod ¢), v = 0,1,2,..., yra pilnai periodiné. Tarkime, kad
periodo ilgis yra ¢ > 1. Tuomet ¢ dalija skirtuma

[a(ng + ut + £t) + 5] — [a(no + ut) + 3.

Bet kuriems realiesiems skaic¢iams z,y, teisinga lygybé [x + y] = [z] + [y], jei
trupmeniniy daliy suma {z} + {y} yra mazesné uz 1 ir [z + y] = [z] + [y] + 1, jei
{z} +{y} > 1. Pazyméje © = a(ng + ut) + f ir y = alt, gauname, kad

[a(ng + ut + 0t) + (] — [a(ng + ut) + f] =

[alt], jei{a(ng + ut) + 5} < 1 —{alt},
[alt] + 1, jei {a(ng +ut) + f} > 1 — {alt}.

Remiantis Veilio kriterijumi, at ¢ Q, o seka {a(ng + ut) + 5}, v = 0,1,2,...,
yra tolygiai pasiskirs¢iusi intervale [0,1] (z.r. [69] arba 2.8 skyriy straipsnyje
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[64]). Taigi, abi u € N aibés, kurioms galioja pirmoji ir antroji alternatyvos, yra

netuscios. Pazymeéjus N = [aft], gauname priestara: q|N ir ¢|(N + 1).
Kadangi /2 ¢ Q, tai leidzia numanyti, kad seka u, 3 = uq[fﬂ} + 1, n =

1,2,3,..., kur u; € Z, néra periodiné moduliu g, jei g néra dvejeto laipsnis.
Remiantis toliau suformuluota lema galima sukonstruoti daugiau neperiodiniy

seky pavyzdziy.
LEMA 1.22. Tegul f : N — N yra nemaZéjanti funkcija, tenkinati sqlygq

lim f(n) = oo,

n—oo

su savybe, kad kiekvienam | € N egzistuoja sveikasis skaicius n; toks, kad f(n +
[) = f(n) <1, su visais n = n;. Tuomet neegzistuoja tokia aritmetiné progresija
au+b,u=0,1,2,..., kur a,b € N yra tokie, kad, fiksuotam q > 2, seka f(au+Db)
(mod q), u=0,1,2,..., buty periodiné.

Irodymas. Tarkime, kad turime du naturaliuosius skaic¢ius a,b ir ¢ > 2 yra toks,
kad seka f(au 4+ b) (mod ¢), u = 0,1,2,..., yra periodiné. Tuomet egzistuoja
r, 0 € N tokie, kad ¢ dalija skirtuma f(a(u + ¢) +b) — f(au + b) visiems u > r.
Pagal lemos salyga, egzistuoja sveikasis skai¢ius v toks, kad d, = f(au+b+al) —
flau+b) < 1 visiems u > v. Jei d, = 1, tuomet g nedalija d,. Gavome priestara,
todel d, = 0.

Pastebésime, kad
dy + dpro+ -+ dpsre = flav + b+ alk + 1)0) — f(av +b).

Tuomet lim,, ., f(n) = oo salygoja, kad d, + dy4¢ + - - - + dy1 e artéja j begalybe,
kai k& — oo. Taigi, egzistuoja naturalusis skai¢ius ¢ toks, kad d, = dy p = -+ =
dyyt—1y¢ = 01r dyyyy = 1. Kadangi ¢ dalija d,, visiems u > v, tuomet jis turi dalinti

ir sumg dy, + dypp + -+ + dygi—1y¢ + doye = 1. Gavome priestarg. O

Nesunku pastebéti, kad funkcijos f(n) = [ylogn|, f(n) = [an?], kur o,y > 0 ir

0 < o < 1, tenkina lemos salygas. Tuomet, remiantis teiginiu ir pastaba, sekancia
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jo irodyma, sekos x; € Z ir, visiems n > 1,
T R ¢

arba

Tpt1 = x%m"] + ]-7

yra periodinés moduliu g € N, tada ir tiktai tada, kai ¢ = 2%, kur s > 0 yra
fiksuotas sveikasis skaicius.

Panagrinékime seka z; = 0,2,41 = 2] + 1, kain = 1,2,3,.... Seka z,
(mod 3),n = 1,2,3,..., yra tokio pavidalo 0,1,2,0,1,2,..., taigi, yra pilnai
periodiné. Remiantis pagrindine lema i§ straipsnio [7], riba ¢ = lim, . :r;i/ !
egzistuoja ir tai yra transcendentinis skai¢ius. Dar daugiau, [("'] = z,,, su visais

n € N. Taigi, seka [("],n = 1,2,3,..., turi be galo daug elementy pavidalo
3k0, 3]{71 + 1ir 3]{?2 + 27 kur ]{30, k’l, kQ € N.
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2. KOMPIUTERINIAI SKAICIAVIMAI NIUMANO POLINOMAMS

PZymékime polinomo P = ay + a1z + -+ + a,2™ atvirkStinj polinoma P* =
ap + Q1T + -+ + agx™. Tarsime, kad P € P, yra pats sau simetriskas, jei
P =P

Pastebésime, kad atvirkstiniai polinomai yra simetriski auksc¢io funkcijos H

atzvilgiu. IS simetriskumo gauname sekancias iSvadas.

ISvADA 2.1. Aibé P, gali buti padalinta § tris nesikertancius poaibius: sau Si-
metrisky polinomy, polinomy S ir ju atvirkstiniy polinomy S’. Remiantis simet-

riskumu, pakanka nagrineti tik du is jy - sau simetriskus polinomus ir aibe S.

ISVADA 2.2. Remiantis simteriskumu, pakanka nagrinéti Niumano polinomus

su koeficientu ag = 1.
Toliau suformuluosime pagrindinj rezultata.

TEOREMA 2.3. Visiems Niumano polinomams P, kuriems deg P < 36, teisinga
nelygybe
Q2(P) = Q2(Fy) = 432/529 = 0.816635. . .,

kur Py yra 35-to laipsnio polinomas su koeficientais
110111010111111110101000000110101111,
kur koeficientar pateikti didéjimo tvarka.

Pastebésime, kad teoremoje pateiktas sprendinys néra vienintelis. Jei koefi-
cientus imtume mazéjimo tvarka, tuomet gautume kita polinomg su tokiu paciu
Qo

Remiantis duomenimis, pateiktais lentelése 8 ir 9, mes galime atsakytij klausima
pateikta [13]. Minétame straipsnyje autoriai klausé ar tik tos polinomy Seimos,

P()

kurioms santykis Jog P VIA toks pat, jgyja ta pacia ()2 reikSme? Kaip matome i$

rezultaty, kai Qo = 0.83045..., egzistuoja bent du skirtingi Niumano polinomai
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laipsniy 23 ir 29. Toliau pateiktoje lenteléje mes pateiksime tokius ). Tai atsako

i klausima straipsnyje [13].

7 lentelé. Q(P) reikdmés kai kuriems polinomams P

Q2 deg P %
5 3,711,151, 8,44, %
= 4,9 1,2
2 113,27,34 | 9,28
5 19, 26 22
2 23, 29 LI

Toliau mes analizuosime gautuosius duomenis. Zemiau esanciose lentelése 8 ir
9 yra pateikti skai¢iavimy duomenys. Cia pateikti dydziai minp(Q2) polinomy
aibéms P,,.

Kiek polinomy aibéje P, jgyja reikSme minp(Q2)? Atsakymas néra paprastas.
Atrodo, kad 8is skaicius turéty priklausyti nuo laipsnio n, bet taip néra. Siek tiek
pakeitus zemiau pateikta algoritma galima gauti visus tokius polinomus duotajam
laipsniui n. Buvo rasti tokie polinomai nuo 2 iki 20 laipsniy. Rezultatai yra

jdomus. (Toliau bus kalbama butent apie tokius polinomus).
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8 lentelé. Skaiciavimai (AK)

Laipsnis | min(Q,) | P(1) | H(P?) | Polinomo koeficientai: ag, ay, ..., apegree
3 0.888889 | 3 2 1011
4 0.9375 4 3 10111
) 0.96 5) 4 101111
6 0.875 4 2 1010011
7 (0.888889 6 4 10101111
8 0.918367 7 5 101011111
9 0.9375 8 6 1010111111
10 0.897959 | 7 4 10010110111
11 (0.888889 9 6 101010111111
12 0.91 10 7 1010101111111
13 0.84 10 6 10111111000111
14 0.867769 | 11 7 101111111000111
15 0.888889 | 12 8 1010101011111111
16 0.842975 | 11 6 11000110010111111
17 0.852071 | 13 8 101111111100001111
18 0.872449 | 14 9 1011111111100001111
19 0.833333 | 12 6 11000101001100111111
20 0.857143 | 14 8 101001010101101111111
21 0.859375 | 16 10 1010111111111000011111
22 0.875433 | 17 11 10101111111111000011111

9 lentele. Skaic¢iavimai (Superkompiuteris)

Laipsnis | min(Q,) | P(1) | H(P?) | Polinomo koeficientai: ag, aq, ..., apegree

23 0.83045 17 10 101011111111110000011111

24 0.848765 | 18 11 1010111111111110000011111

25 0.864266 | 19 12 10101111111111011000011111

26 0.833333 | 18 10 101110111111110000100101111

27 0.84 20 12 1010111111111111000000111111

28 0.854875 | 21 13 10101111111111111000000111111

29 0.83045 17 8 101010111011110110000000011111

30 0.843537 | 21 12 1010101111111111110000000111111

31 0.846881 | 23 14 10101011111111111110000001111111

32 0.818182 | 22 12 111011101111111101000000110101111

33 0.826389 | 24 14 1010101111111111111100000001111111

34 0.84 25 15 10101011111111111111100000001111111

35 0.816635 | 23 12 110111010111111110101000000110101111

36 0.8288 25 14 1100111111011111111100000010001111111
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Tokiy polinomy kiekis linkes didéti didéjant laipsniui, tac¢iau svyravimas yra
labai didelis. Tai ypa¢ matosi pirminiams skai¢iams. 10 lenteléje pateikti duome-
nys ta parodo.

Kitas svarbus klausimas — ar tokie polinomai turi ka nors bendro? Remiantis
gautais duomenimis — beveik nieko, nes duotajam laipsniui polinomai gali buti:

e visi pirminiai
e visi sudétiniai

e ir pirminiai, ir sudétiniai

10 lentelé. Polinomy kiekis

degreen (23456789 1011|1213 |14 |... |19
Solutions |12 2426416141814 | 2 | 2 |... | 2

Deja, $i savybé nepriklauso nuo laipsnio n savybiy. Bendra yra tai, kad P(1)
minétiems sprendiniams yra toks pat. P(1) reikSmés sudaro tiesine regresija (Z.r.
5 pav.): y = a + bx. Pasinaudoje Maple paketu apskai¢iavome koeficientus ir

gavome tokig lygti:
~ 9003 n 4336 .
6545 6545

su dispersija d = 3.458. Apskai¢iuoti koreliacijos koeficientai yra labai arti 1, kas

Y

parodo, kad tiesinis modelis tinka beveik idealiai. Lieka neatsakytas klausimas —
ar dispersija teisinga, ar ji linkusi didéti didéjant laipsniui n?

Toliau istirsime dydZio minpep, Q2(P) asimptotika. Tam pasinaudosime regre-
sine analize. Kaip matome i§ 6 paveikslélio, reikSmeés mazéja pagal kazkokia tai
funkcijg. Buvo patikrinti keli dazniausiai naudojami netiesiniai modeliai:

e [ogaritminis
e Laipsninis
e Asimptotinis
Paskutinysis pasirodé tinkamiausiu, nes kity modeliy riba artéja j begalybe arba

nulj. Musy pasirinktas modelis yra toks:

a4 be .
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5 10 15 20 25 30 35

5 pav. P(1) reiksmés

Pasinaudoje SPSS 16.0 statistiniu paketu apskai¢iavome modelio koeficientus.

Rezultatai pateikti 11 lenteléje.

11 lentelé. Modelio koeficientai

Parametras | Jvertis | Klaida 95% pasikliauties intervalas

Apatinis rézis | VirSutinis rézis
a 0.797 | 0.045 0.706 0.888
0.149 | 0.033 0.082 0.216
c 0.045 | 0.03 -0.016 0.105
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0,96

0,94 —

0,92

0,90 -

0,88

0,86 —

0,84

0,82

6 pav. Qo grafikas

Galime apskai¢iuoti apatinio rézio jvertj, nes lim, ... a + be™ = a (z.r. 6).
Pastebésime, kad §i riba yra labai arti /4. Tiesa sakant, jei neuzmirsime paklai-
dos, tuomet 7/4 &~ 0.785 yra tinkamas buti apatiniu réziu. Straipsnyje [18] kaip
tik ir buvo gautas §is apatinis rézis tikimybiniais metodais. Taip pat pastebésime,
kad duomenys yra beveik periodiski su periodu T’ = 3. Tiksliau, nuo 23-¢iojo laips-
nio duomenys yra periodiniai su periodu 7' = 3. Jei tai tiesa, tuomet skai¢iuojant

minimumus pakanka imti ne visus Niumano polinomus, o tik tuos, kuriems
degP =2 (mod 3).

Toliau pateiksime pagrindinj algoritma Q(P) apskaiciavimui.
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Pagrindinis algoritmas

Mums reikia apskaiciuoti Qo(P) visiems P € P,,. Tam mums reikia perbégti

visus polinomus ir papildomai apskaiciuoti du dydzius:
e polinomo aukstj H(P?)
e polinomo ilgj P(1)?

Pries pateikiant algoritma aptarsime, kaip bus aprasomas polinomas. Naturalu
apraSyti polinomg naudojant jo koeficientus. Programavimo kalbose yra kelios
patogios duomeny strukturos. Siam tikslui pasinaudosime vektoriumi susiedami
jo indeksus su polinomo koeficienty indeksais. Tegula A yra vektorius. Tuomet
A[0] = ap, A[l] = aq, .... Prisiminus anks¢iau pateiktas i§vadas, pakanka atlikti

esmines manipuliacijas su koeficientais ay, . . ., Gqeg P—1-

Algoritmas 7 Pagrindinis algoritmas

Ivedimas: deg(P)
Rezultatas: minpcpQs(P)
inicializavimas
for i «— 1 to 24%("~Y) — 1 do
padidinti vektoriy 1
sukurti deg(P) laipsnio polinoma pridedant ag ir ageg p
apskaic¢iuoti H(P?)
apskaiciuoti P(1)
apskaiciuoti Q(P)
end for

Vektoriaus didinimas gali buti realizuotas taikant suma moduliu 2. Sios dalies

sudétingumas yra deg P. Toliau apskai¢iuosime P?2.

Algoritmas 8 Polinomo kvadratas

for i < 0 to deg P do
for j < 0 to deg P do
apskai¢iuojame naujo polinomo koeficientus P2[i+j] = P?[i+j]+ P[i]* P[j]
end for
end for
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Sios dalies sudétingumas yra (deg(P))?, o H(P?) — 2 deg(P). Apskaiciuojant
P(1) sudétingumas yra deg P. Norint apskaiciuoti Q(P) kokiam nors polino-
mui P, sudétingumas yra 4 deg P + (deg P)?. Visa tai duoda bendra algoritmo
sudétinguma

(4n +n?) x 2",

norint rasti maziausia Q(P) visiems P € P,. Pereinant prie labiau jprasto zyme-
jimo, tai buty:

O(n*x 2" 1),

Algoritmas buvo realizuotas C++ programavimo kalba ir vykdytas su asme-
niniu kompiuteriu (2.4 GHz Intel Core 2 Duo) ir superkompiuteriu (SGI Altix
4700).

Kaip matome, algoritmas néra labai greitas. Jei polinomo laipsnis padidéja 1,
laiko sanaudos, norint apskaic¢iuoti ()2 visiems to laipsnio polinomams, dvigubéja.
Reminatis iSvadomis, laiko sgnaudas buty galima sumazinti mazdaug per puse,
bet tai nekeicia to, kad algoritmo sudétingumas yra eksponentinis. Toliau nagri-

nésime galimus patobulinimus.
Patobulinimai

Pirmiuasia paminésime, kad, kai deg P = 22, superkompiuteriui pakanka maz-
daug 20 sekundziy algoritmo jvykdymui. Nesunku apskai¢iuoti, kad, kai deg(P) =
36, mums reikés laukti kelias dienas, kol bus uzbaigti skai¢iavimai. Kokie patobu-
linimai galéty buti jgyvendinti? Uzuot tikrine visus visus n-tojo laipsnio polino-
mus mes galétume ieskoti tik polinomy su tuo pac¢iu P(1), jei tiksli P(1) reiksmeé
buty Zinoma (toliau visus tokius polinomus vadinsime poaibiu). Tada pakakty
patikrinti tik nedidele dalj polinomy lyginant su visa aibe P,,. Tiksliau, remiantis
kombinatorika (Z.r. perstatos su pasikartojimais), pakakty patikrinti

(deg(P) — 1)!

m!ng!
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polinomy, kur ny = P(1) — 2 and ny = deg(P) — 1 — n;. 5 paveikslélyje pateiktas
grafikas leidzia manyti, kad pakakty patikrinti intervala [[y — d|, [y + d]]. Tai
reiksty, kad reikéty patikrinti devynis poaibius. Algoritmas galéty buti toks:

Algoritmas 9 Patobulintas algoritmas

Ivedimas: deg P
Rezultatas: minpcpQs(P)
inicializavimas
for i — [y —d] to [y + d] do
apskaic¢iuoti poaibj i-jai reikSmei
for visiems j is poaibio do
sukurti deg P laipsnio polinoma
apskai¢iuoti H(P?)
apskaiciuoti P(1)
apskaiciuoti Q(P)
end for
end for

Sunku jvertinti tokio algoritmo sudétinguma. Jis neturéty virsyti i, kur
2°2°

2 2deg P

Vdeg P’
Panagrinékime pavyzdj, kai deg P = 35. Remiantis tiesinés regresijos lygtimi

n = deg P — 1. Kadangi n! ~ v27mn(%)", gauname sudétinguma deg(P)

N(P) = 24.56 ~ 25. Reikia apskai¢iuoti polinomus intervalui [21, 29|. Tai reigkia,
kad mums reikia patikrinti 1’971'173’936 polinomus, o pagal musy pateikta jvertj
buty 2’333’606°220. Jei pavykty pritaikyti periodiskuma nuspé¢jant P(1) reikSme
tiksliau, tuomet galétume minétg skaiciy sumazinti keturis ar net daugiau karty.

Tai galéty buti kito tyrimo tikslas.
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