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Ivadas

Silumos laidumo lygtis yra paraboliné daliniy i§vestiniy diferencialiné lygtis. Si lygtis
apraso Silumos pasiskirstyma ir temperaturos kitima kietuose kunuose, skysciuose arba
dujose. Kai temperatura yra pastovi, tuomet silumos laidumo lygtis tampa Puasono lyg-
timi. Silumos laidumo procesa, aprasyta daliniy i$vestiniy diferencialine lygtimi, 1807 m.
pirmasis suformulavo Zymus pranciizy matematikas Zanas Baptistas Furjé, taip padéda-
mas pamatus tolesniam paraboliniy daliniy iSvestiniy diferencialiniy lyg¢iy nagrinéjimui
(zr. [0]). Daliniy iSvestiniy diferencialinés lygtys naudojamos jvairiose mokslo srityse -
finansy matematikoje, tikimybiy teorijoje, kvantinéje mechanikoje ir kt.

Silumos laidumo lygties su skirtingomis salygomis issprendziamumas nagrinéjamas iki
siy dieny. A. Amrazevic¢iaus ir A. Domarko knygoje “Matematinés fizikos lygtys” (Zr.

[1]) galima rasti jrodyta Silumos laidumo uzdavinio

u(z,t) — Au(x,t) = f(z,t), (x,t) € Q2x[0,T], 0<T < o0,

u(z,t)|oaxpm = 0, (1)

u(z,0) =0,

iSsprendziamuma, kai Q@ C R™, n = 2,3, yra apréZta sritis, u yra nezinoma (ieSkoma)
funkcija, o f yra duota (Zinoma) funkcija. Kai uwzdavinyje f yra nezinoma (ieSkoma)
funkcija (kaip ir u), tai tuomet reikalinga papildoma salyga. K. Pileckas savo knygoje
“Navje-Stokso lygéiy matematiné teorija” (zr. [6]) iSnagrinéjo (1)) uzdavinj, kai u ir f yra
nezinomos (ieskomos) funkcijos ir papildomai suformuluota srauto salyga
/ (e, t)dz = F(1), 2)
Q
¢ia F'(t) yra duota (zinoma) funkcija.
Magistro baigiamojo darbo tikslas - jrodyti uzdavinio iSsprendziamuma, kai u ir
f yra nezinomos (ieSkomos) funkcijos ir papildomai vietoje srauto salygos turime
energijos salyga
/uQ(m, t)dz = e(t), (3)

Q

C¢ia e(t) yra duota (zinoma) funkcija. Esminis skirtumas tarp energijos salygos ir srauto

salygos yra tas, kad energijos salyga yra netiesine (u atzvilgiu). Sis netiesiskumas jnesa
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issukiy, norint jrodyti uzdavinio sprendinio egzistavima. Motyvacija tokios netiesi-
nés salygos nagrinéjimui kilo perskaic¢ius neseniai publikuota T. Buckmaster ir V. Vicol
straipsnj (zr. [3]), kuriame autoriai nagrinéjo Navjé ir Stokso lygtis su netiesine energijos

salyga.



1 Pagrindinés sgvokos

1.1 Zyméjimai, pagalbinés nelygybés ir teoremos

Tegu Q C R", n = 2,3, yra aprézta sritis, 90 yra srities Q krastas, Q = QU 9Q, |Q] yra
srities {2 matas. Tarkime, kad V' - bet kokia Hilberto (ar Banacho) erdvé. Elemento u nor-
ma funkcinéje erdvéje V' Zymima ||ully. C°°(Q2) zymésime visy be galo diferencijuojamy
srityje Q funkcijuy aibe, o C§°(Q2) Zymeésime visy funkcijy is C*°(€2) poaibj su kompaktine
atrama srityje . L9(Q) ir W*4(Q) Zymésime atitinkamai Lebego ir Sobolevo erdves su
normomis apibréztomis tokiu budu (zr. [1]):
/q & 1/q
2o ( [ luta \gda:) - Ml = (|Z [1p° rqu) ,
¢ia ¢ ir k duotieji neneigiami sveikieji skaidiai, @ = (a1, ag, ..., ;) yra multiindeksas,
aj, j=1,2,...,n, - sveikieji neneigiami skaiciai, |a| = Zn:laj, Dy = 7%??‘.%.;;3" yra funk-
cijos u(z) daliné |a| cilés ivesting. W*(Q) - aibes é’go(Q) uzdarinys W*4(Q) normos
prasme. Erdvé W-22(Q) yra duali erdvei W22(Q) N W2(Q), t.y. W22(Q) yra funkcio-

naly, kurie yra tolydus normos || - |ly22() atzvilgiu, erdve.

Norma erdveje L?(0,T; V) yra apibréziama tokiu budu (zr. [4]):

1/2
l|ul|p200,mv) = (/Hu x,t) Hvdt) .

Pavyzdziui, jeigu v € L?(0,T; L*(2)), tai

T 1/2 T
[ullL20,;2(0)) = (/HU(N)HQLz(Q)dt) = (//!u(m)\zdwdt)
0 0Q

1.1 lema. (Kogi-Svarco nelygybé). Bet kokioms funkcijoms f € L*(Q) ir g € L*()

1/2

teisinga Kosi-Svarco nelygybé:

1/2 1/2
x<(/ |f<x>|2dx) (/ |g<x>|2d:c) =1z lgllzo
Q Q

Kosi - Svarco nelygybé yra atskiras Hiolderio nelygybés atvejis. Hiolderio nelygybe galima

rasti [I] knygoje.

1.2 lema. ([déties teorema, zr. [1]). Tegu Q@ C R" n = 2,3, yra aprézta sritis. Jeigu
n<ql, h< ql%", tai jdéties operatorius I : WH(Q) — C™(Q) yra visiskai tolydus.

b}



1.2 Laplaso operatoriaus tikrinés reiksmeés ir tikrinés funkcijos

Apibrésime Laplaso operatoriaus tikrines reiksSmes, tikrines funkcijas ir jy savybes.
Nagrinésime uzdavinj:

—Avy, = )\kvk( ) xr € Q,

(4)

Vi (l‘)| N — 0.
Skaicius A\, vadinamas Laplaso operatoriaus tikrine reikSme, jeigu egzistuoja netrivialusis
uzdavinio sprendinys vi(x). Sis sprendinys vadinamas Laplaso operatoriaus tikrine
funkcija.
Kaip zinoma (zr. [1]), visos tikrinés reiksmés Ay > 0 ir A, — o0, o tikrinés funkcijos vy (z)

sudaro erdvéje L?(Q) baze, kurig galima ortonormuoti:

1, k=1,
/ ve(@)ur(@)de = O = (5)
Q 0, k#I.

Kadangi 09 yra klases C2 pavirdius, tai v,(z) € W22(Q) N W12(Q).
[rodysime, kad
/ Vo(2)[2dz = Ay (6)
Q
Tuo tikslu padauginame 1 lygti i$ vg(x) ir suintegruojame sritimi €2:

- /Avk(x)vk(:v)d$ = /)\kvk(:v)vk(x)dx. (7)
0 Q

Kairéje lygybés puséje esant] integralg suintegruojame dalimis:

- 82 0
—/Avk(x)vk = / 83: ( g} )vk(:c)dx
Q (3 3

. n 8vk 8v;€ 8vk 8vk( ) . 2
_g/ ‘ axz /Z o dx_/|m(:c)| dz.

Z 3 Q

Tuomet iS ir turime:

/ Vo (2)2da = Mg / log ()2 de. (9)

Q Q

Is ir is @) gauname @



Panagrinékime atvejj, kai k # [. Padauginkime (), i3 v;, kai (I # k) ir suintegruokime
sritimi :

- /Avk(x)vl(x)dx = \g /Uk(x)vl(x)dx. (10)

Q
Kairéje puséje esantj integrala suintegruojame dalimis:
/Avk )y (z)der = /Vvk - Vo (x)dz.

Tuomet gauta israiska jsistate j turime, kad

/Vvk -V (x)de = A /vk(x)vl(x)dx.

Kadangi /vk(m)vl(x)dm =0 (7r. (B), tai is paskutinés lygybés, turime, kad
QO

Vadinasi, gavome, kad



2 Uzdavinio formulavimas

Tarkime, kad  C R", n = 2, 3, yra aprézta sritis, 0f) yra srities €2 krastas, x € € - erdvés
kintamasis, ¢ € [0,7] - laiko kintamasis, 0 < 7' < oo. Srityje {2 nagrinéjame silumos
laidumo uzdavinj:

ur(z,t) — Au(z,t) = f(z,t), (x,t) € Qx[0,T],

u(z,t)|oaxp,r = 0, (12)

u(z,0) =0,

¢ia u ir f yra nezinomos (ieSkomos) funkcijos, u; reiskia funkcijos u daline iSvestine laiko
kintamojo t atzvilgiu, A yra Laplaso operatorius.

Ieskosime tokio uzdavinio sprendinio, kuris tenkina papildoma salyga (energijos
salyga):

/u2(ac, t)dz = €X(t), e(0) = 0. (13)

Q

[Svesime , uzdavinio labai silpno sprendinio apibrézima.
Dauginame abi (12)), lygties puses i§ funkcijos n € L*(0, T; W**(2) N W12(Q)) ir suinte-
gruojame sritimi €2:
[t e, de — [ Aute,nte,)dz = [ f(@, (. tde. (14)
Q Q Q

Antrajj lygybés kairéje puséje esantj integralg integruojame dalimis du kartus:

/Auazt astdx—/naQ xtdx—2/8x2< 8:62 >77(93,t)d$

_ i/ au(xft) 877(35,'t)dx _ i/u(x, t)a277(;1:, t) e (15)

Tuomet is ir turime:
[t e, )de = [ (e ) An(e,)dz = [ £, (. tde. (16)

Q Q Q



Integruodami abi lygybés puses nuo 0 iki 7', gauname

/T/ut(x,t)n(x,t)dxdt—/T/u(m,t)An(x,t)dxdt—/T/f(x,t)n(x,t)dxdt. (17)

2.1 apibrézimas. Pora (u(z,t), f(z,t)), kai uw € L*(0,T; L*(Q)), u, € L*(0,T; L*(Q)),
f e L*0,T;W=2%(Q)), vadinama , uzdavinio labai silpnu sprendiniu, jeigu u
tenkina pradine sqlyge u(x,0) =0, pora (u(x,t), f(x,t)) tenkina integraling tapatybe

T
//ut:vt xtdxdt—// (x,t)An(z,t)dvdt = //f:vt (x,t)dxdt (18)
0

su V€ L2(0,T; W22(Q) N WY2(Q)) ir funkcija u tenkina energijos sqlygq

/ Wz, ) dz = (1), e(0) = 0. (19)

Q

Suformuluosime teorema, kurig jrodysime Siame magistriniame darbe.

2.2 teorema. Tequ Q2 C R", n = 2,3, yra aprézta sritis, OQ yra klasés C? pavirsius,
funkcija e € W12(0,T), e(0) = 0. Tuomet egzistuoja (12),(13)) uidavinio bent vienas labai

silpnas sprendinys.



3 Labai silpno sprendinio egzistavimas

Pradésime nuo apytikslio sprendinio, kurio ieskosime tokiu pavidalu:

Z w(N)

(20)
Z qk t)og(z
¢ia vg(z) yra Laplaso operatoriaus tikrinés funkcijos.
Koeficientus w,iN) (t) ir qk ( ), kai k =1,2,..., N, rasime i$ tokio uzdavinio:
/ugN)(x,t)vk(x)dx — /u(N)(x,t)Avk(x)dac = /f(N)(x,t)vk(x)dx,
0 0 Q
N (z,0) =0, (21)

|u™ (z,)2dz = Bre(t),
/ AL

¢ia [y, = / x)dx ir Zﬂk €2].
Toliau (21)) uzdavinj suvesime j paprastyjy diferencialiniy lygé¢iy pradinj uzdavinj. Tuo
tikslu j 1 lygybe jsistate apytikslio sprendinio iSraiskas, gauname:

/(iwl(N)(t)vl(x)>/ dx—/(Zwl )Avk dx—/(qu t)v(x >vk(x)dx,
5 M=l

t.y.

iv:(wz(]v)(t)>//“l($)“k($)d$ - iv:wl(N) (t) /Ul($)( Aoy (z qu(N (1) /vl(:c)vk(a:)dx
0

=1 5 =1 Q =1

Tuomet pasinaudoje tikriniy funkcijuy savybémis (zr. 1 skyriaus 1.2 poskyrj), turime

N / N
S (wlM®) o+ 3wl M fule)ue)de - Z o™ ().
=1 Q

=1
( >t+ Z wl )\kélk = qk )(t),

(e00)) +xl @) = 60

Gauname diferencialine lygtj:
/

<w,§N> (t)) ™M) = ™M), Vk=1,2,..,N.
t

10



Gauta lygtis yra pirmos eilés tiesiné nehomogeniné diferencialiné lygtis. Pirmos eilés
diferencialinei lygciai iSspresti reikalinga Viena pradiné salyga.
Kadangi u™(z,0) = 0, tai u™ Z wk =0, ¢ia vg(x) # 0.
.. (N
Vadinasi, w\™ (0) = 0.

Gavome paprastyju diferencialiniy lygéiy pradinj uzdavinj:

(V@) 3l 0) = ),

kurj sprendziame konstanty varijavimo metodu.

Pirmiausiai, sprendziame homogening lygtj kintamyjy atskyrimo metodu:

!/
() oneto -0

dw(N) (t) N

}zit - _)‘kwl(f )<t)7
Qi) g
w,gN) (t ’

Taigi, w,E:N)(t) = ce ™! ¢ € R yra bendras homogenineés lygties sprendinys.

Tegul w,(CN) (t) = c(t)e=**!. Sig idraiSka statomés | (22), nehomogenine lygti:
(cte) e eltre ™ = o),

(e 4 (=M - eB)e M+ A e()e ™ = gV(8),

d(t) = g™ (t)e".

Integruodami abi paskutinés lygybeés puses nuo 0 iki ¢, gauname

t

t
/c’(r)dr = /qI(CN)(T)e)‘deT,
0

0

11



t.y.
o(t) = / ¢M ()M dr + ¢(0). (23)

Tuomet israiska jsistate i bendraji homogeninés lygties sprendinj, gauname (22)),

nehomogeninés lygties bendraji sprendin;j:

¢ t
= (/q](cN)<T>€)\deT + C(O))e)‘kt = /q’(gN) (T)e/\kTefkkth + C(O)ef’\’“t _
0 0

- / AN (1) dr 4 e(0)e .

I§ pradinés salygos (122)), randame konstantos ¢(0) israiska:

w™(0) = / M0 N () d7 4+ e(0)e® = 0 = ¢(0) = 0.

[en]

Taigi, pradinio diferencialinio uzdavinio sprendinys yra
t
w,(cN) (t) = /e‘Ak(t_T)q,(cN)(T)dT, Vk=1,2,...,N. (24)
0

Vadinasi, i$ 1 ir turime apytikslj sprendinj u®) :
t

N
SRCURDY / e MG (7)dr - vy(). (25)
k=1 0

Toliau gauta isSraiska jsistatome j 3 energijos salyga ir pasinaudoje tikriniy

funkciju savybémis (zr. 1 skyriaus poskyrj 1.2), gauname:

/|u(N)(m,t)|2dx = / é/te (N) (7)dT - v(x) 2dm =
= i( /t e‘*k“‘”qé“(ﬂdT)Q [ vi@)dz = i( /t =g )dr) (26)
k=1 "9 Q k=1

12



Tam, kad galioty salyga, galime parinkti, kad:

(0) = e,

N
wi(t)

Bke(t).

Tuomet galime apskaiciuoti funkcijy u® ir u{™) normas erdveje L2(0, T; L2(1)):

T N
HM”@O%mmmmzf/Zl )l (@) Pdadt
0 k=1

/Tiv]w,(jv 2dt/|v |dx-/2]wk £)|2dt (28)

k=1
T N 1 2 N T
_ L 2
—O/kZl ’Qfﬁke Qgﬁ /6

ir

=

T
N
H%)@ﬂ%mmmm=//2| Vil (@) Pdadt
0Q

k=1

S 1) e [t Mm—/Z! e (20)

k=1 0
T N
/z
)=

Toliau gausime jvertj funkcijai f™V)(z,t).

Kadangi w™M(t) = —L_Be(t), tai is (24) gauname pirmos rusies Voltero integraline lygti:
k \/ﬁ

I
o —

‘ anmﬂam%t

/e_’\’“(t_T)q,(cN)(T)dT = Bre(t). (30)
0

1
iy
Diferencijuodami pirmos rusies integraline lygtj, suvedame jg j antros rusies integraline

lygti:

t
[ =rwe M () 4 eME0GMN (1) = —— (1),
0

13



t.y.

t
™ 0) = M [ e GO ()ar + ——Bie (1), (31)
0

1
viel
Rezolventés metodu rasime integralines lygties sprendinj (daugiau apie Voltero in-
tegralines lygtis zr. [2], [7]).

Apskaic¢iuojame iteruotuosius branduolius:

Ki(t,7) = K(t,7) = e M=),

t t
Ky(t,7) = / K(t,y)Ki(y,7)dy = [ e ¥We by — e (1) / dy = e (1),

e— L —

t t
Ks(t,7) = / K(t,y)Ko(y, 7)dy = [ e W=7 (y — 7)dy = e (=7 / (y —7)dy

?
y=" 2
¢

Z (v )"
Ki(t.7) = [ K(ty)Ealy r)dy = [ e 0vemon_Thqy

3 y=
= le_Ak(t—T) /(y )y —T) = /\k(t—T)M v — o Mk(t-T) (t—1)
2 T 6 (y=r 6 7
t — n
Ky (t.7) = ete-n E=7)"
n!
Tada rezolventé yra:
n_— T (t ) — T) ()\k(t _ T))n
R<t7 T, )‘k’ z:o)‘k: n+1 t T Z )\ Ae(t=m) 2 1) . )‘k(t Z%) T

e—)\k(t—T)e)\k(t—T) _ 60 = 1.

Pasinaudojant rasta rezolvente, galime uzrasyti integralinés lygties sprendinj:

¢
(N)

1, /
d™(#) —)\ko/l-\/@ﬂke(T \mﬁke( 0/ r)dr + |5ke()

ﬁﬁk(%e T_t+e’(t)>: \/‘%‘@ ()\ke(t) ~ e(0) + é(t))
1

= —— (el + (1)),

vial
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t.y.
(N)

() = ﬁm(xke(w (1)), (32)

Padaliname lygybe is A\ ir pakeliame abi gautos lygybés puses kvadratu:

\q,ﬁN))\%(t)IQ ‘Q‘5k<() e;(,?f ,Qyﬁk< (t) + |,§g’2> m\%( ()+!e’(t)\2>.

Susumavus nuo 1 iki N, turime:

S0P 2 (4 RS 2 (33

Vadinasi, i$ turime, kad
7DDl a0 |Q|zﬂk(|e )+ ). (34

15 (29), (29), matome, kad sekos {u®} ir {ul™} yra apréitos erdvéje L2(0, T; L2(R)),
o seka {f™M} yra aprézta erdveje L2(0,T;W=22(Q)). Todél galime isrinkti posekius
{u®D}, {ud™Y ir {9}, kurie silpnai konverguoja atitinkamai erdvése L2(0, T; L2(Q))
ir L2(0, T; W=2%(Q)).
Pastebékime, kad integraliné tapatybeé 1 galioja ir kai N = Nj:
/uﬁNJ)(x,t)vk(x)dx —/ D(x,t) Avg(z)dz = /f (x, t)v(z)de. (35)
0

o)
Dauginame i di(t) € L*(0,T), sumuojame nuo 1 iki N ir integruojame kintamojo ¢
atzvilgiu intervale [0, T'):

/Ti\[:/ug Ni) (2, Yo () (£) dxdt—/TiV:/uN) (z, ) Avg(x)dy(t)dxdt

0 k=19

Z/f N) (2, t)up () dy (1) A,

15



N
Pazyméje > vp(x)di(t) = n(,t), turime, kad:

k=1
T T T
//uENj)(x,t)n(x,t)dxdt —//u(Nj)(:c,t)An(x,t)dxdt ://f(Nj)(x,t)n(x,t)dxdt, (36)
00 0 0 00

dia funkcija n € L2(0,T;W22(Q) N W2(Q)) (kadangi vy(z) € W22(Q) N W2(Q), o
dy(t) € L*(0,T)).
Kadangi {u(™)} ir {uiNj)} silpnai konverguoja erdvéje L2(0,T; L*(Q)), o {9} silpnai

konverguoja L2(0,T; W=22(Q)), tai integralinéje tapatybéje galima pereiti prie ribos,

kai N; — oo:
T T
//utxt wtdxdt—//ua:tAn(xtdxdt //fxt n(x,t)dadt, (37)
0 0 Q Q
N
¢ia n(x,t) = Z
= N
Kadangi funkcijy dj ir v tiesinés kombinacijos ka )di(t) yra tirsta aibé erdvéje
k=1

L2(0, T; W22(Q) NW12(Q)), tai kiekvienai funkcijai n(z, t) € L2(0, T; W22(Q) N W12(Q))
egzistuoja tokia seka {n;}, kad

[l — 77”L2(0,T;W2a2(Q)OW172(Q)) — 0, kai [— oo (38)

Tuomet kiekvienai 7; teisinga integraliné tapatybe, t.y.

/T/ (x,t)m(z, t)daxdt — // u(z, t)An(z, t)dzedt = //f (x, t)m(z, t)dadt. (39)

o)
Kadangi 7, stipriai konverguoja i n (zr. (38)), tai integralin¢je tapatybeéje galime

pereiti prie ribos, kai [ — oo :

T T
O//Ut (x,t)n xtd:cdt—o/ﬂ/uxtAn(x ) dedt = /Q/fxt n(x,t)dzdt, (40)

Gia 1 yra bet kokia funkcija i§ erdves L2(0, T; W22(Q) N Wh2(Q)).
Liko jrodyti, kad galime pereiti prie ribos energijos salygoje:

/ W™ (2, 1) Pda — (1) (41)

16



Pazymeékime
1/2
P (1) = [ D)l 20 ( / |u<N>|2dx) . (42)

Pasinaudoje Kogi-Svarco nelygybe (7r. 1 skyriaus 1.1 poskyrio 1.1 lema), funkcijai (o) (¢))’

gauname jvertj:

1/2 1/2
/u(N)u,gN)dx (/\U(N)| da:) (/ ]ugN)Pd:c)
Q

(™M) = = u™ [l 2@,
WG Dl WG ) P

t.y.
(™ @) < ™ 1200 (43)

Tada ir abi puses pakeéle kvadratu ir suintegrave intervale [0, 7], gauname

T T

J1e™ @Rt = [ 1™ et = 1™ 320,020 (44)

0 0

ir
T T
N N
J ) T N ey W — (15)
0 0
(N)

Kadangi funkcijy u™) ir u;’ normos erdvéje L?(0,T;L?*(Q2)) yra baigtinés (zr. (28)
ir (29)) ir galioja (44), (45)) jverciai, tai turime, kad ¢(t) € W'*(0,T), o idéjimas
Wh2(0,T) — C([0,T]) yra visiskai tolydus (Zr. 1 skyriaus 1.1 poskyrio 1.2 lema). Vadi-
nasi, i$ to, kad ™) — ¢ erdvéje W2(0,T), turime, kad o) — ¢ erdvéje C([0,T)), t.y.
erdveje C([0,T) turime tolygy konvergavima.

Todél i$ to, kad |Q| Zﬁ — e*(t), kai N — o0, 0 o™ — ¢ erdvéje C([0,T)),

isplaukia, kad /]u x,t \ dr = *(t).
Q
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Silumos laidumo uzdavinio su netiesine papildoma salyga

iSsprendziamumas

Santrauka

Tarkime, kad 2 C R™, n = 2,3, yra aprézta sritis, Q) yra srities ) krastas, x € Q - erdvés
kintamasis, ¢t € [0,7] - laiko kintamasis, 0 < T < oo. Srityje {2 nagrinéjame nestacionary

uzdavinj Silumos laidumo lygéiai:

ur(x,t) — Au(x, t) = f(z,t), (x,t) € Qx[0,T],
u(z,t)|aax(o,m = 0, (46)
u(z,0) =0,

su papildoma energijos salyga

/ w2z, t)de = €2(t), e(0) = 0, (47)

Q
¢ia u(z,t) ir f(z,t) yra nezinomos (ieSkomos) funkcijos, e(t) yra duota (zinoma) funkcija.
Sio darbo tikslas yra jrodyti (46) uzdavinio su netiesine papildoma salyga labai silpno
sprendinio egzistavima srityje 2.
Sufomuluoto , uzdavinio iSsprendziamuma jrodome dviem pagrindiniais zingsniais. Pir-
miausia, ieSkome apytikslio sprendinio, t.y. ieskome funkcijy u®) ir f(V). Norint jrodyti iy
funkcijy egzistavima, issprendziame paprastyjy diferencialiniy lyg¢iy pradinj uzdavinj ir ant-
ros rusies Voltero integraling lygti. Tuomet, norint jrodyti, kad rastas apytikslis sprendinys
(u™ | (V) konverguoja (46, uzdavinio tiksly labai silpng sprendinj (u, f), apskaic¢iuoja-

me reikiamus jvercius, kurie leidzia pereiti prie ribos, kai N — oc.
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Solvability of Nonstationary Problem for Heat Equation with Nonlinear
Side Condition

Summary

Let Q € R" n = 2,3, be a bounded domain, 0f) is a boundary of domain 2, x € Q -
space variable, t € [0,7] - time variable, 0 < T" < co. In domain €2 we study the nonstacionary

problem to the heat equation:

u(z,t) — Au(z,t) = f(z,t), (x,t) € Qx[0,T],
u(z,t)|aqx (0,1 = 0, (48)
u(z,0) =0,

with nonlinear side condition, i.e. with prescribed energy condition

/ Wz, t)dz = (1), e(0) =0, (49)
Q

where u(z,t) and f(z,t) are unknown functions, e(t) is a given function.

The main goal of this master thesis is to prove the existence of a very weak solution to problem
, in the domain (2.

We prove the solvability of problem , in two main steps. Firstly, we prove the existence
of the approximate solution (u(N ), f(N )). To do this we solve the initial problem to ordinary
differential equations and Volterra integral equation of the second kind. Then, in the second
step, we prove that the approximate solution (u(N ), fIN )) converges to the very weak solution
(u, f) of problem , . To do this we find the suitable estimates which let us pass to a limit

as N — oo.
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