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Ivadas

Siame magistro baigiamajame darbe apragomos teoremos, isvados, teorija apie
tiesines logaritmy formas ir kaip Sios formos naudingai pritaikomos skaiciy teorijoje
Diofanto lygtyse, ypac¢ eksponentinése. Dalis teorijos remiasi faktais apie transcen-
denciuosius, algebrinius skaic¢ius. Dauguma Diofanto lyg¢iy Siame darbe yra eks-
ponentinés, kadangi po teoremy, tiesiogiai apibudinanciy logaritmy tiesines formas,
galima gauti kitas teoremos, kurios vietoje logaritmy turi laipsnius. Naudojamasi,
pvz., exp(bloga) = a®, kur a > 0, a,b € R, ifraika loga pazymime Ina. Tiesiniy
logaritmy formy taikymams, pvz., gaunami Diofanto lygc¢iy sprendiniy réziai, pa-
rodomas réziy egzistavimas, jrodoma, jog egzistuoja baigtinis skaic¢ius sprendiniy,
gaunami visi sprendiniai ir pan. Didelis démesys skiriamas Catalan hipotezei, kuri

dabar yra teorema.



1 skyrius

Teorine dalis

1.1 Transcendentieji skaicCiai

Dalis $io poskyrio teorijos yra [8] 1 psl.
Transcendentusis skaicius yra (galimai kompleksinis) skai¢ius, kuris néra jokio

sveikojo daugianario Saknis. Jis néra jokio laipsnio algebrinis skai¢ius (zr. [30]).

1 teorema. Tequl o, 3 algebriniai skaiciai aibéje C, kur taip pat o # 0, o« # 1 ir

B & Q. Tada o yra transcendentusis.

teorema jrodé Gel’fond ir Schneider 1934 metais (7r. [§] ir [I7]). Cia o :=

Ina z __ oo zZ" s _ : s
e’me kur ¢ = 3202 ir Ina = In|a| + iarg(e). Skaifiaus a argumentas yra

nustatytas tik iki 27 kartotinio. Todél Ina ir o yra daugiareiksmiai. (1| teorema

galioja bet kokiai pasirinktai arg o reiksmei.

2 idvada. Tegul 8 yra algebrinis skaicius is aibés C su i € Q. Tada €™ yra

transcendentusis.

Jrodymas. e™® = ™ (=% = (—1)7"# Tada pasinaudokime [I| teorema. O

1.2 Teoremos apie tiesines logaritmy formas

Dalis sio poskyrio teorijos yra [8] 1, 2 psl.



Kai duotas ziedo C poziedis R (pvz., Z, Q, algebriniy skaic¢iy kunas), sakome,
jog kompleksiniai skaiciai 6y, ...,60,, yra vadinami tiesiskai nepriklausomais virs R,

jei lygtis 2101 + - - - + 2,,0,, = 0 neturi sprendiniy (x1,...,x,) € R™\ {0} (Zr. [§]).

3 isvada. Tegul o, yra algebriniai skaiciai is C\ {0;1} ir yra tokie, kad log«,
log 8 yra tiesiskai nepriklausomi virs Q. Tada visiems nenuliniams algebriniems

skaiciams 7,0 is aibés C turime, jog vloga + dlog 5 # 0.

Irodymas. Irodysime isvada priestaros budu. Tariame, kad vloga + dlog 5 = 0.
Tada loga = —(6/) log 3, todél o = B9/7. Pagal || teorema tai gali biiti tik tada,
kai a := 0/v € Q. Bet tuomet log v — alog § = 0, priestara prielaidai. n

Sekanti teorema yra Baker apibendrinimas tiesinéms bet kokio kiekio algebriniy

skai¢iy logaritmy formoms. Ji jrodyta Baker 1966 metais.

4 teorema. Tegul oy, ...,y yra algebriniai skaiciai is C\ {0; 1} ir yra tokie, kad
log a, ..., log a,, yra tiesiskai nepriklausomi virs Q. Tada bet kokiam algebriniy,

skaiciy i§ C rinkiniui (8o, B1, - - -, Bm) ((Bos P1s-- -, Bm) # (0,0,...,0)) turime, jog
Bo + Prlogay + -+ + B log oy, # 0.

Taikymams Diofanto uzdaviniuose yra svarbu, kad ne tik [4 teoremos tiesiné
forma yra nenuliné, bet ir tai, jog turime pakankamai stipry Sitos tiesinés formos
modulio apatinj rézj. Sekanti teorema, jrodyta Baker 1975 metais, nurodo atskirg
atveji, kai fp = 0 ir 1, ..., B, yra racionalus sveikieji skaiciai (t. y. tiesiog sveikieji

skaiciai aibéje Z (zr. [31])).

5 teorema. Tegul «,...,q, yra algebriniai skaiciai i§ C \ {0;1}. Be to, tequ

bi,..., b, yra racionalus sveikieji skaiciai tokie, kad

bylogay + -+ + by log a,, # 0.

Tada

b1 log ay + « -+ + by, log | > (eB) ™,
kur B := max(|bi], ..., |bn|) ir C yra efektyviai apskaiciuojama konstanta, priklau-
santi tik nuo m ir nuo aq, ..., Q.



1.3 Teoremos atsikratant logaritmy ir Tijdeman

teorema

Dalis Sio poskyrio teorijos yra [8] 2-6, 13 psl.

Galima atsikratyti logaritmy. [5| teorema veda j sekancig iSvada: u

6 iSvada. Tegul oy, ..., yra algebriniai skaiciai is C\ {0;1} ir tegu by, ..., by,

yra racionalus sveikieji skaiciat tokie, kad

by b
agl oo # 1

Tada

‘all)l .. .ag’;z% _ 1‘ > (eB)fC’,
kur vél B := max(|by|, ..., |bm|) ir kur C" yra efektyviai apskaiciuvojama konstanta,
priklausanti tik nuo m bei nuo oo, ..., Qy,.

Irodymas. Kompleksinio skai¢iaus z logaritmui pasirenkame log z = log|z| + i arg z

00 (_l)nflwn

su—7m < argz < 7. Su §iuo log pasirinkimu turime, kad log(14+w) = >°°, —

skai¢iui w € C su Jw| < 1 (realiesiems skaiCiams Sis laipsnines eilutes skleidinys yra
irodytas poskyrio teoremos jrodyme). Naudojantis Siuo laipsninés eilutés

skleidiniu galima lengvai parodyti, jog

[log(1 + w)| < 2|w], jei |w| <

N | —

(pilnas jrodymas yra poskyrio [20] teoremos jrodyme). Panaudojame tai su w :=
abtoabm — 1 Jei |w| > 1, tai jrodymas baigtas, kadangi

> 1> 1>
w J— [
e-1—

5 (eB)™, C' =1,

5=
nes B > 1 (B = max(|bi],...,|bml]), b1,--. bm € Z, (by,...,bn) # (0,...,0)
(abt...abm -£ 1)). Praeitas sakinys yra dalis baigiamojo darbo uzdavinio (paais-
kinti teorija). Pamatymui, kas yra paaiskinta teorijoje kaip dalis baigiamojo darbo
uzdavinio, reikia palyginti jrodymo uzrasa Evertse straipsnyje [8] 2, 3 psl. su siuo
baigiamojo darbo jrodymu. Tarkime, kad |w| < 1. Turime rasti apatinj |log(1+w)|
réz].

Prisiminkime, kad kompleksinis logaritmas yra adityvus tik modulo 27z. T. y.

log(1 4 w) = by logay + -+ + by, log vy, + 2kmi

6



kazkokiam k € Z (e**™ = cos(2kn)+ i -sin(2km) = 1+i-0 = 1). Galima panaudoti
teorema, kadangi 2kmi = 2k log(—1) (e™ = cos(m)+ i -sin(n) = —1+1i-0 = —1).

Todél gauname, jog
[log(1 +w)| = (e max(B, [2k])) ™",

kur 4 yra efektyviai apskaic¢iuojama konstanta, priklausanti tik nuo m bei nuo
aq, ..., . Kadangi [log(1 + w)| < 2w| < 1, tai turime, kad (trikampio nelygy-
bés panaudojimas yra sugalvotas kaip dalis baigiamojo darbo uzdavinio (paaiskinti
teorija))

12kmi| = |log(1 +w) — by - logay — ... — by, - log auy| trikampiognelygybé |log(1 + w)|+
+]b1 -log ay| + ... + |by, - log | = |log(1 4+ w)| + b1 - | log ci| + ... + [ ] - | log | <

< 1+|by|-| log aq|+... 4 |bm] - | log vy | :\1’J+Z]logaj\~]bj] < (1 +Z|logaj|) B

B =l j=1
(B>1, B > b, i € {1,2,...,m}). Vadinasi, |2k|] < CoB < C3B, kur Cy =
Ly osay| bei C3 = max(Cy,1) > 1. Suprantame, kad C; > 0, nes |5| teoremoje,

|l

irodytoje Baker 1975 m., suprantame, jog C' > 0.

1

>
(emax(B, [2k]))“
1 1

> — — —C1
~ (emax(B,C3B))%  (eC3B)“ (eCsB)

(emax(B, |2k|))"C" =

Taigi
|log(1 + w)| > (emax(B,|2k|))~“* > (eC3B)~“".

|log(1 +w)| > (eC3B)~".
2lw| > |log(1 + w)| > (eC3B)~".

Tai parodo, kad

jw| > = - (eC3B)™",

N | —

Lieka jrodyti, kad
1 /
5(6033)_01 > (eB)™¢

tinkamam C’. Sio C’ suradimas yra dalis baigiamajomo darbo uzdavinio (paaiskinti

teorija). Parodysiu, kad

C'=Ci+ Ci1InCy +1n2
— =~

>0 >1

7



tinka.
(eB)fC/ _ (eB)f(ClJrCl InCs+In2) _

C1InC3+In2

= (eB)™ O (eB)~(@1nCatn2) — (¢ B)=CL(eB) mEeD <

1In n Cy{InC3—1In 1
< (eB)‘Cl(eB)‘% — (eB)‘Cl(eB)‘W _
C In C?’Cl
DSPRNICIPRI. L= St e — I
= (eB)""'(eB) @B = (eB) “'(eB) WehH =
(&1
— loge () 1
= (eB) ' (eB) N\ * ) =(eB) =
logeB (c‘oi>
(eB 2
1 1
—= eB _Cl eB _Cl J—
(B (€B) % o

Ta ir reikéjo jrodyti. [

Sekanti teorema, jrodyta Matveev 2000 metais, yra [6] iSvados versija atveju,
kai aq,...,q,, € Z. Racionalaus skaiCiaus a = % su z,y € Z, DBD(z,y) = 1
auksciu vadiname H(a) := max(|z|, ly|). Aukstis kitoje literaturoje gali buti labiau
apibendrintas (zr. [24] antro skyriaus pirma ir antra sakinius) (aukscio paaiskinimas
ir apibendrinimas yra sugalvoti kaip dalis baigiamojo darbo uzdavinio (paaiskinti
teorija)). Dabar apibréziu apibendrinta aukstj. Tegul d yra algebrinis skaicius.
Pazymime israiska P(X) = doX? + ... + dp skai¢iaus d minimaly daugianarj virs

Z (zr. [28]). Tada skaiCiaus d ,jprastas aukstis“ yra

H(d) = max |d;].

0<j<D
Apibrézima baigiau. a = % yra algebrinis skai¢ius su minimaliu daugianariu virs Z
(zr. |28]) esanciu P(X) = yX — x, kur daugianario koeficientai yra y, —x. Tada a
aukstis yra H(a) = max(|y|, | — z|) = max(|z|, |y|).

7 teorema. Tegul ay,...,a, € Q4o ir tequ by, ..., b, € Z yra tokie, kad
alfl . --af;f # 1.
Tada |ab' - - abm — 1’ > (eB)~Y", kur
B =max(|b1],...,|bnl|),

1 m
C" = ge-m**30™ T max(1,log H(ay)).

j=1
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8 iSvada. Tegul a,b € Nso. Tada egzistuoja efektyviai apskaicivojamas skaicius
Cy > 0, priklausantis tik nuo a,b, toks, kad bet kokiem dviem m,n € Nx; turime,

jog
max (a™, b")

(emax(m,n))r

" = 5| >

9 iSvada. Bet kokiam k € Zyo egzistuoja efektyviai apskaicivojamas skaicius Cy,
priklausantis nuo a,b, k, toks, kad jei m,n € N>y su a™ —b" =k, tai m,n < Cs.

Taigi egzistuoja baigtinis skaicius sprendiniy m,n.

8, 9 isvady jrodymai. Tegul m,n € N>y, B := max(m,n). Neprarasdami bendrumo

tarkime, kad a™ > b". Pagal [f] iSvada arba [7] teorema turime, jog
‘1 - b”a_m‘ > (eB)™,

kur C yra efektyviai apskaic¢iuojamas skaicius, priklausantis tik nuo a, b. Padaugine
is ™ gauname [§] iSvada.
Dabar tegul m,n € N5y su a™ — 0" = k. Tegu vél B := max(m,n). Tada,
kadangi a,b > 2,
k| > 258 . (eB)™“".

Tai jrodo, jog B yra apréztas is virsaus su réziu, kuris yra efektyviai apskaiciuojamas

skaicius, priklausantis nuo a, b, k. Gauname [J isvada. O

Pasiziurékime j seka {a,} su a, = 2", n =0,1,2,.... Pastebékime, kad a,+1 —
a, = a,. Panasiai galime pasiziuréti j didéjancia skaiciy, sudaryty is pirminiy skaiciy
is {2,3}, seka {a,}, t. y. 1,2,3,4,6,8,9,12,16,18,24,27,32, ..., ir paklausti, kaip
galima palyginti tarpa a,.1 — a, su a,, kai n — co. Galime apibendrinti ir paimti
baigtine pirminiy skai¢iy aibe. Galime paklausti analogisksg klausima apie is eilés
einanciy sveikyju skaiciy seka, sudaryta iS ty pirminiy skaic¢iy. Sekanti teorema

buvo jrodyta Tijdeman 1974 metais.

10 teorema. Tegul S = {p1,...,p:} yra baigtiné skirtingy pirminiy skaiciy aibé ir
tegu a1 < as < az < --- yra is eilés einanciy teigiamy sveikyjy skaiciy, sudaryty
1S pirminiy skaiciy is S, seka. Tada egzistuoja efektyviai apskaiciuojamsi teigiami
skaiciai ¢y, co, priklausantys nuo t,py,...,p:, tokie, kad

> In
Ap4+1 — A =2 cl(loga )02
n

skaiciams n =1,2,....



Jrodymas. Turime, kad a, = pi* -+ pf* ir apoq = pit---plt su ky,l; € Z>o. Pagal

[0] isvada gauname, jog

An+1 . 1' _ ’pl11—k1 .. .pit—kt _ 1‘ Z (GB)—C’

an
kur B := max(|l; — k1|, ..., |l — kt|). Pirma pastebé¢kime, kad
K < log a,, < log a,
~ logp; — log2
skai¢iams i = 1,...,t. Dar Zinome, jog a,41 < a?. Todél
2
L < log @, 11 < log a:
— logp; T log?2
—-C
skai¢iams i = 1,...,t. Vadinasi, B < 2}2%. Todél a1 — a, > ay (%) . O

Dauguma Diofanto aproksimacijy rezultaty, kurie buvo jrodyti algebriniems skai-
c¢iams is C, turi analogg p-adiniams skaiciams. Galime apibrézti p-adinj kélimg
laipsniu, p-adinius logaritmus ir t. t., ir tai leidzia mums suformuluoti analogus 1-7
teoremoms/iSvadoms p-adinéje situacijoje. Parodome @ isvados analogg tuo atveju,
kai aq,...,q, € Q. Egzistuoja bendresné versija algebriniems aq, ..., a,,, bet ta

teiginj sunkiau suformuluoti. Sekanti teorema buvo jrodyta Yu 1986 metais.

11 teorema. Tegul p yra pirminis skaicius ir tegu ai,. .., an € Qxo yra tokie, kad

ptajas---ay. Tequl by, ... by € Z yra tokie, kad
abtalm £ 1.
Tegu B := max(|b1],...,|bn|). Tada

’a?l cooghm — 1’ > (eB)_C,

m P
kur C yra efektyviai apskaiciuvojamas skaicius, priklausantis nuo p,m bei nuo ay, . .., ap,.

Kai m > 2, tai teoremos jrodymas yra labai sudétingas. Kai m = 1, tai
egzistuoja stipresnis rezultatas (Zr. sekancia teorema), kuris gali buti jrodytas ele-

mentariai.

12 teorema. Tegul a € Z, p yra pirminis skaicius ir a,p yra tokie, kad |a|, < p~*,

jeip > 2, irlaly <272, jei p=2. Tada bet kokiam b € Nx; turime, jog
(140 —1| = Jabl, >
P ~ ab

10



1.4 Papildoma teorija

13 teorema. ApibréZiame
c={Ep? - pft ¢ oz, €LY,
kur S = {p1,...,p:} yra baigtiné pirminiy skaiciy aibé. Tada lygtis
r+y=1

su kintamaisiais ©,y € Z§ turi baigting skaiciy sprendiniy, ir jos sprendiniy aibé gali

buti nustatyta efektyviai (zr. [§] 7 psl.).

[rodymas. Tegul (z,y) yra sprendinys. Galime uzrasyti x = 2, y = =, kur u,v,w €
Z su ged(u,v,w) = 1. Tada
u+v=w.
Sveikieji skaiciai u, v, w yra sudaryti is pirminiy skaiciy is S, ir taip pat joks pirminis
nedalija dviejuy skaiciy tarp u,v,w, nes ged(u,v,w) = 1 (pvz., jei dél priestaros
plu,w, taip | w—u=wv,p|uwv, geduv,w) > p> 1, priestara). Po pirminiy
skaiciy pq, ..., p; pertvarkymy galime tarti, kad
w=pyt oy,
by X
v=Ep
bs+1

w = :l:ps—H ,_‘pi)t’

kur 0 < r < s <tirb € Zsy (tuscios sandaugos yra lygios 1; pvz., jei r = 0, tai

u = £1). Turime jrodyti, jog B := max(by, ..., b;) yra apréztas is virSaus efektyviai
apskaic¢iojamu skaic¢iumi, priklausomu tik nuo pq,...,p;. Pagal simetrija, galime
tarti, kad B = b;. Tada naudodamiesi —+ — 1 = —% gauname, jog

_bT —0s _
O<)ip?l...p’lr)fpr_’_frl...psb —1 —

bt

_pt —
:ptb :ptB'

Pt

IS |11 teoremos gauname, kad
[l = (eB)™C,

11



kur C' yra efektyviai apskaiciuojamas pagal py,...,p;. Vadinasi,
(eB)™ <p,”.

Todél is tikryjy B yra apreéztas is virsaus efektyviai apskaic¢iuojamu skai¢iumi, pri-

klausanc¢iu nuo pq, ..., p;. 0

Pastaba: 1988 metais savo daktaro disertacijoje de Weger davé praktinj algorit-
ma, paremtg stipriomis tiesiniy logaritmy formy nelygybémis ir LLL-bazés redukci-
jos algoritmu, iSspresti 13| teoremoje nurodytos lygties tipo lygtis. Taip jis parodé,
jog lygtis x + y = 2 turi lygiai 545 sprendinius z,y, 2z € N>; su z < y bei su forma
2b13b25b370411b513% su b; € Z (7r. [8] 8 psl.).

14 teorema. Tequl F(X,Y) = ap X+ a; XY +- - +a,Y? yra dvejetainé forma is
Z|X,Y] tokia, kad F(X,1) turi bent tris skirtingas saknis aibéje C, ir tegu m € Z.
Tada lygtis

F(z,y) =m

su kintamaisiais x,y € Z turi baigting skaiciy sprendiniy, ir jos sprendiniy, aibé gali

buti nustatyta efektyviai (Zr. [§] 8 psl.).

15 teorema. Tegul f(X) € Z[X] yra daugianaris be kartotiniy sakny ir n € Nso.
Tegu f turi bent du nulius aibéje C, jein > 3, ir bent tris nulius aibéje C, jei n = 2.

Tada lygtis

su kintamaisiais x,y € Z turi baigting skaiciy sprendiniy, ir jos sprendiniy, aibé gali

buti nustatyta efektyviai (Zr. [§] 8 psl.).

Remiantis [8] teorija galima jrodyti sekancias tris teoremas. Jas galima rasti [§]

11, 12 psl.

16 teorema. Tequl py,...,Ps,Psi1,---,Pr Yyra skirtingi pirminiai skaiciai. Tequ A
yra teigiamy svetkyjy skaiciy, sudaryty is pirminiy skaiciy py, . . ., ps, aibé, ir tequl B
yra tergiamy sveikyjy skaiciy, sudaryty is pirminiy skaiciy ps—i,...,p, aibé. Tada
yra teisingi sekantys (a) ir (b) teiginiai.

(a) Egzistuoja efektyviai apskaicivojami pagal pq,...,p; teigiami skaiciai cqi,cs

tokie, kad
max(z, y)

c1(log max(z, y))

|z —y| > , Vre Ay € B.

12



(b) Kai duotas a € Zyy, pazymékime uzrasu P(a) didZiausig pirming skaiciy,
dalijantj a, su P(£1) :=1. Tada

P(x —y) = oo.

im
z€A,ye B,max(|z|,|y|)—oo

17 teorema. Tequl f(X) = X% — AX — B yra (antro laipsnio) daugianaris su
koeficientais A, B € Z. Tegu «, 3 yra du funkcijos f nuliai aibéje C. Tequl f yra
neredukuojamas ir tegu % néra vienybés saknis, t. . % # +1 (22 -1 = (v —
1)(x — (=1))) (sekancioje |18 teoremoje vienybés saknys yra ne tokios trivialios, nes
ten trecio, o ne antro, laipsnio daugianaris). Tegul seka U = {u,}2, aibéje Z yra
tokia, kad

Up = Aunfl + Buy_o (n > 0)7

ir tequ Sios sekos pradinés reiksmés yra ug,u; € Z su ui + u? # 0 (negalioja uy =
u; =0).

(a) Tada M = max(|al,|S]) > 1.

(b) Tuomet egzistuoja nenuliniai algebriniai skaiciai vy, ve tokie, kad u,, = v+
Yo 8" skaiciams n > 0.

(c) Tada egzistuoja efektyviai apskaiciuvojamas skaicius C toks, kad u, # 0 skai-
ciams n > C.

(d) Tuomet egzistuoja efektyviai apskaiciuojami teigiami skaiciai c1, co tokie, kad

n

Jun| > M2

5 skaiciams n > C.

18 teorema. Tegul A, B,C € 7Z tokie, kad C' # 0 ir
X3~ AX? - BX —C = (X —a)(X — a)(X — az),

kur aq, ag, ag € C, ir nei vienas is dalmeny g—; (1 <i < j <3)néra vienybés saknis,
by 2@ {1,258 1<i<j<3) @ —-1=(r—1) (@P+a+1)=(x—1)
(a:' - (’”T“/g)) (:c - (71%“/3))) Tegu U = {u,}>2, yra tiesiné rekurentiné seka
tokia, kad

Up = Aty_1 + Buy_o + Cup_g (n > 3),

ir tegul Sios sekos pradinés reiksmés yra ug, uy, us € Z su ug +u? +u3 # 0 (negalioja
u0:u1:u2:0).

(a) Tada egzistuoja algebriniai skaiciai ~v1,ve,vs tokie, kad
Uy, = 107 + Yooy + Y3y skaiciams n > 0.
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(b) Tuomet negalioja |aq| = |aa| = |as].
(c) Tada egzistuoja efektyviai apskaiciuojamas skaicius C, priklausantis nuo

A, B, C, toks, kad, jein € Z>y suu, =0, tain < C.

1995 metais Laurent, Mignotte ir Nesterenko jrodé sekancig nelygybe tiesinéms
dviejy logaritmy formoms (zr. [§] 12 psl.).
19 teorema. Tegul ay,as yra teigiami racionalus skaiciai ir yra nelygus 1. Tegu
bi,by € Zyy. Tegul A := by loga; — bylogas # 0. Tada
log |A] >

by o 2
> —22 1 ;21 log H log H :
> <max{ og <logH(a2) + log H(a) +0,06;21} | log H(a:1)log H(as)

Sekanti likusi poskyrio dalis yra paaiskinimai i$ [8] 12, 13 psl. Sie paaiskinimai
parodo, kaip galima jrodyti faktus. Tie paaiskinimai yra be pilny jrodymy.
poskyrio (2.20) lygybés rezultata galima jrodyti naudojantis [1.4] poskyrio

19 teorema ir sekanc¢ia 20 teoremas:
20 teorema. Kai |z| < 3, tai |log(1 + 2)| < 2|z|.

Irodymas. Jei |z] < 1, tai

(-1t

log(l42)=> ~————.
n=1 n

Realiesiems skaic¢iams x su |z| < 1 §i Teiloro eiluté, kuri yra ir Makloreno eilute,

gali buti jrodyta Sitaip (zr. [25]):

1 geometriné eilute, lz|<1 > ;
(log(1+z))" = = (=),
1+ i:zo
log(1+z) = /Z(—w)l dx = Z:/(—:z:)Z dx =
=0 =0
==Y [(-o) ) =
1=0
B _i (_x)i-i-l B i_(—l)i+ll’i+1 B
- = 11 _i:O i+ 1 B
00 ()2t
B ;0 i1
B i (—1)igi+!
B i+1



_ i (_1)2'—11,1'.

=1 t

] % (¢ia In2 = log 2) gali buti jrodyta atskirai

Atveju z = 1 lygybé In2 =
ir dar yra vadinama alternuojancia harmonine eilute (zr. [26]).

Kai |z| < 3, tai |z] < 1, todeél (zr. [27])

>~ (—1 n—1_n
og(1+2)| = |32 E
n=1 n
B i( 1)nzn+1
_n:O n+1
LGN
T = In+
B o] |Z’n+1_
7n:0n—|—17
= |z
||nz:%n—|—1_
> 1
<
<1135 3y S
> 01
<2l )5 =
n=0
1
= |z| - —1 = 2[¢|
2

]

poskyrio lygybés rezultata galima jrodyti naudojantis poskyrio
teorema tinkamai tiesinei dviejy logaritmy formai tokiai, kad gautume apatinj
rézj, priklausant] nuo n bei nuo x,y. Bet taip pat galima gauti virsutinj rézj, kuris
priklauso nuo n, x,y. Palyginus Siuos du rézius galima gauti virsutinj rézj skaiciui n
nepriklausomai nuo z, y.

1.3| poskyrio |12 teorema galima jrodyti parodant ‘(2) ak’p < |ab|, skaiciams k > 2
arba paraSyti b = up’, kur u € Z, ptu ir t € Z>, ir naudoti indukcija pagal t.
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2 skyrius

Taikymai Diofanto lygtyse

2.1 Catalan hipotezé

Faktas, kad eksponentiné Diofanto lygtis
" —yt =1 (2.1)

su keturiais kintamaisiais x,y,m,n € Nsy turi lygiai vieng sprendinj (z,y,m,n) =
(3,2,2,3), dabar yra teorema, jrodyta Mihailescu 2000 metais (zr. [8] 4 psl.). Anks-
¢iau tai buvo hipotezeé, padaryta Catalan 1844 metais. Sis matematinis teiginys
dabar yra zinomas kaip Catalan hipotezé ar Mihailescu teorema.

Mihailescu teorema yra susijusi su tiesinémis logaritmy formomis todél, nes 1976
metais Tijdeman (zr. [8] 4 psl. ir [22]) naudodamasis jomis jrodé (jrodymas ban-
dytas [19] nuo 36 psl.), jog egzistuoja efektyviai apskaic¢iuojama konstanta C' tokia,
kad bet kokiam eksponentinés Diofanto lygties sprendiniui (x,y,m,n) turi-
me 2™, y" < C. Si konstanta C gali biiti apskai¢iuota, bet ji yra labai didelio
dydzio. Taigi Tijdeman jrodé, kad egzistuoja baigtinis skaic¢ius eksponentinés Dio-
fanto lygties su keturiais kintamaisiais x,y, m,n € Nxo sprendiniy (zr. [11]).
Kiti bandé jrodyti Catalan hipoteze stengdamiesi viena vertus mazinti konstantg C
stipresnémis tiesiniy logaritmy formy nelygybémis, kita vertus parodyti, jog ™, y"
su (2™, y") # (3%,2%) turi buti labai didelio dydzio, pagaliau dar naudoti sunkius
apskaic¢iavimus. Visi sie bandymai nepavyko. Mihailescu jrodé Catalan hipoteze

naudodamasis algebriniu metodu, nesusijusiu su tiesinémis logaritmy formomis.

16



Taigi logaritmy tiesinés formos buvo naudingos daliniam rezultatui, kad ekspo-
nentiné Diofanto (2.1]) lygtis su keturiais kintamaisiais x, y, m,n € N>, turi baigti-
nj skaiciy sprendiniy, tac¢iau stipresniam teiginiui, jog sprendinys yra lygiai vienas

(x,y,m,n) = (3,2,2,3), logaritmy tiesiniy formy is vis neprireike.

2.2 Kiti taikymai Diofanto lygtyse

Kazkokiam P > 2 pazymeékime raide S visy teigiamy sveikyju skaiciy, sudaryty

is pirminiy skaiciy, nevirsijanc¢iy P, aibe. Kazkokiam k& > 0 turime, kad lygtis
r—y==%k

su kintamaisiais z,y € Z, x € S, y € S (pagal S apibrézima turime, jog z,y > 0)
su DBD(z,y) = 1 turi baigtinj skai¢iu sprendiniy ir gali turéti sprendiniy tik tada,
kai © < Cy = Cy(k, P) kazkokiam skaic¢iui C}, priklausanc¢iam tik nuo k, P. Turime,
kad y =z — k < Cy(k, P) — k = Cs(k, P) kazkokiam skaiciui Cj, priklausanciam tik
nuo k, P (zr. [11]).

Baker efektyvi Thue rezultato versija parodo, jog, kai A, B,k € Z, tai

Az™ + By™ =k

su kintamaisiais m > 3, x,y su || > 1 turi baigtinj skaic¢iy sprendiniy (z,y, m) (Zr.
).

Siek tiek naudodamiesi logaritmais Erdés ir Selfridge (7r. [IT], [7]) irodeé, kad
lygtis

rx+1)---(x+k—-1)=y" (2.2)

su kintamaisiais z,y,k,m € Z, x > 0, y > 0, k > 1, m > 1 neturi sprendiniy.
Irodymas yra elementarus. Si lygtis turi keturis kintamuosius. Taigi dviejy ar
daugiau is eilés einanciy teigiamy sveikyjuy skaic¢iy sandauga negali buti teigiamo
sveikojo skaic¢iaus laipsnis. Sis faktas yra susijes su tiesinémis logaritmy formomis
todél, nes naudodamiesi jomis Schinzel ir Tijdeman parodé, jog lygtis turi
baigtinj skaic¢iy sprendiniy (zr. [10], [11]).

Jei A,B,C,D € Z, A#0, B # 0, tai Shorey (zr. [13]) irodeé, jog lygtis

Az™ + By™ = Ca"™ + Dy" (2.3)
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turi baigtinj skaiciy sprendiniy su kintamaisiais z,y, m,n € Z, kuriems |z| # |y,
0<n<mm>2 Ax™ # Czx", Ax™ + By™ # 0, (m,n) # (4,2). Nesunku
pastebéti, kad Sios salygos yra butinos.

Shorey (zr. [14], [15]) irodé, jog lygtis

" —1
m+1= 24
yrl= (2.4)

su kintamaisiais x,y,m,n € Z, x > 1, y > 1, m > 1, n > 2 turi baigtinj skaiciy
sprendiniy.
Tiesiniy logaritmy formy teorija buvo pritaikyta lygtims

" —1
m _ 2.5
Y r—1 (2:5)

su kintamaisiais xz,y,m,n € Z, xt > 1,y >1,m>1,n> 2 ir

ym—l_:c”—l
y—1 -1

(2.6)

su kintamaisiais x,y,m,n € Z, x > 1,y > 1, m > 2, n > 2. Shorey ir Tijdeman
(zr. [12]) parodeé, kad lygtis turi baigtinj skaic¢iy sprendiniy, kai x fiksuotas
(x néra kintamasis). Todél, jei x = 10, tai gauname, jog yra baigtinis skaicius
sveikyju skai¢iy laipsniy su visais skaitmenimis (desimtainéje sistemoje) lygiems 1.
Dar Shorey (zr. [15]) jrodé, kad lygtis turi baigtinj skaiciy sprendiniy, kai
w(n) > m — 2, kur w(n) zymi skaciaus n skirtinguy pirminiy dalikliy skai¢iy (Zr.
[29]). Balasubramanian ir Shorey (zr. [3]) irodé, jog lygtis turi baigtinj skaiciy
sprendiniy, kai x ir y yra sudaryti i$ fiksuoty pirminiy skaiciy. lygtyje yra
ieskomi teigiami sveikieji skaiciai, kuriy visi skaitmenys yra lygus 1 atsizvelgiant ]
dvi skirtingas skaiciy sistemas (bazes). Goormaghtigh pastebéjo, kad

P-1_ -1 0 29-1 90° -1

31 = = : — .
2-1 5-1 2-1 901

(2.7)

Shorey (zr. [16]) parodé, jog sSie yra vieninteliai teigiami sveikieji skaiciai N su
w(N—1) <5 (¢la w(N — 1) zZymi skaciaus N — 1 skirtingy pirminiy dalikliy skai¢iy
(zr. [29])) tokie, kad visi skaiciaus N skaitmenys yra lygus 1 atsizvelgiant i dvi
skirtingas skaiciy sistemas (bazes). Irodymas yra elementarus.

Baker panaudojo savo tiesiniy formuy nelygybes ir gavo efektyvias Thue ir Siegel
rezultaty versijas (zr. [21]). Jis rado virsutinius rézius (2.8), ([2.9), (2.10), lyg-
¢iy sprendiniy x,y moduliams. Taip jis jrodo, kad egzistuoja baigtinis skaicius
sprendiniy.

flz,y) =m, (2.8)
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kur f € Z[x,y] yra neredukuojamas homogeninis laipsnio n > 3 polinomas ir m €
Zso.

v’ =a2°+m, (2.9)
kur m € Zy. lygtis apibrézia Mordell kreive (zr. [32]) ir dar yra vadinama
Mordell lygtimi (zr. [4]). Mordell kreive, kai m = 1,2,...,9 lygtyje, yra
nurodyta [2.1] pav.
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e | " ] ‘ B
v =x + 1 y-o=x +2 yV'=x +3
" I f
4 4 4
2 3 2 2 .
- L
0 ¢ 0 0
-2 -2 -2 -
-
—4 il -4
-6 -6 ~h
-3=-2-10 1 2 3 -3-2-101 2 13 -3=2-10 1 2 3
» 1 y 3 1 1 .
vV=x +4 y'=x+35 y=x+6
6 6 f
4 4 4
2 - 2 . 2
0 0 0
-2 ™ -2 . -2
-4 -4 -4
" 6 fi
3-2~-101 2 3 3=-2~1 01 2 3 3=-2~-10 1 2 3
> 3 23 2 3 .
vV =x" 47 yV'=x" +8 yY=x 49
6 6 f .
4 4 . 4
» L ]
2 2 2
)] 0 ™Y ]
1 2 2
- -
- | -4 - -4
-6 -6 —hH .
-3-2-10 1 2 3 -3-2-10 1 2 13 -3-2-10 1 2 3
2.1 pav.: Mordell kreive, kai m = 1,2,...,9 (2.9) lygtyje (zr. [32])
flx) =y (2.10)
(‘/'E) - y ) .

kur f(x) € Z[z] turi bent tris paprastuosius nulius. Panasus rezultatas (2.10)) lygciai

yra ir [19] 34 psl. Ten f(x) auksciausio laipsnio nario koeficientas yra lygus 1.

f(z) =y, (2.11)

kur f(z) € Z[z] turi bent du paprastuosius nulius ir m > 3 (dar galima zr. [11]
tiem patiems , lygciy rezultatams, jrodytiems Baker, kuris naudojosi
Thue lygtis rezultatu, kuriam Baker reikéjo tiesiniu logaritmuy formu) (zr. [I]).
Panasus rezultatas lygdiai yra ir [19] 32 psl. Ten f(x) auksciausio laipsnio

nario koeficientas yra lygus 1. [I9] yra ir jrodymas nuo 33 psl.
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lygties pavyzdys yra
ax" —by" =c, (2.12)
kur a,b,c € Zy ir n > 3. Taigi lygtis turi baigtinj skai¢iy sprendiniy (x,y).
Idomus rezultatas yra tas, kad naudojantis Baker metodu pavyksta rasti rézj rodik-
liui n, kol laipsnio pagrindas yra kintamasis.

1988 metais Tijdeman ir Wang (7zr. [23]) iSsprendé visus (2.13), lygéiy
atvejus, kai p = 2, ¢ = 3 su dviem teigiamais ir dviem neigiamais nariais (zr. [9],
[51)-

PP £p° ¢ £1=0 (z,y,2,w € Z>p) (2.13)
pPPEp! £ £¢" =0 (2,y,2,w € Zsp) (2.14)

[5] autoriy Deze ir Tijdeman metodas yra pagristas de Weger rezultatu, kuris jrodo-
mas naudojantis Baker tiesiniy logaritmy formy teorijos gautomis nelygybémis. Sis
metodas panaudojamas bet kuriai pirminiy skaiciy p, ¢ porai, tokiu budu iSspren-

dziant (2.13)), (2.14) lygtis bet kuriai pirminiy skai¢iy porai p, q.

Egzistuoja efektyviai apskaiciuojami Diofanto lygties
ap® 4+ bq? = c+ dp*q® (2.15)

réziai (zr. [9], [I8]). Sioje lygtyje p,q yra fiksuoti tarpusavyje pirminiai teigiami
sveikieji skaiiai ir a,b,c,d € Zsy yra fiksuoti, DBD(abed, pg) = 1. [18] metodai
panaudoja tiesines ir realiy, ir p-adiniy logaritmy formas. Taigi (2.15)) lygtis turi

baigtinj skaic¢iy sprendiniy (z,y, z, w).
5-2% +7-3Y =11+ 273" su kintamaisiais z,y, z, w € Z>o. (2.16)

2% +3Y =1+ 273" su kintamaisiais x,y, z,w € Z>. (2.17)

lygtis turi lygiai septynis sprendinius: (z,y,z,w) = (0,0,0,0), (1,0,1,1),
(2,0,4,0), (2,2,3,2), (2,4,6,2), (3,0,2,2), (8,3,1,6) (ar. [1¥], 21 lentele).

lygtis turi lygiai deSimt netrivialiy sprendiniy: (z,y, z,w) = (0,0,0,0),
(1,1,2,0), (2,1,1,1), (2,2,2, 1), (3,2,4,0), (4,1,1,2), (4,2,3,1), (4,4,5,1), (6,2,3,2),
(6,4,4,2) (7r. [18], 2.2] lentele).
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2.1 lentelé: (2.16) lygties sprendiniai (x,y, z, w).
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2.2 lentelé: lygties sprendiniai (z,y, z, w).
Panasi j lygties rezultata yra teorema, jrodyta Thue (zr. [6], [20]):
21 teorema. Tequl
ag X+ ag 1 X7+ @ X +ap € Z[X]

yra neredukuojamas laipsnio d > 3 daugianaris virs Q. Tada bet kokiam m € Z.

Diofanto lygtis
(ldXd + ad_le_IY + - F alXYd_l + aoYd =m

(Thue lygtis) turi baigting skaiciy sprendiniy (X =p, Y = q).
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Pagal sig [21] teorema lygtis X3 — dY? = 1, kur d € Z, turi baigtinj skaiciy
sprendiniy, kur kintamieji yra X, Y. Tai taip pat sekty is lygties rezultato.

Apibréziame Thue lygti (zr. [19] 27 psl.). Tegul F(z,y) = a 2™ + a,_ 12" 'y +
-+ -+ apy™ yra dvejetainé forma su sveikaisiais koeficientais ir n > 3. Tegu m € Z.

Tegul F' turi nenulinj diskriminantg. Tada lygtis
F(x,y) =m (2.18)

yra vadinama Thue lygtimi. Thue 1909 metais jrodé, kad, jei a, # 0, F(x,1) yra
neredukuojamas, tai lygtis turi baigtinj skai¢iy sprendiniy x,y € Z.
Lygtis
flay) =pit - pe (2.19)
su kintamaisiais x,y € Z, z1,...,2s € Z>o, kur f(x,y) yra apibrézta Thue lygtyje
(Thue lygties apibrézimui 7r. lygti), yra vadinama Thue-Mahler lygtimi ir
turi baigtinj skaiciy sprendiniy (zr. [19], 40 psl.).
Zr. @ iSvada poskyryje, |13| teorema, pastaba po [13| teoremos, , teoremas
poskyryje (zr. [8]). IS viso tai yra dar penki taikymai Diofanto lygtyse.
Lygtis
97" — 89" =8 (2.20)

su kintamaisiais m,n € N> turi baigtinj skai¢iy sprendiniy (zr. [§] 12 psl.) (egzis-
tuoja skaicius C' toks, kad, jei lygybé galioja ir m,n € N>y, tai m,n < C).
Lygtis
" =2yt =1 (2.21)
su kintamaisiais =,y € N9 neturi sprendiniy, jei n > 10000 (zr. [§] 12 psl.).
Tegul a,b,c € N>;. Egzistuoja efektyviai apskaic¢iuojamas ir priklausantis nuo

a, b, c skaic¢ius C' toks, kad lygtis
ax" —by" =c¢ (2.22)

neturi sprendiniy, jei n > C (zr. [§] 13 psl.).
Tegul k yra fiksuotas naturalusis skaiCius ir £ > 2. Tada lygtis

v = <i> (2.23)

su kintamaisiais z,y, z € N>y, y > 2, z > 3 turi baigtinj skaiciy sprendiniy (zr. [§]
13 psl.).
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Tegul p yra pirminis skai¢ius ir p > 5. Tada lygtis
Pt -2 =1 (2.24)
su kintamaisiais z,y € Nxo neturi sprendiniy (zr. [8] 13 psl.). Taip pat lygtis
2% ¥ =1 (2.25)

su kintamaisiais x,y € Nso neturi sprendiniy (zr. [8] 13 psl.).
Sekanti teorema buvo jrodyta Baker, kuris jrodyme naudojosi tiesinémis logarit-

my formomis (zr. [11], [2]).

22 teorema. Tegul f(X,Y) yra dvejetainé homogeniné forma tokia, kad f(X,1)
turi bent tris skirtingas Saknis. Tequ k € Zyo. Tada lygtyje

flx,y) =k

su kintamaisiais x,y egzistuoja réZiai sprendiniams, todél taip pat Si lygtis turi baig-

ting skaiciy sprendiniy.
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Linear Forms in Logarithms

Summary

In this master thesis it is written about theorems, corollaries, theory of linear forms in
logarithms and how the forms are usefully applied in number theory, especially Diophan-
tine equations, mostly exponential. Some of the theory uses facts about transcendental,
algebraic numbers. Most Diophantine equations in this thesis are exponential, because
after the theorems that directly describe linear forms in logarithms it is written about
other theorems that instead of logarithms have exponents with bases. The fact that, e.g.,
exp(bloga) = a’, where a > 0, a,b € R, is used. For applications of linear forms in loga-
rithms the bounds of Diophantine equation solutions are found, existence of the bounds
is shown, the fact that there exists a finite number of solutions is proven, all solutions are

found, etc. A lot of attention is given to the Catalan conjecture, which is now a theorem.
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