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Ivadas

Tegul s = 0 + it yra kompleksinis kintamasis, o [P — visy pirminiy skai€iy aibé. Rymano

(Riemann) dzeta funkcija ((s) pusplok§tuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé (Dirichlet) eilute
1
¢(s) = mZzl o

arba Oilerio (Euler) sandauga

C(s) = H(l— l)l

peP p
Be to, ((s) yra analiziSkai pratgsiama j visa kompleksing plok§tuma, i§skyrus taska s = 1, kuris
yra paprastasis polius su reziduumu 1.

Funkcija ((s) yra vienas i§ svarbiausiy analizinés skaiCiy teorijos objekty, ji sutinkama
ir kituose matematikos skyriuose bei turi taikymy daugelyje gamtos moksly, pavyzdZziui, kvan-
tinéje mechanikoje. Funkcija ((s) jau XVIII a. viduryje nagrinéjo L. Oileris, taciau jis laike,
jog s yra realusis kintamasis. B. Rymanas XIX a. viduryje pradéjo nagrinéti funkcija ((s) su
kompleksiniu kintamuoju s ir pasiiilé ja taikyti pirminiy skai¢iy pasiskirstymui tirti. Tegul

m(z) =) 1.
p<z
Rymanas nurodé buda, kaip gauti funkcijos m(x) asimptoting formule, kai z — oo, funkcijos
((s) pagalba. Jo pasitlyta formulé nebuvo pilnai korektiska, taciau idéja buvo teisinga, ir ja
sekmingai realizavo C. J. de la Valé Pusenas (de la Vallée-Poussin) [14] ir J. Adamaras (Hada-

mard) [3]] 1996 m. Jie jrode, jog

hmﬂ@:f(m (1.1)
2

Irodyme svarbig vieta uzima funkcijos ((s) nuliy i$sidéstymas. Formulés (I.1)) jrodymui pakan-
ka Zinoti, kad ((s) # 0 pusplok§tuméje o > 1. Jos tikslumui reikalinga informacija apie nuliy
nebuvima platesnéje srityje. Garsioji Rymano hipotezé tvirtina, jog ((s) # 0 srityje o > 1/2. I§

Sios hipotezes iSplaukia, jog

w@)= [ lj;u+0(x1/2+€), Ve s 0.
2

1975 m. tapo Zinoma, kad funkcija ((s) turi idomig universalumo savybg. S. M. Voroni-
nas (Voronin) jrode, Zr. [15]], kad visos analizinés funkcijos juostoje D = {s e C:1/2< o < 1}
ir nevirstan¢ios nuliu, yra aproksimuojamos norimu tikslumu postamiais ((s +i7), 7 € R. Jo

rezultatas tiksliai yra formuluojamas taip. Tegul 0 < r < 1/4, o funkcija yra tolydi ir nevirstanti
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nuliu skritulyje |s| < r bei analiziné to skritulio viduje. Tuomet Ve > atitinka toks skaiCius

7 =7(¢) € R, su kuriuo yra teisinga nelygybé

max
|s|<r

<E.

((s+z+z’7)—f(s)

Voroninas $ig funkcijos ((s) savybe pavadino universalumu, nes plati funkcijy klasé aproksi-
muojama vienos ir tos pacios funkcijos postumiais. Tai yra labai jdomus rezultatas, rodantis
funkcijos ((s) galimy reik§miy aibés tankuma. Voronino teorema pastebéjo kiti matematikai
ir ja sustiprino. Tegul J#" yra juostos D kompaktiniy aibiy su jungiuoju papildiniu klasé, o
Ho(K), K € J, yra tolydziyju ir nevirstan¢iy nuliu aibé&je K bei analiziniy aibés K viduje
klasé. Tuomet Siuolaikiné Voronino teoremos modifikacija atrodo taip, Zr., pvz., [7].

1 teorema. Tegul K € %, o f(s) € Hy(K). Tuomet su visais € > 0 yra teisinga nelygybé

lijrgg}f %meas {7’ €e[0;T]: sup IC(s+iT) = f(s)| < 8} > 0.
Cia measA yra maciosios aibés A c R Lebego (Lebesgue) matas.

1 teorema rodo, jog yra be galo daug postamiy ((s + i7), kurie norimu tikslumu aproksi-
muoja duotaja funkcija i$ klases Hy(K).

1 teorema yra vadinama tolydZiojo universalumo teorema, nes 7 postamyje (s +47) gali

igyti bet kokias realigsias reikSmes. Yra Zinomas ir diskretusis universalumo teoremos analogas,

kurj pasialé A. Reichas (Reich), zr. [12].

2 teorema. Tegul K € %, f(s) € Hy(K), o h > 0 yra bet koks fiksuotas skai¢ius. Tuomet su

visais € > 0 yra teisinga nelygybé

lim inf ! 1#{O<k< N :sup|((s+ikh) - f(s)] <5} > 0.
seK

N-oo N +

Cia #A Zymi aibés A elementy skaiciy, o N perbéga reik§mes i§ aibes Ny = Nu {0}.

Taikymuose 2 teorema turi pranaSuma prie§ 1 teorema, nes diskre¢iy postamiy aibé {kh}
yra siauresné uZ intervala [0; 7], todél lengviau galima aproksimuoti postamiais ((s + ikh).

Galimi 1 ir 2 teoremy apibendrinimai su analiziniy aproksimavimo bendresniais postu-
miais ((s + ip(7)) arba ((s +ip(k)). Straipsnyje [6] buvo panaudota funkcija 7, glaudziai
susijusia su pacia funkcija ((s). Gerai Zinoma, kad funkcija ((s) su visais s € C tenkina
funkcing lygti

7rs/2F(§)C(3) =7r<13>/2r(%)¢(1 - 5), (1.2)

¢ia I'(s) yra Oilerio gama funkcija, kuri pusplok§tuméje o > 0 yra apibréziama integralu
[(s) = f e “u ! du
0
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ir analiziSkai pratgsiama j visa kompleksing plokStuma, iSskyrus taskus s = -k, k € Ny, kurie

yra paprastieji poliai ir
(-D*
k'
Lygtis (1.2)) susieja funkcija ((s) su (1 - s), o sarySio pagrindiné dalis yra funkcija

P}e%F(s) =

os) 7 (3).
Si funkcija yra labai svarbi Rymano dzeta funkcijos teorijoje, nagrinéjant ¢(s) nulius. Yra
dviejy rasiy nuliai. Nuliai, kurie yra gaunami i§ (1.2) lygties yra s = -2k, k € N, ir yra vadinami
trivialiaisias. Be to, Zinoma, kad funkcija ((s) turi be galo daug kompleksiniy nuliy, kurie guli
juostoje {s € C: 0 < o < 1}. Sie nuliai yra vadinami netrivialiaisiais, ir atlieka svarby vaidmenj
funkcijos ((s) teorijoje. Deja, apie juos ne viskas yra Zinoma. Paminéty rezultaty jrodymus ir
daugiau informacijos galima rasti, pvz., [7] monografijoje.
Tegul A(t) yra funkcijos g(s) argumentas, tolydZiu kirtimu i8ilgai atkarpos tarp tasky
s=1/21ir s = 1/2 +it. Aisku, kad argg(1/2) = 0. Yra Zinoma, zr. [5], kad funkcija 6(t) yra

monotoniskai didéjanti, neapréZta i§ virSaus, kai ¢ > t* = 6,289. ... Todél lygtis
O(t)y=(n-1)w, meN,

kai ¢ > t* turi vienintelj sprendinj ¢,,. Skaiciai ¢,, yra vadinami Gramo taskais, nes juos pirmasis
nagrinéjo dany matematikas J.-P. Gramas (Gram), 7zr. [2]]. Tegul p,, = 1/2 + ¥, Y, > 0, n € N,
yra funkcijos ((1/2 +it) nuliai, t. y. ((p,) = 0. Gramas suskaiCiavo, kad kiekviename intervale
(tn-1;tn], n=1,...,15, yra tiksliai vienas nulis p, su t,_; <7, < t,. Véliau buvo jrodyta, kad

atveju n > 15 Sis teiginys néra teisingas. Be to, yra Zinoma, Zr. [5], kad
tn =7(1+0(1)), n - oo,

¢ia 7, yra netrivialiygjy nuliy menamoji dalis. Taigi, Gramo taSkai ¢,, yra glaudZiai susij¢ su
funkcijos ((s) nuliy pasiskirstymu.

Taskai t,, gali bati panaudoti ir funkcijos ((s) universalumo teorijoje aproksimuojant
analizines funkcijas apibendrintais postamiais (s + ¢ht,), h > 0. Straipsnyje [6] buvo jrodyta

tokia teorema.

3 teorema. Tegul K € ', o f(s) € Hy(K). Tuomet su visais h > 0 ir € > 0 yra teisinga
nelygybé

N—oco

1
lgninf 4 {1 <k <N :sup|C(s + ihty) - £(s)| < g} >0,
seK



Si teorema, kaip ir 1 ir 2 universalumo teoremos, yra neefektyvi, nes jos tvirtina, kad
yra be galo daug aproksimuojanciy funkcija f(s) postimiy (s + ikh), taiau néra Zinomas né
vienas konkretus aproksimuojantis posttimis. Aproksimuojancius postimius lengviau nustatyti,
kai jy aibé néra plati. Tai veda prie universalumo teoremy trumpuose intervaluose. Aproksima-
vimas yra nagriné¢jamas ne intervale 1 < £ < NN, kurio ilgis yra NV — 1, bet intervale, kurio ilgis

yra o(N), kai N — oo. Pirmasis toks rezultatas buvo jrodytas [8]] straipsnyje.

4 teorema. Tegul T'/3(logT)26/'5 < H < T. Tarkime, kad K € ', o f(s) € Hy(K). Tuomet

su visais € > 0 yra teisinga nelygybé

T—oco

lim inf %meas {7’ €e[T;T+H]:sup|C(s+iT) - f(s)| < 5} > 0.
seK

Diskretusis 4 teoremos variantas buvo gautas [9] straipsnyje.
Magistro darbo tikslas yra 3 teoremos iSplétimas trumpame intervale. darbe jrodyta

tokia teorema. Priminsime, kad h yra bet koks fiksuotas teigiamas skaicius.

5 teorema. Tegul (3;:_21\/)1/3 (log {(h+1)N})12/5> < M < N. Tarkime, kad K € %, o f(s) €

Ho(K). Tuomet su visais € > 0 yra teisinga nelygybé

lim inf

s M+1#{NS/{7<N+M:ssg}()|g(s+ihtk)—f(s)|<g}>0

5 teoremos jrodymas yra tikimybinis. Jis iSplaukia iS ribinés teoremos apie tikimybiniy
maty konvergavima analiziniy funkcijy erdvéje. Tegul #(X) yra erdvés X (bendruoju atveju,
X yra topologiné erdve) Borelio aibiy klase, t. y. o-algebra, generuota aibés X atviryjy aibiy
sistemos. Tegul P ir P,, n € N, yra tikimybiniai matai erdvéje (X, %(X)). Priminsime, kad
P,, kai n — oo, silpnai konverguoja | mata P, jei su kiekviena realiaja, tolydZiaja, apréztaja

funkcija g yra teisinga lygybe

limfgdPn:fgdP.
X X



1. Diskrecioji ribiné teorema trumpuose intervaluose

Ivade buvo paminéta, kad 5 teoremos jrodymas remiasi ribine teorema. Kad galétume Sia
teorema suformuluoti, reikia sukonstruoti tam tikra tikimybing erdve. Tegul H (D) Zymi juostos
D analiziniy funkcijy, su tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija, erdve. Apibrézkime
aibe

Q=11

peP
Cia 7, su visais pirminiais p yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokStumoje. Kadangi, su
sandaugos topologija ir pataskine daugyba, toras () yra topologiné kompaktiné¢ Abelio (Abel)
grupé, todél erdvéje (€2, A(2)) galime apibrézti tikimybinj Haro (Haar) mata m . Tokiu budu
gauname tikimybing erdve (2, Z(2), my). Su visais p € P, tegul w(p) yra p-toji elemento w €
2 komponenté. Tikimybinéje erdvéje (2, B(2), my), apibrézkime erdvéje H (D) reikSmes
igyjantj (H (D)-reik§mj) atsitiktinj elementa
C(s,w) =T] (1— &f)) 1.
peP p

Su beveik visais w € €, pastaroji begaliné sandauga tolygiai konverguoja juostos D kompakti-

niuose poaibiuose, Zr. [7]. Tegul P, Zymi atsitiktinio elemento ((s,w) skirstinj, t. y.
P(A)=mp{weQ:((s,w)e A}, AeRB(H(D)).

Priminsime, kad mato P atrama yra minimalioji uZdaroji aibé Sp. ¢ H(D) tokia, kad

P:(S pC) = 1. Yra gerai Zinoma, 7r., pvz., [7]], kad mato P, atrama yra aibe
S={geH(D):g(s)#0, arba g(s) =0}.

SuAeB(H(D)), tegul

Py u(A) = ﬁ#{]\/ <k<N+M:((s+iht) e A}.

Suformuluosime pagrinding Sio skyriaus teorema.

6 teorema. Tarkime, kad

( 3mN

1/3
) Gog (s VY <M <N,

Tuomet matas Py silpnai konverguoja i matq P, kai N — oo.

Sios teoremos jrodymas yra ilgas, todél ji i§skaidysime j atskiras dalis.



1.1. Diskrecioji ribiné teorema tore

Pirmiausiai, erdvéje (£2, #(€2)) irodysime diskreCiaja ribing teorema trumpuose interva-

luose. Tegul
1 —iht
QN,M(A):W#{N<k<N+M:(pZ sipeP)e A}, AeB(Q).

Prie§ pradédami nagrinéti mato () s silpnaji konvergavima, kai N — oo, suformuluosi-
me keleta lemy. Priminsime, kad Gramo taSkai ¢,, gali biti iSplésti } Gramo funkcija ¢, su visais
u > 0. Suformuluosime Lema 1.1 i$ [S] straipsnio.

1lema. Tegul t,, u >0, yra lygties
O(ty) =(u-1)m
sprendinys, tenkinantis sqlygaq 0'(t,) > 0, 0 u — co. Tuomet

t

2 logl
o= (14 B (1 o(1))),
logu logu

2 log 1
t= o (1+ 08 Ogu(1+o(1)))
ogu logu

ir

. 7 log log u )
t =————— |1+ —=-(2 1 .
“ u(logu)? ( i logu (2+0(1))

Taip pat mums reikés paprasto fakto apie trigonometrines sumas ir integralus.

2 lema. Tarkime, kad realioji funkcija g(s) intervale [a,b] turi monotoning isvesting tokiq, kad
lg'(x)| €9 < 1. Tuomet

b

, , 1
2mig(m) _ 2mig(x) d ( ) )
E e / e x+0 13

<
a<msb 4

Lemos jrodyma galima rasti, pvz., [13] monografijoje.

Dabar suformuluosime mato @)y s diskreciaja ribing lema trumpuose intervaluose.

3 lema. Tarkime, kad M < N, M — oo, kai N — oo, ir log N = o(M). Tuomet, kai N — oo,

matas Q)N v silpnai konverguoja i Haro matq mpy.

Irodymas. Yra gerai Zinoma, Zr., pvz., [7], kad grupés €2 charakteris yra tokios iSraiskos

x(w) =[Ju™(p), weq

peP



Cia tik baigtinis skaiCius sveikyjy skaiCiy &, yra ne nuliai. Taikysime Furjé (Fourier) transfor-
macijy metoda. Tegul gy a/(k), k = {k, : k, € Z, p € P}, yra mato Q) »s Furjé transformacija,
t.y.
gxar(k) = [ TT &b () dQuar
Q

pelP

[T AL

Cia Zenklas reiSkia, kad tik baigtinis skaiCius sveikyjy skaiciy £, yra ne nuliai. Taigi, i§

mato () s apibréZimo gauname

1 N+M 1 N+M
gN,M(E) = {

5 It S e

—ihte Sk logp}. (1.1)
M+1 3% oep Z P

peP
Lengva matyti, kad
gy (0) = 1. (1.2)

Kadangi aibé {logp : p € P} yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ racionaliyjy skaiciy kino Q, todél

0™ Z, kylogp # 0,

pelP

kai k # 0. Siuo atveju, i§ 1 ir 2 lemy, su pakankamai dideliu N (tiksliau, tenkinan&iu nelygybe

|lah|ty < 1/2), gauname, kad

N+M N+M 1
> exp{ihaty} = f exp{ihat,} du + O (—,) . (1.3)
= y 1 - hlalthy

Nesunku pastebéti, jog, pritaike vidurinés reikSmés teorema, turime

N+M N+M1
cos(hat,)du = f — cos(hat,) dt, <
[ costhatydus [ eosthot) <
N N
ir
N+M 1
sin(hat, ) du <« ————.
N |a’|ht§V+M

Pastarieji jverciai, (1.1) — (1.3) lygybés ir 2 Lema duoda

: 17 jeigu E = Q’
lim gN,M(E) =
N=eo 0, jeigu k0.

Sios lygybeés desinioji pusé yra Haro mato m; Furjé transformacija. Pritaike tikimybiniy maty

kompaktinése topologinése grupése tolydumo teorema, gauname lemos tvirtinima. 0



1.2. Diskrecioji ribiné teorema absoliuciai konverguojancioms Dirichlé

eilutéems

Antrasis 6 teoremos jrodymo zZingsnis yra diskrecioji ribiné teorema absoliuciai konver-

guojancioms Dirichlé eilutéms. Tegul 6 > 1/2 yra fiksuotas skaicius, m,n € N, o

i - (2) ).

Pratgskime funkcija w(p), p € P, j aibe N tokia formule

wim)= ] w'(p), meN,
pllm
pl+1+m

ir apibrézkime Dirichlé eilute

S o~ w(m)vn(m)

Ga(s) =D % and G(s,w) = ) ————2,

s s
m=1 m=1 m

Pastaroji eiluté absoliuciai konverguoja pusplok§tuméje o > o0y, €ia o( yra bet koks fiksuotas

skaicius, Zr. [[7]. Todél funkcija u,, : 2 > H(D) apibrézta lygybe

un(w) = Cn(saw)

yra tolydZioji.

Pazymékime
1
Py vn(A) = M#{N SkSN+M:(,(s+ihty) e A},

su A e Z(H(D)). Tegul P, = mgu,!, ¢ia myu,'(A) = my(u,'A) su A € B(H(D)).
Priminsime vieng silpnojo tikimybiniy maty savybeg.

4 lema. Tegul P ir P,, n € N, yra tikimybiniai matai erdvéje (X1, B(X1)), ou: X; - Xy —
tolydusis atvaizdis. Jeigu P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i matq P, tai tuomet ir matas

P,u !, kai n - oo, silpnai konverguoja i matq Pu".
Si lema yra 5.1 teoremos i3 [[1] monografijos atskirasis atvejis.

5 lema. Tarkime, kad M < N, M — oo, kai N — oo, irlog N = o(M). Tuomet matas Py pr,

silpnai konverguoja i matq P, kai N — oo.

Irodymas. 18 maty Qn ar. Py oy ir funkcijos w, apibrézimy turime, kad Py s, = Qn ;!

Kadangi funkcija u,, yra tolydZioji, i§ 3 ir 4 lemy gauname lemos tvirtinima. [

10



1.3. Rymano dzeta funkcijos vidurkinis artinys trumpuose intervaluose

Kitas 6 teoremos jrodymo Zingsnis yra skirtas funkcijos (s + iht;) aproksimavimui Di-
richle eilute (,(s + ihty). Yra gerai Zinoma, zr. [7], kad egzistuoja kompaktiniy aibiy seka
{K;:1€eN} c D tokia, kad

D-JK,

=1

Cia K; c K, su visais [ € N. Be to, kiekviena kompaktiné aibé K c D yra tam tikros aibés K|

poaibis. Tuomet

SupseKl |g1(8) _92(S)|
1+ Supngz ’gl(s) - gQ(S)’ 7

p(glng):ZQ_l gl?QQEH(D)v
=1

yra erdves H (D) metrika indukuojanti tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija.
Dél patogumo suformuluosime Galaherio (Gallagher) lema, kuri sujungia tos pacios funk-
cijos diskretyjj ir tolydyji kvadratinius vidurkius.
6lema. Tegul To, T > § > 0, T — baigtiné netuscioji aibé intervale [Ty + /2, Ty + T - 6/2], 0
N, 5(ZL‘ ) = Z 1.

teT
[t—z|<d

Jeigu S(t) — kompleksines reiksmes igyjanti, tolydZioji uZdarame intervale [Ty, T + Ty ] ir bent
atvirame intervale (Ty, To + T') turinti tolydZigjq isvesting funkcija, tai tuomet

To+T To+T To+T 1/2

>N OISOP < 5 [ ISPt + [ St [ (1)t

teT

Lemos jrodyma galima rasti [11, lema 1.4].

Dabar suformuluosime pagrinding §io skyrelio lema.

7 lema. Tarkime, kad

N 1/3
(322 ) (log {(h+ 1)N})125 < M < N.
Tuomet yra teisinga tokia lygybé

N+M

kZ]:V p (C(s+ihty), (s +ihty)) = 0.

lim lim sup

n—00  N_ oo +1
Irodymas. 1S metrikos p apibréZimo matome, kad pakanka jrodyti, jog, su kiekviena aibe K c
D, galioja tokia lygybé

1 N+M
> sup (s +ihty) = Cu(s +ihty)] = 0. (1.4)
+1 k=N seK

lim lim sup
n—=00  N_ oo M

11



Tegul 0 yra i§ dydzio v, (m) apibrézimo. Pazymékime

l.(s) = gf (g) n’.

Yra Zinoma, Zr. [7], kad Dirichlé eiluté ¢, (s), su o > 1/2, turi tokia integraling iSraiska

O+ioc0

()= 5 [ Cls ()

0—ioco

d
& (1.5)
z

Fiksuokime aibe¢ K c D ir pakankamai maza skaiCiy € > 0 tokius, kad 1/2+2e < o0 < 1-¢
su taskais s = 0 + v € K. Tegul f=0-1 /2 — & > 0. Tuomet i$ (1.5)) iSraiSkos ir pagrindinés

reziduumy teoremos gauname, kad

—O+ioco
G660 = 5y [ o T+ B (st
—f—ioco

Vadinasi, su s € K,

||ln(_é+lt)| + |ln(1_3_ihtk)|

s+ihty) — G, (s +iht <<f s+iht, — 0 + it .
¢( k) — Gl k) J ¢( k ) T =5 ihty]

Kadangi s = o + iv, imdami ¢ vietoje ¢ + v turime

C(s+ihty) = Cu(s +ihty,) <</ |C(1/2+€+i(t+htk)))||l”(1/2+€_3”t)|

|1/2 + e - s+t
(1= s = ibty)|
|1 - S— thk| .
Pazymékime
1 N+M
m su}()|((s+zhtk)—(n(5+zhtk)| < Sl +SQ, (16)
k=N s€
Cia

rf 1 NeM 1, (1/2+ ¢ — s +it))|
= 1/2 (t + ht dt
S1 f(]\/[+1 k;\f IC(1/2+e+i(t+ k))|)88161112 2+es+7]

ir
1 N+M |ln(1—8—ihtk)|

Sp=—
2T M1 ,;N R L= s —ihty

Atsizvelge | gerai Zinoma jvertj
(o +it) < exp{-c|t|}, ¢>0,

kuris yra tolygus su 07 < 0 < 09, randame

In(1/2+e—-0—iv+it) - n-¢
1/2+e-0—-iv+it 0

exp{—§|t—v|} KoK n_aexp{—gm}. (L.7)
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Panaudojg¢ tuos pacius argumentus, gauname

1,(1 = s —ihty)| - { ch }
< 7 ——1p (-
L—s—ihty] oK™ P T

0

Remdamiesi 2 lema, turime

(1.8)

nl/2-2e N+M 2chrk nl/2—2
So <9, K p{ } 0,h,K .

= fOlogk M

Integralo Sy jvertinimas yra Zymiai sudétingesnis. Tam mums reikia funkcijos ((s) dis-
kreciojo kvadratinio vidurkio trumpuose intervaluose.

Priminsime vieng of A. Ivi¢iaus (Ivi¢) rezultata, 7r. [4]], skirta funkcijos ((s) kvadratiniam

vidurkiui trumpuose intervaluose. Tegul (x, \) yra eksponentiné pora. Tuomet, su fiksuotu o,

1/2<o0<1,1+A-Kk220,ir

T(e+A+1-20)/ Qs+ D) (Jog T) /(v ) < | < T,

tolygiai pagal H, galioja jvertis

T+H

f IC(o +it)[2dt < H. (1.9)
T-H

Misy atveju o = 1/2 + ¢. Imdami eksponenting pora (4/11,6/11), Zr. [4], gauname, kad
ivertis yra teisingas su T%/3(log T)26/15 < H < T. Sj fakta taikysime diskreciojo kvadratinio

vidurkio

1 N+M 2

1 .
s k;\[ (§+5+z(t+htk))

ivertinime. Pradésime nuo tolydziojo kvadratinio vidurkio

N+M 2
Inu () / ‘( (1 +e+i(t+ htu)) du.
3 2
Remdamiesi funkcijos ¢/, monotoniSkumu, randame
N+M 2
)= [ tl g(% +5+i(t+htu)) dt,
N u
1 N+M t+hty 1 2
<h 3 f d(/ ‘§(§+5+i(t+htu)) dv)
N+M N N
htnyar+t 1 9
<n g §(§+5+i(t+htu)) dv. (1.10)
N+M tn+t

I8 2 lemos ir Lagranzo (Lagrange) vidurinés reikSmés teoremos, su /N — co, gauname

3mM

— 9 <1
log N’ 0<¥<

tNJrM—tN :Mt;\H-ﬂM < Mt?v <

13



Todel, i (I.10) jvercio ir 2 lemos turime

htn+(3whM)/log N+|t|
Inoar <p log(N + M) [ 1C(1/2 + ¢ +iv)|* do.
htn—(37hM)/log N-|t|
Kadangi
3N\
M>( 3 ) (log {(h+1)N})'?/>,
todél,
3TN Y3 9/3126/15  ( STN 1/3 9/3 3whN 2/t
M () o {(h+ )My (ZEE) T (1og MY (1og logN)
ir
2nMh (37rNh)1/3( 37rNh)26/15
0 :
log N log N & log N
Taigi, jeigu
3mhM i< ht
log N S
remdamiesi (I.9) jverciu, randame
3rhM
s (£) <o log(N+M)( m +yt|) an M(1+]t]). (111)
’ log N
Jeigu
STRM s e
log N N
tuomet
3mthM 3mhM
ht <2 t+ ],
v+ o <2 (S e+ 1)
0

3mhM 3mhM
—|t|>—2( +|t|).
log N log N

Vadinasi, Siuo atveju,

(@M [log N+l
Tnar(£) < log(N + M) / ‘g(§ +e+z’(t+htu))
—2((3rh M)/ log N+[t])

2
dv <, M(1+]t]).

Pastarasis ir (I.11)) jverciai duoda
IN,M(t) <p M(1+|t|) (112)

Pritaike Kosi (Cauchy) integraling formulg ir panaudoje (I.12) jvertj, gauname

Nemo |
Nf ‘§(§ +5+z(t+htu))

14

2
du <, M(1+[t]). (1.13)




Todel, panaudoje (1.12)) ir (I.13) jvercius bei 6 lema, turime

N+M+1/2

2 2

1 Niw 1 1
((—+5+z’(t+htk)) < / ((—+5+z’(t+htu)) du
M+1 4 °\2 ; 2
N+M+1/2 1 9
+ f ’C(§+5+z’(t+htu)) du
N-1/2
N+M+1/2 1 9
<ty [ ‘g' (5 veri(t+ htu)) du
N-1/2
<p M(1+t]).
Grize prie S apibréZzimo ir panaudoje¢ (1.7) iverti, randame, kad
Si <o [+l esp {-gm} <ok N7,
Pastarasis, (I.6) ir (I.8) jver¢iai duoda
1 N+M n1/2—25
— +1hty) — CGu(s+thty)| < 4+
TS Sup |((s +iht) = Gu(s + ihte)] <onrcn i
Sis jvertis su M — oo ir n — oo jrodo (T.4) lygybe. [l

1.4. 6 teoremos jrodymas

Siame skyrelyje pabaigsime diskreCiosios ribinés teoremos trumpuose intervaluose jro-
dyma. Pries tai suformuluosime keleta jrodymui reikalingy fakty.

Nagrinésime seka {P, : n € N}, ¢ia matas P, yra 5 lemos ribinis matas. Priminsime,
kad maty Seima { P} erdvéje (X, #(X)) yra vadinama reliatyviai kompaktiska, jeigu kiekviena
seka {P,, } c {P} turi posekj silpnai konverguojantj i tam tikra tikimybinj mata P erdvéje
(X, #A(X)). Maty Seima {P} yra vadinama suspausta, jeigu su kiekvienu ¢ > 0 egzistuoja
kompaktiné aibé¢ K c X tokia, kad

P(K)>1-¢

su visais P € {P}. Prochorovo (Prokhorov) teorema, zr. [I, Theorem 6.1], yra labai svarbi
silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo teorijoje. Si teorema teigia, kad kiekviena suspausta
maty Seima yra reliatyviai kompaktiska.

8 lema. Maty seka { P, : n € N} yra reliatyviai kompaktiska.

Irodymas. Remiantis Prochorovo teorema, pakanka jrodyti, kad seka { P, } yra suspausta.

15



Tegul 0y as yra atsitiktinis elementas apibréZtas tam tikroje tikimybinéje erdvéje su matu
1 toks, kad

1
M{QN,M_htk}_mv k—N,...,N+M.

Tarkime, kad X,, yra H(D)-reikSmis atsitiktinis elementas, kurio skirstinys F,. Apibrézkime

H (D)-reik$mj atsitiktinj elementa
Xnvn = Xnmn(8) = Gu(s +i0nar).
SarySiu LA pazymeje konvergavima j skirsting, 5 lemos tvirtinima galime uZraSyti taip
D
X > X (1.14)

Kadangi eiluté (,(s) su o > 1/2 absoliuciai konverguoja, panaudoj¢ 2 lema su fiksuotu 1/2 <

o < 1, gauname

N+M

1 e Eu(m) & 1
A, M+1 Nf (Gn+ i) du = 'mz=:1 m* mZ::1 m2o
ir oy
[ = 2<m>1og =
. / . 2 _
T N[ o vitdFdu= 2, Z
Todél, panaudoj¢ 6 lema, turime
N+M
sup lim sup Y G0 +ihty)]? < Cop < 0. (1.15)

neN  N-oo M ]. k=N
Tegul K, yra kompaktiné aibé i§ metrikos p apibrézimo. Kosi integraliné formulé ir (1.13))

ivertis duoda
N+M

sup lim su sup |G, (o + thty)| < Ry < oo. 1.16
uplimsup g 2, SuplGa(e + ihti)] << (1.16)

Paéme fiksuota ¢ > 0ir V' = Vj(¢) = 2! R, 1, i§ (L.16) jveréio gauname, kad

N+M c

> sup|Cu(s + ihty)] < <3 (1.17)

lim su sup [ Xy pn(s) >V <limsup ———
prefsup o (> ¥ € imsp s S s

N—o0 seK;

su visais n, [ € N. Aibé
K = K(6) =< D) ssupla(o)] < Vo) 1 1)
seK;
erdvéje H(D) yra kompaktiska. Atsizvelge j (1.17) ivertj ir (I.14) sarysj, matome, kad
p{X, e K} >1-
su visais n € N. Taigi, i atsitiktinio elemento X,, apibréZimo, gauname, kad
P, (K)>1-

su visais n € N. Vadinasi seka { P, : n € N} yra suspausta. O
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Dabar jau galime jrodyti 6 teorema. Bet prie§ tai priminsime vieng tvirtinima apie kon-

vergavima j skirstinj.

9 lema. Tarkime, kad erdvé (X, d) yra separabilioji, X-reikSmiai atsitiktiniai elementai Y, ir

Xk n €N, k €N, yra apibréZti toje pacioje tikimybinéje erdvéje su matu [,

Xk —— X

n—oo

suvisais keN, o

Be to, su kiekvienu € > 0
%im limsup p{d(Y,, Xux) 2 €} = 0.

Tuomet

v, 2. X.

n—00

Si lema yra 4.2 teorema i§ [1] monografijos.

6 teoremos jrodymas. Jrodysime, kad matas Py »s, kai N — oo, silpnai konverguoja j mato P,
ribin} matg P, kai n — oo, ¢ia P, yra 5 lemos ribinis matas.
I$ 8 lemos turime, kad egzistuoja seka { P, } ¢ {P,}, su r — oo, silpnai konverguojanti

tam tikra tikimybinj mata P erdvéje (H (D), Z(H(D))). Sis faktas ekvivalentus sarySiui

X, 2> P, (1.18)

r—>00

¢ia X, yra H(D)-reik8mis atsitiktinis elementas, kurio skirstinys P,.

Apibrézkime dar viena H (D)-reik8mj atsitiktinj elementa
XN,M = XN7M(S) = g(S + @HN,M)-

IS 7 lemos turime, kad su kiekvienu € > 0 galioja lygybeé

lim limsup p{p(Xnnm, Xnmn) 2 €}
n—=00 N_,s

N+M

< lim limsup —— s+iht), (s +1ht)) =0.
d fmsup 7y k;\f p(¢( k) G k)

Si lygybe kartu su (T.14)) ir (T.T8) sarysiais rodo, kad

D
XNM 5p7
’ N—)OO
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kitaip tariant, kad matas Py j; silpnai konverguoja j mata P, kai N — oco. Be to, i pastarojo
sary$io matome, kad matas P nepriklauso nuo sekos { P, }. Kadangi seka { P,,} yra reliatyviai
kompaktiSka, turime, kad

XnL’Pa

t. y. matas P, silpnai konverguoja i mata P, kai n — oo.
Mato
1
T meas {re[0,T]:((s+it)e A}, AeB(H(D)),

silpnasis konvergavimas, kai 7' — oo, yra gautas [7] monografijoje. Be to, ten pat yra jrodyta,
kad matas P sutampa su matu F;. Taigi, kai N — oo, matas Py js silpnai konverguoja j mata

P. 0
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2. Universalumo teoremos jrodymas

Siame skyriuje jrodysime pagrinding magistro darbo teorema. Priminsime Mergeliano
(Mergelyan) teorema, 7Zr. [10], apie analiziniy funkcijy aproksimavima daugianariais (polino-
mais).

10 lema. Tegul K c C yra kompaktiné aibé su jungiuoju papildiniu, o f(s) aibéje K tolydZioji
funkcija ir analiziné aibés K viduje. Tuomet su kiekvienu ¢ > 0 egzistuoja daugianaris p(s)

toks, kad

sup |f(s) —p(s)| <e.
seK
5 teoremos jrodymas. 1§ 10 lemos gauname, kad egzistuoja daugianaris p(s) toks, kad
sup ‘f(s) - ep(5)| << (2.1)
seK 2

Pirmojo skyriaus pradZioje aptaréme, kad mato P atrama yra aibé S. Kadangi e?(*) # 0 su

s € D, todél eP(s) € S. Vadinasi aibé
€
G.= {g € H(D) : sup ‘g(s) - e”(s)| < —}
seK 2
yra elemento e”(5) € S atviroji aplinka. I mato atramos savybiy gauname, kad
Pc(GE) > 0.

Silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalentas atviryjy aibiy terminais, Zr. pvz., 2.1 teo-

rema i§ [1]] monografijos, ir 6 teorema duoda, kad
hjr\}mnf PN,M(GE) 2 PC(GE) > 0.

Pastaroji nelygybé, mato Py y ir aibés G apibrézimai, kartu su (2.1 nelygybe, duoda teoremos

irodyma. ]
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Gramo taskai ir Rymano dzeta funkcijos universalumas

trumpuose intervaluose

Santrauka

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Rymano dzeta funkcija pusplokStuméje
o > 1 yra apibréZiama Dirichlé eilute arba Oilerio sandauga pirminiais skaiciais

(- L-TI(1-)

peP

C¢ia IP yra visy pirminiy skaiCiy aibé. Be to, funkcija ((s) turi analizinj pratgsima j visa komp-
leksing plokStuma, o taskas s = 1 yra jos paprastasis polius su reziduumu 1.

Magistro darbe yra jrodyta diskre¢iojo universalumo teorema trumpuose intervaluose Ry-

mano dzeta funkcijai postimiuose naudojant funkcijos ((s) Gramo tasky aibe {ty}.

5 teorema. Tegul (3}’:5\[)1/3 (log{(h+1)N})12/5> < M < N. Tarkime, kad K € ¥, o f(s) €

Ho(K). Tuomet su visais € > 0 ir visais fiksuotais h > 0 yra teisinga nelygybé

1
lim inf 1#{]\7 <k <N+ M:sup|C(s +ihty) - f(s)] < g} 50,
seK

N-oo M +
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Gram Points and Universality of the Riemann Zeta-function

in Short Intervals

Summary

Let s = o + it be a complex variable, and ((s) denote the Riemann zeta-function which,
for o > 1, is defined by Dirichlet series and Euler product over primes

(- E-TI(1-)

peP

where P denotes the set of all prime numbers. Moreover, the function {(s) has the analytic
continuation to the whole complex plane with the unique simple pole at the point s = 1 with
residue 1.

The aim of master thesis is the using of the sequence {¢,,} of Gram’s points of the Rie-
mann zeta-function in the theory of discrete universality in short intervals of the function ((s).
The main result is the following theorem.

Theorem 5. Suppose that (3Z§V)1/3 (log {(h+1)N})12/> < M < N. Let K € % and f(s) €
Hy(K). Ten, for all € > 0 and all fixed h > 0,

lim inf

s M+1#{N<k:<N+M:ilellf{)|g(s+ihtk)—f(s)|<g}>0,
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