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Santrauka
Šiame darbe tiriamas multiplikatyviai priklausomų ir nepriklausomų skaičių dažnis apra-

šant galimus algoritmus jam skaičiuoti, pateikiamas multiplikatyviojo nepriklausomumo tai-
kymas tirti aritmetikos teiginių įrodomumą Cobham teorema, bei apžvelgiamas skaičiavimo
sistemos ℤ[𝜁𝑘] bazių multiplikatyviojo nepriklausomumo įrodymas.

Raktiniai žodžiai: multiplikatyvusis nepriklausomumas, algebriniai skaičiai, Büchi
aritmetika, Cobham teorema, kanoninės skaičiavimo sistemos
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Summary
In this work, the frequency ofmultiplicatively dependent and independent algebraic num-

bers is investigated by providing possible algorithms for its calculation. One application of
multiplicative independence, namely its use for proving the algorithmic decidability of logical
sentences in formal arithmetic using Cobham’s theorem, is presented, along with an overview
of a proof of multiplicative independence for bases of a number system in ℤ[𝜁𝑘].

Keywords: multiplicative independence, algebraic numbers, Büchi arithmetic, Cob-
ham’s theorem, canonical number systems
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Įvadas
Nenuliniai kompleksiniai skaičiai 𝑧1, 𝑧2, … 𝑧𝑘 vadinamimultiplikatyviai priklausomais, jei

egzistuoja tokie sveikieji skaičiai 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑘, kurių nors vienas nelygus nuliui, kad

𝑧𝑥11 𝑧
𝑥2
2 …𝑧𝑥𝑘𝑘 = 1.

Jei tokių 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑘 neegzistuoja, 𝑧1, 𝑧2, … 𝑧𝑘 vadinami multiplikatyviai nepriklausomais.
Pavyzdžiui, natūralieji skaičiai 2, 3, 12 yra priklausomi, nes 2−2 ⋅ 3−1 ⋅ 121 = 1, tačiau
2, 12 yra nepriklausomi. Kompleksiniai skaičiai exp (2𝜋𝑖/3) , exp (2𝜋𝑖/5) priklausomi, nes
(exp (2𝜋𝑖/3))−3 ⋅ (exp (2𝜋𝑖/5))5 = 1, tuo tarpu exp (√3 ⋅ 2𝜋𝑖/3) , exp (√5 ⋅ 2𝜋𝑖/5) — nepri-
klausomi.

Baronėnas [1] magistro baigiamajame darbe apžvelgė kompleksinių skaičių bazių multip-
likatyviojo nepriklausomumo įrodymą, įrodė, kad skaičiai𝑚−𝛼, 𝑛−𝛼 yramultiplikatyviai ne-
priklausomi, jei𝑚, 𝑛 ∈ ℤ,𝑚 ≠ 𝑛, 𝛼— realusis algebrinis, bet ne sveikasis algebrinis skaičius
ir 2𝛼 ∉ ℤ, bei tyrė sveikųjų algebrinių skaičių atvejį. Šiame baigiamajame darbe pristatomos
multiplikatyviojo nepriklausomumo savybės ir pritaikymo būdai. Baigiamajame darbe apta-
riama, kokiu dažniu natūralieji ir algebriniai skaičiai būnamultiplikatyviai priklausomi ir ne-
priklausomi, apibrėžiamas formalus algoritmas natūraliųjų skaičių aibių nepriklausomumui
tikrinti bei multiplikatyviai nepriklausomų skaičių derinių intervale skaičiui skaičiuoti, gali-
mas algoritmas algebrinių skaičių nepriklausomumui tikrinti. Pateikiamas multiplikatyviojo
nepriklausomumo taikymas tirti teiginių aritmetikose įrodomumą Cobham teorema bei ap-
žvelgiamas skaičiavimo sistemos ℤ[𝜁𝑘] bazių multiplikatyviojo nepriklausomumo įrodymas.
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1. Multiplikatyviai nepriklausomų natūraliųjų skaičių
derinių skaičiavimas

Multiplikatyviojo priklausomumo apibrėžimas nerodo, kiek skaičių sekų yra multiplika-
tyviai priklausomos palyginus sumultiplikatyviai nepriklausomomis. Norint palyginti šias ai-
bes galima nagrinėti paprastą pavyzdį, kai skaičiai yra natūralieji intervale [𝑎, 𝑏]. Kadangi api-
brėžime naudojama daugyba komutatyvi, galima skaičiuoti multiplikatyviai nepriklausomų 𝑘
ilgio derinių iš intervalo skaičių. Iš viso yra 𝐶𝑘

𝑏−𝑎+1 𝑘 ilgio derinių, kurie yra arba priklausomi,
arba nepriklausomi, todėl pažymėjus multiplikatyviai nepriklausomų 𝑘 ilgio derinių skaičių
𝑆𝑘, multiplikatyviai priklausomų to paties ilgio derinių skaičių 𝐷𝑘 gaunama, kad

𝐶𝑘
𝑏−𝑎+1 = 𝑆𝑘 + 𝐷𝑘.

Vienas iš būdų skaičiuoti nepriklausomus derinius yra perrinkimas kompiuteriu, tačiau deri-
nių skaičius net mažiems intervalams yra didelis. Perrinkimui taip pat reikia algoritmo, ge-
bančio patikrinti skaičių multiplikatyvųjį nepriklausomumą. Algoritmo veikimą galima šiek
tiek pagreitinti pasinaudojant šakojimo ir ribojimo (Branch and Bound) technika (žr. [14]),
tuo tarpu natūraliųjų skaičių nepriklausomumą galima tikrinti pasinaudojant pirminiais dau-
ginamaisiais.

Bet kokiam pirminiam skaičiui 𝑝 lygybė 𝑝𝑥𝑝𝑦 = 1 tada ir tik tada, kai 𝑥 = −𝑦, tuo tarpu
skirtingiems pirminiams 𝑝1, 𝑝2 lygybė 𝑝𝑥1 𝑝

𝑦
2 = 1 tada ir tik tada, kai 𝑥 = 𝑦 = 0. Taigi, bet koks

skirtingų pirminių skaičių derinys yra multiplikatyviai nepriklausomas, o sudėtiniai skaičiai
lygybėje 𝑧𝑥11 𝑧

𝑥2
2 …𝑧𝑥𝑚𝑚 = 1 turi pirminius dauginamuosius, kurių laipsnių suma lygi nuliui.

Remiantis šia idėja, derinys

𝑧𝑥11 𝑧
𝑥2
2 …𝑧𝑥𝑚𝑚 = 1

išskaidomas pirminiais dauginamaisiais

𝑧1 = 𝑝𝑦111 𝑝𝑦122 … 𝑝𝑦1𝑛𝑛 ,
𝑧2 = 𝑝𝑦211 𝑝𝑦222 … 𝑝𝑦2𝑛𝑛 ,
… … … … … …
𝑧𝑚 = 𝑝𝑦𝑚1

1 𝑝𝑦𝑚2
2 … 𝑝𝑦𝑚𝑛𝑛 ,

kur kiekvienam 𝑗 = 1, 2, … 𝑛 bent vienas iš 𝑦1𝑗, 𝑦2𝑗, … 𝑦𝑚𝑗 nelygus nuliui. Derinys multiplika-
tyviai nepriklausomas tada ir tik tada, kai tiesinė homogeninė lygčių sistema

𝑦11𝑥1 + 𝑦21𝑥2 + … + 𝑦𝑚1𝑥𝑚 = 0,
𝑦12𝑥1 + 𝑦22𝑥2 + … + 𝑦𝑚2𝑥𝑚 = 0,
… … … … … … … … …

𝑦1𝑛𝑥1 + 𝑦2𝑛𝑥2 + … + 𝑦𝑚𝑛𝑥𝑚 = 0

neturi netrivialių sveikųjų sprendinių 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑚. Visi koeficientai sveikieji, todėl lygčių sis-
temos sprendiniai yra racionalūs, tad subendravardiklinus ir padauginus iš bendrojo vardiklio
gaunamas sveikasis sprendinys. Jei egzistuoja netrivialus sprendinys, egzistuoja ir sveikasis
netrivialus sprendinys, todėl užtenka patikrinti, ar lygčių sistemą atitinkančios koeficientų
matricos rangas mažesnis už 𝑚. Multiplikatyviojo nepriklausomumo tikrinimą įgyvendina 1
algoritmas.

Paprasčiausiu būdu perrenkant visus 𝑘 ilgio derinius ir skaičiuojant multiplikatyviai ne-
priklausomus tektų perrinkti visus 𝐶𝑘

𝑏−𝑎+1 derinių. Pastebint, kad jei

𝑧𝑥11 𝑧
𝑥2
2 …𝑧𝑥𝑘𝑘 = 1
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1 algoritmas. Multiplikatyviojo nepriklausomumo tikrinimas.
Įvestis: 𝑠—natūraliųjų skaičių aibė
Išvestis: loginis kintamasis, reiškiantis aibės multiplikatyvųjį nepriklausomumą
funkcija Nepriklausomas(𝑠)

dauginamieji — sekų seka
rodikliai — sekų seka
kiekvienam 𝑖 = 1, 2, … |𝑠| atlikti

dauginamieji𝑖 ← 𝑠𝑖 pirminių dauginamųjų seka
rodikliai𝑖 ← 𝑠𝑖 pirminių dauginamųjų rodiklių seka

baigti ciklą
dauginamųjų aibė← ∅
kiekvienam 𝑑 ∈ dauginamieji atlikti

dauginamųjų aibė← dauginamųjų aibė ∪ 𝑑
baigti ciklą
𝑀— |dauginamųjų aibė| × |𝑠|matmenų nulių matrica
kiekvienam 𝑖 = 1, 2, … |dauginamųjų aibė| atlikti

kiekvienam 𝑗 = 1, 2, … |dauginamieji| atlikti
jei dauginamųjų aibė𝑖 ∈ dauginamieji𝑗 tuomet

𝑀𝑖𝑗 ← rodikliai𝑗𝑖
baigti sąlygą

baigti ciklą
baigti ciklą
grąžinti ¬ (rang (𝑀) < |dauginamųjų aibė|)

baigti funkciją

turi netrivialų sveikąjį sprendinį 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑘 ir 𝑘 ilgio derinys yra multiplikatyviai priklauso-
mas, tai visiems𝑚 > 𝑘

𝑧𝑥11 𝑧
𝑥2
2 …𝑧𝑥𝑘𝑘 𝑧𝑥𝑘+1𝑘+1 𝑧

𝑥𝑘+2
𝑘+2 …𝑧

𝑥𝑚𝑚 = 1

turi netrivialų sprendinį𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘+2 = ⋯ = 𝑥𝑚 = 0, todėl deriniai, kurių poaibis
yra priklausomas derinys, yra priklausomi. Be to, visi deriniai, kuriuose yra 1, turi netrivialų
sprendinį ir yra priklausomi. Taigi, perrenkant nebūtina perrinkti derinių, kuriuose yra jau
patikrinti priklausomi deriniai. Šakojimo ir ribojimo (Branch and Bound) technika pagrįsti
algoritmai perrenka dalinius uždavinius, ir nebeperrenka dalies padidintų dalinių uždavinių.
Šiuo atveju galima perrinkti 𝑘 = 2 ilgio derinius, suskaičiuoti nepriklausomus, atmesti pri-
klausomus, tuomet perrinkti 𝑘 + 1 ilgio derinius, sudarytus iš nepriklausomų 𝑘 ilgio derinių
ir skaičių [𝑎, 𝑏] ⧵ {1}. Kartojant gaunamas multiplikatyviai nepriklausomų derinių skaičius
visiems 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑏 − 𝑎 + 1. Ši mintis įgyvendinta 2 algoritmu.

Nors 2 algoritmas yra greitesnis nei paprastas perrinkimas, jo laiko sudėtingumas išlieka
didelis, o atminties sudėtingumas padidėja. Žinant, kiek užtruks 𝑘 ilgio derinių perrinkimas
būtų galima išspręsti multiplikatyviai nepriklausomų derinių skaičiavimo uždavinį laiką lygi-
nant su visų 𝑘 ilgio derinių perrinkimo laiku, todėl nelengva įvertinti tikslų algoritmo sudė-
tingumą.

Negalint greitai rasti tikslaus multiplikatyviai nepriklausomų derinių skaičiaus galima
bandyti jį įvertinti iš viršaus ir iš apačios. Vieną viršutinę ribą nusako multiplikatyviai pri-
klausomi deriniai, kuriuose yra 1 arba du to paties skaičiaus laipsniai. Apatinę ribą nurodo
multiplikatyviai nepriklausomi deriniai, kuriuose kiekvienas skaičius turi bent vieną pirminį
dauginamąjį, kurio neturi kiti skaičiai derinyje.

Kiekvienas 𝑘 − 1 ilgio derinys gali būti paverstas priklausomu 𝑘 ilgio deriniu pridėjus 1,
6



2 algoritmas. Multiplikatyviai nepriklausomų derinių skaičiavimo algoritmas.
Įvestis: [𝑎, 𝑏]—natūraliųjų skaičių intervalas
Išvestis: 𝑦𝑘 — 𝑘 ilgio multiplikatyviai nepriklausomų derinių skaičius
funkcija Skaičiuoti([𝑎, 𝑏])

𝑦 ← (0, … 0)
deriniai← {{𝑎}, {𝑎 + 1}, … {𝑏}}
kol |deriniai| > 0 atlikti

nepriklausomi deriniai← ∅
kiekvienam 𝑠 ∈ deriniai atlikti

jei Nepriklausomas(𝑠) tuomet
𝑦 |𝑠| ← 𝑦 |𝑠| + 1
nepriklausomi deriniai← nepriklausomi deriniai ∪ 𝑠

baigti sąlygą
baigti ciklą
deriniai← ∅
kiekvienam 𝑠 ∈ deriniai atlikti

kiekvienam 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ⧵ {1} atlikti
jei |𝑠 ∪ {𝑥}| > |𝑠| tuomet

deriniai← deriniai ∪ 𝑠
baigti sąlygą

baigti ciklą
baigti ciklą

baigti ciklą
grąžinti 𝑦

baigti funkciją
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į šį skaičių įeina ir priklausomas derinys {1}. Suskaičiavus skirtingų laipsnių sekas ir jų ele-
mentų skaičių intervale [𝑎, 𝑏] gaunami visi multiplikatyviai priklausomi deriniai, sudaryti iš
𝑖 tam tikro laipsnio sekos elementų ir 𝑘 − 𝑖 kitų skaičių, neskaitant jau įskaičiuotų derinių
su ankstesniais laipsniais. Formaliai priklausomų derinių skaičiaus apatinis įvertis 𝐷𝑘 ≤ 𝐷𝑘
užrašomas kaip

𝑌 = (𝑦 = (𝑖𝑗 ∶ 𝑗 = 1, 2, … ⌈log𝑖 𝑏⌉) ∩ [𝑎, 𝑏] ∶ 𝑦 ≠ ∅, 𝑖 = 2, 3, … 𝑏) ,

𝐷𝑘 = ∑
𝑦𝑙∈𝑌

min(𝑘,|𝑦𝑙|)
∑
𝑖=2

𝐶𝑖
|𝑦𝑙|𝐶

𝑘−𝑖
𝑏−𝑎+1−|𝑦𝑙|−∑

𝑙−1
𝑣=1 |𝑦𝑙|

+ 𝟙1∈[𝑎,𝑏]𝐶𝑘−1
𝑏−𝑎+1,

tuomet multiplikatyviai nepriklausomų derinių skaičius

𝑆𝑘 ≤ 𝑆𝑘 = 𝐶𝑘
𝑏−𝑎+1 − 𝐷𝑘.

Kadangi pirminiai skaičiai tarpusavyje multiplikatyviai nepriklausomi, jei kiekvienas
skaičius derinyje turi tik jam būdingą pirminį dauginamąjį, derinys yra multiplikatyviai ne-
priklausomas. Tada nepriklausomų derinių skaičiaus apatinis įvertis 𝑆𝑘 ≤ 𝑆𝑘 užrašomas kaip

𝑌 = (𝑦 = (𝑝𝑖 ∶ 𝑖 = 1, 𝑝, 𝑝 + 1,…⎡⎢
𝑏
𝑝⎤⎥) ∩ [𝑎, 𝑏] ∶ 𝑦 ≠ ∅, 𝑝 = 2, 3, … 𝑏, 𝑝— pirminis) ,

𝑆𝑘 = ∑
𝑌𝑘⊆𝑌
|𝑌𝑘|=𝑘

∏
𝑦∈𝑌𝑘

|𝑦|.

1 pav. Tikimybė, kad natūraliųjų skaičių iš [1, 20] derinys be pasikartojimų bus multiplika-
tyviai nepriklausomas. Dauguma trumpų derinių nepriklausomi, dauguma ilgų derinių —
priklausomi.

1 paveiksle pavaizduoti multiplikatyviai nepriklausomų derinių iš [1, 20] dalies įverčiai ir
tiksli reikšmė. Nors viršutinis įvertis kokybiškai atitinka tikslaus skaičiaus kreivę, yra daug
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trejetais ir didesniais poaibiais priklausomų derinių, todėl viršutinis įvertis nėra tikslus. Apa-
tinis įvertis taip pat kokybiškai atitinka tikslaus skaičiaus kreivę ir turi mažesnę paklaidą nei
viršutinis.
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2. Multiplikatyviai nepriklausomų algebrinių skaičių de-
rinių skaičiavimas

Kompleksinis skaičius 𝛼 vadinamas algebriniu skaičiumi, jei jis yra kokio nors nenulinio
daugianario su racionaliaisiais koeficientais

𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0, 𝑎0, 𝑎1, … 𝑎𝑛−1 ∈ ℚ

šaknis, t. y. 𝑝(𝛼) = 0. Toks mažiausio įmanomo laipsnio daugianaris vadinamas algebrinio
skaičiaus 𝛼 minimaliuoju daugianariu, o jo laipsnis — algebrinio skaičiaus 𝛼 laipsniu. Pa-
vyzdžiui, laipsnio 1 algebrinio skaičiaus 5/9 minimalus daugianaris lygus 𝑥 − 5/9, laipsnio 2
algebrinio skaičiaus −1 + 𝑖 minimalus daugianaris lygus 𝑥2 + 2𝑥 + 2, ir laipsnio 6 algebrinio
skaičiaus exp(2𝜋𝑖/7) minimalus daugianaris lygus ∑6

𝑗=0 𝑥𝑗. Kadangi daugianario koeficien-
tai racionalūs, tokie algebriniai skaičiai dar vadinami algebriniais skaičiais viršℚ. Algebrinių
skaičių aibė yra skaiti. Algebrinio skaičiaus 𝛼 aukščiu vadinamas skaičius

𝐻(𝛼) = (𝑎𝑑
𝑑
∏
𝑖=1

max(1, |𝛼𝑖|))
1/𝑑

kur 𝑑 yra minimalaus 𝛼 daugianario laipsnis, 𝛼𝑖 — minimalaus daugianario šaknys, 𝑎𝑑 —
mažiausias natūralusis skaičius, iš kurio reikia padauginti algebrinio skaičiaus 𝛼 minimalųjį
daugianarį, kad visi jo koeficientai būtų sveikieji skaičiai. Algebrinio skaičiaus logaritminis
aukštis apibrėžiamas kaip

ℎ(𝛼) = ln𝐻(𝛼).

Norint 2 algoritmą pritaikyti algebriniams skaičiams reikalingas baigtinės algebrinių skai-
čių aibėsmultiplikatyviojo nepriklausomumopatikrinimo algoritmas. Vieną galimą tikrinimo
algoritmą galima gauti remiantis 3 teorema straipsnyje [16].

1 teorema ([11], 2.1 lema). Tegul 𝑛 ≥ 2, 𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑛 —multiplikatyviai priklausomi nenu-
liniai algebriniai skaičiai 𝐷 laipsnio skaičių kūne 𝐾 virš ℚ, kurių kiekvieno aukštis ne didesnis
už 𝐻 ≥ 2. Tuomet egzistuoja 𝑘1, 𝑘2, … 𝑘𝑛 ∈ ℤ, bent vienas nenulinis, ir tik nuo 𝑛 priklausantis
teigiamas skaičius 𝑐1, kad

𝛼𝑘11 𝛼
𝑘2
2 …𝛼𝑘𝑛𝑛 = 1

ir

max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑘𝑖| ≤ 𝑐1𝐷𝑛(log(𝐷 + 1))3(𝑛−1)(log𝐻)𝑛−1.

Be to, jei 𝐾 totaliai realus, t.y. 𝐾 = ℚ(𝛼), kur visi algebrinio skaičiaus 𝛼 algebriniai jungtiniai
yra realieji skaičiai, tuomet egzistuoja 𝑘1, 𝑘2, … 𝑘𝑛 ∈ ℤ, bent vienas nenulinis, ir tik nuo 𝑛 pri-
klausantis teigiamas skaičius 𝑐2, kad

max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑘𝑖| ≤ 𝑐2(log𝐻)𝑛−1.

1 teoremoje galimos 𝑘𝑖 reikšmės apribotos ir sveikosios, todėl perrinkus visas 𝑘1, 𝑘2, … 𝑘𝑛
reikšmes galima nuspręsti, ar 𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑛 yra multiplikatyviai nepriklausomi. Pirmojo įverčio
dešinioji pusė gali būti perrašyta pagal [16] 3 teoremą kaip

max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑘𝑖| ≤ max
1≤𝑖≤𝑛

((𝑛 − 1)!𝑤(𝐾)∏
𝑗≠𝑖

(𝐷ℎ(𝛼𝑗)𝜆(𝐷))) ,
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kur 𝑤(𝐾) žymi vieneto šaknų skaičių kūne 𝐾, 𝜆(𝐷) = (2 − 𝜀)(ln ln𝐷/ ln𝐷)3 bet kuriam 𝜀 > 0,
jei𝐷 pakankamai didesnis už 𝜀. Kadangi egzistuoja algoritmas algebrinių skaičių aukščiui nu-
statyti, šis įvertis yra suskaičiuojamas ir gali būti algoritmo pagrindu. Šio algoritmo sudėtingu-
mas lygus 𝒪((2 ⋅ 𝑐1(𝑛)𝐷𝑛(log(𝐷 + 1))3(𝑛−1)(log𝐻)𝑛−1)

𝑛
) = 𝒪 ((𝑐1(𝑛))𝑛 (2𝑛)

𝑛) pasirinktam
kūnui. Apibūdintas algoritmas veiktų pernelyg lėtai skaičiavimams praktikoje, nebent 𝑐1(𝑛)
greitai mažėja.

Multiplikatyviai nepriklausomų algebrinių skaičių derinių skaičiavimą gali pagreitinti 2
teorema.

2 teorema ([11], 3.4 išvada). Jei algebriniai skaičiai 𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑛 poromis skirtingi, tai 𝛼1 +
𝑡, 𝛼2 + 𝑡,…𝛼𝑛 + 𝑡 multiplikatyviai priklausomi tik su baigtiniu skaičiumi skaičių 𝑡 ∈ ℤ.

Žinant mažiausią ir didžiausią 𝑡 reikšmę būtų galima netikrinti visų paslinktų skaičių
𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑛 derinių, nes visi deriniai už intervalo ribos yra multiplikatyviai nepriklausomi.

Algebrinių skaičių bet kuriamenenulinio ilgio intervale be galo daug, todėl reikia apibrėžti
prasmingą intervalo skaičių aibę perrinkimui. Algebrinių skaičių vektorius 𝜈 = (𝜈1, 𝜈2, … 𝜈𝑛)
yra multiplikatyviai nepriklausomas, jei neegzistuoja nenulinio vektoriaus 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, … 𝑘𝑛),
kad 𝜈𝑘 = 𝜈𝑘11 𝜈

𝑘2
2 …𝜈𝑘𝑛𝑛 = 1. Straipsnyje [22] įrodoma, kad multiplikatyviai priklausomų 𝑛

matmenų laipsnio 𝑑 ir aukščio neviršijančio𝐻 algebrinių skaičių vektorių skaičius auga kaip

𝑀∗
𝑛,𝑑(𝐻) = 𝐶(𝑛, 𝑑)𝐻𝑑(𝑑+1)(𝑛−1) + 𝑂(𝐻𝑑(𝑑+1)(𝑛−1)−𝑑/2 log𝐻),

kur

𝐶(𝑛, 𝑑) = (𝑛𝑤0(𝑑) + 2𝑛(𝑛 − 1))𝐶1(𝑑)𝑛−1,

𝑤0(𝑑) yra laipsnio 𝑑 vieneto šaknų skaičius,

𝐶1(𝑑) =
𝑑2𝑑

𝜁(𝑑 + 1)
⌊(𝑑−1)/2⌋
∏
𝑗=1

(𝑑 + 1)(2𝑗)𝑑−2𝑗
(2𝑗 + 1)𝑑−2𝑗+1 ,

𝜁(𝑠) yra Rymano dzeta funkcija. Kadangi egzistuoja algoritmas apriboto aukščio algebriniams
skaičiams skaičiuoti, pavyzdžiui [8], galima sudaryti šių skaičių derinius. Perrenkant algeb-
rinių skaičių derinius algoritmu būtų galima naudoti tas pačias aukščio ir laipsnio ribas bei
intervalo kraštus prasmingai perrinkimo aibei gauti, taip patikslinant šį įvertį pasirinktame
intervale.
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3. Nepriklausomumo svarba Büchi aritmetikoje
Įvairių aritmetikų raiška ir teiginių jose įrodomumas apžvelgiamas [2].
Žinoma, kad natūraliųjų skaičių aritmetika su sudėties ir daugybos operacijomis

⟨ℕ,=,+, ×⟩ turi teiginių, kurie negali būti įrodyti per baigtinį laiką. Norint apibrėžti aritmeti-
ką, kurios visi teiginiai įrodomi algoritmais, reikia susilpninti įprastinės aritmetikos operacijas
išsaugant kuo daugiau aritmetikoje išreiškiamų teiginių.

Presburger aritmetika ⟨ℕ,=,+⟩ neturi daugybos operacijos. Šioje aritmetikoje kiekvienas
teiginys gali būti įrodytas algoritmu, veikiančiu per baigtinį laiką. Vienas toks algoritmas,
paremtas teiginio kintamųjų sprendinių aibę atpažįstančio baigtinio automato konstravimu
pateiktas [4]. Aritmetikoje apibrėžiamas sąryšis apibrėžia aibę vektorių, kuriuos priskyrus
sąryšio kintamiesiems sąryšis yra teisingas.

3 teorema ([2], 3 išvada). Poaibis 𝑋 ⊆ ℕ gali būti apibrėžtas ⟨ℕ,=,+⟩ tada ir tik tada, kai
𝑋 yra galiausiai periodinė aibė, kitaip tariant, egzistuoja 𝑀,𝑝 ≥ 1, kad kiekvienam 𝑥 ≥ 𝑀,
𝑥 ∈ 𝑋 ⟺ 𝑥 + 𝑝 ∈ 𝑋.

4 teorema ([2], 4 teorema; [12]). Kai 𝑛 ≥ 1, poaibis 𝑋 ⊆ ℕ𝑛 gali būti apibrėžtas ⟨ℕ,=,+⟩
tada ir tik tada, kai𝑋 yra pusiau tiesinė aibė, kitaip tariant,𝑋 yra apibrėžiama baigtine pavidalo

∃𝑦1…∃𝑦𝑚(𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1 ⋅ 𝑦1 +⋯+ 𝑎𝑚 ⋅ 𝑦𝑚)

formulių disjunkcija, kur 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛), 𝑎0, 𝑎1, … 𝑎𝑚 ∈ ℕ𝑛, 𝑎𝑗 ⋅ 𝑦𝑗 = (𝑎𝑗1𝑦𝑗, 𝑎𝑗2𝑦𝑗, … 𝑎𝑗𝑛𝑦𝑗),
𝑗 = 1, 2, …𝑚.

Atsisakius daugybos, aritmetikos ⟨ℕ,=,+⟩ teiginiai gali būti įrodyti per baigtinį laiką,
bet neįmanoma išreikšti daugelio teiginių, pavyzdžiui, teiginių apie daugianarius. Prie
Presburger aritmetikos operacijų pridėjus skaičiaus kėlimą kvadratu gaunama aritmetika
⟨ℕ,=,+, 𝑥 ↦ 𝑥2⟩, tačiau joje daugyba 𝑥 × 𝑦 = 𝑧 gali būti išreikšta kaip lygties (𝑥 + 𝑦)2 =
𝑥2 + 𝑧 + 𝑧 + 𝑦2 sprendinys. Taigi, aritmetika su skaičiaus kėlimu kvadratu turi per baigti-
nį laiką neįrodomų teiginių, kaip ir ⟨ℕ,=,+, ×⟩, tad papildomos funkcijos turi būti atidžiai
parinktos.

Büchi aritmetika yra aritmetika ⟨ℕ,=,+, 𝑉 𝑘⟩, kur 𝑉 𝑘 yra funkcija, randanti didžiausią
nenulinį skaičių dalinantį 𝑘 laipsnį:

𝑉 𝑘(0) = 1,
𝑉 𝑘(𝑥) = max

0≤𝑗≤⌈log𝑘 𝑥⌉
𝑘𝑗 ⋅ 𝟙𝑥 mod 𝑘𝑗=0, 𝑥 ∈ ℕ ⧵ {0}.

Šios aritmetikos įrodomumas susijęs su 𝑘 simbolių abėcėlės baigtiniais automatais.
Apibrėžiant baigtinį automatą, abėcėlė Σ yra baigtinė simbolių aibė. Σ∗ žymima galimų

baigtinių žodžių aibė iš abėcėlės Σ, įskaitant tuščią žodį 𝜆. Baigtinis automatas su abėcėle Σ—
tai ketvertas (𝑄, 𝑞0, 𝛿, 𝑄′), kur 𝑄 yra baigtinė būsenų aibė, 𝑞0 yra pradinė būsena, 𝑄′ ⊆ 𝑄 yra
galutinių būsenų aibė, 𝛿 ∶ 𝑄 × Σ → 𝑄 yra perėjimo funkcija. Ši perėjimo funkcija nurodo,
kaip baigtinio automato būsena keičiasi apdorojant vieną įvesties simbolį. Perėjimo funkcija
pratęsiama visai baigtinių žodžių aibei Σ∗ apdorojant kiekvieną žodžio simbolį paeiliui:

𝛿∗(𝑞, 𝑎) = 𝛿(𝑞, 𝑎), 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑎 ∈ Σ,
𝛿∗(𝑞, 𝑎𝑤) = 𝛿(𝛿∗(𝑞, 𝑤), 𝑎), 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑎 ∈ Σ,𝑤 ∈ Σ∗.

Jei 𝛿∗(𝑞0, 𝑤) ∈ 𝑄′, žodis𝑤 ∈ Σ∗ yra atpažįstamas baigtinio automato. Visų tam tikro baigtinio
automato atpažįstamų žodžių aibė vadinama jo kalba.
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Büchi aritmetikoje skaičiai apibrėžiami 𝑘-tainėje sistemoje. Jei aibė 𝑘-tainių skaičių vekto-
rių 𝑥 ∈ ℕ𝑛 yra kurio nors baigtinio automato su abėcėle {0, 1, … 𝑘−1}𝑛 kalba, ši aibė vadinama
𝑘-atpažįstama. Teiginys aritmetikoje užrašomas naudojant aritmetinius simbolius =,+,𝑉 𝑘
bei pirmosios eilės logiką su visuotinumo ir egzistavimo kvantoriais.

5 teorema ([2], 20 teorema; [6]). Tegul 𝑘 ≥ 2, 𝑛 ≥ 1. Poaibis 𝑋 ⊆ ℕ𝑛 yra 𝑘-atpažįstamas
tada ir tik tada, kai jį galima apibrėžti ⟨ℕ,=,+, 𝑉 𝑘⟩.

Büchi aritmetikoje apibrėžiami teiginiai Th(ℕ,=,+, 𝑉 𝑘) gali būti įrodyti per baigtinį lai-
ką, nes šioje aritmetikoje kiekvienam teiginiui iš aritmetinės formulės, suvaržytos egzistavimo
kvantoriais galima rasti atitinkamą 𝑘-atpažįstamą baigtinio automato kalbą, kuri būtų tuščia
tada ir tik tada, kai teiginys klaidingas. Büchi taip pat įrodė, kad multiplikatyviai priklauso-
miems 𝑘 ir 𝑙, 𝑘 ≠ 𝑙, 𝑘 ir 𝑙-tainių aritmetikų teiginiai yra 𝑘-atpažįstami ir 𝑙-atpažįstami vienu
metu. Kyla klausimas, ar yra teiginių, kurie gali būti 𝑘-atpažįstami ir 𝑙-atpažįstami multipli-
katyviai nepriklausomiems 𝑘 ir 𝑙. Į šį klausimą atsako Cobham teorema, kuri rodo, kad multi-
plikatyviai nepriklausomiems 𝑘 ir 𝑙 visos 𝑘 ir 𝑙-atpažįstamos aibės yra galiausiai periodinės ir
negali išreikšti sudėtingesnių teiginių nei aritmetika ⟨ℕ,=,+⟩.

6 teorema (Cobham, [2], 24 teorema; [7]). Tegul 𝑘, 𝑙 ≥ 2 yramultiplikatyviai nepriklausomi
natūralieji skaičiai. Kiekvienas poaibis 𝑋 ⊆ ℕ, kuris yra 𝑘 ir 𝑙-atpažįstamas, yra galiausiai
periodinis.

Cobham teoremą Semionov išplėtė daugiaviečiams sąryšiams.

7 teorema (Cobham-Semionov, [2], 25 teorema; [23]). Tegul 𝑛 ≥ 1, 𝑘, 𝑙 ≥ 2 yra mul-
tiplikatyviai nepriklausomi natūralieji skaičiai. Kiekvienas poaibis 𝑋 ⊆ ℕ𝑛, kuris yra 𝑘 ir 𝑙-
atpažįstamas, yra apibrėžiamas ⟨ℕ,=,+⟩.

Kita vertus, multiplikatyviai nepriklausomų 𝑘 ir 𝑙 atveju aritmetika ⟨ℕ,=,+, 𝑉 𝑘, 𝑉 𝑙⟩ ati-
tinka ⟨ℕ,=,+, ×⟩.
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4. Multiplikatyviai nepriklausomos bazės
𝑞-tainę skaičių sistemą sudaro bazė 𝑞 ≤ −2 ir skaitmenys 0, 1, |𝑞|−1. Kiekvienas sveikasis

skaičius turi vienintelę išraišką 𝑞-tainėje sistemoje. Gauso sveikieji skaičiai — kompleksiniai
skaičiai 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, arba 𝑍[𝑖]— gali būti išreiškiami vieninteliu būdu skaičių sis-
temose su baze −1 + 𝑖 ir skaitmenimis {0, 1} bei baze −1 − 𝑖 ir skaitmenimis {0, 1} pagal [15].
Madritsch ir Ziegler straipsnyje [18] įrodoma, kad bazės−𝑚+𝜁𝑘, kur 𝜁𝑘 yra primityvioji 𝑘-toji
vieneto šaknis,𝑚 ≥ 𝜑(𝑘)+1 sudaroℤ[𝜁𝑘] skaičių sistemą. Cobham teorema susieja atpažįsta-
mas skaičiavimo sistemas pagal multiplikatyvųjį bazių priklausomumą ar nepriklausomumą,
todėl straipsnyje tirtas bazių nepriklausomumas. Įrodyta, kad −𝑚 + 𝜁𝑘 ir −𝑛 + 𝜁𝑘 nepriklau-
somos, kai 𝑚 > 𝑛 > 𝐶(𝑘). Vėlesniame straipsnyje [19] Madritsch ir Ziegler iškėlė hipotezę,
kad −𝑚 + 𝜁𝑘 ir −𝑛 + 𝜁𝑘 nepriklausomos, kai𝑚 > 𝑛 > 1, 𝑘 > 2.

Pastaroji hipotezė buvo įrodyta Drungilo ir Dubicko [10]. Taip pat įrodytas apibendrintas
hipotezės atvejis daugiau nei dviejoms nepriklausomoms bazėms.
8 teorema ([10], 1.1 teorema). Kiekvienam 𝑘 ≥ 3 ir visiems teigiamiems sveikiesiems skai-
čiams𝑚 > 𝑛, skaičiai𝑚−𝜁𝑘, 𝑛 − 𝜁𝑘 multiplikatyviai nepriklausomi, išskyrus kai (𝑛, 𝑘) = (1, 6).

8 teorema įrodoma taikant 9 teoremą.
9 teorema ([10], 1.2 teorema). Tegul 𝛼 yra toks laipsnio 𝑑 ≥ 4 sangrąžinis algebrinis skaičius,
kad skaičius 𝛽 = 1+ 1/𝛼 turi bent du jungtinius skaičius intervale (−∞, 2]. Tuomet bet kokiems
sveikiesiems skaičiams𝑚 > 𝑛 > 0 skaičiai𝑚 − 𝛼, 𝑛 − 𝛼 yra multiplikatyviai nepriklausomi.

Čia algebrinis skaičius 𝛼 ≠ 0 yra sangrąžinis, jei 1/𝛼 lygus 𝛼 jungtiniam skaičiui virš ℚ.
Jungtiniai skaičiai kūno išplėtime yra to paties minimalaus daugianario šaknys, kitaip, egzis-
tuoja izomorfizmas 𝜎 ∶ 𝐹(𝛼) → 𝐹(𝛽), kuris lygus tapatybei kūne F. Kiekvienas sangrąžinis
𝛼 ≠ ±1 turi lyginį laipsnį 𝑑, tuomet 𝛽 = 𝛼 + 1/𝛼 turi laipsnį 𝑑/2.
Įrodymas. Teorema įrodoma prieštara. Tarkime, kad egzistuoja sveikieji skaičiai 𝑎, 𝑏, bent
vienas nenulinis, kad

(𝑚 − 𝛼)𝑎 = (𝑛 − 𝛼)𝑏.
Neprarandant bendrumo galima teigti, kad 𝑎 ≥ 0.

Tegul 𝐺 yra normaliojo uždarinio ℚ(𝛼) Galua grupė virš ℚ. Pasirinkus bet kurį automor-
fizmą iš 𝐺 𝛼 ↦ 1/𝛼 ir pritaikius lygybei gauname

(𝑚 − 1/𝛼)𝑎 = (𝑛 − 1/𝛼)𝑏

Sudauginus abi lygybes gauname

(𝑚 − 1/𝛼)𝑎(𝑚 − 𝛼)𝑎 = (𝑛 − 1/𝛼)𝑏(𝑛 − 𝛼)𝑏,
((𝑚 − 1/𝛼)(𝑚 − 𝛼))𝑎 = ((𝑛 − 1/𝛼)(𝑛 − 𝛼))𝑏,

(𝑚2 −𝑚𝛼 −𝑚/𝛼 + 1)𝑎 = (𝑛2 − 𝑛𝛼 − 𝑛/𝛼 + 1)𝑏.
Tuomet pagal 𝛽 = 𝛼 + 1/𝛼

(𝑚2 + 1 −𝑚𝛽)𝑎 = (𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽)𝑏

Tegul 𝛽1 < 𝛽2 < 2 būna bet kurie realūs 𝛽 jungtiniai skaičiai virš ℚ. Kadangi deg(𝛽2) =
deg(𝛽) = 𝑑/2 ≥ 2, 𝛽 ≠ 2. ℚ(𝛽) yra ℚ(𝛼) pokūnis, todėl 𝐺 egzistuoja automorfizmai 𝛽 ↦ 𝛽1 ir
𝛽 ↦ 𝛽2. Pritaikius automorfizmus lygybei gauname

(𝑚2 + 1 −𝑚𝛽1)𝑎 = (𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽1)𝑏

(𝑚2 + 1 −𝑚𝛽2)𝑎 = (𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽2)𝑏
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Reikia parodyti, kad 𝑎 > 0. Jei 𝑎 = 0 ir 𝑏 ≠ 0, tai 𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽1, 𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽2 yra vieneto
šaknys. 𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽𝑗 ≥ 2𝑛 − 𝑛𝛽𝑗 > 0, todėl vieneto šaknys realios ir teigiamos, taigi, lygios
vienintelei realiai teigiamai vieneto šakniai 1. Tuomet 𝛽1 = 𝛽2 = 𝑛, tačiau tai prieštarauja
prielaidai 𝛽1 < 𝛽2.

Reikia parodyti, kad 𝑏 ≠ 0. 𝑚 ≥ 2 > 𝛽𝑗, todėl𝑚2 + 1 − 𝑚𝛽𝑗 > 1. Kadangi 𝑎 ≥ 1, kairioji
lygybės

(𝑚2 + 1 −𝑚𝛽𝑗)𝑎 = (𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽𝑗)𝑏

pusė didesnė nei 1, todėl laipsnio rodiklis 𝑏 ≠ 0, kitaip dešinioji pusė būtų lygi vienam. Paste-
bima, kad𝑚2 + 1 −𝑚𝑥 > 𝑛2 + 1 − 𝑛𝑥 > 0, jei 𝑥 ∈ (−∞, 2), todėl

𝑓(𝑥) = 𝑎 log(𝑚2 + 1 −𝑚𝑥) − 𝑏 log(𝑛2 + 1 − 𝑛𝑥)

intervale 𝑥 ∈ (−∞, 2) lygi 0 bent du kartus: kai 𝑥 = 𝛽1 ir 𝑥 = 𝛽2. Pagal Rolio teoremą,
išvestinė

𝑓′(𝑥) = − 𝑎𝑚
𝑚2 + 1 −𝑚𝑥 + 𝑏𝑛

𝑛2 + 1 − 𝑛𝑥
lygi 0 bent vieną kartą tarp 𝑥 = 𝛽1 ir 𝑥 = 𝛽2 kai 𝑥 = 𝛾. Įstačius 𝑓′(𝛾) = 0 gauname

0 = − 𝑎𝑚
𝑚2 + 1 −𝑚𝛾 +

𝑏𝑛
𝑛2 + 1 − 𝑛𝛾

𝑎(𝑛 + 1/𝑛 − 𝛾) = 𝑏(𝑚 + 1/𝑚 − 𝛾)

Žinoma, kad 𝑎 > 0 ir 𝑛 + 1/𝑛 − 𝛾 ≥ 2− 𝛾 > 0, todėl kairioji lygybės pusė teigiama, ir dešinioji
teigiama. 𝑚 + 1/𝑚 − 𝛾 > 0, todėl 𝑏 > 0, arba 𝑏 ≥ 1, nes 𝑏 sveikasis. Lygybėje

(𝑚2 + 1 −𝑚𝛽𝑗)𝑎 = (𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽𝑗)𝑏

kairioji pusė didesnė už 1 ir 𝑏 ≥ 1, tada 𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽𝑗 > 1, nes kitaip būtų keliama trupmena
neviršytų 1. Taigi, 𝑚2 + 1 − 𝑚𝛽𝑗 > 𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽𝑗 > 1, 𝑎, 𝑏 ≥ 1, tuomet 𝑎 < 𝑏, nes laipsnio
pagrindas kairėje lygybės pusėje didesnis nei dešinėje, ir abu didesni už vienetą. Be to,

0 < 𝑛2 + 1 − 𝑛𝛽𝑗 < 𝑚2 + 1 −𝑚𝛽𝑗,

todėl 𝑎(𝑛 + 1/𝑛 − 𝛾) < 𝑏(𝑚 + 1/𝑚 − 𝛾) lygybėje

𝑎(𝑛 + 1/𝑛 − 𝛾) = 𝑏(𝑚 + 1/𝑚 − 𝛾)

Gauta prieštara įrodo teoremą.

8 teoremos įrodymas. 𝑘-tojo laipsnio primityviąją vieneto šaknį galima apskaičiuoti formule

𝜁𝑘 = exp(2𝜋𝑖/𝑘).

Jei 𝑘 = 5 arba 𝑘 ≥ 7, deg(𝜁𝑘) = 𝜑(𝑘) ≥ 4, kur 𝜑(𝑘) yra Oilerio funkcija. Tuomet šiems
sveikiems 𝑘 skaičius 𝛼𝑘 yra algebrinis ir sangrąžinis, turintis laipsnį 𝜑(𝑘) ≥ 4. Šį 𝛼 atitinkantis
𝛽 = 𝜁𝑘+1/𝜁𝑘 = 2 cos(2𝜋/𝑘) turi𝜑(𝑘)/2 ≥ 2 jungtinių skaičių intervale (−2, 2). Pagal 2 teoremą
skaičiai𝑚−𝜁𝑘, 𝑛−𝜁𝑘 yramultiplikatyviai nepriklausomi bet kuriems sveikiesiems𝑚 > 𝑛 > 0.

Lieka įrodyti teoremą, kai 𝑘 = 3, 4, 6. Kai 𝑘 = 3, 𝛽 = 2 cos(2𝜋/𝑘) = −1. Įstačius 𝛽 į

(𝑚2 + 1 − 𝛽𝑚)𝑎 = (𝑛2 + 1 − 𝛽𝑛)𝑎

(𝑚2 + 1 +𝑚)𝑎 = (𝑛2 + 1 + 𝑛)𝑏
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gauname, kad skaičiai 𝑚2 + 𝑚 + 1 ir 𝑛2 + 𝑛 + 1 būtų multiplikatyviai priklausomi. Tuomet
egzistuoja 0 < 𝑎 < 𝑏 ir 𝑔 > 1, kad 𝑚2 + 𝑚 + 1 = 𝑔𝑏, 𝑛2 + 𝑛 + 1 = 𝑔𝑎. Pagal T. Nagell [21]
diofantinė lygtis𝑋2+𝑋+1 = 𝑌𝑏 turi vienintelį sprendinį (𝑋, 𝑌, 𝑏) = (18, 7, 3), jei𝑋,𝑌, 𝑏 > 1.
Taigi,𝑚2 +𝑚+ 1 = 182 + 18+ 1 = 73 = (𝑛2 + 1+ 𝑛)3, ir 22 + 2+ 1 = 7, tai rodo, kad𝑚 = 18,
𝑏 = 3, 𝑛 = 2. Kadangi 7 = 𝑛2 + 𝑛 + 1 = 𝑔𝑎 = 7𝑎, 𝑎 = 1. Šiems vieninteliams 𝑚, 𝑛 skaičiai
18 − 𝜁3, 2 − 𝜁3 yra multiplikatyviai nepriklausomi, nes

𝑎 ∈ ℕ, 𝑏 ∈ ℤ
(18 − 𝜁3)𝑎 = (2 − 𝜁3)𝑏 | ⋅ (18 − 𝜁−13 )𝑎 = (2 − 𝜁−13 )𝑏

((18 − 𝜁3)(18 − 𝜁−13 ))𝑎 = ((2 − 𝜁3)(2 − 𝜁−13 ))𝑏

(182 − 18𝜁−13 − 18𝜁3 + 1)𝑎 = (22 − 2𝜁−13 − 2𝜁3 + 1)𝑏

(182 − 18(𝜁3 + 𝜁−13 ) + 1)𝑎 = (22 − 2(𝜁3 + 𝜁−13 ) + 1)𝑏

(182 − 18 (−12 +
√3
2 − 1

2 −
√3
2 ) + 1)

𝑎

= (22 − 2(−12 +
√3
2 − 1

2 −
√3
2 ) + 1)

𝑏

(182 + 18 + 1)𝑎 = (22 + 2 + 1)𝑏

343𝑎 = 7𝑏

73𝑎 = 7𝑏

rodo, kad 𝑏 = 3𝑎, tačiau trupmena

18 − 𝜁3
(2 − 𝜁3)3

= 360 + 323𝜁3
343 = 397 + 323√3𝑖

686

nėra sveikasis algebrinis skaičius, todėl negali būti vieneto šaknis. Tai prieštarauja teiginiui,
kad skaičiai 18 − 𝜁3, 2 − 𝜁3 yra multiplikatyviai priklausomi.

Kai 𝑘 = 4, 𝛽 = 0, ir skaičiai 𝑚2 + 1, 𝑛2 + 1 būtų multiplikatyviai priklausomi. Tuomet
𝑚2+1 = 𝑔𝑏,𝑚, 𝑔, 𝑏 > 1. Tačiau pagal Catalan konjektūros [20] atvejį diofantinė lygtis𝑋2+1 =
𝑌𝑏 neturi sprendinių, kai𝑋,𝑌, 𝑏 > 1. Todėl skaičiaimultiplikatyviai nepriklausomi, kai𝑘 = 4.

Kai 𝑘 = 6, 𝛽 = 1 ir skaičiai𝑚2 −𝑚+1, 𝑛2 −𝑛 + 1 būtų multiplikatyviai priklausomi. Kai
𝑛 = 1, tai skaičiai𝑚 − 𝜁6, 1 − 𝜁6 yra multiplikatyviai priklausomi.

Kitais atvejais, kai 𝑚 > 𝑛 > 1, tarkime, kad skaičiai 𝑚 − 𝜁6, 𝑛 − 𝜁6 yra multiplikatyviai
priklausomi. Tuomet 𝑚2 − 𝑚 + 1 > 𝑛2 − 𝑛 + 1 > 1, ir egzistuoja 𝑚, 𝑛, 𝑔, 𝑏 > 1, 𝑎 ≥ 1, kad
𝑚2 − 𝑚 + 1 = 𝑔𝑏, 𝑛2 − 𝑛 + 1 = 𝑔𝑎. Lygybė 𝑚2 − 𝑚 + 1 = 𝑔𝑏 ekvivalenti (2𝑚 − 1)2 + 3 =
4𝑔𝑏. Pagal ypatingą 1.1 teoremos [17] atvejį diofantinė lygtis 𝑋2 + 3 = 4𝑌𝑏, 𝑋,𝑌, 𝑏 > 1 turi
vienintelį sprendinį (𝑋, 𝑌, 𝑏) = (37, 7, 3). Tuomet (𝑚, 𝑔, 𝑏) = (19, 7, 3), tada 𝑎 = 1, 𝑛 = 3.
Taigi, yra vienintelė pora 19 − 𝜁6, 3 − 𝜁6. Šiems vieninteliams𝑚, 𝑛 skaičiai 19 − 𝜁6, 3 − 𝜁6 yra
multiplikatyviai nepriklausomi, nes

𝑎 ∈ ℕ, 𝑏 ∈ ℤ,
(19 − 𝜁6)𝑎 = (3 − 𝜁6)𝑏 | ⋅ (19 − 𝜁−16 )𝑎 = (3 − 𝜁−16 )𝑏

rodo, kad 𝑏 = 3𝑎, tačiau trupmena

19 − 𝜁6
(3 − 𝜁6)3

= 37 + 323𝜁6
343

nėra algebrinis sveikasis skaičius, todėl negali būti vieneto šaknis. Tai prieštarauja teiginiui,
kad skaičiai 19 − 𝜁6, 3 − 𝜁6 yra multiplikatyviai priklausomi.
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Nenuliniai skaičiai 𝑧1, 𝑧2, … 𝑧𝑘 ∈ ℂ vadinami multiplikatyviai priklausomais, jei egzistuo-
ja 𝑎1, 𝑎2, … 𝑎𝑘 ∈ ℤ, ne visi nuliniai, kad

𝑧𝑎11 𝑧
𝑎2
2 …𝑧𝑎𝑘𝑘 = 1

kitais atvejais 𝑧1, 𝑧2, … 𝑧𝑘 ∈ ℂ vadinami multiplikatyviai nepriklausomais. [9] pastebėta, kad
algebriniam skaičiui 𝛼, kuris nėra algebrinis sveikasis skaičius, lygybė

(𝑚1 − 𝛼)𝑎1(𝑚2 − 𝛼)𝑎2 … (𝑚𝑘 − 𝛼)𝑎𝑘 = 1,

𝑎1, 𝑎2, … 𝑎𝑘 ∈ ℤ galioja tik tada, kai 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘 = 0.
Tuo atveju, kai 𝑘 = 2, 𝛼 - algebrinis skaičius, bet ne algebrinis sveikasis skaičius (šaknis

daugianario, kurio didžiausio laipsnio koeficientas lygus 1, kiti koeficientai tik racionalūs, ne
sveikieji),𝑚1, 𝑚2 ∈ ℤ,𝑚1 > 𝑚2, skaičiai𝑚1 − 𝛼,𝑚2 − 𝛼 multiplikatyviai priklausomi tada ir
tik tada, kai trupmena (𝑚1 − 𝛼)/(𝑚2 − 𝛼) yra vieneto šaknis.

10 teorema ([10], 3.1 teorema). Tegul 𝛼 - laipsnio 𝑑 ≥ 6 sangrąžinis algebrinis skaičius, toks,
kad 𝛽 = 𝛼 + 1/𝛼 turi bent 𝑡 ≥ 3 jungtinius skaičius intervale (−∞, 2]. Tuomet bet kuriems
sveikiesiems skaičiams𝑚1 > 𝑚2 > ⋯ > 𝑚𝑡−1 > 0 skaičiai

𝑚1 − 𝛼,𝑚2 − 𝛼,…𝑚𝑡−1 − 𝛼

yra multiplikatyviai nepriklausomi.

Įrodymas. Tegul 𝛽1 < ⋯ < 𝛽𝑡 < 2 yra 𝑡 realiųjų 𝛽 jungtinių skaičių. Tarkime priešingai
teoremos teiginiui: egzistuoja 𝑎1, 𝑎2, … 𝑎𝑡−1 ∈ ℤ, ne visi nuliniai, kad

(𝑚1 − 𝛼)𝑎1(𝑚2 − 𝛼)𝑎2 … (𝑚𝑡−1 − 𝛼)𝑎𝑡−1 = 1

Kaip ir anksčiau galime gauti

(𝑚2
1 + 1 −𝑚1𝛽𝑗)𝑎1(𝑚2

2 + 1 −𝑚2𝛽𝑗)𝑎2 … (𝑚2
𝑡−1 + 1 −𝑚𝑡−1𝛽𝑗)𝑎𝑡−1 = 1,

𝑗 = 1,… 𝑡. Tuomet funkcija

𝑓(𝑥) =
𝑡−1
∑
𝑗=1

𝑎𝑗 log(𝑚2
𝑗 + 1 −𝑚𝑗𝑥)

yra lygi nuliui intervale (−∞, 2) bent 𝑡 taškų 𝑥 = 𝛽1, … 𝛽𝑡. Pagal Rolio teoremą išvestinė

𝑓′(𝑥) = −
𝑡−1
∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝑚𝑗

𝑚2
𝑗 + 1 −𝑚𝑗𝑥

turi būti lygi nuliui bent 𝑡 − 1 taškų intervale (−∞, 2), tačiau taip nėra.
Daugianaris

𝑃(𝑥) = 𝑓′(𝑥)
𝑡−1
∏
𝑗=1

(𝑚2
𝑗 + 1 −𝑚𝑗𝑥)

yra ne didesnio nei 𝑡 − 2 laipsnio. Kadangi𝑚2
𝑗 + 1 −𝑚𝑗𝑥 > 0 visiems 𝑗 = 1,… 𝑡 − 1, 𝑃(𝑥) turi

tiek pat nulinių taškų intervale (−∞, 2), kiek 𝑓′(𝑥). 𝑃(𝑥) negali visur būti lygus nuliui, nes
tuomet

(𝑚2
1 + 1 −𝑚1𝑥)𝑎1(𝑚2

2 + 1 −𝑚2𝑥)𝑎2 … (𝑚2
𝑡−1 + 1 −𝑚𝑡−1𝑥)𝑎𝑡−1 − 1
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būtų lygus nuliui visiems 𝑥 ∈ (−∞, 2). Gaunama lygybė

∏
𝑗∈𝑁+

(𝑚2
𝑗 + 1 −𝑚𝑗𝑥)𝑎𝑗 = ∏

𝑗=𝑁−

(𝑚2
𝑗 + 1 −𝑚𝑗𝑥)𝑎𝑗

𝑁+ = {𝑗 ∈ {1, … 𝑡 − 1} ∶ 𝑎𝑗 ≥ 0}
𝑁− = {𝑗 ∈ {1, … 𝑡 − 1} ∶ 𝑎𝑗 < 0}

visiems 𝑥 ∈ (−∞, 2). Taigi, ši lygybė turėtų galioti visiems 𝑥 ∈ ℂ. Tačiau kiekvienam 𝑥 =
𝑚𝑗 + 1/𝑚𝑗, kuriam 𝑎𝑗 ≠ 0, vienas iš sandaugos narių vienoje lygybės pusėje lygus nuliui, tad
viena lygybės pusė lygi nuliui, kita - nelygi nuliui. Todėl 𝑃(𝑥), ir 𝑓′(𝑥) intervale 𝑥 ∈ (−∞, 2)
lygūs nuliui ne daugiau nei 𝑡 − 2 taškų. Gauta prieštara išvadai, kad intervale 𝑥 ∈ (−∞, 2)
𝑓′(𝑥) lygi nuliui bent 𝑡 − 1 taškų.
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5. Büchi aritmetikos teiginiai bazėse
Büchi aritmetikoje ⟨ℕ,=,+, 𝑉 𝑘⟩ galima išreikšti teiginius, ir visi šie teiginiai gali būti pa-

tikrinti algoritmu. Pavyzdžiui, teiginys

∀𝑥∃𝑦 (𝑦 + 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑦 + 𝑦 + 1 = 𝑥)

teigia, kad visi natūralieji skaičiai yra dalūs iš dviejų arba dalūs iš dviejų atėmus vienetą. Tą
patį teiginį, kai bazė lygi 2, galima išreikšti ir naudojant Büchi aritmetikos funkciją 𝑉2:

∀𝑥 (𝑥 = 02 ∨ ∃𝑧𝑉2(𝑥) = 102 + 𝑧 ∨ ∃𝑦 (𝑦 + 12 = 𝑥 ∧ ∃𝑧𝑉2(𝑦) = 102 + 𝑧)) .

Kitas teiginio pavyzdys—sąryšis, reiškiantis, kad𝑥 ir 𝑦 abu dalūs iš to paties didžiausio dvejeto
laipsnio 𝑧 ≥ 2:

¬(𝑧 = 12) ∧ 𝑉2(𝑥) = 𝑧 ∧ 𝑉2(𝑦) = 𝑧.

2 pav. Pirmi 26 = 64 skaičiavimo sistemos (−1+ 𝑖, {0, 1}) skaičiai. Skaičiavimo sistema nurodo
skaičius ℤ[𝑖].

Skaičiai ℤ[𝑖] yra kompleksiniai, todėl juos skaičiuojant skaičiavimo sistemoje
(−1 + 𝑖, {0, 1}) skaičiai išdėstomi gana sudėtinga tvarka, kuri pavaizduota 2 paveiksle.
ℤ[𝑖] yra žiedas, kitaip nei ℕ, naudojama Presburger ir Büchi aritmetikų apibrėžime.

Presburger aritmetika ⟨ℕ,=,+⟩ gali būti išplėsta į tiesinę sveikųjų skaičių aritmetiką
⟨ℤ,=,+⟩. Šios aritmetikos teiginiai irgi gali būti įrodyti per baigtinį laiką, pavyzdžiui, tai-
kant [5] aprašytą algoritmą. Sudėties atveju žiedas ℤ[𝑖] yra izomorfiškas žiedui ℤ2, kuriame
teiginiai taip pat gali būti įrodyti pastaruoju algoritmu.

Nors panašu, kad Büchi aritmetika nebuvo atskirai tirta išplečiant ją ℤ ar ℤ[𝑖], straips-
niuose [13] ir [3] tirti būdai suformuluoti Cobham teoremą žiede ℤ[𝑖]. [3] keliama Cobham
teoremos atvejo ℤ[𝑖] hipotezė skaičiavimo sistemos bazėms iš ℤ[𝑖].
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3 pav. Pirmi 2 ⋅62 = 72 skaičiavimo sistemos (−3+𝜁6, {0, 1, … 5}) skaičiai. Skaičiavimo sistema
nurodo skaičius ℤ[𝜁6].

Pagal [18], skaičius iš žiedoℤ[𝜁𝑘], kurį sudaro aibė {𝑎 +𝑏𝜁𝑘 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ir visi galimi iš jos
daugyba ir sudėtimi gauti skaičiai, gali būti vieninteliu būdu užrašytas skaičiavimo sistemoje
su baze −𝑚 + 𝜁𝑘,𝑚 ≥ 𝜑(𝑘) + 1 ir skaitmenimis {0, 1, … |Φ𝑘(𝑚)| − 1}, kur 𝑘-tasis ciklotominis
daugianaris Φ𝑘(𝑥) apibrėžtas kaip

Φ𝑘(𝑥) = ∏
1≤𝑗≤𝑘

gcd(𝑗,𝑘)=1

(𝑥 − 𝑒2𝜋𝑖⋅𝑗/𝑘) .

Ankstesniame skyrelyje pateiktas įrodymas, kad iš tirtųℤ[𝜁𝑘] bazių porų multiplikatyviai
priklausomos tik −𝑚+𝜁6 ir −1+ 𝜁6,𝑚 > 1. Tačiau bazė −1+ 𝜁6 nesudaro kanoninės skaičia-
vimo sistemos. Šios bazės atveju kiekvienas skaičius ℤ[𝜁6] gali būti užrašytas ne vienu būdu,
kaip natūraliuosiuose skaičiuose ℕ su bazėmis 𝑘 ≥ 2, kuriomis apibrėžta Büchi aritmetika.
Pavyzdžiui, (−1+𝜁6)7 = (−1+𝜁6)1. Tai gali reikšti, kad Büchi aritmetikos sąlygas tenkinančių
multiplikatyviai priklausomų bazių Cobham teoremai taikyti žieduose ℤ[𝜁𝑘] nėra.
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