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Santrauka

Siame darbe tiriamas multiplikatyviai priklausomy ir nepriklausomy skai¢iy daznis apra-
Sant galimus algoritmus jam skaiciuoti, pateikiamas multiplikatyviojo nepriklausomumo tai-
kymas tirti aritmetikos teiginiy jrodomuma Cobham teorema, bei apZvelgiamas skai¢iavimo
sistemos Z[{ | baziy multiplikatyviojo nepriklausomumo jrodymas.

Raktiniai ZodZiai: multiplikatyvusis nepriklausomumas, algebriniai skaiciai, Biichi
aritmetika, Cobham teorema, kanoninés skai¢iavimo sistemos



Summary

In this work, the frequency of multiplicatively dependent and independent algebraic num-
bers is investigated by providing possible algorithms for its calculation. One application of
multiplicative independence, namely its use for proving the algorithmic decidability of logical
sentences in formal arithmetic using Cobham’s theorem, is presented, along with an overview
of a proof of multiplicative independence for bases of a number system in Z[¢].

Keywords: multiplicative independence, algebraic numbers, Biichi arithmetic, Cob-
ham’s theorem, canonical number systems
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Jvadas

Nenuliniai kompleksiniai skaiciai z;, z,, ... z; vadinami multiplikatyviai priklausomais, jei
egzistuoja tokie sveikieji skaiciai x, x», ... X, kuriy nors vienas nelygus nuliui, kad

X1 X2 Xk
z1°23" ..z, =L

Jei tokiy xq, x,, ... X; neegzistuoja, zy,z,, ...z vadinami multiplikatyviai nepriklausomais.
PavyzdZziui, nataralieji skai¢iai 2,3,12 yra priklausomi, nes 272 - 371 . 12! = 1, taciau
2,12 yra nepriklausomi. Kompleksiniai skai¢iai exp (27i/3),exp (2zi/5) priklausomi, nes
(exp (2711'/3))_3 - (exp (2mi/ 5))5 = 1, tuo tarpu exp (\/5 . 27ri/3> , €Xp (\/E . 27ri/5) — nepri-
klausomi.

Baronénas [1] magistro baigiamajame darbe apzvelgé kompleksiniy skaiciy baziy multip-
likatyviojo nepriklausomumo jrodyma, jrode, kad skaiciai m —a, n —a yra multiplikatyviai ne-
priklausomi, jei m,n € Z, m # n, a — realusis algebrinis, bet ne sveikasis algebrinis skaicius
ir 2a & Z, bei tyré sveikyjy algebriniy skaiciy atvejj. Siame baigiamajame darbe pristatomos
multiplikatyviojo nepriklausomumo savybés ir pritaikymo bidai. Baigiamajame darbe apta-
riama, kokiu dazniu natairalieji ir algebriniai skaiciai biina multiplikatyviai priklausomi ir ne-
priklausomi, apibréZiamas formalus algoritmas natairaliyjy skaiciy aibiy nepriklausomumui
tikrinti bei multiplikatyviai nepriklausomy skaiciy deriniy intervale skai¢iui skaiciuoti, gali-
mas algoritmas algebriniy skaiciy nepriklausomumui tikrinti. Pateikiamas multiplikatyviojo
nepriklausomumo taikymas tirti teiginiy aritmetikose jrodomumg Cobham teorema bei ap-
zvelgiamas skaic¢iavimo sistemos Z[{; | baziy multiplikatyviojo nepriklausomumo jrodymas.



1. Multiplikatyviai nepriklausomy natuaraligjy skaiciuy
deriniy skaic¢iavimas

Multiplikatyviojo priklausomumo apibrézimas nerodo, kiek skaiciy seky yra multiplika-
tyviai priklausomos palyginus su multiplikatyviai nepriklausomomis. Norint palyginti $ias ai-
bes galima nagrinéti paprastg pavyzdj, kai skaiCiai yra nattralieji intervale [a, b]. Kadangi api-
bréZime naudojama daugyba komutatyvi, galima skaiciuoti multiplikatyviai nepriklausomy k
ilgio deriniy i$ intervalo skaiciy. IS viso yra Cl’f_ a+1 k ilgio deriniy, kurie yra arba priklausomi,
arba nepriklausomi, todél pazyméjus multiplikatyviai nepriklausomy k ilgio deriniy skaiciy
S, multiplikatyviai priklausomy to paties ilgio deriniy skaiciy D, gaunama, kad

CE 41 =Sk + Dy

Vienas i$ budy skaiciuoti nepriklausomus derinius yra perrinkimas kompiuteriu, taciau deri-
niy skaicius net maziems intervalams yra didelis. Perrinkimui taip pat reikia algoritmo, ge-
bancio patikrinti skai¢iy multiplikatyvyji nepriklausomumag. Algoritmo veikima galima Siek
tiek pagreitinti pasinaudojant Sakojimo ir ribojimo (Branch and Bound) technika (Zr. [14]),
tuo tarpu natairaliyjy skai¢iy nepriklausomuma galima tikrinti pasinaudojant pirminiais dau-
ginamaisiais.

Bet kokiam pirminiam skaiciui p lygybé p*p” = 1 tada ir tik tada, kai x = —y, tuo tarpu
skirtingiems pirminiams p;, p, lygybé p¥p3 = 1 tadair tik tada, kai x = y = 0. Taigi, bet koks
skirtingy pirminiy skaiciy derinys yra multiplikatyviai nepriklausomas, o sudétiniai skaiciai
lygybéje zy'z)? ... zpy = 1 turi pirminius dauginamuosius, kuriy laipsniy suma lygi nuliui.
Remiantis Sia idéja, derinys

X1 %2

Xm __
Z1°23° . Zm" =

iSskaidomas pirminiais dauginamaisiais

- Y11 Y12 bl
z; = p%) pi pg’“,
_ 21 22 2n
22 = D 1%) Pn™,
_ Ymi Ym2 Ymn
Zm = D p> -« Pn,

kur kiekvienam j = 1,2, ... n bent vienas i§ y; j, ¥5, ... Y j N€lygus nuliui. Derinys multiplika-
tyviai nepriklausomas tada ir tik tada, kai tiesiné homogeniné lygciy sistema

yuxi + yaxa + .+ YmiXm = 0,
YiX1 + YauxXo + o 4+ YmaXy = 0,
YinX1 + YwXa + . + YunXm = 0

neturi netrivialiy sveikyjy sprendiniy x;, x,, ... X,,,. Visi koeficientai sveikieji, todél lygciy sis-
temos sprendiniai yra racionalis, tad subendravardiklinus ir padauginus i§ bendrojo vardiklio
gaunamas sveikasis sprendinys. Jei egzistuoja netrivialus sprendinys, egzistuoja ir sveikasis
netrivialus sprendinys, todél uZtenka patikrinti, ar lygciy sistemg atitinkancios koeficienty
matricos rangas mazesnis uz m. Multiplikatyviojo nepriklausomumo tikrinimg igyvendina 1
algoritmas.

Paprasciausiu budu perrenkant visus k ilgio derinius ir skai¢iuojant multiplikatyviai ne-
priklausomus tekty perrinkti visus Cl'f_ a+1 deriniy. Pastebint, kad jei

X X X
211222 ...Zkk = 1



1 algoritmas. Multiplikatyviojo nepriklausomumo tikrinimas.

Ivestis: s — natiraliyjy skaiciy aibé
ISvestis: loginis kintamasis, reiSkiantis aibés multiplikatyvyji nepriklausomuma
funkcija NEPRIKLAUSOMAS(S)
dauginamieji — seky seka
rodikliai — seky seka
kiekvienam i = 1, 2, ... |s| atlikti
dauginamieji; « s; pirminiy dauginamyjy seka
rodikliai; < s; pirminiy dauginamyjy rodikliy seka
baigti cikla
dauginamyjy aibé « @
kiekvienam d € dauginamieji atlikti
dauginamyjy aibé < dauginamyjy aibé U d
baigti cikla
M — |dauginamyjy aibé| X |s| matmeny nuliy matrica
kiekvienam i = 1,2, ... |dauginamyjy aibe| atlikti
kiekvienam j = 1, 2, ... |dauginamieji| atlikti
jei dauginamyjy aib¢; € dauginamieji; tuomet
M;; « rodikliaij;
baigti salyga
baigti cikla
baigti cikla
grazinti - (rang (M) < |dauginamyjy aibé|)
baigti funkcija

turi netrivialy sveikajj sprendinj x;, x5, ... i ir k ilgio derinys yra multiplikatyviai priklauso-
mas, tai visiems m > k

27'2)% gk kg ke = 1

turi netrivialy sprendinj xq, X, ... Xg, Xk41 = Xg42 = *** = X, = 0, todél deriniai, kuriy poaibis
yra priklausomas derinys, yra priklausomi. Be to, visi deriniai, kuriuose yra 1, turi netrivialy
sprendinj ir yra priklausomi. Taigi, perrenkant nebutina perrinkti deriniy, kuriuose yra jau
patikrinti priklausomi deriniai. Sakojimo ir ribojimo (Branch and Bound) technika pagrjsti
algoritmai perrenka dalinius uZdavinius, ir nebeperrenka dalies padidinty daliniy uZdaviniy.
Siuo atveju galima perrinkti k = 2 ilgio derinius, suskaiciuoti nepriklausomus, atmesti pri-
klausomus, tuomet perrinkti k + 1 ilgio derinius, sudarytus i§ nepriklausomy k ilgio deriniy
ir skaiciy [a, b] \ {1}. Kartojant gaunamas multiplikatyviai nepriklausomy deriniy skaicius
visiems 1 < k < b — a + 1. Si mintis jgyvendinta 2 algoritmu.

Nors 2 algoritmas yra greitesnis nei paprastas perrinkimas, jo laiko sudétingumas iSlieka
didelis, o atminties sudétingumas padidéja. Zinant, kiek uztruks k ilgio deriniy perrinkimas
buty galima iSspresti multiplikatyviai nepriklausomy deriniy skaiciavimo uzdavinj laika lygi-
nant su visy k ilgio deriniy perrinkimo laiku, todél nelengva jvertinti tiksly algoritmo sudé-
tinguma.

Negalint greitai rasti tikslaus multiplikatyviai nepriklausomy deriniy skaiciaus galima
bandyti ji jvertinti i§ virSaus ir i§ apacios. Vieng virSuting ribg nusako multiplikatyviai pri-
klausomi deriniai, kuriuose yra 1 arba du to paties skaiCiaus laipsniai. Apatine ribg nurodo
multiplikatyviai nepriklausomi deriniai, kuriuose kiekvienas skaic¢ius turi bent vieng pirminj
dauginamajj, kurio neturi kiti skaiciai derinyje.

Kiekvienas k — 1 ilgio derinys gali biiti paverstas priklausomu k ilgio deriniu pridéjus 1,
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2 algoritmas. Multiplikatyviai nepriklausomy deriniy skai¢iavimo algoritmas.

Ivestis: [a, b] — nattraliyjy skaiciy intervalas
ISvestis: y;, — k ilgio multiplikatyviai nepriklausomy deriniy skaicius
funkcija SKAICIUOTI([a, b])
y < (0,..0)
deriniai « {{a},{a + 1}, ...{b}}
kol |deriniai| > 0 atlikti
nepriklausomi deriniai < @
kiekvienam s € deriniai atlikti
jei NEPRIKLAUSOMAS(s) tuomet
Yisl < Vit +1
nepriklausomi deriniai < nepriklausomi deriniai U s
baigti salyga
baigti cikla
deriniai « @
kiekvienam s € deriniai atlikti
kiekvienam x € [a, b] \ {1} atlikti
jei|sU{x}| > |s| tuomet
deriniai « deriniai U s
baigti salyga
baigti cikla
baigti cikla
baigti cikla
grazinti y
baigti funkcija




i 8 skaiCiy jeina ir priklausomas derinys {1}. Suskaiciavus skirtingy laipsniy sekas ir jy ele-
menty skai¢iy intervale [a, b] gaunami visi multiplikatyviai priklausomi deriniai, sudaryti i$
i tam tikro laipsnio sekos elementy ir k — i kity skaiCiy, neskaitant jau jskaiciuoty deriniy
su ankstesniais laipsniais. Formaliai priklausomy deriniy skaiciaus apatinis jvertis D, < Dy
uzraSomas kaip o

Y=p=(:j=12,.[logbl)n[a,b] : y#@,i=2,3,.b),

min(k’lle . )
D=2, 2 CwCy + T1efap CEoL
VU™ p—ga1—ys =52 1€la,b]~b—a+1°
yiey i=2 b—a+1-|y)|-2,—; il

tuomet multiplikatyviai nepriklausomy deriniy skaicius
Sk < S_k = Cll)(—a+1 _&'

Kadangi pirminiai skaiciai tarpusavyje multiplikatyviai nepriklausomi, jei kiekvienas
skaicius derinyje turi tik jam budingg pirminj dauginamajj, derinys yra multiplikatyviai ne-
priklausomas. Tada nepriklausomy deriniy skaiciaus apatinis jvertis S, < S uZraSomas kaip

Y:(yz(pi : izl,p,p+1,...[%]>n[a,b] : y;é@,p:2,3,...b,p—pirminis>,

Si=2 I bl

Yng yEYk
[Yil=k

1,0

apatinis jvertis
e virsutinis jvertis
e tiksli reikSmeé

0,8 -

0,6 -

0,4

0,2 1

Multiplikatyviai nepriklausomy deriniy dalis

0,0 -

i é :I’: lll EI') é % I8 SI) 1IO lll 1I2 1I3 1I4 1I5 1I6 1I7 118 119 2I0
Derinio ilgis
1 pav. Tikimybé, kad nattraliyjy skaiciy i$ [1,20] derinys be pasikartojimy bus multiplika-

tyviai nepriklausomas. Dauguma trumpy deriniy nepriklausomi, dauguma ilgy deriniy —
priklausomi.

1 paveiksle pavaizduoti multiplikatyviai nepriklausomy deriniy i$ [1, 20] dalies jverciai ir
tiksli reikSmeé. Nors virSutinis jvertis kokybiSkai atitinka tikslaus skai¢iaus kreive, yra daug
8



trejetais ir didesniais poaibiais priklausomy deriniy, todél vir§utinis jvertis néra tikslus. Apa-
tinis jvertis taip pat kokybiskai atitinka tikslaus skaiciaus kreive ir turi mazesne¢ paklaida nei
virSutinis.



2. Multiplikatyviai nepriklausomuy algebriniuy skaiciy de-
riniy skaiciavimas

Kompleksinis skaicius o vadinamas algebriniu skai¢iumi, jei jis yra kokio nors nenulinio
daugianario su racionaliaisiais koeficientais

p(xX)=x"+a,_ x" '+ +ax+ay, aya,..a,.;€Q

Saknis, t. y. p(a) = 0. Toks maziausio jmanomo laipsnio daugianaris vadinamas algebrinio
skaiCiaus o minimaliuoju daugianariu, o jo laipsnis — algebrinio skaiciaus « laipsniu. Pa-
vyzdZiui, laipsnio 1 algebrinio skai¢iaus 5/9 minimalus daugianaris lygus x — 5/9, laipsnio 2
algebrinio skaiciaus —1 + i minimalus daugianaris lygus x% + 2x + 2, ir laipsnio 6 algebrinio
skaiciaus exp(27i/7) minimalus daugianaris lygus Z?:o x/. Kadangi daugianario koeficien-
tai racionalis, tokie algebriniai skaiciai dar vadinami algebriniais skaiciais vir§ Q. Algebriniy
skaiciy aibé yra skaiti. Algebrinio skaiciaus a auk3c¢iu vadinamas skaicius

1/d

d
H(a) = (ad H max(1, |oci|))
i=1

kur d yra minimalaus a daugianario laipsnis, o; — minimalaus daugianario Saknys, a; —
maziausias natiralusis skaiCius, iS kurio reikia padauginti algebrinio skaiciaus « minimalyjj
daugianarj, kad visi jo koeficientai biity sveikieji skaiciai. Algebrinio skai¢iaus logaritminis
aukstis apibréZiamas kaip

h(ax) = In H(x).

Norint 2 algoritma pritaikyti algebriniams skaic¢iams reikalingas baigtinés algebriniy skai-
¢iy aibés multiplikatyviojo nepriklausomumo patikrinimo algoritmas. Vieng galima tikrinimo
algoritma galima gauti remiantis 3 teorema straipsnyje [16].

1 teorema ([11], 2.1 lema). Teguln > 2, ay, >, ... a«,, — multiplikatyviai priklausomi nenu-
liniai algebriniai skaic¢iai D laipsnio skaiciy kiine K virs Q, kuriy kiekvieno aukstis ne didesnis
uz H > 2. Tuomet egzistuoja kq, k,, ... k,, € Z, bent vienas nenulinis, ir tik nuo n priklausantis
teigiamas skaicius cq, kad

ki _k k
allazz...ann =1

ir
max |k;| < ¢;D"(log(D + 1))*"*~VD(log H)"~1,
1<i<n
Be to, jei K totaliai realus, t.y. K = Q(a), kur visi algebrinio skaiciaus a algebriniai jungtiniai
yra realieji skaiciai, tuomet egzistuoja ky, k,, ... k,, € Z, bent vienas nenulinis, ir tik nuo n pri-
klausantis teigiamas skaicius c,, kad
max |k;| < c,(log H)" 1.
1<i<n
1 teoremoje galimos k; reikSmés apribotos ir sveikosios, todél perrinkus visas kq, k,, ... k,,
reikSmes galima nuspresti, ar oy, a,, ... @, yra multiplikatyviai nepriklausomi. Pirmojo jvercio
desinioji pusé gali biti perrasyta pagal [16] 3 teoremg kaip

max [k;| < max ((n — Dlw(K) H(Dh(ofj)/l(D))),

1<i<n -
<i< i
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kur w(K) Zymi vieneto $akny skaiciy kiine K, A(D) = (2 —¢)(InIn D/ In D)3 bet kuriam ¢ > 0,
jei D pakankamai didesnis uz . Kadangi egzistuoja algoritmas algebriniy skai¢iy auks¢iui nu-
statyti, $is jvertis yra suskai¢iuojamas ir gali biiti algoritmo pagrindu. Sio algoritmo sudétingu-
mas lygus © ((2 . ¢,(m)D"(log(D + 1))*"~D(log H)n—l)") = 0((c;(W)" (2M") pasirinktam
kiinui. Apibudintas algoritmas veikty pernelyg létai skai¢iavimams praktikoje, nebent c;(n)
greitai mazéja.

Multiplikatyviai nepriklausomy algebriniy skaiciy deriniy skaiciavima gali pagreitinti 2
teorema.

2 teorema ([11], 3.4 iSvada). Jei algebriniai skaiciai o, @y, ... @, poromis skirtingi, tai o; +
t,o0 + t,...a, + t multiplikatyviai priklausomi tik su baigtiniu skaic¢iumi skaiciy t € Z.

Zinant maziausig ir didziausig ¢ reik§me biity galima netikrinti visy paslinkty skai¢iy
ayq, A, ... &, deriniy, nes visi deriniai uz intervalo ribos yra multiplikatyviai nepriklausomi.

Algebriniy skaiciy bet kuriame nenulinio ilgio intervale be galo daug, todél reikia apibrézti
prasmingg intervalo skaiciy aibe perrinkimui. Algebriniy skai¢iy vektorius v = (v{,v,, ... )
yra multiplikatyviai nepriklausomas, jei neegzistuoja nenulinio vektoriaus k = (kq, ky, ... k),
kad vk = v'flvlzcz v =, Straipsnyje [22] jrodoma, kad multiplikatyviai priklausomy »
matmeny laipsnio d ir auks¢io nevir$ijancio H algebriniy skaic¢iy vektoriy skaicius auga kaip

:ld(H) — C(l’l, d)Hd(d+1)(n—1) + O(Hd(d+1)(n—1)—d/2 logH),
kur
C(n,d) = (nwy(d) + 2n(n — 1))C,(d)" 1,

wy(d) yra laipsnio d vieneto Sakny skaicius,

d2¢ l(dﬁ)m (d + D))t

Gid) = ¢d+1) (2j + 1)d-2j+1"

j=1

¢(s) yra Rymano dzeta funkcija. Kadangi egzistuoja algoritmas apriboto aukscio algebriniams
skaic¢iams skaiciuoti, pavyzdziui [8], galima sudaryti $iy skaiciy derinius. Perrenkant algeb-
riniy skaiciy derinius algoritmu biity galima naudoti tas pacias auksScio ir laipsnio ribas bei
intervalo kraStus prasmingai perrinkimo aibei gauti, taip patikslinant §j jvertj pasirinktame
intervale.
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3. Nepriklausomumo svarba Biichi aritmetikoje

Ivairiy aritmetiky raiska ir teiginiy jose jrodomumas apzvelgiamas [2].

Zinoma, kad natiiraliyjy skaiciy aritmetika su sudéties ir daugybos operacijomis
(N, =, +, X) turi teiginiy, kurie negali baiti jrodyti per baigtinj laikg. Norint apibrézti aritmeti-
ka, kurios visi teiginiai jrodomi algoritmais, reikia susilpninti jprastinés aritmetikos operacijas
iSsaugant kuo daugiau aritmetikoje iSreiSkiamy teiginiy.

Presburger aritmetika (N, =, +) neturi daugybos operacijos. Sioje aritmetikoje kiekvienas
teiginys gali biiti jrodytas algoritmu, veikianciu per baigtinj laikg. Vienas toks algoritmas,
paremtas teiginio kintamyjy sprendiniy aibe atpaZjstancio baigtinio automato konstravimu
pateiktas [4]. Aritmetikoje apibréziamas sarysis apibrézia aibe vektoriy, kuriuos priskyrus
sarysio kintamiesiems sarysis yra teisingas.

3 teorema ([2], 3 i§vada). Poaibis X C N gali biiti apibréztas (N, =, +) tada ir tik tada, kai
X yra galiausiai periodiné aibé, kitaip tariant, egzistuoja M, p > 1, kad kiekvienam x > M,
xeX < x+pelX

4 teorema ([2], 4 teorema; [12]). Kain > 1, poaibis X C N" gali biiti apibréZtas (N, =, +)

tada ir tik tada, kai X yra pusiau tiesiné aibé, kitaip tariant, X yra apibréZiama baigtine pavidalo

Ay Aymx=ag+a; Y1+ + A - Ym)

Jormuliy disjunkcija, kur x = (x1, X3, ... Xp), Q> A1, . @y €N, @2y = (aj1Y ), Aj2Yj» -+ AjnYj)s
j=12,..m.

Atsisakius daugybos, aritmetikos (N, =, +) teiginiai gali bati jrodyti per baigtinj laika,
bet nejmanoma iSreikSti daugelio teiginiy, pavyzdZiui, teiginiy apie daugianarius. Prie
Presburger aritmetikos operacijy pridéjus skaiciaus kélimg kvadratu gaunama aritmetika
(N,=,+, x = x?), tatiau joje daugyba x X y = z gali buti iSreiksta kaip lygties (x + y)? =
x? + z + z + y* sprendinys. Taigi, aritmetika su skaiciaus kélimu kvadratu turi per baigti-
nj laika nejrodomy teiginiy, kaip ir (N, =, +, X), tad papildomos funkcijos turi buti atidziai
parinktos.

Biichi aritmetika yra aritmetika (N, =, +,V ), kur V| yra funkcija, randanti didZiausig
nenulinj skai¢iy dalinantj k laipsnij:

Vi(0) =1,

Viex)= max kJ-1 i—0, x€eN\{0L
k( ) OSjSHngx] x mod kJ=0 \{ }

Sios aritmetikos jrodomumas susijes su k simboliy abécélés baigtiniais automatais.
ApibréZiant baigtinj automata, abéceéleé X yra baigtiné simboliy aibé. X* Zymima galimy
baigtiniy Zodziy aibé i§ abécélés Z, jskaitant tus€ig Zodj A. Baigtinis automatas su abécéle £ —
tai ketvertas (Q, qo, 5, Q'), kur Q yra baigtiné bliseny aibé, q, yra pradiné biisena, Q' C Q yra
galutiniy biseny aibé, § : Q X £ — Q yra peréjimo funkcija. Si peréjimo funkcija nurodo,
kaip baigtinio automato blisena keiciasi apdorojant vieng jvesties simbolj. Peré¢jimo funkcija
pratesiama visai baigtiniy Zodziy aibei Z* apdorojant kiekviena Zodzio simbolj paeiliui:

5*(q’a) = 5(qaa)’ q € Q,a € 2,
6*(q, aw) = 6(6*(q, w), a), geQ,ac,we

Jei 6*(qy, w) € Q', Zodis w € X* yra atpaZjstamas baigtinio automato. Visy tam tikro baigtinio
automato atpazjstamy ZodZiy aibé vadinama jo kalba.
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Biichi aritmetikoje skaiCiai apibréZiami k-tainéje sistemoje. Jei aibé k-tainiy skaiciy vekto-
riy x € N" yra kurio nors baigtinio automato su abécéle {0, 1, ... k —1}"" kalba, $i aibé vadinama
k-atpaZjstama. Teiginys aritmetikoje uzZraSomas naudojant aritmetinius simbolius =,+,V
bei pirmosios eilés logika su visuotinumo ir egzistavimo kvantoriais.

5 teorema ([2], 20 teorema; [6]). Tegul k > 2, n > 1. Poaibis X C N" yra k-atpaZjstamas
tada ir tik tada, kai jj galima apibrézti (N, =, +,V ).

Biichi aritmetikoje apibréziami teiginiai Th(N, =, +, V) gali bati jrodyti per baigtinj lai-
ka, nes Sioje aritmetikoje kiekvienam teiginiui i$ aritmetinés formulés, suvarzytos egzistavimo
kvantoriais galima rasti atitinkamg k-atpaZjstama baigtinio automato kalba, kuri buty tuscia
tada ir tik tada, kai teiginys klaidingas. Biichi taip pat jrodé, kad multiplikatyviai priklauso-
miems k ir [, k # [, k ir I-tainiy aritmetiky teiginiai yra k-atpaZjstami ir l-atpaZjstami vienu
metu. Kyla klausimas, ar yra teiginiy, kurie gali bati k-atpazjstami ir [-atpazjstami multipli-
katyviai nepriklausomiems k ir L. ] §j klausimg atsako Cobham teorema, kuri rodo, kad multi-
plikatyviai nepriklausomiems k ir [ visos k ir [-atpaZjstamos aibés yra galiausiai periodinés ir
negali iSreiksti sudétingesniy teiginiy nei aritmetika (N, =, +).

6 teorema (Cobham, [2], 24 teorema; [7]). Tegulk,l > 2yra multiplikatyviai nepriklausomi
natiralieji skaiciai. Kiekvienas poaibis X C N, kuris yra k ir l-atpaZjstamas, yra galiausiai
periodinis.

Cobham teorema Semionov iSplété daugiavieCiams sarySiams.

7 teorema (Cobham-Semionov, [2], 25 teorema; [23]). Tegul n
tiplikatyviai nepriklausomi natiiralieji skaiciai. Kiekvienas poaibis X
atpazjstamas, yra apibréziamas (N, =, +).

1, k,l > 2 yra mul-
n

>
C N", kuris yra k ir -

Kita vertus, multiplikatyviai nepriklausomy k ir [ atveju aritmetika (N, =, +,V .,V ;) ati-
tinka (N, =, +, X).
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4. Multiplikatyviai nepriklausomos bazés

g-taine skaicCiy sistemg sudaro bazé¢ g < —2 ir skaitmenys 0, 1, |g| — 1. Kiekvienas sveikasis
skaicius turi vienintele iSraiSka g-taingje sistemoje. Gauso sveikieji skaiciai — kompleksiniai
skaiciai z = a + bi,a,b € Z, arba Z[i] — gali biti iSreiSkiami vieninteliu btidu skaiciy sis-
temose su baze —1 + i ir skaitmenimis {0, 1} bei baze —1 — i ir skaitmenimis {0, 1} pagal [15].
Madritsch ir Ziegler straipsnyje [18] jrodoma, kad bazés —m + ¢, kur ¢ yra primityvioji k-toji
vieneto Saknis, m > ¢(k)+1 sudaro Z[{ | skaiciy sistemg. Cobham teorema susieja atpazjsta-
mas skaiciavimo sistemas pagal multiplikatyvyji baziy priklausomuma ar nepriklausomuma,
todél straipsnyje tirtas baziy nepriklausomumas. Irodyta, kad —m + { ir —n + ¢} nepriklau-
somos, kai m > n > C(k). Vélesniame straipsnyje [19] Madritsch ir Ziegler iSkélé hipoteze,
kad —m + ¢y ir —n + {}, nepriklausomos, kaim > n > 1,k > 2.

Pastaroji hipotezé buvo jrodyta Drungilo ir Dubicko [10]. Taip pat jrodytas apibendrintas
hipotezés atvejis daugiau nei dviejoms nepriklausomoms bazeéms.

8 teorema ([10], 1.1 teorema). Kiekvienam k > 3 ir visiems teigiamiems sveikiesiems skai-
¢iams m > n, skaiciai m — {y., n — §, multiplikatyviai nepriklausomi, isskyrus kai (n, k) = (1, 6).

8 teorema jrodoma taikant 9 teorema.

9 teorema ([10], 1.2 teorema). Tegul a yra toks laipsnio d > 4 sangrqZinis algebrinis skaicius,
kad skaicius f = 1+ 1/« turi bent du jungtinius skaicius intervale (—oo, 2]. Tuomet bet kokiems
sveikiesiems skai¢iams m > n > 0 skaiciai m — a, n — a yra multiplikatyviai nepriklausomi.

Cia algebrinis skai¢ius a # 0 yra sangraZinis, jei 1/a lygus a jungtiniam skai¢iui vir$ Q.
Jungtiniai skaiciai ktino iSplétime yra to paties minimalaus daugianario Saknys, kitaip, egzis-
tuoja izomorfizmas o : F(a) — F(f), kuris lygus tapatybei kiine F. Kiekvienas sangrazinis
a # =+1 turi lyginj laipsnj d, tuomet § = o + 1/« turi laipsnj d/2.

Irodymas. Teorema jrodoma prieStara. Tarkime, kad egzistuoja sveikieji skaiciai a, b, bent
vienas nenulinis, kad

(m—a)® =(n—a)b.

Neprarandant bendrumo galima teigti, kad a > 0.
Tegul G yra normaliojo uzdarinio Q(«) Galua grupé vir§ Q. Pasirinkus bet kurj automor-
fizma i§ G a — 1/a ir pritaikius lygybei gauname

(m—=1/a)% = (n—1/a)P
Sudauginus abi lygybes gauname
(m—1/a)%m — a)® = (n - 1/a)?(n — a)?,
((m = 1/a)(m — a))* = (n — /a)(n — a))’,
(m? —ma —m/a +1)% = (n? — na —n/a + 1)P.
Tuomet pagal f = a + 1/a
(m?+1-mpB)* = (n®> +1—np)>

Tegul B; < B, < 2 buna bet kurie realiis § jungtiniai skaiciai vir§ Q. Kadangi deg(p,) =
deg(B) = d/2 > 2, B # 2. Q(B) yra Q(a) pokinis, todél G egzistuoja automorfizmai g — S, ir
B — f3,. Pritaikius automorfizmus lygybei gauname

(m? +1—-mpB)* = > +1—-npB,)’
(m?> +1-—mpBy)* =m>+1-np,)P
14



Reikia parodyti, kad a > 0. Jeia = 0ir b # 0, tai n2 + 1 — nf,, n®> + 1 — npB, yra vieneto
Saknys. n? +1 — nf j = 2n—nf; > 0, todél vieneto Saknys realios ir teigiamos, taigi, lygios
vienintelei realiai teigiamai vieneto Sakniai 1. Tuomet 8; = 8, = n, tafiau tai prieStarauja
prielaidai 3; < ;.

Reikia parodyti, kad b # 0. m > 2 > 8, todél m* + 1 — mf3; > 1. Kadangi a > 1, kairioji
lygybés

(m? +1—mp))* = (n*+1—np;)P

pusé didesné nei 1, todél laipsnio rodiklis b # 0, kitaip deSinioji puse bty lygi vienam. Paste-
bima, kad m?> + 1 —mx > n?> + 1 — nx > 0, jei x € (—o0, 2), todél

f(x) = alog(m? + 1 — mx) — blog(n? + 1 — nx)
intervale x € (—o0,2) lygi 0 bent du kartus: kai x = §; ir x = $,. Pagal Rolio teorema,
iSvestine
am + bn
m2+1—-—mx n2+1-—nx

flx)=-

lygi 0 bent vieng kartg tarp x = 8, ir x = 8, kai x = y. Istacius f'(y) = 0 gauname
_ am + bn
 m2+1-my ni+l-ny
am+1/n—y)=bm+1/m—y)

Zinoma,kada > 0irn+1/n—y > 2 —y > 0, todél kairioji lygybés pusé teigiama, ir desinioji
teigiama. m + 1/m —y > 0, todél b > 0, arba b > 1, nes b sveikasis. Lygybé¢je

(m*+1-mB;)* = (n*+1—ng;)P

kairioji pusé didesné uz 1irb > 1, tada n®> + 1 — nf ; > 1, nes kitaip buty keliama trupmena
nevir§yty 1. Taigi, m* +1—mB; > n>+1—np; > 1,a,b > 1, tuomet a < b, nes laipsnio
pagrindas kair¢je lygybés pus¢je didesnis nei deSinéje, ir abu didesni uZ vieneta. Be to,

0<n®+1-nB; <m?>+1—mp;,
todél a(n + 1/n —y) < b(m + 1/m —y) lygybgje
aln+1/n—y)=b(m+1/m—y)
Gauta prieStara jrodo teorema. ]
8 teoremos jrodymas. k-tojo laipsnio primityvigja vieneto Saknj galima apskaiciuoti formule
& = exp(2mi/k).

Jeik = 5arbak > 7, deg($) = @(k) > 4, kur p(k) yra Oilerio funkcija. Tuomet Siems

sveikiems k skaicius o, yra algebrinis ir sangrazinis, turintis laipsnj (k) > 4. Sj « atitinkantis

B = ¢+1/¢, = 2cos(2x/k) turi o(k)/2 > 2 jungtiniy skaiciy intervale (—2, 2). Pagal 2 teoremg

skai¢iai m— ¢y, n— ¢, yra multiplikatyviai nepriklausomi bet kuriems sveikiesiems m > n > 0.
Lieka jrodyti teorema, kai k = 3,4, 6. Kai k = 3, § = 2cos(27/k) = —1. IstaCius § i

(m? +1-Bm)* = (n*>+1-pBn)°
(M2 +1+m)=m>+1+n)P
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gauname, kad skai¢iai m? + m + 1 ir n? + n + 1 buty multiplikatyviai priklausomi. Tuomet
egzistuoja0 < a < birg > 1, kad m®> + m+ 1 = g, n?> + n + 1 = g% Pagal T. Nagell [21]
diofantiné lygtis X24+X+1=YPbturi vienintelj sprendinj (X,Y,b) = (18,7,3),jeiX,Y,b > 1.
Taigi, m* +m+1=182+18+1=7> = (n2+1+n)3,ir22+2+1 = 7, tai rodo, kad m = 18,
b=3n=2 Kadangi7=n*+n+1=g%=17%a=1. Siems vieninteliams m, n skai¢iai
18 — &, 2 — & yra multiplikatyviai nepriklausomi, nes

aeN,be”Z
(18-¢)*=2-¢&)P [-(18-&GH* ==
(18 =&)A8 =& = (2 - &) —&GH)P
(182 —18¢;71 — 188 +1)¢ = (22 = 2471 =28 + 1)P

(182 —18(&H+ &G+ 1) =22 —2(G+ & H+1)°
a b

(182—18<—1+£—1—£)+1> =(22—2<—1+£—1_£)+1>

22 2 2 22 2 2
(182 +18+1)* = (22 +2+1)°
3432 = 7b
73a=7b

rodo, kad b = 3a, taciau trupmena

18— ¢ 360+ 323¢; _ 397 + 323/3i

Q-84 343 686

néra sveikasis algebrinis skaicius, todél negali biiti vieneto Saknis. Tai prieStarauja teiginiui,
kad skaiciai 18 — {3, 2 — {3 yra multiplikatyviai priklausomi.

Kai k = 4, 8 = 0, ir skai¢iai m? + 1, n®> + 1 buity multiplikatyviai priklausomi. Tuomet
m?+1 = gP, m, g, b > 1. Tatiau pagal Catalan konjektiiros [20] atvejj diofantiné lygtis X?+1 =
Y? neturi sprendiniy, kai X, Y, b > 1. Todél skai¢iai multiplikatyviai nepriklausomi, kai k = 4.

Kai k = 6, 8 = 1 ir skaitiai m?> — m + 1, n* — n + 1 buity multiplikatyviai priklausomi. Kai
n = 1, tai skaiciai m — {5, 1 — {s yra multiplikatyviai priklausomi.

Kitais atvejais, kai m > n > 1, tarkime, kad skai¢iai m — ¢, n — {; yra multiplikatyviai
priklausomi. Tuomet m> —m +1 > n®> —n + 1 > 1, ir egzistuoja m,n,g,b > 1,a > 1, kad
m>—m+1=gl,n>—n+1=_g% Lygybé m> —m + 1 = gb ekvivalenti @m — 1) + 3 =
4gP. Pagal ypatinga 1.1 teoremos [17] atvejj diofantiné lygtis X + 3 = 4Y?, X,Y,b > 1 turi
vienintelj sprendinj (X,Y,b) = (37,7,3). Tuomet (m,g,b) = (19,7,3),tadaa = 1, n = 3.
Taigi, yra vienintelé pora 19 — ¢, 3 — {;. Siems vieninteliams m, n skai¢iai 19 — ¢, 3 — ¢ yra
multiplikatyviai nepriklausomi, nes

aeN,beZ,
(19-6)*=B—=%)P  |-A9-¢&H =@-&hP
rodo, kad b = 3a, taciau trupmena

19—¢ 37 4323¢
(3=¢)3 343

néra algebrinis sveikasis skaicius, todél negali biiti vieneto Saknis. Tai prieStarauja teiginiui,
kad skaiciai 19 — g, 3 — {s yra multiplikatyviai priklausomi. O
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Nenuliniai skaiciai z;, z,, ... z; € C vadinami multiplikatyviai priklausomais, jei egzistuo-
jaa,a,,...a; € Z,ne visi nuliniai, kad

a a a
z1'zy% .z =1

kitais atvejais z;, z,, ... zx € C vadinami multiplikatyviai nepriklausomais. [9] pastebéta, kad
algebriniam skaiciui a, kuris néra algebrinis sveikasis skaicius, lygybé

(my — ) (my — ) ... (my — )% =1,

a;, a,, ... a; € Z galioja tik tada, kai a; + a, + --- + a, = 0.

Tuo atveju, kai k = 2, a - algebrinis skaicius, bet ne algebrinis sveikasis skaicius ($aknis
daugianario, kurio didZiausio laipsnio koeficientas lygus 1, kiti koeficientai tik racionalis, ne
sveikieji), my, m, € Z, m; > m,, skaiciai m; — a, m, — a multiplikatyviai priklausomi tada ir
tik tada, kai trupmena (m, — «)/(m, — ) yra vieneto Saknis.

10 teorema ([10], 3.1 teorema). Tegul a - laipsnio d > 6 sangrqZinis algebrinis skaicius, toks,
kad B = o + 1/a turi bent t > 3 jungtinius skaicius intervale (—oo,2]. Tuomet bet kuriems
sveikiesiems skaic¢iams my; > my > --- > m;_; > 0 skaiciai

m —-a,m,—«ao,.m_;—«a
yra multiplikatyviai nepriklausomi.

Irodymas. Tegul 5; < .-+ < B; < 2 yrat realiyjy B jungtiniy skaiciy. Tarkime prieSingai
teoremos teiginiui: egzistuoja a;, a,, ... a;_; € Z, ne visi nuliniai, kad

(my —a)®(my — )% ... (my_y —a)¥-1 =1
Kaip ir anksciau galime gauti
(M3 + 1= my ) (m3 + 1 — myB) .. (mp_y + 1= my_ )% = 1,
Jj =1,...t. Tuomet funkcija

t—1

f(x) = Z a; log(mj2 +1—m;jx)
j=1

yra lygi nuliui intervale (—o0, 2) bent t tasky x = 31, ... 8;. Pagal Rolio teoremg i§vestiné

t—1

=3

j=1M

turi bati lygi nuliui bent ¢ — 1 tasky intervale (—oo0, 2), taciau taip néra.
Daugianaris

t—1

P(x) = f'(x) [ [(m} + 1 — m;x)
j=1

yra ne didesnio nei ¢t — 2 laipsnio. Kadangi mJ2 +1—mjx > Ovisiems j = 1,..t — 1, P(x) turi
tiek pat nuliniy tasky intervale (—o0, 2), kiek f'(x). P(x) negali visur biti lygus nuliui, nes
tuomet

(M2 +1—mx)(m3 +1—-myx)®2..(m>_; +1—m_;x)%1 —1
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bty lygus nuliui visiems x € (—o0, 2). Gaunama lygybé

H (m; +1—mjx)% = H (m? +1—m;x)%
JeN4 Jj=N_
Ny={jefl,..t—1}: q; >0}

N_={jefl,..t—1}: a; <0}

visiems x € (—o0,2). Taigi, §i lygybé turéty galioti visiems x € C. Taciau kiekvienam x =
m; + 1/m;, kuriam a; # 0, vienas i§ sandaugos nariy vienoje lygybes puséje lygus nuliui, tad
viena lygybés pusé lygi nuliui, kita - nelygi nuliui. Todél P(x), ir f'(x) intervale x € (-0, 2)
lygiis nuliui ne daugiau nei t — 2 taSky. Gauta prieStara iSvadai, kad intervale x € (—o0,2)
f'(x) lygi nuliui bent ¢ — 1 tasky. O
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5. Biichi aritmetikos teiginiai bazése

Biichi aritmetikoje (N, =, +, V) galima iSreiksti teiginius, ir visi §ie teiginiai gali btti pa-
tikrinti algoritmu. Pavyzdziui, teiginys

Vxdy(y+y=xVy+y+1=x)

teigia, kad visi natiuralieji skaiciai yra dalas i§ dviejy arba dalts i§ dviejy atémus vienety. Ta
patj teiginj, kai bazé lygi 2, galima iSreiksti ir naudojant Biichi aritmetikos funkcija V5:

Vx(x=0,v3IzV,(x) =10, +zVIy(y + 1, = x AJzV,(y) = 10, + 2)).

Kitas teiginio pavyzdys — sarysis, reiSkiantis, kad x ir y abu dalas i$ to paties didZiausio dvejeto
laipsnio z > 2:

(z=1) AVa(x) =z AV,(y) = z.

3 a 11010 _ 11011 1010 _1o11
[92]
- 114 11001 10 1001
c 2 e e
©
— 10010 _ 10011 11110 11111 10 _ | 1111
= 1+
o
E O _ 11 11101 | 11904\ 1101
©
< 10110 110 111011 101010 101011
o —1 - e , ,
2 XEIOIE 10101 ¥ 11;@ 111001 lOI@ 101001
3 . 110010, [11TN1 100010 100011 103110 | 101111
4 n | 11 1111 100001 10;@ 101101
5 u 110110, 100110,
6 _ Y ;10 18Q_ 100101
_7 T T T T T T T

g
(9]
(o)}
~
o

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Realioji dalis

2 pav. Pirmi 2% = 64 skai¢iavimo sistemos (—1 + i, {0, 1}) skai¢iai. Skai¢iavimo sistema nurodo
skaicius Z[i].

Skaiciai Z[i] yra kompleksiniai, todél juos skaiCiuojant skaiCiavimo sistemoje
(-1+1i,{0,1}) skaiciai iSdéstomi gana sudétinga tvarka, kuri pavaizduota 2 paveiksle.
Z|i] yra ziedas, kitaip nei N, naudojama Presburger ir Biichi aritmetiky apibrézime.

Presburger aritmetika (N, =, +) gali bati iSplésta j tiesing sveikyjy skaiciy aritmetikg
(Z,=,+). Sios aritmetikos teiginiai irgi gali bti jrodyti per baigtinj laikg, pavyzdziui, tai-
kant [5] aprasSytg algoritma. Sudéties atveju ziedas Z[i] yra izomorfiskas ziedui Z2, kuriame
teiginiai taip pat gali baiti jrodyti pastaruoju algoritmu.

Nors panasu, kad Biichi aritmetika nebuvo atskirai tirta iSple¢iant ja Z ar Z[i], straips-
niuose [13] ir [3] tirti buidai suformuluoti Cobham teorema Ziede Z[i]. [3] keliama Cobham
teoremos atvejo Z[i] hipotezé skaic¢iavimo sistemos bazéms i$ Z[i].
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Menamoji dalis

_8 T T T T T T T T T T T T T
-14-12-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
Realioji dalis

3 pav. Pirmi 2 - 62 = 72 skai¢iavimo sistemos (=3 + ¢, {0, 1, ... 5}) skai¢iai. Skai¢iavimo sistema
nurodo skaicius Z[{].

Pagal [18], skaiCius i§ Ziedo Z[{ ], kurj sudaro aibé {a + b{ : a,b € Z}ir visi galimi i$ jos
daugyba ir sudétimi gauti skaiciai, gali biiti vieninteliu biidu uZrasSytas skai¢iavimo sistemoje
su baze —m + §, m > ¢(k) + 1 ir skaitmenimis {0, 1, ... |®,(m)| — 1}, kur k-tasis ciklotominis
daugianaris @, (x) apibréztas kaip

B0= ] (x—emik).

1<j<k
ged(j,k)=1

Ankstesniame skyrelyje pateiktas jrodymas, kad i$ tirty Z[{} | baziy pory multiplikatyviai
priklausomos tik —m + g ir —1 + {5, m > 1. Taciau bazé —1 + {; nesudaro kanoninés skaicia-
vimo sistemos. Sios bazés atveju kiekvienas skaicius Z[{] gali biti uzrasytas ne vienu btdu,
kaip nattiraliuosiuose skaiciuose N su bazémis k > 2, kuriomis apibréZta Biichi aritmetika.
Pavyzdziui, (—1+¢)” = (—1+¢,)". Tai gali reiksti, kad Biichi aritmetikos sglygas tenkinanciy
multiplikatyviai priklausomy baziy Cobham teoremai taikyti zZieduose Z[{ | néra.
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