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Markowitz teorijos taikymas

1) Santrauka

Siame bakalauro darbe nagrin¢jamas investicinis portfelis i§ n rizikingy aktyvy ir vieno
nerizikingo akyvo. Remiantis H. Markowitz teorija, apraSomi pagrindiniai modernaus portfelio
teorijos jrodymai: minimalios dispersijos, maksimalaus pelno-rizikos koeficiento portfeliai,
efektyvumo frontas. Parodysime, kodél efektyvumo frontas, sudarytas i§ rizikingy aktyvy, yra
parabolés formos ir vadinamas Markowitz kulka ir kodél pridéjus nerizikingg aktyva jis tampa
tiese. Gautg teorijg taikysime praktikoje formuodami portfelius, naudojant istorinius grazy

duomenis.

Raktiniai Zodziai: Investicinis portfelis, Markowitz kulka, H. Markowitz, minimali dispersija,

maksimalus pelno rizikos koeficientas, efektyvumo frontas.

Markowitz Theory Application

Abstract

This bachelor thesis examines an investment portfolio of n risky assets and one risk-free asset.
Based on H. Markowitz, the main proofs of the modern portfolio theory are described: portfolio
of minimum variance, maximum profit-risk ratio, efficient frontier. We will show why the efficient
frontier composed of risky assets is a parabola and is called a Markowitz bullet, and why it
becomes a straight line when a risk-free asset is added. We will use the obtained theory in practice

to form portfolios using historical data.

Key words: Investment portfolio, Markowitz bullet, H. Markowitz, minimum variance,

maximum profit - risk ratio, efficient frontier.
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2) Ivadas

Temos aktualumas: investavimas j norimus aktyvus anksCiau buvo prieinamas ne visiems.
Taciau, informaciniy technologijy plétra dabar leidzia net ir smulkiems investuotojams, kurie
paprastai neturi atitinkamy Ziniy ir patirties, pasinaudoti tiesioginio vertybiniy popieriy pirkimo ar
pardavimo kapitalo rinkoje galimybémis. Vedami skirtingy motyvy, investuotojai paskirsto
turimus i$teklius turtui ir pasirinktomis investavimo strategijomis ir siekia i§ investuoty 1éSy gauti

maksimalig vertg ir tuo paciu kaip galima sumazinti nuostolius.

Harry Markowitz (1952) straipsnyje ,,Portfelio pasirinkimas® (ang. Portfolio Selection) [5]
padéjo pamatus modernaus portfelio teorijai, pristatydamas portfelio optimizavimo modelj ir
matematiSkai jrodes seng posakj, kad negalima sudéti visy kiausiniy j vieng pinting. Pagrindiné H.
Markowitz idé¢ja yra sudaryti portfelj, kuris suteikia didziausia graza esant tam tikram rizikos
lygiui. Toks portfelis, kuris turi didZiausig grazg pasirinktam rizikos lygiui ir (arba) portfelis, kuris

turi maziausig rizika pasirinktai norimai grazai, H. Markowitz pavadino efektyviu portfeliu.

Rizikos vengiantis investuotojas rinksis tg portfelj, kurio mazesné rizika, o kartu ir mazesné
laukiama graza, o rizikuoti linkes investuotojas pasirinks, portfeli su didesne rizika, kuri turi taip
pat ir didesne tikéting graza. Prie modernaus portfelio teorijos, taip pat, prisidéjo ir William F.
Sharpe, kuris sukiiré supaprastintg H. Markowitz modelio variantg, skai¢iuojant pelno-rizikos

koeficientg ir renkantis optimaliausig portfelj.

Tyrimo tikslas: [rodyti pagrindines H. Markowitz teiginius, juos pritaikyti praktikoje ieSkant

maziausios rizikos, didziausio pelno-rizikos koeficiento portfelio ir efektyvumo fronto.
Tyrimo uZdaviniai:

1. Atlikti Modernaus investicionio portfelio analize, remiantis moksline literatiira.

2. Trodyti minimalios rizikos ir maksimalaus pelno-rizikos koeficiento, efektyvumo fronto
teiginius.

3. H. Markowitz teorija pritaikyti praktikoje randant maziausios rizikos, maksimalaus pelno-
rizikos, lygiy daliy portfelius, bei suformuoti efektyvumo fronta.

4. Apibendrinti gautus rezultatus.



3) Teoriné dalis

Norint pradéti formuoti portfelius, pirma turime suprasti kas yra investicinis portfelis ir kaip

skaiCilojama jo tikétina graza bei rizika.

3.1 Investicinis portfelis, tikétina graza ir rizika

Visu pirma, investavima galime apibrézti kaip dabartiniy 1éSy isleidima, siekiant ateityje
uzdirbti pelna. Sio skyriaus teorija yra paremta A.Griguéio paskaity konspektu Rizikingy aktyvu
portfelis [1].

Tarkime, kad turime kokiy nors vertybiniy popieriy (aktyvy) rinkinj A4, A4A,, ..., 4,. Kur

kiekvienas rizikingas aktyvas nusakomas standartinio nuokrypio ir vidutinés grazos rinkiniu

(04, Ery,).Cla 4y, i = 1,...,7.

Apibrézimas 1. Investiciniu portfeliu vadinsime vektoriy (wy,ws, ...,wy,). Cia w;,i = 1, ...,n,
suprantami kaip svoriai 2.7y = 1, A = wi Ay + WA, + -+ WAy,

Kartais yra taikomas apribojimas, kad 0 < w < 1. Tai reiskia, kad negalimas pasiskolinty
vertybiniy popieriy pardavimas. Taciau, jei paimtuméme svoriy vektoriy (-0.1, 1.1), tai reiksty,

kad pasiskoliname ir parduodame 10% pirmojo aktyvo nuo investuotos sumos ir uz visa sumag

perkame antrajj aktyva.

Pasiskolinty vertybiniy popieriy pardavimas leidzia investuotojui uzsidirbti i§ vertybinio

popieriaus kainy kritimo, kadangi tokiu atveju aktyvas yra atperkamas uz mazesng kaing.

Apibrézimas 2. Investicinio portfelio tikétina grgZa vadinsime pelng arba nuostolj, gautq

sudauginus aktyvy A4, A,, ..., A, grqzas su atitinkamais investuotais svoriais.

Norint apskaiciuoti investicinio portfelio tikéting graza, pirma reikia rasti kiekvieno i§ aktyvy

istoriniy grazy vidurkius ir jiems priskirti atitinkamus investicijos svorius.
Jei investuotg sumg pazymésime B, o atsiimtg Bj, tai gautas pelnas bus B; — B,,.

Skirtumas tarp 1 ir 0 momenty yra vienas periodas. Investicijos graza apskaic¢iuojama

B1—B, B
r=—=-\L=-2-1.
By By

Aktyvo A; graza galime apskaiCioti kaip periody istoriniy grazy aritmetinj vidurkj



(1)

Investicionio portfelio tikétina graza bus gaunama sudauginus gautas aktyvy A4, 4,, ..., A, grazas
su atitinkamais investuotais svoriais. Siai formulei pritaikome ir matricinj pavidala. Pazymime

grazas U= (Ha,, Hay -+ Ha,)" ITW = (wy, wy, ..., wy )T, tada

n
Ha = Willy, + Wally, + -+ Wnlly, = Z wilts, = W,
i=1

(2)

Apibrézimas 3. Investicinio portfelio rizika vadinsime grqzy reiksmiy issibarstymq aplink

vidurkj.

Rizika apskaiCiuojama dispersijos ir standartinio nuokrypio formulémis. Kuo standartinis

nuokrypis ir dispersija didesni, tuo didesni grazos svyravymai.

Norint suskaiciuoti portfelio standartinj nuokrypj, pirma reikia rasti atskiry aktyvy rizikas, kurias

del paprastumo pirma iSreikSime per dispersija.

k
1
i=1
(3)

Cia 02 ,,- dispersija A; aktyvo - grazos 1;, u, - aktyvo A, grazy vidurkis.

Kita vertus, standartinio nuokrypio formulé yra

k
1
Oy4, = EZ(TL' - #Al)z-
i=1

(4)



IeSkant viso portfelio dispersijos svarbus rodiklis yra koreliacija.

Pazymékime p;; kaip koreliacijos koeficienta tarp aktyvy A; ir 4;, jei i # j, tai

_cov(Ay A)  E[(A; — u) (A4 — 1)
0;G;j 0;Gj

Pij

E[4;A; — wA; — A + wipy] E[4;4;] — win;
0;0; 0;0; '

(5)
Norint testi skai¢iavimus, suformuluosime keleta teiginiy.
Apibrézimas 4. Atsitiktiniai dydziai A4, ..., Apyra tiesiskai nepriklausomi, jeigu sqlyga
P(a;4; + ...+ a4, =0)=1

yra tenkinama tik tada, kai a; = -+ = a,, = 0.

Lema 5. Su visais atsitiktiniais dydziais X ir Y teisinga lygybé
|cov(X,Y)| < oxoy.
Jrodymas. Tegua,b € Rirb +# 0
E(aX + bY)? = 0 = a’EX? + 2abEXY + b?EY? > 0
= 4b2(EXY)? — 4b2EX?EY? < 0 = |EXY| < JEX2EY2
(6)

Gavome |EXY | < VEXZ?EY? Cauchy—Schwarz nelygybe, kurios jrodyma galima rasti University
of Southern California leidinyje The Information Inequality [6].

Pastebékime, kad |cov(X,Y)| = oyoy galioja tik, kai atsitiktiniai dydziai X ir Y yra tiesiSkai

priklausomi arba bent vienas i§ dydziy yra iSsigimes (jgyja pastovig reik§me su tikimybe 1). Tikrai,

E(aX + bY)? =0 aX +bY = 0.



Lema 6. Neissigimusiy atsitiktiniy dydziy X ir Y kovariacijy matrica

( ox? cov(X, Y))
cov(X,Y) oy?

yra neissigimusi, kai —1 < p(X,Y) < 1.
[rodymas. Matricos determinantas yra

ay? cov(X,Y)
COU(XX’ Y) O—yz = O-XZO-YZ - COUZ(X, Y) = O'XZO'YZ(]. - pZ (X’ Y))

Atsitiktiniai dydziai X ir Y yra susije tiesine priklausomybe jei p(X,Y) = +1.
O

ApibréZzimas 7. Kvadratiné matrica A yra vadinama simetrine jei ji sutampa su savo

transponuota matrica, ty. A = A”.

Lema 8. Tarkime, kad kovariacijy matrica ¥, néra issigimusi. Jos atvirktiné matrica ¥~ yra

simetriné ir teigiamai apibrézta.

Jrodymas. Pirma jrodysime simetriSkuma. Imkime [ — vieneting matrica, kuri, taip pat yra

simetriné

Gauname
[=33 =M =@ ) =@ =x"=@""
Antra, jrodome, kad kovariacijy matrica yra teigiamai apibrézta
WITW = WIY-1W > 0

kaiW = WI'Y~1 = (0, ...,0), kur W = (wy, ..., wy)7.



4) Markowitz teorijos taikymo teoriné dalis

Analizuodami H. Markowitz teorijg darome prielaida, kad investuotojas visada elgsis
racionaliai ir stengsis minimizuoti rizika ir padidinti pelna. Siame skyriuje yra remiamasi
A.Grigucio paskaity konspektu Rizikingy aktyvu portfelis [1], G. Gundersen. leidiniu Geometry
of the Efficient Frontier, 2022 [4] ir E. Zivot. Portfolio Theory with Matrix Algebra, 2021 [3].

4.1 Portfelio pranasumas, efektyvumo frontas

Apibrézimas 9. Sakysime, kad portfelis A; yra pranasesnis uz portfelj A,, jei jo rizikg yra

nemazesné ir grqzq nedidesné
Op, < O, i1 g, = Uy,
Pranasesnio portfelio pelno — rizikos koeficientas (angl. Sharpe ratio) yra nemaZesnis.

Ha, — 17 > Ha, —TF
0y 0y

1 2

Cia 17 nerizikingas aktyvas.

Apibrézimas 10. Jei A yra kokia nors portfeliy aibé, tai portfelis A € A vadinamas efektyviu
(aibés A atzvilgiu), jei neegzistuoja kitas, uz A pranaSesnis, portfelis. Efektyviy portfeliy aibé
vadinama efektyvumo frontu (angl. Effcient frontier), o portfeliai, priklausantys efektyvumo

frontui, vadinami efektyviai diversifikuotais.

4.2 Minimalios rizikos portfelis
Prisiminkime:

T
i= (o ttn)

W=y, ... wp )T, 3%, w; =1,

024, o cov(Ta,,Ta,)
X = : ' 2
cov(Ta,,Ta,) 04,



Pazymékime:

1=(1 .. Dygn’

Kovariaciju matrica Y, yra teigiamai apibrézta, nes portfelioA = wiA; +...+ wp4,, 1TW = 1

dispersija yra
0%, = WITW > 0,
su bet kokiais svoriais W = (0, ..., 0), jei atsitiktiniai dydziai 7, ..., 74, néraiSsigime, t.y. aktyvai
Ay, Ay, ..., Ay, yrarizikingi.
Toliau jrodynédami sakysime, kad kovariacijy matrica ¥’ turi atvirkstine Y.~ 1.
Teiginys 11. Portfelio A = w4, +...+ w,A, dispersija (rizika) ¢%, = W'YW, kai
1"W = 1ir "W, yra minimali, jei
w*=Y"tuMtu,
KurUyraNx2matrica(u 1), M =UTY" 0, u= (@, D
Irodymas. Sudarome LagrandZo funkcija
L(W,24,2,) = WISW + 4, (Wi s —p o) + 2,(W'1— 1)
(7)

Apskaiéiave ir prilygine nuliui funkcijos L(W, A4, 4,) dalines i§vestines pagal W, 1., ir 4,

gauname

(OL(W, 15, 1,)
#=22w+aly+azn=o .
aL(W, 11,12) T : ')
— on Wpu—-—u,=0
AL(W, A4, 1,)
& o,

=Wi'l—-1=0

IS pirmosios sistemos (8) lygties turime

/12—1_1—1 /11_1—1
Zy=—73" e )3 =-75 0

M
W=ty
22 k=5

(9)

10



nuA]_ 1
Kuri=1[4, A]Tiru=| : |
Ba, 1

Istacius (9) lygtj j antrg ir tre¢ig eilutes (8) lygties ir priligynus nuliui, gauname

A A
Pa=pTW=—2pTy p—2pTy 1,
2 2
A A
1=1TW = —?IHTZ*M - 7211TZ‘1]1.
(10)
Perrasome (10) matricine forma

- AT A

(11)

Pastebime, kad matrica

WY e p'ym
ﬂTz—lﬂ ﬂTz_lﬂ

Neéra iSsigimusi, kadangi jos determinantas
W ATy - (W) > 0.
Nessuvisaisa,b € Rir b # 0 teisinga
(au” + b1 Y(au” + b1 = a?u’yY*u + 2abu™y 711 + b21TY 1 > 0.
Gauname, kad uzraSytos kvadratinés lygties diskriminantas neigiamas.
Ap?(p'E T )2 — 4P T ) (1TE M) < 0.

Suprastiname (11) lygtj, pazymédami U = (u 1), M =UTY Wiru=(u, 1T

u = —EUTz-lu/l __lwa
2 2
(12)
Galiausiai gaunamas minimalios dispersijos svoriy portfelis
w* =Y 1UM 1,

(13)
11



4.3 Kodél Markowiz kulka yra parabolé, kai portfelis sudarytas tik i$
rizikingy aktyvy
Pazymékime u = (u 4, 1)Tir iSreiskime portfelio dispersija per tikéting graza

O'ZA = WTZW
= @TUMTWTEETIUM T W)
=u'MUTY " TUMu

= u'Mlu

[ua 1]

[ | ] P

(14)
Pagal (7) apibrézima pastebékime, kad matrica M yra simetriné.

Prisiminkime, kad atvirks$tiné 2 x 2 matrica randama:

A:[Ccl Z] AT = @ [_dc _ab], det(4) = ad — bc.

Toliau ieskosime matricos M atvirkstinés pasinaudoje matricos simetriskumu. Cia U = (u 1),

. Mo Yy 'p p'y
M = UTZ 1y = [;‘T]Z 1[# 1] = TlTZ_lﬂ TlTZ_lﬂ

Gauname

M—l B 1 ﬂTZ-l]l —I«lTZ_lﬂ]
det (M) -1y "' @'y 'u

(15)

Rezultatg jstatome j (14) lygtj ir gauname portfelio o2, dispersijos kvadratine funkcijg tikétinos

grazos atzvilgiu.

- _1[Ha
O'ZA:uTM 1u:[,U.A 1]M 1[T]

1
= Goran (27 Dra® + T =25 )

(16)

12



Pazymeékime:
s =17y 71,
Siu = Su1 = 1"y 'n,
S = TR
d = det(M) = 5,511 — S1,,°
(17)

Galiausiai turime

1
0% = fua) = \/E (S11Ma® — 2814 + Suu)

(18)

Naudojant (18) formulg ir randant ttkstancius portfeliy galime rasti efektyvumo frontg, kuris yra

paraboliné funkcija — Markowitz kulka. Gauta forma patikrinsime praktinéje dalyje.

4.4 Efektyvumo frontas su nerizikingu aktyvu

Imkime nerizikingg aktyvg su graZza ry. Nerizikingais aktyvais yra laikomi izdo vekseliai.
Irodysime, kad kai portfelis sudarytas i$ n rizikingy aktyvy ir vieno nerizikingo, efektyvumo
frontas yra tiesiné funkcija iki parabolinés funkcijos liestinés tasko. Tiesinés funkcijos nuolydis

yra lygus pelno — rizikos koeficientui.

Norédami rasti naujg efektyvumo frontg atliksime tg patj procesa kaip ir 4.2 skyriuje, tik dabar
pridésime netizikingg aktyva 7y. SkaiCiuojant, taikysime prielaida, kad rizikingo aktyvo portfelis
turi didesng tiketing grazg nei nerizikingo aktyvo. Pazymékime wy kaip svorj nerizikingo aktyvo

17 portfelyje su n + 1 aktyvy. Kadangi portfelio svoriy suma turi biiti vienas, gauname
W'+ wy = 1.
(19)
Tikéting graza portfelio, sudaryto i$ n rizikingy aktyvy ir vieno nerizikingo, galime uzrasyti
ta =W + wry

13



= W + 77(1 — WD)
=7+ W' (u — r71).
(20)

Kadangi, 7 yra nerizikinga ir fiksuota, norime kuo labiau sumazinti viso portfelio rizika,

gaunant tikéting graza
pa — 1 = WT(p — 741).
(21)
Deél paprastumo pazymékime
B=p—rl
Ha = ta — 15

Pastebékime, kad dabar W'1 = 1 néra apribotas, kadangi, galime portfelio dalj investuoti ]

nerizikingg aktyva. Portfelio rizika licka nepakitusi, nes 7y yra nerizikingas.
Sudarome Lagrandzo funkcija.

LW, 1) = WYW + A(W' — fiz)

(22)
Apskaiciave ir prilygine nuliui funkcijos L(W, 1) dalines i$vestines
pagal W ir A gauname
WA _ 2YW+ =0
oW
% =W"ji—i; =0.
(23)
I$ pirmosios sistemos (23) lygties turime
W= -2y
2
(24)

14



I§ antrosios sistemos (24) lygties galime pastebéti, kad WP i = fiTW = [i ir pirmajg sistemos
lygtj padaugine i§ i’ gauname

~ A1 —
W =o'y =
ISsireiSkiame per A:
Ty
P
pryn
(25)
IStatome (25) lygtj j (24) ir gauname sprendimj W
2 1 2@ g
W=—-—-— gj=—2(— _1~=~—_
(26)
Per (26) lygtyje gautus svorius galime isreiksti dispersija
O-ZA = WTZW
., YR YR
= .uAZ ~T _1~)TZ(~T _1~)
pryTtpe Tty
_ (I Tf)z
(Ua — Tfﬂ)TZ_l(llA - rfﬂ).
(27)
Galime (27) lygtj perrasyti pagal graza ir taip jsitikinti, kad funkcija yra tiesiné
|MA - Tfl = UA\/(MA — D)"Y (g — 171D,
U
pa =17 % UA\/(HA — D)"Y (g — 17 D).
(28)

Tiesa, pagal (9) apibrézima, efektyvumo frontu laikysime tik teigiamg tiesés dalj.

Pastebékime, kad tiesés nuolydis yra rizikos — pelno koeficientas (angl. Sharpe ratio)

15



Ha — 77
)

- J (g — 1 1)TE =1 (g — 171,
(29)

Gavome geometring pelno — rizikos koeficiento interpretacija. Kuo statesnis nuolydis, tuo didesné

graza uz santykinai mazesne rizika.

4.5 Maksimalaus pelno — rizikos koeficiento portfelis

Apibrézimas 12. Portfelj, kurio pelno — rizikos koeficientas yra didZiausias, vadinsime

optimaliu.

Pagal (29) lygtj gavome, kad visi ant portfeliai ant efektyvumo fronto tiesés yra su tokiu paciu
pelno — rizikos koeficientu, o paraboliniame efektyvumo fronte pelno — rizikos koeficientai
skiriasi. Todél svarbu surasti didziausio pelno — rizikos koeficiento portfelj tarp rizikingy aktyvy

ﬂA_rf}

O-Amin

m

ax —
Ua = argmaqu{

Kur o,™" yra minimali dispersija i§ (18) lygties. Galime numesti determinanta, kadangi jis

nepriklauso nuo g .

—r
py " = argmax#A{ Z'MA ! }
\/(Slll'lA - ZSIHHA + Suu)

(30)

Prilyginame (30) lygti nuliui ir suskai¢iuokime daling i§vesting pagal pi4

d
a [(llA - rf)J(511HA2 — 2514 + S;m)] =0,

_1 (251114 — 251) (U4 — 1)
(S11Ma% = 2814 + Spp) 2 — : 5 = 0.

Z(Sll.qu - zsluﬂA + S,LL,LL)_E

(31)
3
Gautg lygtj galime padauginti i8 (sqq142% — 25114 + Syu,) 2 irsuprastinti
0 = (S11Ma® = 2514 + Sup) — (S11Ma — S1) (Ha — 75),

0 = 5110a% — 2814 + Syy — (S1184° = S1pba — S11Trla + S1uHaTr),
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0 = S11Ma° — 2S1lia + Syy — S11la’ + S1ula + S11Trla — S1uMaTy,

—S1uMa t S117Fla = —Sup T S1uMaTy
‘uAmax _ _Sﬂﬂ + Slu.uArf.
_51# + Sllrf

(32)

Norint gauti rezultatus reikty (32) formulg jstatyti (13).

Tadiau, pirma raskime M~ 1u, kur M = UTY U ir u = (u 4 1)7 ir naudosime (17) formulés

Zyméjimus.
Sy, — 1¢S
17 S11 -5 U fo1lu
M‘luz—[ ”]s — 748
dl=Sy  Spu 1|7t o1LL
1
(33)
SunTTfS1u SunTTrS1u
Dél patogumo vektorius [S11 ~S1u] lslu_rfslll ir[Siu  Suu] lslu_rfslll suskaié¢iuokime
1 1
atskirai. Pirmas bty
l S Sup — TrS1p s
d 11 Sl[l - Tf511 n
[ 2
3 l S11Suu — S11TfS1y — S1u” + rfsllswl
Sl“ - Tfsll
1 [ _ 2
_ 2 [S11Sup T S l
| S1u ~ TFS11
1
S1p — TFS11
Cla d = Sllsﬂﬂ - Slﬂslﬂ'
(34)

Toliau skai¢iuosime antrajj vektoriy
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- ) B
1 =S1uSuu T 77S11° + SupS1u — T7S11Suu

Sl” - TfSll

- 2
1 [res1p —rfsllsuul

Slﬂ - TfSll

1 __rf(slls/.q.t - Sl,uz)l

S1p — TFS11

S1p — TFS11

Gautas reiksmes jstatome j (13) formulg

w=Y1tUMtu

[——|

B B Siy — ¢S
=[X'u ¥ 111]{ v “‘
S1iu — TFS11

>'u 3 Ty

Sip —TFS11 Sip — TFS11

S =1l
Ty (i — 1yl

Maksimalaus pelno — rizikos koeficiento portfelis parabolinéje kreivéje yra

D e
Ty 1(u— 1,1y

4.6 Optimalaus portfelio liestiné

|

(35)

(36)

Surasime svorius portfelio, kuris yra parabolinio ir tiesinio efektyvumo fronto liestiné.

Liestinés portfelis turi maksimizuoti pelno — rizikos koeficienta, t.y. turi tokius pacius svorius kaip

ir (36) lygybéje.
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Irodymas

Pazymékime w kaip svorius n + 1 aktyvy

o [1)

Kai ™1 = 1, tai wy = 0, tai galime pasinaudoti (26) formule ir uZsirasyti

_ 1y 'm
1=1"Tw=1"W = MArlTZ—_lrl
(37)
IS (37) lygties iSsireiskiame [i,
__EYTR
M=y

(37) israiska jstatome j (26) formulg ir optimalaus portfelio svorius

o <iiT2‘111>< T )
Iy ) \Wy R
T
Tixm

2D
1y (u = 1,D)

Cia wM yra liestinés portfelio svoriai.
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5) Markowitz teorijos taikymo praktiné dalis

Siame skyriuje, remdamiesi jau i§déstyta teorija, suformuosime lygiy daliy, minimalios rizikos
ir optimalius portfelius, rasime efektyvumo fronta. Uzdaviniams spresti naudosime “Microsoft

Excel” ir “R” programas. Imoniy grazy statistiniai duomenys yra paimti i§ “Yahoo finance”
duomeny bazés [7],[8],[9],[10].

5.1 Imoniy statistiniai rodikliai

Statistiniai duomenys analizuojami Siame darbe yra kompanijy Linde plc. [7], Walmart Inc.
[9], Visa Inc. [8]. Atitinkamai juos pazymékime Aq, A, A;. Duomenis imsime penkiy mety
laikotarpio, nuo 2018-05-01 iki 2023-4-30 ir naudosime jy uzdarymo kainas birZoje.

Data LIN WMT \Y
2018-05-01 153.3 87.41 127.51
2018-05-02 151.24 86.34 126.38
2023-04-27 365.64 151.38 229.01
2023-04-28 369.45 150.97 232.73

1 lentele: Aktyvy uzdarymo kainos

Pasinaudoje grazos skai¢iavimo formule, randame aktyvy grazas kiekvienam periodui,

r= % = % — 1, ¢ia aktyvo uzdarymo kaing periodo pradzioje pazymésime B,, 0 pabaigoje -
0 0

B,.

Data LIN WMT \

2018-05-02 -0.01344 | -0.01224 | -0.00886

2018-05-03 0.01058 | -0.00127 | 0.00633
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2023-04-27

0.00175

0.00311

2023-04-28

0.01042

-0.00271

Norint gauti aktyvo tikétinas grazas (ia,, Ua,, Ha,) It Standartinius nuokrypius (oy,, 04,, 4,),

2 lentelé: Aktyvy grazos

naudosime ,,Microsoft Excel* funkcijas AVERAGE ir STDEV.S.

Tikétina Standartinis

Jmoné graza nuokrypis
LIN 0.0008457 | 0.0170850
WMT 0.0005376 | 0.0143565
v 0.0006455 | 0.0182837

0.00377

0.01624

3 lentelé: Aktyvy tikétinos grazos ir standartiniai nuokrypiai

Pasinaudoje ,,Microsoft Excel” funkcija COVARIANCE.S randame aktyvy kovariacijos matricg.

LIN WMT Vv
LIN 0.0002919 0.0000834 0.0001961
WMT 0.0000834 0.0002061 0.0000810
\Y% 0.0001961 0.0000810 0.0003343

3 lentelé: Aktyvy kovariacijos matrica

Pazymékime

Kur W yra portfeliy svoriy matrica, o w; (¢iai =1,2,3.) — svoris, parodantis kokia dalis

investuotg ] ta kompanija.

W= (w; wp wg).
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Tolesniems skai¢iavimans naudosime “R” programg. Naudosime IntroCompFinR [2]

bibliotieka, kuri palengvins norimy portfeliy radima.

5.2 Lygiu daliy portfelis

Lygiy daliy portfelyje investuotuojama suma lygiomis dalimis iSskirstoma per aktyvus. Misy

atvéju aktyvy svoriy matrica bus:

W= (1 11 )
\3 3 3/
Naudodamiesi funcija getPortfolio ir suvedus grazos, kovariacijos ir svoriy matricas gauname

rezultatus.

Tikétina graza 0.0006762

Standartinis nuokrypis 0.0131372

4 lentelé: Lygiy daliy portfelis

Apacioje pavaizduotame grafike yra atvaizduoti taSkai portfeliy jei visa suma biity
investuojama j vieng aktyvg ir jei lygiy daliy portfelio. Galima teigti, kad investuojant lygiomis
dalimis ] skirtingus aktyvus zenkliai sumazino rizikg ir net aplenké Walmart Inc. ir Visa Inc.

GraZos atzvilgiu.
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0.0009
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0.0008
|

0.0007
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Graza
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0.0008
|

®WMT

0.0005
|

0.0004
|

T T T T T
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

Standartinis nuokrypis

1 pav.: Portfeliy i§sidéstymas

5.3 Minimalios rizikos portfelis

Norint rasti minimalios rizikos portfelj su “R” programa, naudosime globalMin.portfolio

funkcijg ir suvedus graZos ir kovariacijos matricas gauname rezultatus.

Tikétina graza 0.0006315

Standartinis nuokrypis 0.0124116

5 lentelé: Minimalios rizikos portfelis

Gauti svoriai minimalios rizikos portfelio:

W = (0.2425 0.5793 0.1782).

Tai reiskia, kad j Linde plc. akcijas investuota bus 24.25 % investuojamos sumos, Walmart Inc.
—57.93%irj Visa Inc. 17.82 %.

Minimalios rizikos portfelis grafike yra kairiausias taskas.
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Standartinis nuokrypis

2 pav.: Portfeliy iSsidéstymas pridéjus minimalios rizikos portfelj

5.4 Maksimalaus pelno-rizikos koeficiento portfelis ir efektyvumo frontas

Norint rasti optimaly portrfelj naudosime tangency.portfolio funkcija ir suvedus graZos,

kovariacijos matricas ir nerizikingos investicijos grazg () gauname rezultatus.

Tikétina graza 0.0007287

Standartinis nuokrypis 0.0134602

6 lentelé: Maksimalaus pelno-rizikos koeficiento portfelis

Gauti svoriai optimalaus portfelio:
W =(0.6114 0.3627 0.0259).

Skaiciuojant nerizikingu aktyvu laikytas Jungtiniy Amerikos valstyjy iSduodamas vieny mety

izdo vekselis, kurio pelningumas, imant praeitus metus ,buvo apie 2 % [10]. Kadangi, misy
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skai¢iavimuose naudojamas periodas yra viena diena, kada vyksta prekyba, tai 2 % padaliname i$

252 (vidutinio skaiCiaus dieny metuose, kai vyksta prekyba) ir gauname 7 = 0000794

Ieskant efektyvumo fronto naudosime efficient.frontier, kuri padés surasti jvairias portfeliy

kombinacijas, funkcijg ir suvedus grazos, kovariacijos matricas gauname rezultatus.

Efficient Frontier

Al
- hd - *
8 -~ ol
g L
o &
Optimalus - Q&
(] ‘.Lygiu daliy
3 J Minimalios rizikos oV
o 4
r = . .
mw ‘o @WMT
o L
) L ]
£ 3 T
o 3
=]
o™
o
o
=]
o
[ J
=] F
=
=]
o T T T I T
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

Portfolio SD

3 pav.: Efektyvumo fronto liestin¢ optimaliame taSke

I8 rizikingy aktyvy (LIN, WMT, V) ir nerizikingo aktyvo 7y sudaryto portfelio efektyvumo
frontas (nesiskolinant uz r¢) yra [F,0) U [0, 4,). Cia [F, 0) — atkarpa nuo tasko F iki O, [0, 4;)

— kreive nuo tasko O iki A4;.
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6 ISvados

Investavimas ir rizika yra du labai susije¢ dalykai. Kuo didesné rizika — tuo didesné tikétina graza
ir atvirkséiai, kuo mazesné rizika — tuo mazesné ir graza. Todél, gebéjimas formuoti portfelius,
remiantis H. Markowitz, kurie suteikia didZiausig graza esant tam tikram rizikos lygiui yra

naudingas iki Siol.

Siame baigiamajame darbe nagrinéjome H. Markowitz iskeltas teorijas, remdamiesi matematikuy,
vis dar, nagrinéjais straipsniais §Sia tema. ISsiaiSkinome pagrindinius investicinio portfelio
apibrézimus, tokius kaip, graza ir rizika. [rodéme minimalios rizikos, maksimalaus pelno —
rizikos koeficiento portfeliy ir efektyvumo fronto teiginius. Remdamiesi teorija ir pasinaudodami
programavimo galimybémis teorines Zinias pritaikéme praktikoje formuodami portfelius i$

nerizikingo aktyvo ir trijy rizikingy aktyvy.
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8 Priedai

R kodas:

library(IntroCompFinR)

asset.names <- c("LIN", "WMT", "V")

mu.vec = ¢(0.000845691682, 0.000537573764, 0.000645464345)

sigma.mat = matrix(c(0.000291896527, 0.000083397246, 0.000196115305,
0.000083397246, 0.000206108396, 0.000080975759,
0.000196115305, 0.000080975759, 0.000334294554

),

nrow=3, ncol=3)

#mu.vec

#sigma.mat

sigma.vec = sqrt(diag(sigma.mat))

r.f=0.000079365079

eqw =rep(1,3)/3

equalWeight.portfolio = getPortfolio(er=mu.vec,cov.mat=sigma.mat,weights=eqw)
#class(equalWeight.portfolio)

#names(equalWeight.portfolio)

equalWeight.portfolio #Lygiy daliy portfelis

min.sd.port = globalMin.portfolio(mu.vec, sigma.mat)

#class(min.sd.port)
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min.sd.port # Minimalios rizikos portfelis

opt.port = tangency.portfolio(mu.vec, sigma.mat, r.f)
#class(opt.port)

opt.port # Optimalus portfelis

ef = efficient.frontier(mu.vec, sigma.mat, alpha.min=-0.5,
alpha.max=2, nport=20)

#attributes(ef)

#ef

plot(ef, col="blue", pch=16)

#plot(equalWeight.portfolio$sd, equalWeight.portfolio$er,xlim=c(0,0.02),xlab="Standartinis
nuokrypis", ylab="Graza")

points(equalWeight.portfolio$sd, equalWeight.portfolio$er, col="red", pch=16, cex=2)
text(equalWeight.portfolio$sd, equalWeight.portfolio$er, labels = "Lygiy daliy", pos = 4)
points(sigma.vec[1], mu.vec[1], col="black", pch=16, cex=2)

text(sigma.vec[1], mu.vec[1], labels = "LIN", pos = 4)

points(sigma.vec[2], mu.vec[2], col="black", pch=16, cex=2)

text(sigma.vec[2], mu.vec[2], labels = "WMT", pos = 4)

points(sigma.vec[3], mu.vec[3], col="black", pch=16, cex=2)

text(sigma.vec[3], mu.vec[3], labels = "V", pos = 4)

points(min.sd.port$sd, min.sd.port$er, col="green", pch=16, cex=2)

text(min.sd.port$sd, min.sd.port$er, labels = "Minimalios rizikos", pos = 4)

points(opt.port$sd, opt.port$er, col="red", pch=16, cex=2)
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text(opt.port$sd, opt.port$er, labels = "Optimalus - O", pos = 2)
sr.tan = (opt.port$er - r.f)/opt.port$sd

abline(a=r.f, b=sr.tan, col="green", lwd=2)

points(0, 0.000079365079, col="red", pch=16, cex=2)

text(0, 0.000079365079, labels = "F", pos = 1)

text(ef$sd[1], ef$er[1], labels = "Al", pos = 2)

points(ef$sd[1], ef$er[1], col="green", pch=16, cex=2)
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