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1 |Jvadas

Matematika — viena iS esminibendrojo lavinimo mokyklos ugdymo turinio dalir
vienas iS pagrindini dalyky, déstom; auksStesniosiose mokyklose, kolegijose, auksStosiose
mokyklose. Mokykloje kaupiamos, sisteminamos eldam@rsios matematikos Zzinios, kurios
véliau gilinamos studijuojant aukstosios matematikoss,.

Vienas iS problematisk matematikos skyui yra funkcijos ir grySiai. ISkyla daugyb
problemy, besimokantiesiems sunkiai suprantammatematini formalumy. Reikia nepamirsti,
kad pagrindini jgudZiy formavimas yra labai svarbi mokymosi komporeni igijimasjgalina
suvokti sudtingesnes g/okas, ugdyti kritiSk mastymg, karybiSkuma, spesti uzdavinius.

Remiantis Vilniaus kolegijos matematikogstytojy ir asmenine patirtimi, problem
studijuojantiems matematik kyla cl ijvairiu priezasiy: 1) mokykloje igytos zinios yra
trumpalaikés, studentams ttksta fundamentini matematikos Zimi; 2) matematikos mokymas
mokykloje daznai pernelyg formalus, studentai negehtaikyti papra&ausiy mokykloje igytu
Ziniy; 3) pasigendama studentamoningo mokymosi, motyvacijos. Zinios tampa tikrai
vertingos ir veiksmingos tuomet, kai moksleivis jagpranta, kai suvokia, kéld mokosi
matematikos [2]. Tod siekiant iSvengti mechaninio Zipijsiminimo bei suteikti galimyb
lengviau IS ess suvokti zinias siekiama vizualizuoti matematiknsekym taikant jvairias,
tarp ju ir kompiuterines, priemones.

Remiantis informacimi technologij diegimo Svietime strategija 2000-2004 metams [4]
didelis &mesys skiriamas mokomosioms kompiutémis programomsvairiems dalykams
mokyti: jomis apfipinamos mokyklos, organizuojami kursai mokytojamekwyti, rengiama
metodire medziaga. Tai vienas svarbiausiidy siekiant nukreipti mokyki kompiuterizavin
teigiama ugdyra gerinargia linkme [6].

Kompiuteriress mokomosios programos gali pagyvinti matematikaskyma, suteikti
dinamiSkumojgalina vaizdziai ir vizualiai pateikti mokaga medziag. Psichologai teigia, kad
vaizdingas medziagos pateikimas pagreitinayisisavining bei pagerina mokymosi medziagos
isisavinimy. Kompiuteriremis programomis sukurti dinamiski dainiai palengvina mokytojo
darks, naudojant juos taupomas pamokos ar paskaiteaslasuteikiama galimybivaizdziau ir
paprasgiau pateikti mokiniams sunkiai suprantamagsokas, matematines abstrakcijas.

Matematikai mokyti(is) taikomosijvairios kompiuterias programos. Aukstosios
matematikos studijoms naudojamos profesionalid®aosios programos, programavimo kalb
sistemos, pvz,,Maple“, ,Derive” , ,Mathematica ir kt. Bendrojo lavinimo mokyklai tinkamos
kompiuterirés priemors yra,Veiksmai su teigiamais ir neigiamais skaiis 7 kl.“, ,,Dinaming
geometrijd, ir kt. Mokant funkcijy batini  grafikus ar geometrines interpretacijas
vaizduojantys kiziniai, dar geriau — dinamiski, téld kompiuterires programoscia itin
pageidautinos. Diplominiame darbe nag@mos programos funkcijoms mokyti -Binamine
geometrijd, ,MathematiX“ ir ,Autograph“. Remiantis bendja bendrojo lavinimo mokyklos ir
Vilniaus kolegijos matematikos programomis nagjamas migtyjy prograny tinkamumas
funkcijoms mokyti bendrojo lavinimo mokykloje in jpritaikymas matematikos studijoms
Vilniaus kolegijoje.



1.1 Darbo tikslas ir uzdaviniai

Diplominio darbo tikslas:

IStirti kompiuteriniy matematikos mokonjy prograny galimybes funkcijoms mokyti
bendrojo lavinimo mokyklose.
Uzdaviniai:

1. I1Sanalizuoti ir apibendrinti bendrojo lavinimo md#gje su funkcijomis susijugiteny
ypatumus ir pateikti §itemy sgsajas su kolegijojeédtomu matematikos turiniu,
susisteminti funkcij mokymo medziag

2. Istirti programy ,,MathematiX, , Dinamire geometrijd, ,, Autograph galimybes
funkcijoms mokuyti;

3. Atlikti funkcijoms tinkamy mokyti kompiuterini prograny ,, Dinamine geometrijé,
»MathematiX, ,, AutograpHh analiz;

4. Pagisti arba paneigti programDinaminés geometrijos; ,MathematiX, ,, Autograpli
naudojimo bendrojo lavinimo mokykloje ir kolegijdjmkamuna atsizvelgiani funkcijy
mokymo bendrojo lavinimo mokykloje ir kolegijojefaektus.

1.2 Darbo strukt dra

Diplominiame darbe iSkeltam tiksluigyvendinti pirmiausia nagréjamos bendrojo
lavinimo mokyklos matematikos mokymo bendrosiosgpamos ir iSsilavinimo standartai.
Pagrindinis dmesys skiriamas: 1) matematikos mokymo tikslams uidaviniams; 2)
matematikos mokymo didaktims nuostatoms, 3) mokykliniame matematikos kurse su
funkcijomis susijusi temy turiniui. Siekiant pateikti gsajas tarp mokykloje ir Vilniaus
kolegijoje pirmo kurso studentams aukStosios matis kurse dstom; su funkcijomis
susijusiy temy, palyginamos bendrosios bendrojo lavinimo mokykiosVilniaus kolegijos
matematikos programos.

Norint iStirti mokomyju prograny ,MathematiX, , Dinamirg geometrijd, , Autograph
galimybes funkcijoms mokyti, aptariami galimi mokaojnn kompiuterinip prograny tipai,
aprasoma kas kiekvienam igyra lidinga, kokiems tikslams jos naudojamos, nagama, kaip
kompiuterines priemones galima pritaikyti matemagilpamokoje: dirbant su visa klase, dirbant
su mokiniy grupimis ir mokantis individualiai. Taip pat trumpai s@findinama su
pasirinktosiomis programomis; galimykemis, aprasomi pagrindiniai bruozai.

ISnagrirgjus bendgsias matematikos programas tiriamojoje darbo daygsteminama
funkciju mokymo medziaga. Tyrimo eigoje siekiama iSsiaiskikokias temas ir kad yra
tikslinga (netikslinga) é&styti naudojantis naujomis technologijomis. Jei kauterinés
programos éra tinkamos vienai ar kitai su funkcijomis susigidemai mokyti, Siame darbe tos
temos medziaga éma pateikiama. Tai atlikus, nagéjama kaip konkr&ai kiekviena
kompiuterine programa galimaity pasiekti uzsibizty tiksly. Pateikus funkcij mokymo(si)
naudojantis kiekviena i mihyju kompiuteriniy priemoni;y galimus idus siekiamavertinti
kiekvienos programos séihguma, ju galimybes reikalingiems &tiniams sukurti, tinkamum
jvairioms pamokos veikloms organizuoti. Stidgumas Siuo atveju tiriamas dviem aspektais:
laiko ssnaudos skiriamos norimamdainiui sukurti, programos ir vartotojasajos paprastumas
ir patogumas.



2 Matematikos mokymo programos ir kompiuterin es
priemon és

2.1 Funkcijos bendrojo lavinimo mokyklos ir kolegijos matematikos
programose

Siuolaikirtje matematikos didaktikoje i$skiriami trys bendrimjptematiniai gegimai —
problemy sprendimas, matematinisastymas ir matematinis komunikavimas.y Sjekejimy
ugdymas akcentuojamas ir bendrojoje kolegijos mat#ms programoje [3]. Remiantis
bendgja bendrojo lavinimo mokyklos ir Vilniaus kolegijoratematikos programomis viena i$
matematikos turinsudaratiy daliy yra temos susijusios su funkcijomis: ,FunkcijosarySiai“
[1], ,Funkcijos. Lygtys ir nelygybs®, ,Diferencialinis skaiiavimas” [2] ir ,Funkcijos. Ribos.
ISvestires” [3].

Funkcires kintamy dydziy priklausomyls samprata palaipsniui pradedama formuoti nuo
| klases, taiau pati funkcijos gvoka ir atitinkama simbolik@vedama tik VIl klagje. Funkcij
propedeutikos svarbiausias tikslas — suteikti mekElms zini, kad jie gadty suprasti tokias
savokas kaip kintamasis, priklausongyhatitiktis, kintamojo reikSi& funkcija, grafikas ir pan.
VIII klasé¢ — pirmas Zzingsnig funkciju pasaul IX, X klastse toliau palaipsniui ptojama
funkcijos sivoka, p detalizuojant: moksleiviai supazindami su naujosaokomis: funkcijos
didéjimo, mazjimo ir pastovumo intervalai, funkcijos lyginumasnelyginumas, apibgiama,
ka vadiname funkcijos grafiku. Moksleiviams pateikiarme tik nauji apibézimai, reikalingi
funkcijoms tirti, betivedami ir apib&Zimo srities bei reikSmi srities Zymenys, iSmokstama tirti
funkciju savybes ne tik grafiSkai, bet ir algebriSkai. Meksai susipaista su pagrindimis
elementariosiomis funkcijomisy jsavylemis. XI-XII klas¢je nagrirtjamos ankstesise klagse
nenagrigtos elementariosios funkcijosy jsavykes, jvedamos funkcijos ribos, tolydumo,
funkcijos grafiko liestigs ir iSvestigs svokos.

Prie daugelio iS5 mity dalyky griztama ir kolegijoje studijuojant tem,Funkcijos.
Ribos. ISvestigs®. ISnagrijus bendrojo lavinimo mokyklos bendrosiose prograenar
bendrojo iSsilavinimo standartuose temas ,FunkcijosarySiai“ [1], ,Funkcijos. Lygtys ir
nelygyles®, ,Diferencialinis skatiavimas® [2] bei Vilniaus kolegijos bendrosios matgikos
programos temas ,Funkcijos. Ribos. ISvestin ,Neapibgztinis integralas” ir ,,Apibéztinis
integralas” [3], iSrySka glaudi mokyklinio matematikos kurso ir koleggogtstom;, su funkcija
susijusi, temy sasaja: dalis mokykliniame matematikos kuriggtu ziniy apie funkcijas yra
kartojama bei gilinama kolegijoje (1 lentgl

1 lentet. Bendgju bendrojo lavinimo mokyklos ir Vilniaus kolegijos atematikos funkcij
mokymo program palyginimas

Tema Vidurirgje mokykloje Vilniaus kolegijoje
Funkcijos gvoka + +
Funkcijos reiSkimo tdai + +
Funkcijos grafikas + +
Elementanijy funkcijy grafikai + +
Funkciju grafiky transformacijos + +
Funkciju savylés + +
Sudktiné funkcija + +
Atvirkstiné funkcija + +
Funkcijos ribos gvoka + +

Funkcijos tolydumas taske ir intervale + +

+
+

Funkcijos iSvestiés sivoka

+
+

Sudktinés funkcijos iSvestié




+

ISvestini; taikymai +

+

Bendroji funkcijos tyrimo schema +

Pirmykse funkcija +

NeapibgZtinio integralo gvoka +

ApibréZtinio integralo gvoka +

ApibréZtinio integralo taikymai +

Dviejuy kintamyju funkcija -

Nykstamos ir neapgtai dickjancios funkcijos -

Funkcijos tfikio taskai —

Pagrindires tolydZiy funkcijy savyles —

AuksStesniosios aik iSvestiis -

Funkcijos diferencialogvoka -

Dviejuy kintamyju funkcijos dalires iSvestigs —

NeiSreikstires funkcijos iSvestié —

NeapibgZtumy tyrimas -

HE[ |+ T

Funkcijos grafiko asimptés —

+

NeapibgZtinio integralo integravimo metodai -

+

Apibréztinio integralo ska@iavimo metodai —

+

ApibréZtinio integralo apytikslis sk&iavimas -

2.2 Mokomosios kompiuterin ~ és priemon és

Kadangi kompiuterini priemoni; yra jvairiy tipy, ir jas galima naudoti skirtingiems
tikslams ir skirtingais @dais, tai pirmiausia redty iSnagriréti, kuriam tipui galima bty priskirti
pasirinkasias  programas: ,Dinamine geometrig”, ,MathematiX ir , AutograpH.
Kompiuterinip priemoni, Klasifikacija pateikiama remiantis L. Markauskait straipsniu
»-Mokomuyju kompiuteriny prograny tipai“ [7].

Kompiuterinio mokymo tdai klasifikuojami pagal moksleivio aktyvumo lygmen
Kiekvienas iS y pasizymi tik jam bdingomis savybmis. Be to, kiekviem mokymo luda
atitinka vis kitoks mokomosios kompiutegs programos tipas. Ne visuometanomajzvelgti
tarp jvairiy tipy prograny akivaizdzius skirtumus, nes daugelyje taikomi kebkymo hidai.
Pagal tai, kas kontroliuoja mokymosi gigprograma ar moksleivis), programos skirstomos

e kontroks (demonstravimo, pratyb
e tyrinéjimo (eksperimentavimo ir modeliavimo, programavimo bkal sistemos,
taikomosios programos).

Kontroles programos konkdgai apibgkzia tiksh, parenka mokymo tuaa, pateikia
reikiamas zinias iftvirtina jgudzius. Pratyb programy ,Serdis” — kartojimas. Jos paremtos
dviem didaktikos principais: moksleivis iSmokstéi@mas taisykles bei sugeba jas taikyti; daug
karty atlikdamas panaSaus tipo ne&irtgas uzduotis, susiformuoja reikiamiggsidzius, jvaldo
bendruosius principus.

Demonstravimo programos atliekajprasty demonstravimo priemomi (vaizdinig
mokymo priemony) funkcija. Kompiuterio ekrane demonstruojaiwairas sudtingi reiskiniai,
objektai, j; savylkes ir pan. Kompiuteriés demonstravimo priemés paprastaiina pranasess
uziprastines, nes:

e kompiuterirtsse mokymo priemaise yra galimyb kartu derinti kelis informacijos
perteikimo ldus: tekst, vaizdy ir gars. Tai padidina mokomosios medziagos vaizdum

e kompiuterires demonstravimo priemeés paprastaiina interaktyvios, t.y., prieSingai nei
tradicinese vaizdo- ir garso demonstravimo priergg® ekrane stebinvyksma galima

valdyti: sustabdyti, pakartoti tam tikrfragmen4, pakeisti parametrus, nukreipti
demonstravimo ekgnorima linkme ir pan.



Pratyby programos skiriamosjvairioms teorigms zinioms tvirtinti, praktiniams
igudziams ugdyti. Téau nevienodai efektyviai jos padeda ugdyti retkiesigudzius: vienosy
tik nurodo, teisingai ar klaidingai atlikta uzduotis, kitosmokiniui pateikia uzdug@f ir programa
padedag atlikti, joje pateikiant tam reikalirgteorija, paaiSkinant, kaimjtaikyti, atlikti viers ar kita
veiksmy, patikrina gaut rezultas.

Kontroliuojan ¢ios programos skirtos tikrinti mokinizinias. Nuo pratylp jos skiriasi tuo,
kad pastarosioséra skirtos mokyti, o tik patikrinti jau iSmoktus lgleus. Naudojant Sias programas
pateikiamos uzduotys, kurias mokinys turi atliliratyhy ir kontroliuojaréios programos daZnai
kuriamos kartu: viena programos daliinh skirtaigadziams lavinti, kita — Zinioms tikrinti. Tokios
programos paprastai taikomos mokytojo darbui paliertigir yra novatoriSkests uz ank&au
vartotus mokymo metodus.

Eksperimentavimo ir modeliavimo programos imituojavairiy reiskiniy vyksma, savybes ir
pan. Jos daZnai naudojamos ir kaip demonstravimempres. Jose galima pateikti reiSkiniar
mechanizmm modelius, kum veikimas ir savybs priklauso nuogvairiy paramety. Mokytojas ar
mokinys gali parinkti arba keisti modelveikiartius parametrus, stétb tolesnio vyksmo
priklausomyle nuo j, tirti savybes, ésningumus.

Programavimo kalby sistemos— dazniausiai mokyklose naudojama programianga.
Suprantama, jos populiaramiémé informatikos dalyko turinys, kuriame daug laikoirgkma
programavimui. Téau programavimo kalbas ir moksleivgelzjima pateikti algoritmus &rybingai
galima pritaikyti ir mokantis kit dalyky. Mokiniai patys gali paraSyti programnimituojartia
reiSkin, sprendZiatia uzdavin ar realizuojatia kitokius jo sumanymus. Taip moksleivis iSmoksta
konkretaus dalyko begytas Zinias iSradingai pritaiko raSydamas program

Taikomosios programospadeda atliktijvairius nuobodZzius ir vargin&ius veiksmus. Jos
leidZia daugiau laiko ir@nesio skirti esminiams dalykams. Tokios pagalbimokymosi priemaoss
yra teksti rengimo sistemos, skaioklés, duomen baziy sistemos, matematikos ir statistikos
paketai, grafikos ir muzikos redaktoriai, integiunbkomieji paketai, programavimo kallsistemos.
IS visy taikomyju priemoniy labiausiai iSsiskiria kompiuterds enciklopedijos, Zodynai, Zinynai ir
katalogai.

Priklausomai nuo to, kokie yra pamokos tikslakakios turimos kompiuterisgs programos,
mokymas(is) naudojant naujas technologijas, gadtiseliais bidais [15]:

e dirbant su visa klase
e dirbant su mokinj grupe
e mokantis individualiai
Nuo pamokoje organizuojamos veiklos priklauso, kdiis reikalinga kompiutegnranga.

Darbas su visa klase - tai dazniausiai pamokajeipje taikomos naujos technologijos,
naudojamas mokymo(-sijidas. Vieno kompiuterio taikymas pamokoje — vierfakitly sudominti
mokinius, individualizuoti mokyrmy ugdyti bendradarbiavimagadzius [15]. Kompiuteris gali
pakeisti daugelplakat,, lentely, laboratorini priemoni, ir pan. Kompiuteri naudojimas pamokoje
priklauso nuo mokytojoirybiSkumo, darbo stiliaus, patirties ir techmisilygu.

Dirbant su visa klase, dazniausiai kompiuterisdogamas rodymui. Tai atlieka mokytojas.
Klasé stebi, diskutuoja, reikiagninformacip uzsiraSo. Kompiuterio panaudojimas rodymui prik@u
nuo pamokos tikgl Vien tik pasyvus stéfimas teikia nedaug naudos. Galintylpanaudoti
animacip ir daryti poveik sudaro glygas kirybiSkam darbui.

Darbas su mokinigrupe — kai 3-8 mokinigrup: turi viera kompiuteg. Galima iSskirti
kelis mokymosi grugse naudojant kompiuter privalumus: ugdomi jprasti mokymosi
bendradarbiaujanigadziai (mokiniai aktyws, mokosi bendrauti, diskutuoti, dirbti drauge);
intensy\¢ja mokymas; neitina tinkama demonstracijai papildoriranga (televizorius, projektorius
ar didetsistrizaires monitoriaus); ugdomi géjimai naudotis kompiuteriu.

Individualus mokymasis — kai kiekvienas mokinys foo viera kompiutei. SavarankisSkai
mokytis — tai aktyviai rastyti. Vadovauti savarankiSkam mokinio darbui ~&ilovauti jo pazinimui
arbajgudZiy formavimui, pirmiausia mstymui, Zinant visas stipisias ir silpmasias jo savybes [6].
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Kompiuteris mokymo procese yra priegpnpadedanti atskleisti ir lavinti mokini
gekejimus. Savarankiskaiekmingai ir efektyviai dirbti kompiuteriu gali tikkdyvus ir smoningas
mokinys.

2.3 Pasirinkt y kompiuterini y priemoni y aprasymai

Dinamiré geometrija

Program ,Dinamire geometrijd, angl. k. Geometer's Sketchpad (Dynamic Geometry
for the 21st Century)1995 metais suké JAV firma Key Curriculum Presskuri rengia
kompiuterines programas tiksliesiems mokslams.

»,Dinamire geometrijd gerai Zzinoma visame pasaulyje. Ji haudojama lmadavinimo
mokyklose, koledZzuose bei auksStosiose mokyklos@l1 2@etais L. Stepanauskéemagistro
darbe ,ProgramosDinamirg geometrijd tyrimas ir taikymas bendrojo lavinimo mokykloje*
atliko Sios programos anatiziStyré jos galimybes [16]. Be to, tais gais metais Matematikos ir
informatikos institutas Lietuvai adaptavo Sios peosgos 3.01 atmadn Programa yra nupirkta
visoms Lietuvos mokykloms (Salies licencija). 2068 Zieny pasiro@ 4-0ji ,Dinaminés
geometrijos“versija, 2004 m. kovo émes — 4.0.6 versija (1 pav.). Si versija jau nupirkisoms
Lietuvos mokykloms. Darbe Si programa iSsamiaintgjama tik vienu aspektu — tiriamos
galimyhkés funkcijoms mokyti.

Naudojantis mokomja kompiuterine priemonelinamirg geometrijd galima:

e Dbraizyti ir konstruoti Euklido geometrijosdainius;

e transformuoti ir animuoti geometrinius objektusakurtus b¢Zinius;

e braizyti funkcip grafikus Dekarto ir poliese koordinatse;

e iSmatuoti geometrinius objektus pasirinktais matavivienetais, norimu tikslumu, taip
pat uzrasyti tiegir apskritimy lygtis;

e brézinius papildyti pasirinkto dydzio, formos ir Sofuzrasais;

e kurti scenarijus, kuriais automatiSkai apraSomgibio karimo seka. Scenatjpagalba
galima konstruoti sudingas figiras ir fraktalus. I
ReikdmingiausigDinaminés geometrijos“savyle yra V 4

ta, kad tikslingai sukonstruotas geometrinedirhg galimafé
slinkti ar tampyti, i$saugant sukonstruotus geoimieis ry3ius. 2
Matavimy veris taip pat dinamiskos: keant geometrinj
objekty diduma, jos taip pat keiasi. Svarbu palbeti, kad
programa pati nieko nedaro — visusédmnius kuria ir A
individualiai juos tyrirgja kiekvienas vartotojas. Programa ti,ay. 1

suteikia vartotojui reikalingas priemones.

MathematiX

,MathematiX — viena iS lzraelio firmos ,,Dalin's" s
programirgs jrangos program Programa sukurta 1992 m. 2004 d
iSleista 4.1 versija, kuri dabar taikoma daugiau #@% Izraelio |- P ;
viduriniu  mokykly (2 pav.). Kiréjai program ivardija kaip |: JEsEEsrs
matematikos tyrigfimo priemoni rinkini (angl. mathematics == £ :
exploration toolki}.
Naudojantis mokomja kompiuterine priemone MathematiX . F
galima:

» braizyti funkcily grafikus Dekarto koordirtay sistemoje;
e tyrinéti funkciju savybes — apibgimo srif, Kritinius
taSkus, monotoniSkumo intervalus, funkcijos pasigva



Zenklo intervalus, asimptotes;

e Dbrézinius papildyti tik dviey dydziy uzraSais (antradhis, svarbiomis pastabomis,
formuluoemis ir kt.);

e nubraizyti papildomus objektus — liesfitaSke, statmenisOx ir Oy aSis ir pan.

e nubraizyti ir apskaiuoti kreivemis apribot; figary plotus.

Si programa iSsiskiria paprasta vartotopsaga. Programa yra dinamiska: zymekliui
judant koordina&iy plokStumoje, koordinas yra dinamiskai perskauojamos ir parodomos
informacijos langéArena Info Taip pat nubraizius funkcijos grafikgalima slinkti juo ir tyrirti
jo savybes. Programatma skirta suétingiems béziniams konstruoti, ji tik suteikia galimgb
naudotis joje realizuotomis komandomis.

Autograph
Kompiuterires programos Autograpti 2005 m. balang 5o i o m w tw s v ur

pasirod programos 3.10 versija (3 pav.). Tai, kaip teigays & eressssero o  zu.
kuréjai, kompiuteriie programa padedanti mokytojams ik
mokiniams vizualizuoti matematikos mokyrtiek mokykloje, tiek
kolegijoje.  Si programa turi tris veiksenas: 1ptistikos ir
tikimybiy; 2) dvimagés plokStumos; 3) trimas plokStumos.

Remiantis darbe iSkeltais tikslais Si program@gyama tik
vienu aspektu — tiiamos galimddpfunkcijoms mokyti(is).

=

& ke PHG V>

e

Naudojantis kompiuterine programAuytograpli galima:

e Statistikos ir tikimybi veiksena: pav. 3
0 jvesti tiesioginius ar grupuotus duomenis;
o skatiuoti standartinius statistinius rodiklius;
0 generuoti duomenis naudojant atitinkamus skirssiniu
0 reprezentuoti duomenis naudojant diagramas, grafikii.;

¢ Dvimatés plokStumos veiksena:
0 braizyti funkciy grafikus Dekarto ir poligje koordin&iy sistemose;
o diferencijuoti ir integruoti bei atvaizduoti rezatts;
o sukurti ir valdyti pagrindinius geometrinius obje&t— taskus, atkarpas, vektorius,

kreives, kitas standartinesdigs irt. t.;

o modifikuoti bei transformuoti geometrinesiigs;

e Trimats plokStumos veiksena:
0 braizytijvairias trimates figras;
0 braizyti tieses ir plokStumas;
0 atvaizduoti vektorius, atlikti su jais veiksmusgan.

IS kity programy ,Autograpli iSsiskiria tuo, kad turi statistikai mokyti(iskeikalingy
priemoniy, pasizymi vektor bei trima&iuy objekyy vaizdavimo galimybmis. Programa turi
nemazai panasumsu ,Dinamine geometrija“— galima konstruoti tam tikrus geometrinius
objektus bei funkcij grafikus. Pagrindinis skirtumas — programoj&utograpfi yra maziau
konstravimo galimyhj — didzioji dalis funkciy, geometring figary yra kiréju apibgztos. ¢l to
vartotojui yra lengviau iSmokti dirbti Sia programaiau ¢l tos pa&ios prieZzasties, apribojamos
bréziniy konstravimo galimyés. Programoje galima intervaluose apitr funkcijas, spgsti
nelygybes, vaizduoti dvintay ir trimaciy objeky sankirtos taSkus ir kitas savybes.
DinamiSkumo atzvilgiu programa panagi,Dinamine geometrig“. Sukonstruat objekiy
iSsidestyma dvimatje ir trimagje plokStumose galima keisti naudojant parametnajdoti
paprastos animacijos galimybes. Programoje redbzatvaizdavimo projektoriuje veiksena.



3 Funkcij y mokymas taikant kompiuterines priemones

Funkcijos terminas naudojamasairiuose moksluose ir aiSkinamasairiai. Funkcijos
pagrindu sudaromi teoriniai aiSkinimai vadinami Kaionalizmu. Svarhi vieta funkcionalizmas
uzZima psichologijoje ir socialiniuose moksluose. a¥psvarby vieta funkcijos gvoka uZima
matematikoje.

Matematin termimg "funkcija" (lot. functio) pirmasis 1694 m. prgd vartoti G. Leibnicas.
XIX amZziuje funkcijos gvoka formalizuota bei pragdta. XIX amZiaus pabaigoje nepriklausomai
vienas nuo kito beveik tuo pat metu Siuolaikfankcijos formail, apibgzima pateik P. G. L.
Dirichl¢ ir N. Lobatevskis.

3.1 Funkcijos s gvoka

Jei kiekvienam skdiy aibées D elementui x pagal tam tikrtaisykk priskirtas tik vienas
skakiy aibes E elementas vy, tai sakoma, kadeg@tD yra apibezta funkcija.Funkcija zymimay =
f(x).

Elementax vadinamasepriklausomuoju kintamuoju (argumentu).

Elementay vadinamagpriklausomuoju kintamuoju (funkcijos reik&taske x).

Sakoma, kad adpe D apibrzta skaitie funkcija, jei kiekvienam a#ls D elementui priskirtas
atitinkamas realusis skaus.

Funkcijos y = f(x), xe D(f) grafiku staiakamgje Dekarto koordindiy sistemoje Oxy
vadinama plokStumos tagkkuriy koordinags (x; f(x)), xe D(f), aike.

Funkcijos galimi reiSkimoidai pateikiami lentele (2 lentgl

2 lentet. Funkcijos apib¥Zimo hidai.

Badas Aprasas

1. Lentelinis | ApraSant funkcijSiuo hidu, nepriklausomo kintamojo reik8swxy, X, ... %
ir tas reikSmes atitink&ros funkcijos reikSrasys, s, ...\ pateikiamos
lentele. Tdiau nors Sis fidas ir paprastas,dau pagrindinis fitkumas yra
tame, kad jis neatskleidzia vigunkcijos savyhi ir néra vaizdus.

N

Zodinis Funkcija apraSoma tekstu — Zodziais.

3. Grafinis | Nubraizomas funkcijos= f(x) grafikas. Sio bdo pranasumas slypi
vaizdingume, kuriuo remiantis galima nustatyti vas funkcijos elgesio
charakteristikas. Grafiniotolo trikumas — norint detaliau istirti funkaij
nemanoma taikyti matematinio aparato.

4. Analizinis | Naudojant analizinbada, funkcija uzraSoma formule, kuria remiantis duotai

(formule) | x reikSmei galima surasti atitinkanfunkcijosf(x) reikSne. Matematikoje
dazniausiai naudojamas analizinis funkcijos uzraspatas. Privalumai —
kompaktiSkumas, galimybet kuriamx iS apibgzimo srities surast,
detalesniam funkcijos elgesio ty&imui galima taikyti matematinaparad.
Trakumai — nepakankamas vaizdingumas ir galimi sunkapskatiuojant
funkcijos reikSmes.

Vienas i§ pagrindini matematinio rastingumo aspektra sivoky supratimas ir teisingas |
vartojimas. Zmoas mokosi svoky visa gyvenimy nuo ankstyvo amZziaus, susiformuodami vis
sucktingesnesgrokas. Matematimi savoky mokymasis — ne iSimtis.

Mokantis funkcijos gvokos pradedamas Ziniapie $ matematin objekt konstravimo
procesas ir gaunamos informacijos organizavimasuprantamas ir sétingas kognityvasias

10



strukiiras. Todl labai svarbu, kad besimokantieji teisingai irnaeeikSmiskai suprastsavokas bei
gelety jas paaiskinti.

Mokyklin¢je matematikoje didelis éthesys skiriamas funkcijoms, iSreikStoms grafikais.
Moksleiviai privalo mokti braizyti ir skaityti grafikus, naudotis jais ggdamiivairius uzdavinius,
mokeéty nustatyti, ar duotasis grafikas yra funkcijos tgad. Remiantis tiek matematikos mokytoj
tiek kolegijos dstytojy patirtimi daugumai besimokamyjuy funkcijos avoka rera lengvai
suprantama. Tadl ir kolegijoje tema ,Funkcijos. Ribos. ISvestsf pradedama nuo funkcijos
savokos, funkcijos reiSkimoiwy, elementarjjy funkciju, ju savybi ir grafiky kartojimo. Funkcijos
savokai suprasti reikalingi Sie matematiniai terminpiiklausomas kintamasis ir nepriklausomas
kintamasis. Kaip jie tarpusavyje sgsgalima ity iliustruoti paprastais, bet aisSkiais, mokir#inias
ir patirti atitinkartiais kompiuterigmis programomis sukurtaisdainiais. Naudojantis jomis galima
vizualizuoti nepriklausomo kintamojo (argumento)jkiausomo kintamojo (funkcijos reiksm)
savoky mokymy. Taip paty pagalba galima vaizdziai pateikti, kokia kreiwra funkcijos grafikas, o
kuri ne. Zemiau pateiktuose pavyzdziuose iliustiomg, ir apraSoma, kaip kiekviena i$ pasininkt
kompiuteriniy priemoni;, galima mokyti suprasti, apistti funkcijos svoka, iS grafiko atpazinti, ar
tai yra funkcijos grafikas, ar ne.

T —-2iz4 Ox adimi slinkdami tafka m matome, kad
—_— yeam reiicimiy (e (0.5,1)), kmnes py -
\ B x=3.8 igviane vienintelis kreives talkas
[ 4
\ = Stinkt m
\ w07 MOTALD T
. — S EEEE L M, (0,7, -0.2) A
= = Y [ LI R 1T
-t / M, (0.7, 2,3)
= / T
NP
o R . A % BT ﬂgﬂ [Fo]-foF— sefii
y=1ix
-3 -2 -1 v, 1
B
Pavaizduotoji kreive néra 1 Intersection Solver. -0.5, ~2
fimkecijos grafikas Ing W
pav. 4 pav. 5 pav. 6

Programa lathematiX 4 pav. pateikiamas Btinys, kuriuo remiantis galima mokytis
nustatyti, ar nubraizytoji kredvyra funkcijos grafikas, ar ne. &inio nereikia iS anksto
pasiruosti, jis gali @ti konstruojamas mokantis. Norint patikrinti, ar odoji koordin&iu
plokStumos tadk visuma galty bati funkcijos grafikas, reikiajsitikinti, ar kiekviery
nepriklausomojo kintamojo reikgmatitinka tik viena priklausomo kintamojo reik8mTam
brézinyje braizomosOx aSiai statmenos tiés (programa turi specialikomand tai atlikti).
Pasirinkus komargLock Snap(zymeklis susiejamas su grafiku, t.y. jis juda d@, galima
judéti Ox asimi irjsitikinti, kad Si kreie néra funkcijos grafikas, nes viex reikSne atitinka dvi
y reikSmes. Norint pateikti toki vizualizacip Sia programa, vartotojui reikia pasirinkti
atitinkamas komandas ir tikslingai valdyti pasitunésius objektus.

5 pav. pavaizduota®inamine geometrija“ nubraizytas zinys — nubraizoma krety
tiess statmenaOx aSiai, apskaiuojami ir bezinyje suzymimi tos kreis ir tiegs sankirtos
taSkai. Parametrum keiciantis, ties juda, kirsdama nubraizyt kreivg keliuose tasSkuose
(koordina&iu reikSmes perskaiiuojamos). Kadangi netenkinami funkcijos ir funkgj grafiko
apibgzimas, daroma iSvada, kad nubraizytoji kéeinéra funkcijos grafikas. Taip tyripant
dinamin bréZinj, kai pavaizduotoji kreis yra, ir kai krei¢ néra funkcijos grafikas
moksleiviams tusty bati papragiau suprasti ifsiminti mokonaja medziag — suprasti funkcijos,
priklausomojo, nepriklausomojo kintamojoavekas, pagal aptayi bida, atpazinti funkcijos
grafika. Tatiau tokiam béZiniui sukonstruoti reikia nemazai laiko ir Zzinptiogramos galimybes.

Treciaja programa Autograplf, pasinaudojus programos komanB#t mode galima
vaizdziai iliustruoti nepriklausomo ir priklausomkintamojo gvokas (6 pav.). Pirmiausia
nubraizomas funkcijos grafikas. Tada dar kg perbraizomas akcentuojant, kad kiekviexai
reikSmei (nepriklausomajam kintamajam) pagal tem tiaisykk priskiriamay (priklausomojo
kintamojo) reikSm nubraizius funkcijos grafik x perlkgdamas apizimo srif, dinamiskali
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brézia kreiw — funkcijos grafilg. 1S karto galima pastéh, kad Sia programa galima gana
paprastai sukurti dinaminiusdainius.

3.2 Atvirkstin és ir sud étin és funkcijos

Funkcija y = f(x)igyjanti kiekvien reikSng tik viename apikizimo srities taske, vadinama
apgreZziamyja, t.y. egzistuoja abipus vienareik&atitiktis.

Funkcijos y = f(x), x X, apibrziarvios aibiy X ir E element abipusiSkai vienareik§m
atitikt;, atvirkStine vadinama funkcija x = g(y), kiekviemge E priskirianti aikes X element X, su
kuriuo f(x) =y.

Sudcktiné funkcija gaunama atlikus funkagiy = f(u), ue U ir u = g(x), xe X superpozici,

t. y. kai vietoj vienos funkcijos argumenfimaSoma kita kito argumento funkcijéia u yra
tarpinis argumentas. Funkcijos= g(x) reikSmiy aibés ir funkcijosy = f(u) apibgzimo sritiesU
sankirta gra tu€ia aike: {g(x): xeX }nU= @. Tada y = f(g(x)), x X, vadinama suétine
funkcija; ¢ia X' = X — Sios funkcijos apibzimo sritis.

Remiantis Vilniaus kolegijos matematikos programabendrojo lavinimo mokyklos
matematikos programa ir iSsilavinimo standartagusinéje mokykloje apibéziama funkcijai
atvirkstines funkcijos gvoka kartojama ir kolegijoje. Moksleiviai bei kolggs studentai iSmak
Sia temy turi geleti patikrinti, ar dvi funkcijos yra viena kitai atkstinés, zinoti ir iliustruoti ry$
tarp funkcijos ir jai atvirkstias funkcijos grafikk. Remiantis funkcijosy = f(x) grafiku
nesudtinga nustatyti, ar jai atvirkStnfunkcija x = g(y) bus vienareikS#& ar ne. Funkcija =
g(y) yra vienareikSré, jei bet kuri ties, lygiagreti Ox aSiai funkcijos grafik kerta tik viename
taske. Ir atvirk8iai, jei ties funkcijosy = f(x) grafika kerta keliuose taskuose, tai atvirkstin
funkcija bus daugiareiksén Tada funkcijos grafiko pagalba funkcijos agidbmo srif gallma

suskaidyti i intervalus taip, kad kiekviena grafiko dalis tame | A
intervale ity vienareik3n funkcija. K 17 6 1)
Jei funkcijax = g(y) yra funkcijosy = f(x) atvirkstire, tai A , fQ(y); g

grafikai Si funkciju sutampa [14]. leSkant duotajai funkcijai /"
atvirkstines  funkcijos, pirmiausia patikrinama, ar ji yra ¢
apgezZiama. Tam nubraizoma tiey = a ir keiciant a reiksne | H,/ e
isitikinama, kad ji duotosios funkcijos grafikkerta tik viename 7 gy x
taSke. Tadaj kintamgji y Ziarima kaip i nepriklausomji I

kintarmaji, o x tampa priklausomas, t. .= g(y). Zinant funkcijos y=a

y = f(x) apibezimo srii X ir reikSmi sriti E, galima vaizdZiai T
parodyti, kad aib X yra funkcijosx = g(y) reikSmiy sritis, oOE — jos apib&zimo sritis (7 pav.).
Taciau, daznai matematikos vaddivose, atvirkstigs
funkcijos argumentag pazymimasx, t. y. vietoj funkcijosx = P& 7

cuo =%
p Jef k M 3

g(y) nagrirjama funkcijay = g(x). Atlikus $iuos pakeitimus @ w=<sm: )

gaunama, kad funkcijog= g(x) = f(x) grafikas yra funkcijoy =  «-.: ) -

f(x) grafiko veidrodinis  atspindys  pirmojo  ketsio o 07

pusiaukampiss atzvilgiu. (8 pav.) il S =
Mokantis atvirkstigs ir sudtinés funkcijos gvokas,

naudoti Sias kompiuterines programas galima kelmdais. 15 : « e

nagrirejamy programy tik viena ,Autograph“ turi galimyke

nurodzius dviej funkciju iSraiSkas, nubraizyti sétinés funkcijos 1

grafika. Vadinasi, Si programa galiib taikoma gautam rezultatui

patikrinti, t.y., isitikinti, ar gerai nubraizytas seétthés funkcijos pav. s

grafikas. leSkant funkcijai atvirkSés funkcijos, vartotojasajturi

rasti pats ir gauto algebrinio rezultato naudogstomis priemoémis patikrinti negals, toctl

y=hix)
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programos gali fiti taikomos nagrigjamy savoky geometrinei interpretacijai pateikti. Be to, jei
besimokantysis supranta priklausomo ir nepriklausd&imtamojo gvokas, moka rasti funkcijos
apibezimo ir reikSmi; sritis, tai reikalinga grafih interpretacija Siai temaiédtyti gali uti
pateikta ir lentoje.

3.3 Dviejy kintam yjy funkcija

Atitiktis f, kuria kiekvienam ads G elementui — skdi; porai (X, y) priskiriamas vienas
ir tik vienas ailes Z skadius z, vadinamas dvigekintamyjy x ir y funkcija ir Zymima simboliu z
=f(x, y).

Si tema nagrigjama Vilniaus kolegijoje —
nagrirtjamas  dviey  kintamyju  funkcijos
tolydumas, daligs iSvestigs. Akcentuojama, tai
kad studentai suprast jog vieno kintamojo
funkcijos geometrié interpretacija yra grafikas
plokStumoje, o, pvz., dvigjkintamyju funkcijos —
grafikas erd¥je, kitaip tariant yra pavirSius.
Déstant & temy kompiuterines programas galima
naudoti fragmentiSkai, iliustruojant formule
pateiktas dviej kintamyju funkcijas
geometridkai. Tam i§ pasirinktprograny tinka P °
tik programa Autograph (programos trimais plokStumos veiksena). Nubraidyt pavirsSiy
galima tyrireti ju sukant, didinant, mazinant, dedant taskus téjaa¢rd\je ir konstruojant
pjavius (9 pav.).

3.4 Funkcij y grafik y transformacijos

Pagrindiis mokyklos matematikos kurse itin didelintesys skiriamas funkaijgrafiky
braizymui ir p skaitymui. IX klagje susipaistama su kvadratis funkcijos transformacijomis,
kurios yra labai svarbios ne tik kvadratirfunkcijy grafiku braizymui, bendrajaiyj sampratai,
bet ir aukStestse klagse, nagrigjant kitas funkcijas. Pagrindis funkciy grafiky
transformacijos kartojamos ir kolegijoje, nes prireikia studijuojant kitus, ypatingai su
inzinerija, elektrotechnika susijusius dalykus.

Atliekant funkcijos grafiko transformacijas yraikami tam tikri metodai, kuriuos
panaudojus supaprastinama anadiimnkcijos iSraiSka ir tada braizomas duotosioskéijos
grafikas. Si metod, Zinojimas gali lati praktiSkai naudingas konstruojant funkcgrafikus ne
tik matematikoje, bet ir kituose dalykuose, pvizikbje, biologijoje.

Siame skyriuje bus naggjama, kaip i3 funkcijoy = f(x) galima gauti funkcijos/ =
Af(ax+b) + B, ¢ia A, B, air b yra realieji skaiiai, grafika.

Mokant(is) funkcijy grafiky transformaciy keliami tikslai:

1) suprasti, kaip atlikti viepar kira transformacy ir mokéti nubraizyti transformuotos

funkcijos grafik;

2) IS nubraizyto funkcijos grafiko atpazinti, kokiaayatlikta transformacija.

Kompiuteriniy programy taikymas gali pagi jgyvendinti bendrosiose matematikos
programose keliamus tikslus. Manau, kad ten, kliekami tam tikri posimiai, juctjimai,
tikslinga naudoti kompiuterines priemones, ypatingamet, kai pasirinktosios priemés yra
dinamires. Naudojantis jomis galima istirti Zymiai daugi@wej;, jos suteikia galimybta paia
problemy tirti nagringjant daugyk skirtingu varianty, jvedant kitus duomenis. Besimokantieji
kompiuteriniy priemoni pagalba gali patys atrasti, gfi@iu internalizuoti mokomja medziag.
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3.4.1 Lygiagretusis post amis

Lygiagretusis posimis gali kiti dviejy tipu: funkcijos grafiko posimis ordin&iy arba
abscisi aSies atzvilgiu.

1. Postimis ordin&iy aSies atzvilgiu. Funkcijog = f(x) + b, b# 0 grafikas gaunamas isS
funkcijosy = f(x) grafiko pasimus j Oy aSies kryptimi peb vienet; i virSy, jeib > 0, ir
Zzemyn, jeib < 0.

2. Postimis abscisj aSies atzvilgiu. Funkcijog= f(a + x), a# 0 grafikas gaunamas i$
funkcijosy = f(x) grafiko pasimus j Oxasies kryptimi pea| vienet, i deSir, jeia < 0,
ir { kaire, jeia < 0.

Perstumti grafil — tai reiSkiaj perbraizyti. Téiau tai daznai kelia sunkumo yp& tada,
kai grafikas yra sudingas. Funkcijos/ = f(x) + b grafiko postimis per |b| vienatZzemyn ar
aukstynOy aSies atzvilgiu yra ekvivalentus absgisiSies posimiui per tiek pat viengtzemyn
arba aukstyn.

PrieS braizydami funkcijog = f(a + x) grafika patyrinckime funkcijosy = f(x) grafika.
Tarkime, kad Si funkcija tasSke = x igyja reikSme y; = f(x1). Tada funkcijay = f(x + a) igis
tokia pat reikSm tasSkex,, kurio koordinat apib&ziama (gaunama) iS lygybx, + a = xg, t. y. %,
= x; — a Pastaroji lygyb yra teisinga visiems funkcijos ap#fimo srities taSkams.
Lygiagretusis funkcijos grafiko pashis abscisi aSies atzvilgiu peag| vienet; yra ekvivalentus
ordin&iy aSies posimiui per tiek pat vienattik | prieSing pus:.

Keisdared koeficiento i teikéme,
stebekite, kaip susije fankeijy y; = fx)

. iy, = -+ ) graliai

m=40

]
N

i N %=07.v=1.5 Verical Line:x=0.7 Intersection Solver: 0.7, 0.49

T R W [ —— =
. e — Fm.lnsy=ﬂx+m)mﬁkq‘garmgauluérmlpsy=ﬁx) Meisn atveju s} = [x] = =
lors - e ko, pastil et =l
N PN SRt e e
P a =T \

« {Kairg, kaim > 0.

=1
vy =Rx+ (400

¥1=y3=60
=460, x=-100

|
H-m=60-(lInm=40 |

J ‘

pav. 10 pav. 11 pav. 12

Naudojantis programa MathematiX Siai temai mokyti(is) pirmiausia sukuriamas
pirmosios funkcijos grafikas, be jakiransformaciy. Tada, kadangi programa neturi galimybi
dinamiSkai atvaizduoti posmiy, nubraizomi antrosios ir w@sios funkcij grafikai su
atitinkamomisb reikSnmemis — atlikus konkr&us posimius Ox asSies atzvilgiu. Pasirinkus
komand Lock snapir nubrzus statmein Ox aSiai galima lyginti, kaip keiasi funkcijos
reikSmes, kai prie duotosios funkcijos reikamarba prie argumento reikSmpridedamos arba
atimamos reikSis, ir kaip iSsidsto kiekvienos iS nagréjamy funkciju grafikai koordingiy
plokStumoje (10 pav.).

Naudojantis Dinamine geometrijaSioms transformacijoms suprasti galimas tokdds:
nubraizoma elementarioji funkcija be jaoktransformaciy. Tada konstruojama kita funkcija,
kurios iSraiSkoje yra parametras (11 pav.). Tokiwlb sukonstruotos funkcijos grafikas bus
dinamisSkas, nes programa turi valdikius parametvaidyti: tiek rankiniu kdu, tiek
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automatiskai. B to, galima vizualiai parodyti sukurtojo parameitaka grafiko iSsigstymui
koordin&iy plokStumoje.

Programa Autograpli suteikia panaSias galimybes mokyti(is)uy Stransformaciy:
nubraizomos dvi funkcijos, kuri viena yra su dviem parametrais. Tada juosciet,
perskatiuojamos funkcijos ar argumento reik&mn ir brzinyje dinamiskai iliustruojami
funkcijos grafiko posimiai tiek Ox, tiek Oy asSies atzvilgiu (12 pav.).

3.4.2 Deformacija

Funkcijos grafilg deformuoti galima dviemiulais: suspausti arba iStempgtigriklausomai nuo
daugiklio reikSnés, ordingiy arba abscisiaSies atzvilgiu.

1. Funkcijos grafiko suspaudimas ording aSies atzvilgiu. Tarkime, kad nagrsime
funkcija y = af(x), kai a > 0. Nagrirgjant Sk transformacy, aiSkinama tai, kad imant tas
paias argumento reikSmes ordiemfunkcijosy = af(x) busa karty didesrs uz funkcijos

y = f(x) ordinates, kaa > 1, ir 1 karty mazesas, kaia <1.
a

Funkcijosy = af(x), a # 1, a > 0 grafikas gaunamas iS funkcijgs = f(x) grafiko
suspaudusj Oy asSies kryptimi1 kary, jei0 <a <1, iriStempusa karty, jeia > 1.
a

2. Funkcijos grafiko suspaudimas absgiaggies atzvilgiu. Tarkime, turime nubraizyti funksi
y = f(ax) grafika, kaia > 0. ISnagrirtkime funkcip y = f(x), kuri bet kuriame taske = x;
igyja reikSmg y; = f(x1). Akivaizdu, kad funkcijay = f(ax) igyja toki pat reikSm taskex

X2, kurios koordinat apibkziama lygybex; = ax, arbax, = ﬁ. Si lygyke teisinga
a
kiekvienamx priklausatiam apibg&zimo srtiai. Todl funkcijosy = f(ax) grafikas yra

suspaustas (kai> 1) arba iStemptas (ka < 1) palyginus su funkcijgy = f(x) abscisi
asies atzvilgiu.

Funkcijos y= f(ax), a# 1, a > 0 grafikas gaunamas iS funkcijgs = f(x) grafiko
suspaudusg Oy aSies atzvilgiu iOx aSies kryptima karty, jeia > 1, ir iétempiamasl karty, jei
O<a<l

-|— 150 Keisdami a £ R reikéme
stebekite, kaip keiciasi
funkeijos f(x) = ax2 grafikas.
v = arcsinh) f0r y = 0,50
a=05
o 4 arcsin
J_u Rodyti sritj
o —
o o s
o] |1 =y = aresinx Rodyti sritj VL —— /
2y csln(éx) |
: o X
pav. 13 pav. 14

pav. 15

Programa IathematiX nubraizomas pasirinktosios funkcijos grafikas lawiuo bus
atliekama viena IS mityjy transformacip. Tam tame paame beézinyje nubraizoma kita
funkcija su atitinkamu daugikliu. Tada moksleivgali patys lyginti ir atrasti, kaip daugiklis
prieS argumeitjtakoja funkcijos grafiko padi koordin&iy plokStumoje, t. y., kad antrosios
funkcijos grafikas yra gautas i$ pirmojo grafiktei®ipus j Ox aSies atzvilgiu 3 kartus (13 pav.).
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Naudojantis programomisDjnamire geometrijd (14 pav.) ir ,Autograpt deformacip
galima mokyti(is) panaudojant dinamines, §irograny galimybes. Tam apibziant funkcip
kartu sukuriamas parametras, kanimuojant keiiasi parametro reikSénir funkcijos grafiko
pacttis koording&iy plokStumoje. Dinamir¢je geometrijojé paramety galima keisti dviem
budais: rankiniu (haudojant judesio valdjkir animuojant. ProgramojeAutograplf parametro
keitima galima atlikti trim mdais: rankiniu flanual), nubraizant kreivj Seiny (Family Plo) (15
pav.) ir animuojantAnimatior).

3.4.3 Atspindys

Si transformacija yra svarbi braizant lygini nelyginiy funkcijy grafikus.

1. Funkcijosy = f(—x) grafiko braizymas. Pastékime, kad funkcijosy = f(—x) ir y = f(x)
igyja tas paias reikSmes tuose taskuose, uabsoliutires abscisi reikSnes yra lygios,
bet prieSing zenkly. Funkcijosy = f(—x) grafikas gaunamas i$ funkcijgs= f(x) grafiko
atvaizdavusijjsimetriSkaiOy aSies atzvilgiu.

2. Funkcijosy = —f(x) grafiko braizymas. Kiekvienai funkcijos= — f(x) grafiko argumento
reikSmei absoliutiés ordinatés reikSnés yra lygios, t&au yra prieSingo zenklo nei
funkcijos y = f(x) grafiko ordinats. Funkcijosy = — f(x) grafikas gaunamas is funkcijos y
= f(x) grafiko atvaizdavug simetriSkaiOx asSies atzvilgiu.

Pasirinktosios programos, iSskyrus ,Dinamine | o0=ar
geometrig“, neturi speciali galimybiy atspinati funkciju ‘\
grafiky abscisy ir ordin&iy asy atzvilgiu. ,Dinaming -‘\w ™
geometrijd neatspindi funkcijos grafiko, t&au gali atspinéki N T
tasSkus. Kelet funkcijos grafikui priklausiagiy task; atspindjus W ET73 ) \\
Ox ar Oy aSies atzvilgiu ir vienam tasSkui nurodzius, kad ji%m 189
palikty pédsaky, galima nubraizyti atitinkamai funkaily =— f(x) /
ir y = f(—x) grafikus (16 pav.). Remiantis nubraizytuojésniu * i,
mokiniai patys gailty daryti atitinkamas iSvadas. Be to, mokiniai
gakty patys konstruoti kZinius taip  pritaikydami savo
matematikos zinias.

pav. 16

3.4.4 Postuamis, atspindys ir deformacija

Daznai braizant funkaj grafikus naudojamos prie$ tai aprasyfidy kombinacijos.
Nuoseklus §i budy taikymas palengvina duotosios funkcijos grafikaibyma, t. y. paprastai
prieinama prie papramusi elementariausifunkcijy grafiky braizymo.

Funkcijos y = Af(ax+b) + B grafiko braizymas. Tarkime, kad Sios funkcijoskikienas
parametras galitti tiek teigiamas, tiek neigiamas. Remiantis priasiSdtstytais Widais
galima pateikti pazingsngnduotosios funkcijos grafiko braizymo schenGreta teorias
dalies pateikiamas konkretus pavyzdys (3 I&tel
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i)y = 202
gy =200+ 20)2

ok y =20 (e 2012420

a=20

m=20

pav.

n=20 Keisti n

y=gix

1 y=h{

pav. 18

pav. 19

Naudojantis kompiuterémis programomis galima vaizdZiai iliustruoti, kaipaizyti
funkcijuy grafikus, atliekant transformacijas iSésil Programomis Qinamiré geometrijd ir
»Autograpf medziag pateikti iS esres tokios pat galimys: vietoj konstani sukuriami
parametrai ir juos keéiant stebimas, analizuojamas, kartojamas grafikdétpes kitimas
koordin&iy plokStumoje. (18 ir 19 pav.)

Programa MathematiX nepasizymi tokiu interaktyvumu kaip prieS tai apbsios dvi
programos — kiekvienai funkcijos grafiko transfooiai iliustruoti reikia suvesti reikiamos
funkcijos iSraiSk. (17 pav.) Programai perbraizius grafigalima atliktos transformacijos
analiz. Siai temai mokyti aptartosios programos tink# tigokantis klage, tiek kiekvienam
mokiniui individualiai.

3 lenteé. PazZingsninio funkcijos grafiko braizymo pavyzdys

Veiksmy Veiksmy
atlikimo Nr. Teorinis apraSymas Pavyzdys atlikimo
tvarka tvarka
. 1
y=Afo+bﬂ+B y=~/5$|r{2(x—5)]—2 A
a
T Funkcijos grafiko posinis Oy aSies atzvilgiu per |-2|
vienetus zemyn
2 L y = Af a(x+9j y:w/gsir{Z(x—})]
g a 2
(]
é Funkcijos grafiko posimis Ox aSies atzvilgiu peIJ:|| g
© T 2 3
g vienety | deSirg )
£ .| y=Af[a] y=+/5singx) °
@ f Qrafikc_) atspindys ab;cigia§ies a}ti_vilgiu (Sis ,f>",
§ zingsnis atliekamas tik tuomet, jei A < 0) T
3 S| y=lAlf[aY y4V5lsiny S
_a Funkcijos grafiko suspaudimas arba ¢fiphas =
S T ordinatiy adies at?vilgiu o
~ - O]
5 4. | y=flax y=sin@x)
T Grafiko atspindys ordigay aSies atzvilgiu (Sis
Zingsnis atliekamas tik tuomet, jei a < 0)
5 | y=flal¥ y=sin(R|x)
T Funkcijos grafiko suspaudimas arba ¢fiphas
abscisip aSies atzvilgiu.
v 6. y= f(X) y=sin)
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3.4.5 Funkcija su modulio Zenklu

1. Funkcijosy = [f(x)| grafiko braizymas. Funkcijgs= [(x)| grafikas gaunamas is funkcijos
y = f(x) grafiko taip: funkcijosy = f(x) grafiko dalis, esanti zemia®x aSies,
atvaizduojama simetriSkai Sios aSies atzvilgiuikadi grafiko dalis, esanti au&au Ox
aSies, paliekama nepakeista. Tatai iSplaukia iSulm@pibgzimo. Juo remiantis duota
funkcija uzraSoma Stai tokiu pavidalu:

_ 19, kai f(x20
—f(x), kai f(x)<O0.

2. Funkcijosy = f(|x|) grafiko braizymas. Funkcijog = f(|x|) grafikas gaunamas iS funkcijos
y = f(x) grafiko taip: funkcijosy = f(x) grafiko dalis, esantDy aSies deSige (x > 0),
paliekama , o grafiko dalis, esafity aSies kakje (x < 0) nuvaloma ir pakéiama likusio
grafiko simetriSku vaizd@y aSies atzvilgiu. Tai gaunama is$ to, kad funkgipf(|x|) yra
lyging, t. y.f(-x) = f(x).

3. Funkci, kuriy iSraiSkose yra modulio Zenklas, grafikraizymas.Funkcijos iSraiSkoje
argumentai gali iti ir su modulio zenklu ir be jo. PrieS braizankiipfunkciju grafikus,
butina iSsiaisSkinti modulio Zenkl ir atitinkamuose intervaluose nubraizyti funkcijos
grafikus.

fiog = [axdbire] | y=pie

+ \ + l / + + + { |
\_ g \

1. Braizome parabolg v = 1.0x2+ T {10
y=3in

2. Parabolés cziaha\‘ evsama'\ Femidu x adies braiZome pav. 22
kreive, simetriska x asies a2vlgiy,

pav. 20 pav. 21

Kiekviemna iS pasirink prograny Siai temai mokyti(is) galima taikyti mokomajai
medziagai demonstruoti, arba mokiniui dirbant imndiisaliai. Programas galima taikyti tiesiog
suvedant funkcij be modulio ir su modulio Zenklu iSraiSkas. Gialpamokos metu taiéna labai
efektyvus & programy panaudojimo tdas, téiau mokantis savarankiSkai kiekvienas mokinys
gali pasitikrinti, ar teisingai suprato i&tyty medziag, ar teisingai braizo funkcijas su modulio
Zenklu. Siuo atveju, kompiutetis programos gali patl suprasti tai, kas buvo nesuprasta
pamokoje. ProgramaAutograpli iSsiskiria tuo, kad ja galima vaizdziau pateikinkcijuy su
modulio Zenklu grafil braizymy — nubraizomas funkcijos be modulio grafikas. Tpdairinkus
komand, skirta funkcijos grafikui tasSkui slenkant braizyti, d&ramas funkcijos su modulio
Zenklu grafikas (22 pav.). Tokiuibu besimokagiajam bus lengviau suprasti, kuri grafiko dalis
paliekama, o kuri perbraizoma.

3.5 Funkcijos kitimo charakteristikos
Nagrirgjant funkcijas, tiriamos y kitimo charakteristikos. Pagrindijg mokykloje

didesnis dmesys skiriamas funkajsavybi tyrimui naudojantisy grafikais, t&iau vidurirgje
mokykloje ir kolegijoje pereinama prie analizinhetod,.
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3.5.1 Apibr ézimo sritis

Aibéje D turime apibéztg funkcig y = f(x), xe D. Tada aile D vadinama funkcijos y =
f(x) apibrezimo sritimi.

Jei funkcijay = f(x) iSreikSta formule ir praSoma surasti jos agbno srif, tai ji
ieSkoma algebriniu twlu, t.y. randamos visos argumento reikSpsu kuriomis reiSkiny$(x)
igyja skaitines reikSmes. Paprastai mokiniams, ggatiZzemestse klagse, suvokimasdreikia
rasti, sukelia problem Tai, zZinoma, susij su gvokos ,apibézimo sritis“ supratimu.
Mokykliniame matematikos kurse nagfamos ne tik funkcijos, kugigrafikai yra kreigs, t. .
funkcijos, kuriy apibgzimo sritis yra tolydi, bet ir tokios, kuriapib&zimo sritis rera tolydi,
pvz., aritmetines progresijos. Remiantis matematikwkytoj; patirtimi, moksleiviams sunku
perprasti tai, kad funkcijos ap#aimo sritis gali lati ne tik vienas, bet ir keli intervalai, bei ji
gali bati vienas ar keli skirtingi taskai, arba atskiask; ir interval; sajunga.

Kai funkcijos apibézimo srii mokoma nustatyti remiantis grafiku, mokiniamatip
lengviau suprasti §isavoka taikant kompiuterines priemones.

Kk
Keisdami funkcijos f(x) = - koeficiento
J 13 reiksmes stebkite, kaip keitiasi grafiko tasky 2
= k X K
# [Matk |Definition {x. ) koordinatés ir hiperboles y = - padetis , -A(Mﬂ) cea28
sk | Lack Srap X ¥ - -(2 )
.
Stylen, —
Graph Presentation by Points... k=30

Function Analysis...
v Domain of the Function M~

y=x
T Adjust Range ]
tH Remove Graph |
Delete Graph & Function + e 3XM bt et e . 1 \ / 2
Dra Howly Slinkdamitaska M hiperbole, o x|
Add Definition stebekite kokiame intervale — — - —
Kinta jo koordinateé xg x=17.v=0 Distance: 1.7 x=17
Hide Function & Graph. .. =t
xe=-3,0 |SIépti apibrézimo srit]
W=10 DOm0 U0
pav. 23 pav. 24 pav. 25

Naudojantis Dinamine geometrijapaprasta nubraizyti funkcijos grafiktatiau norint
pavaizduoti jos apileZimo srif, reikia g sukonstruoti. Tam reikia Zzinoti pagrindinius
konstravimo Sia program@ankius ir algoritmus. Tad mokymo procese giprogram galima
buty taikyti demonstruojant ir pratybmetu naudojant mokytojo iS anksto sukurtu&imius.
Brézinyje pavaizduota hiperbgl ant jos grafiko sukurtas tasSkas$. Slenkant j, stebima,
kokiame intervale kinta jo koordinatyy. TaskoM abscisei digant, atitinkamai funkcijos
reikSmes mazja ir funkcija taskex = 0 yra neapibszta (24 pav.).

Naudojantis programaMathematiX nubraizius funkcijos grafik kuris, jei vartotojas
nenurodo argumentmyjamy reikdmi;, braizomas visoje apitimo srityje. Si programa turi
papildom; priemoni; funkcijoms tyrireti: padctjus peks Zymeki ant nubraizytosios funkcijos ir
spragtetjus deSiniuoju peék klaviSu atveriamas kontekstinis meniu, kuriamesirpeus
funkcijos apibézimo srities komang (Domain of the FunctionbréZinyje pazymima funkcijos
apibezimo sritis. TaSkas nepriklausantis funkcijos afbno srtiai pazymimas kryzeliu:

-3 } 0.5, (23 pav.) Programa taip pat gaiitibtaikoma demonstravimui, pratybmetu
ir ypatingai dirbant individualiai.

Programoje Autograph, kaip ir ,Dinamiréje geometrijojé néra speciali galimybiy
atvaizduoti funkcijos apiBZimo srtiai, tafiau ja galima sukonstruoti. NubraiZius tiesin
funkcija slenkant task B galima tirti, kokias reikSmesgyja (negyja) Sios funkcijos
nepriklausomasis kintamasis. Tempiant $aBkkity bréZinyje pavaizduat taSky koordinags
dinamiSkai perskdiuojamos ir tokiu kdu galimajsitikinti, kad kiekviename reaijy skatiy
tieses taske Si funkcija yra apiita.
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3.5.2 ReikSmi y sritis

Aibéje D turime apibézig funkcig y = f(x), x ¢ D. Pagal funkcijos apikizimy,
kiekvienam x pagal tam tikrtaisykk priskiriamas tik vienas ads E elementas y. Tada &k
vadinama funkcijos y = f(x) reikSmsritimi.

Remiantis funkcijos grafiku, nustatyti funkcijosikSmu sritj, kaip ir apibézimo srif,
néra sudtinga. Tam reikia mo¥i ,skaityti“ funkcijos grafika. Mokymo tikslams pasiekti, t. y.
remiantis bendrojo lavinimo programomis ,suprastieisingai vartoti gvokas: <...>, reikSnai
sritis, <...>.“, galima pasitelkti mokoasias programas, kuripagalba mokiniamstiy lengviau
suprasti mokomnja medziag.

Slinkdatni tadla M kreive, stebekite
koldame intervale kinta jo koordinate y

el 55]

E oy e[1,55]

-
N

pav. 27 pav. 28

Norint parodyti funkcijos reikSmi sriti ,,Dinamine geometrija pirmiausia reikia Zinoti
analiziniu reiskiniu iSreikstos funkcijos reikSsrity ir ja sukonstruoti.

Naudojantis MathematiX galima nurodyti, kokiame funkcijos reikSmiintervale
atvaizduoti funkch, tatiau nubraizytai funkcijai papildom galimybiy brézinyje parodyti
reikSmiyp sriti néra. Tai yra Sios programosukumas. Té&au programa turi priem@nFree

Drawing, ﬂ kurio pagalba, paprastai galima pavaizduoti fijokcreikSmiy sriti (26 pav.).
Taciau toks Sios programos naudojimas niekuo iSéssnesiskiria nuo braizymo lentoje ir gal
net yra suétingesnis.

Kadangi programojeAutograptf néra realizuotos galimyds parodyti, surasti funkcijos
reikSmu srities, todl tomis p&iomis priemogmis, kuriomis galima sukonstruoti ir funkcijos
apibrezimo srif galima sukonstruoti ir funkcijos reikSmsriti. BréZinyje vaizduojamas galimas
budas funkcijos reikSmi sriciai rasti, naudojantisAutograptf galimybémis. Sukonstruojamos
taSkoA projekcijosi Ox ir Oy aSis. Tada tasku pasirenkama komanda palikiéégsalk (Trace
point). Tempiant taskB taskasC paliks zyng, kuri reiks funkcijos reikSmatitinkame funkcijos
apibrezimo srities taske. Taigi viena iS ypatyhinokyt(is) funkcijos reikSmj srities gvokos
naudojantis Siomis kompiute@imis priemormis yra ta, kad mokinys vaizdziai gali stébpats
dinamiskai tirti, kokias reikSmes funkcijigyja (negyja) jos apibéZzimo srities tasSkuose.
Bréziniai gali kuti paties kuriami ar mokytojo sukurti.

3.5.3 MonotoniSkumas

Sakykime, intervalas (a; b) priklauso funkcijog #pibrézimo srtiai. Tada funkcija f(x) vadinama:
1. Did¢jancia intervale (a; b), jeigu iS nelyggb x < X, iSplaukia nelygyd f(x)) < f(x2).
(%1, %2 € (a; b)).
2. Jeigu i8S nelygyés x < X, iSplaukia nelygyd f(x)) > f(xp), tai funkcija f(x) vadinama
mazjancia intervale (a; b).
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3. Jeigu iS nelygy#s x < x, iSplaukia nelygyd f(x;) < f(x), tai funkcija vadinama
nemazjancia.
4. Jeigu iS nelygy#s x < X, iSplaukia nelygyd f(x;) > f(x;), tai funkcija f(x) vadinama
didéjancia.
Monotonire funkcija — kuriame nors intervale tik ddnti (nemagjanti) arba tik ma2janti
(nedicjanti) funkcija.
Batinasis pozymisJei turinti iSvestia funkcija f(x) intervale (a, b) yra dighnti, tai jos iSvestia
tame intervale teigiama, t.y. f(x)>0; jei Si funjecintervale (a, b) yra maZanti, tai jos iSvestia
tame intervale yra neigiama: f'(x)<0.
Pakankamasis pozymidei funkcijos f(x) iSvestnintervale (a, b) teigiama (f'(x) > 0), tai Siame
intervale funkcija yra diéjanti; jei funkcijos iSvesti@intervale (a, b) neigiama (f'(x) < 0), tai Siame
intervale funkcija yra majanti.

Kiekvienos funkcijos apiZimo srif galima padalintii kelet interval;, kuriy
kiekviename funkcija yra arba djdnti (nemaéjanti), arba maganti (nedidjanti), t. y. tokie
intervalai vadinami atitinkamafunkcijos di@jimo arba mazjimo intervalais Kkitaip tariant,
funkcijos monotoniSkumo intervalaiurint funkcijos grafily, Siuos intervalus nustatyti labai
paprasta.

Fx) = (x-1 B x+ Dbegx- 29

Stinkdami tafka xyy abssisit afimi, nustatykite intervalus

- kuriuose funkeijos reilcimés dideja, kuriuose

makéia,

———————————————— —#— = Stniry lariuose reikiin s yra pastovios Funifeios y=#x-x -
‘ 3 Y |isvetines grafidas
: 3 !
| B=22 ——— kY !
L 2t v i
¥ i \ J
“13 M \ f
M= —— T Y /
‘\\ Vi
AL - 1 y fj b
B A
7 | 3 /
d "
¥ on ; ™, P
— fx) = -1 ; Bl S
' 2/ -1 0 1 25y 3 4 \
=2
<+t Mazejimo intervalas y:)éﬁ—j& \.
pav. 30 pav. 31

pav. 29

,Dinamire geometrijd neturi speciali galimybiy funkcijos dicjimui ar mazjimui
vaizduoti. T&iau vartotojas naudodamasis pagrirdis priemogmis bet kuriam grafikui gali
nubraizyti monotoniSkumo intervalus. Antébinyje (30 pav.) sukonstruotos funkcijos grafiko
sukuriamas taskad. J tempiant, keiiasi ir funkcijos argumento ir funkcijos reikém— greta
bréZzinio sukonstruotos slinkties juostos roda $eikSmiy didéjima (mazjima, pastovum).
Remiantis auk8au pateiktais apilézimais bezinyje vizualiai parodomi (skirtingomis spalvomis
pazymimi) funkcijos monotoniSkumo intervalai.

Programa MathematiX turi speciala komand Function Analysis...Kurig pasirinkus
atveriamas dialogo langas, kuriame galima paiiyrar rodyti monotoniSkumo intervalus, ar ne.
Sios programos taikymo $iai temai mokyti(is) pawsdyabty bati: nubraizomas funkcijos
grafikas. Tada Zymeklsusiejus su grafiku, tiiamas Sios funkcijos reikg didéjimas bei
mazjimas — informacijos langeAtena Infg rodomos Zymeklio padi nusakatios koordinats.
Zymekliui slenkant funkcijos grafiku i$ kas i deSir, isitikinama, kad argumentui dignt
funkcijos reikSnés dicdtja arba maZa. Tada pasirinkus métaja programa pasirenkama rodyti
funkcijos grafiko dalis, kuriose funkcija mga ir atitinkamus monotoniSkumo intervalus (29
pav.).

Funkcijos monotoniSkumui tirti programaytograplt specialyy priemoniy neturi. T&iau
nubraizius funkcijos grafik ir ant jo sukonstravus tagk galima dinamiSkai pavaizduoti
funkcijos reikSmy Kkitima — tempiant sukonstrugi taSky grafiku, lange Status Box
atvaizduojamas argumento ir funkcijos reik§nkitimas. Kadangi Si programa turi Zzymiai
maziau ir ne toki lankiy priemony papildomiems objektams konstruoti, ¢b&i programa
néra tinkama Siai temai mokyti. Kai funkcijd$x) iSraiSka yra sudingesre, grafika patogu
braizyti naudojantis kompiuterine programa. Teeikiesti funkcip f(x) ir f(x) iSraiSkas ir
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vienoje koordingiu plokStumoje bus nubraizomiysfunkcijuy grafikai (31 pav.). IS f(x) grafiko
galima nesunkiai nustatyti funkcijos djono ir mazjimo intervalus, taip pat nurodyti
argumento reikSmes su kurionfix) = 0 arbaf’(x) neegzistuoja, o f(x) yra tolydi.

3.5.4 Lyginumas

Tiriant ir braizant funkcij grafikus, nagrigjama, ar funkcija lygia, nelygire, ar nei lygir¢, nei
nelygiré. Funkcijos grafikas galiibi:

1. simetriSkasOy aSies atzvilgiu.Funkcija f(x) apibézta aiktje X, vadinama lygine, jei
kiekvienam xe X tenkinamos @ygos: —x € X ir f(—x) = f(x). Teisingas ir atvirk8as
teiginys,jei funkcijos f(x) grafikas yra simetriSkas ordifia aSies atzvilgiu, tai funkcija f(x)
yra lygire.

Jeigu dvi lygires funkcijos turi vien ir ta p&ia apibzimo srif, tai juy suma, skirtumas ir
sandauga taip pat bus lygifunkcija.

2. simetriSkas koordiray pradzios taskdO atzvilgiu. Funkcija f(x) apibezta aikgje X,
vadinama nelygine, jei kiekvienamex X tenkinamos gdygos: —x e X ir f(—=x) = — f(x).
Teisingas ir atvirk8as teiginys,jei funkcijos f(x) grafikas yra simetriSkas kooraliy
pradzios tasko atzvilgiu, tai funkcija f(x) yra ygine.

Jeigu dvi nelygias funkcijosf(x) ir g(x) turi viem ir ta paia apib&zimo srii X, tai
funkcijosf(x) + g(x) ir f(x) — g(x)taip pat yra nelygis, o funkcijaf(x) - g(x)— lyginé.

3. NesimetriSkas nei Oy aSies, nei tasko O atzvilgiu.

Lyginiy ir nelyginiy funkcijy apibgzimo sritis yra simetriSka koorditia, pradzios atzvilgiu.
Mano nuomone, Siai temaiéstyti geriausiai tikj

»Dinamire geometrijd. Tarkime, 32 pav. pavaizduotu grafiku.a: s s, - eess e

simetrifkas Oy adies atZvilgiu T Iy =-23 XM,=2-3

reikia nustatyti nubraizytosios funkcijos lyginanSlinkdami =% 8 e

tasky M (M;) pavaizduotos funkcijos grafiku matome, kad yra |, o] T,
jam simetriska®y asies atzvilgiu taskad(M), priklausantis N\ / N
tos funkcijos grafikui, t. y. kiekvienam e X tenkinamos - / = - X «
salygos: —x € X ir f(—x) = f(x). Nubraizyti tok ar panas i

brézini ,MathematiX® neturi galimyby. ,Autograph”
sukurtas bizinys neldity toks interaktyvus, kaip kad sukurtaPa"- 32
.Dinamine geometrija"“

—

2,

3

gL

3.5.5 Funkcijos nuliai ir pastovaus zenklo interval ai

Funkcijosy = f(x) argumento reikSéms ,perkegant” funkcijos apib¥zimo srif, funkcijos
reikSmes gali hiti tiek teigiamos, tiek neigiamos, tiek lygios nuili

Funkcijos f(x) nuliai — argumento reikémsu kuriomis funkcijos reikgntygi nuliu, t. y.
f(x) = 0. Tos reikSnas funkcijos apib¥zimo srif padalijaj kelet, intervaly. Jei funkcijos reikSmi
Zenklas tuose intervaluose nestka] tai jie vadinamfunkcijos pastovaus Zenklo intervalai€ai
funkcijos reikSnés yra teigiamos f(x)>0), funkcijos grafikas yra virS absaisiaSies, kai
neigiamos f(x)<0) — Zemiau abscigiaSies. Funkcijos nuliaf(k) = 0) yra ant abscisi aSies, t.y.
sankirtos arba funkcijos grafiko lietimosi su aksgciaSimi tasSkai. leSkant funkaqijpastovaus
Zenklo interval, randami funkcijos nuliai ir tikio taskai, todl, kad funkcija Zenkl keitia
funkcijos nuly arba tiikio taSkuose.
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Siai temai mokyti(is), mano nuomone, geriausiakdi ,MathematiX. Programa turi
galimylbe atvaizduoti funkcijos nulius ir funkcijos pastowawdenklo intervalus (33 pav.).
Ypatingai programa galiti naudinga moksleiviams mokantis individualif&iaSius funkcijos
formule, nubraizomas funkcijos grafikas. Pasirinkasirj kontekstiniame meniu pasirinkus
komandasFunction Analysis->Display domains->Function sjgprograma rezultatus parodo
ekrane. Taigi uzdaviniSsprendus asiuvinyje, atsakyrm galima pasitikrinti naudojantis Sia
programa. Tokpat metod galima taikyti ir pratyh metu, kai klage yra vienas kompiuteris.

Funkcijos nuliams rasti, galima naudoti ir proggayAutograp. Si programa nebraizo
funkcijos pastovaus zenklo interyaltatiau geba iSspsti lygti f(x) = O, t. y. surasti taskus,
kuriuose funkcijos reikSgs lygios nuliui (35 pav.).

»,Dinamire geometrijd taip pat gali iti naudojama rasti funkcijos nuliams rastiisa
juos reikés konstruoti, ir konstruoti kiekvienai funkcijai ifaujo. Todl Si programa geriausiai
tikty tam tikrai teorinei medziagai demonstruoti, nagjent iS anksto sukurtus kelisdainius.
Taip mokytojui paruoSus mokomuosiusédinius, galima juos pateikti mokiniams kaip
papildony medziag Siai temai suprasti.

3.5.6 Funkcijos ekstremumai. Didziausia ir maziausi  a funkcijos reikSm é

Funkcijos f(x) reikSi f(x) vadinama tos funkcijos minimumu, jei yra tokigka x,
s aplinka (t.y. intervalas x5 ; Xot 6), 6 >0)), kad visi Xx= Xy IS tos aplinkos tenkina nelygyb
f(xo) < f(x). TaSkas gvadinamas funkcijos minimumo tasku.

Funkcijos f(x) reikSin f(X;) vadinama tos funkcijos maksimumu, jei yra tolkagko x,
s aplinka (t.y. intervalas (s ; xot 6), 6 >0)), kad visi x= X IS tos aplinkos tenkina nelygyb
f(xo) > f(x). ). TaSkas gvadinamas funkcijos maksimumo tasku.

Funkcijos maksimumai ir minimumai vadinafankcijos ekstremumai® tos argumento
reikSmes, kurias atitinka funkcijos maksimumas ar minimsmakstremumo taskais
Batinoji ekstremumo gyga. Jei diferencijuojama funkcija f(x) taSke xuri ekstremunp, tai
f'(xo) = 0.

TaSkai, kuriuose funkcijos iSvegtitygi nuliui arba neegzistuoja, vadinami tos funési
kritiniais taskais.

Pakankamoji ekstremumalgga. Jei funkcijos f(x) iSvestinf'(x) keicia Zenkd, kai x di¢¢damas
pereina; kritinj taSk; xo, tai Siame taske funkcija turi ekstremunmaksimum, jeigu f'(x) ketia
Zenkl i$ pliusoj minug; minimung, jeigu f'(X) ketia zenkd iS5 minusq pliusg.

Mokantis S tenm daznai sprendziamas didziausios ir maziausios cijox reikSngs
uzdarame intervale radimo uzdavinys. Toms ret@sirasti pirmiausia ieSkoma kritintasky x;
priklausagiu intervalui [a, b]. Uzdarame intervale tolydi funkcija visadarit maziausy ir
didZiausi reikSne ir Siame intervaleisosfunkcijos reikSms tenkina nelygypoms< f(x) < M, ¢ia
m — funkcijos minimumas intervale, b], M — funkcijos maksimumas intervdie, b].

Tiriant funkcijas ir braizantyj grafikus reikia rasti funkcijos minimumus ir makaimus.
Analiziniams skaiiavimams atlikti gra skirta © viena iS nagrigjamy kompiuterini; prograny.
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Taciau pateikiant reikiamp savoky galima geometrig interpretach, gautiems rezultatams
patikrinti gali pagelbti kompiuterires priemogs.
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Programos MathematiX (36 pav.) ir ,Autograptf (38 pav.) turi labai panasSias funkgij
ekstremumams tyrinti galimybes. Pavyzdziui, nubraizius funkcijos @sjiSvestias grafikus,
galima pateikti Sios temos pagrindinius dalykus dumgant beézinius. Pateiktos funkcijos
apibrztos visoje realiju skatiuy aibéje. Randamevyj iSvestines iry grafikus nubraizome.
Pastebime, kad iSvest® egzistuoja visuose taskuose. Tada randame thkragpsef'(x) = 0.
Kadangi pereidamos Siuos taskus funkcijos iSvestirikSngs ketia Zenkh iS minusoj pliusa
(IS pliusoi minimummg), tai gauname minimumo taskmaksimumo tash.

»Dinamine geometrija sukurtame biZinyje (37 pav.) iliustruojamas awkos ,funkcijos
minimumas” mokymas pasinaudojant Sia programa. €ijo¥k apibgzimo srityje sukuriamas
taSkasx;. Imama jo aplinkas >0 (sukonstruojamas intervalas). Imamas taskas gliskas (Xo-
d; Xot ¢). Tada ketiant taSkox; packtj ir s daroma iSvada, kaffx) < f(x). Vadinasi, pagal
funkcijos minimumo apikizima, tasSkasq yra funkcijos minimumo taskas.

3.5.7 PeriodiSkumas

Daugelis svarhi gamtos ir technikos prooggra periodiniai.

Funkcija f(x), apibézta aikje X, vadinama periodine, jeigu egzistuoja toksi@dka T > 0,
kad kiekvienam x X tenkinamosgygos:

X+Te X, x=Te Xirf(x+T) = f(x =T) = f(x).

Skarius T vadinamas funkcijos f(x),ex X periodu.
Jei dvi periodiis funkcijosf(x) ir g(x), x e X, turi vier ir
ta paf periody T, tai ty funkcijy suma, skirtumas ir
sandauga taip pat bus perioginfunkcijos ir T bus j1
periodas. JeT yra funkcijos periodas, tai nT, neN, taip :
pat bus tos funkcijos periodas. ! y |
Ne kiekviena periodinfunkcija turi maziausi perioc o ek oeimdan|

,Dinamine geometrija sukurtu bgziniu galima ‘

aiskinti trigonometrini funkcijy periodiskung tokiu budu. ., 49
Brézinyje (39 pav.) pateikiamas pavyzdys funkcijos
- /

y = sinx periodui nustatyti. Koordirdy plokStumoje
nubraizomas vienetinis apskritimas, kurio centres lyet
kuriame abscisi aSies taske, pvz., taSkReVisus vienetinio
apskritimo tasSkus pavaizduojame tam tikra kreivg, t /-\ AN
A1mi0, 0.32) M0, 0.32

sinusoide — funkcijoy = sinx grafiku. Task C tempiant, (efro.232 | o=
slenka ir taSkasin esantis ant sinusaig. Tada remiantis
sukonstruotu kZiniu, spindui AC gauname pasghkpradiri
spindul AB kampu #BACprie$ laikrodzio rodykl. Taskui
C judant (tasSk C tempiame arba animuojame paspausdami

pav. 39
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mygtuka sin) apskritimo lanku stebime, kad spind&IC gausime taip pat, jei pradiapindul AB
pasuksime kampar + /BAC , 4z +/BAC ir t. t., t.y. kampuwx, kuris nuo#BAC skirsis sveikuoju
apsisukimy skatiumi, t. y., X = 2m+/BAC; ¢ia neN. Todl daroma iSvada, kad sin
(2 + £BAC) = Sin(£BAC).

Naudojantis,Autograph” galima iliustruoti, kad funkcijaf(x)=tgx egzistuoja sk&ius
T=7, kad kiekvienanx € X tenkinamos flygos:x + = € X, x -z € Xir f(x+z) =f(x —z) =
f(x). Brézinyje tempiant ant viduriniosios funkcijos grafisakonstruat task, galimaisitikinti,
kad tangento funkcija yra periodiir jos maziausias periodas lygis(40 pav.).

3.5.8 Funkcijos grafiko asimptot és

Nagrirgjant funkcijas ir y grafiky braizyny svarbu iSsiaiskinti jos elgesriikio tasky aplinkoje,
taSkuose, kur ji yra neapitita, ir kaip ji elgiasi, kai x> +o ir X — —o0.

Tegu funkcija f(x) apikizta begaliniame intervale (a; ). Tie® y = kx + b vadinama funkcijos y =
f(x) grafiko asimptote, kai % + o, jei

lim (f(x) — (kx +b)) = 0.
Tieg y = kx + b vadinama funkcijos y = f(X),« (—o0; b) grafiko asimptote, kai» —o, jei

lim (f(x) — (kx +b)) = O.
Tegu funkcija f(x) apikiZta intervale (a; b). Jei f(x» o, kai x— a + 0, tai tieg x = a vadinama
funkcijos grafiko vertikalia asimptote, kai-¢ a iS deSids.
Jei f(x)— o0, kai x— b — 0, tai tieg x = b vadinama funkcijos y = f(x) grafiko vertikalasimptote,
kai x— b IS kaies.
Tegu tieg y = kx+b yra funkcijos y = f(x) grafiko asimptotkai x— oo, tada lim (f(xX) —kx) = b, o
lim ﬂ

X—0 X

=3
2 (- 100x - 2= " : =28
1 "_r ETDEQX+;)=+OQ
e 1
T T T T T T 1 11 lim {2+ —} =+ 4
e 1 z2-"3 4 5 et | F Y
.- ]/
b=lim {2+ —-2=0
- o ¥2 2
e k:l\m(2+l3)=2 =2 / Eguation 1: y=(x—13x-2)x
7 G Asymptote: y=u-3

- 5 -5

= k. Jeigu k = 0, tai tiedy = b vadinama horizontajja asimptote.

- 1 w=0

pav. 41 pav. 42 pav. 43

Norint programa Dinamirne geometrijd pavaizduoti funkcijos grafiko asimptotes
pirmiausia jas reikia apskauoti ir po to p&iam jas nubraizyti. Tarkim, atlikus reikiananaliz,
t. y. apskaiiavus taskax = 0 aplinkoje (nes taske = 0 funkcija neegzistuoja) vienpuses ribas,
gaunama, kad tiésx = O yra vertikalioji grafiko asimptét Tada nagrigama, ar funkcija turi
pasvingju asimpt@iy iSreiSkiamny lygtimi y = kx +b. PaaiSkja, kad tie8 y = 2x yra pasviroji
grafiko asimptat. Gautus rezultatus galima atspitidet kuria iS nagrigjamy programy. Tatiau
prieSingai nei Dinamirgje geometrijojé programose MathematiX ir , Autograpf galima
nurodyti, kad lbty tiesiog parodomos nubraizytojo funkcijos grafikeinaptots. ,MathematiX
dialogo lange Function analysis...galima nurodyti, kokias asimptotes rodyti: verlilig,
horizontalias ar paswsias. Jei funkcija neturi, pvz., horizontalasimpt@iy, tai programa

25



neleidzia y pasirinkti. (41 pav.) ProgramojeAytograpli pasirinkus komana ,, Asymptoté
programa nurodo tik pasysias funkcijos grafiko asimptotes (43 pav.).

3.6 Diferencialinis skai ¢iavimas

Vidurinégje mokykloje pradedama mokyti matema&snanalizs pagrind. Susiduriama su
funkcijos ribos, tolydumo, iSvestia svokomis. Bendrojoje Vilniaus kolegijos matematikos
programos turinyje su funkaij iSvestirtmis susijusi temy yra daugiau — nagréamos kel
kintamyju funkcijos dalires iSvestigs, neiSreikstigs funkcijos iSvestié, funkcijos diferencialas, jo
geometrig prasng, keliy kintamyjuy pilnas diferencialas. Tem kurioms @styti ir mokytis hity
naudinga taikyti pasiringsias kompiuterines, medziaga pateikiama Zemiaukpatse skyreliuose.

3.6.1 Riba

Funkcijos riba, kai x —z»
Skarius A vadinamas funkcijos y = f(x) riba, kai x > jei bet kuf kiek norima magz teigiany
skariy ¢ atitinka toks skaiuso , kad visoms x reik&ms, didesems uz¢ , teisinga nelygyb |f(x)

— Al < ¢. Tuometlim f(x) = A.

Funkcijos riba, kai x —> a

Skarius A vadinamas funkcijos y = f(x) riba, kai x —>mi bet kuriam kiek norima mazam
teigiamam skaiui ¢ galima rasti toko , kad visiems x, kurie tenkina nelygylb< |x — a|] < Jd yra
teisinga nelygyd [f(x) — A| < &. Tuometlim f(x) = A.

Siame béZinyje (44 pav.) vaizduojama kaip funkcijos ribqsaéZimas gali Iati tiriamas
naudojantis dinamimis programogDinaminés geometrijos“galimykemis. Tyrimo tikslas — duotai
antrojo laipsnio funkcijaf(x) = ax +bx + ¢ ir duotoms reikS@ms a, Air ¢, surasti skaiy 3,
tenkinant apibgzimo slygas.

Antrojo laipsnio funkcijos koeficienta, b, ir c nenurodomi, nes Bziniy lape juos galima
keisti. Paprastumocétki pasirinkta: a = 1, b = 0, ¢ = 0.0rdin&iy aSyje atidtas intervalasA - ¢; A
+¢). Kaip matyti paveikslyje, parinkta taSko &-aplinka atitinka taSké e-aplinka, t.y. melynojo
keturkampio kraStié yra lygi raudonai ordindy aSyje pazyrtajam intervalui. Pirmiausia, stebima,
kaip kintantis skaius ¢, valdomas raudonajuosta, apibizia taSkoA e-aplinka (raudon, intervah,)
y-aSyje. Paskui stebima, kaip kintantis gkas 6, apibgzia taSkoa o- apllnkq x-adyje. Si apllnka
vaizduojama vertikalaus raudonojo keturkampio HknaSt *

f(x) = a.x2+b.x+c \ f’

esadia x-aSyje (¢liau vadinama plau). Vertikalaus \ : /

raudonojo daugiakampio plotis vaizduoja visas gafinasko bggg \ . f,/

a o-aplinkos reikSmes x. Horizontalaus rlynojo - \ /
. . . . . . . oo lim f(x) = 1.00 , i

daugiakampio plotis vaizduoja visas galimas reiksni§), xoe1.00 \ A

apibrztas tomisx reikSnemis. Raudona atkarpa, esany+
aSyje, vaizduoja vis taSko A ¢-aplinkos reikSmi f(x)
intervah. Skatiy € sumazinus galima paittti, ar galima jam
parinkti skagiy o, atitinkant § naup skatiy . Pasirinkus,
gauti rezultatai rodomi lentge.

Atsizvelgiant | tai, kad JDinamiré geometrijd

v . .. . . . .44
pasizymi modeliavimo ir eksperimentavimo programor?."’g'

budingomis savybmis, ja galima pasinaudoti funkcijos ribag/gkai mokyti(is). MathematiX
neturi ne tik galimyhj dinaminiams kiziniams konstruoti, bet ir neturi komantlnkcijos ribai
skatiuoti, rasti ir pan. Autograplf bréziniy konstravimo atzvilgiu turi ribotas galimybes:
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programoje yra numatytos konkres komandos vienam ar kitam objektui sukurtéida rera
priemoni;, kuriomis naudodamasis vartotojas sukonstrugd isivaizduojam brézin;.
Sukonstravus panaSiusébmius galima bty vaizdziai pateikti ribos, kax argja i begalyle ir
kolegijoje dtsstomas nykstamir neapéztai dictjanciy funkciju savokas.

3.6.2 Tolydumas

Jei funkcijos f(x) riba, kai x —>gxsutampa su funkcijos reikSme taskgtxy. lim f(x) = f(xp), tai

funkcija f(x) vadinama tolydzia taSkg x

Funkcija y = f(x) vadinama tolydzia taSkgi% kaires, jei f(¢) = f(xo— 0) = lim . f(x), ir tolydzia i$
X—>Xg—
desires, jei f(¢) = f(xo+ 0) = Iim0 f(x).
X—>X%oH

Funkcija yra tolydi intervale [a; b], jeigu ji tolgi kiekviename to intervalo taSke. Taske a tolgdi i
desires, o taske b — iS kais.

Jeigu funkcijai y = f(x) lygyd lim f(x) = f(xp) yra neteisinga, tai funkcija taske x gtari trik;.
TaSkas gvadinamas funkcijos y = f(x) pirmojo tipoikio tasku, jeigu jame egzistuoja baigin

ribos i$ kaies f(— 0) ir i$ deSids f(x + 0), bet jos @ra tarpusavyje lygios:lim . f(x) = Iim0 f(x).
X—>Xg— X—=>X%oH

Taskas xvadinamas funkcijos y = f(x) antrojo tipaiio tasku, jeigu bent viena viengusinkcijos
riba tame tasSke neegzistuoja arba yra begalin

TaSkas ¥vadinamas funkcijos y = f(x) paSalinamuojiakiu, jei lim . f(x) = Iim0 f(x) # f(x0)-
X=>Xo— X—>Xy+

Brezinyje, kuris sukonstruotas naudojantis programa .
»MathematiX pateikiamas funkcijos turifios pirmojo tipo tikj A,
pavyzdys (45 pav.). Naudojantis Sios programos ngddémis a3
galima pateikti ribos iS5 de&is ir iS kaiés geometria interpretacy. 2]
Artéjant prie taskoa iS kairks (pasirinkus komandLock Snapir ¢, . 1
slenkant grafiku), riba lygi 3, o &ant iS deSias — lygi 4. 1~
»Dinamine geometrijatokiam ar panaSiam Bziniui sukurti reilkes -1 ]
Zymiai daugiau laiko ir vartotojo naudojimosi Sieograma Zini. i
Nors mokykliniuose vadaiuose ir pateikiamas tolydziosiospav- 45
funkcijos apibézimas, td&iau svarbiausia, kad mokiniai &g tolydZios bei netolydZios
funkcijos vaizdin, gakty pateikti pavyzdij. Kolegijoje pasitelkus ribas tolydummveka
formalizuojama, t&iau tikslingai sukirus dinaminius kzinius, studentamstby paprasiau
suprasti Siasasokas.

3.6.3 ISvestin é ir diferencialas

Funkcijos y = f(x) iSvestine (x atzvilgiu) taSkgwadinama tos funkcijos pakg Ay = f(xgt4x) —
f(xo) ir ji atitinkarvio argumento poljto Ax santykio riba, kaux —> 0, jei Si riba egzistuoja ir yra
baigtine:
y=fixg = lim Y= jjm A= T06)

Ax—>0 AX Ax—>0 AX
Funkcijos y = f(x) diferencialu vadinama Sios fuijs iSvestigs ir argumento pok§jo sandauga
dy = f'(x)dx.
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Naudojantis,Dinamine geometrija“galima lity mokyti(is) suprasti funkcijos iSvestis
geometrir prasm. Sia programa galima vaizdziai ir dinamiSkai padaoti ir paaiskinti Sias
savokas: argumento ir funkcijos pokytis, diferencgl#éaip pat parodyti, kaip susijusios &ies
krypties koeficiento, iSvest#s ir liestires sivokos. Kitos darbe minimos programos taip pat yra
dinamiskos, t&au jos turi (Autograpl{) arba visai neturi (MathematiX) panaSiam kizZiniui
sukonstruoti reikaling priemoniy.

2l yra st&iojo trikampio ABC kampax fy //C

AX fx+ax).
- 7
A

o Nykstant pokyiui Ax (Ax — 0), taSkasC ol AL 72N .

slenka funkcijos grafiko kreive g&damas prie taské. Kirstiné iy
AC artja prie liestirgs|, iSvestos taska, taigi « - . Vadinasi - e
Oy

" 1
2 l 1S X+AX

Taigi santykis

Ay

<
\N

tangentas: tg =

°/

funkcijos iSvestia f'(x) yra lygi kampo, kur sudaro grafiko oav. 46

liestine taske(x; f(x)) suOx asimi, tangentuit' (x) = lim % =

A|i[n0tgoc =1tg B =k (k funkcijosy = f(x) grafiko liestires taSkeA(x; f(x)) krypties koeficientas)

(46 pav.). I .
Programa Autograplf sukurtame b#zinyje (47 pav.) X N/
demonstruojami tk@ojo laipsnio polinomo iSvestini grafiky ﬁ y
geometrig interpretacija. Byzinyje vaizduojama, kaip susj
pradirés funkcijos grafikas su tos funkcijos iSvestirgrafiku. EERVE, AN A
Pasirinkus komang kuri braizo funkcijos iSvestis grafiky [\ /
vizualiai demonstruojamas polinomo diferencijavimas | LA

iSdiferencijavus tré&ojo laipsnio polinom gaunama antrojop,,. a7

laipsnio polinomas — paraligpldar karg iSdiferencijavus, t.y.

suradus anifa iSvestie gaunama tigs suradus tr&@ojo laipsnio iSvestia gaunam konstanta,
kuri geometridkai reiskia tiedygiagretia Ox asiai. Sio biZinio naudojimas atskleidZia vidinius
matematikos rysius: algebra susiejama su geometrija

3.7 Integralinis skai c¢iavimas

Vidurinéje mokykloje integralinio skaiavimo mokomi tik moksleiviai pasirirkiSpléesting
matematikos kugs Nagrirjant Sk tema mokykliniame matematikos kurse siekiama, kad
besimokantieji mobty apibgzti ir paaiskinti pirmyk&ts funkcijos, neapiltinio, apibgztinio
integralo gvokas. Pagrindinis &@nesys skiriamas taikyti &iteorija praktiniams bei matematiniams
uzdaviniams spssti. Kolegijoje Si tema&toma Zymiai pl&iau: nagrigjami netiesioginiai integralai,
jvairis integral; skatiavimo metodai, y taikymaijvairiems uzdaviniams sgsti.

Nagrirgjant neapibéztinius integralus, neapidtinio integralo geometrin interpretacij
moksleiviams tutty bati nesudtinga suprasti, jei jie gerai moka funkgigrafiky transformacijas.
Nagrirgjant Si temn tiek mokykloje, tiek kolegijoje kompiuterds priemogs manau, kad yra
netaikytinos, nes pagrindinigmiesys skiriamas mokytis suintegruoti, pvz., kol@gitaikantivairius
neapibéztinio integralo skaiavimo metodus.

IS mokykloje @stomy apie apibéztinius integralus tem mano nuomone, kompiuteés
priemores taikytinos dstant apibztinio integralo gvoka, iliustruojant jo geometrin prasme, kai
kuriems taikymo uzdaviniams gsti, kolegijoje mokant skaiuoti apibgztini integrah trapecijy,
statiakampiy ir paraboliy metodu, taip pat kai kuriems taikymo uzdaviniarpg:®i. Kitos temos,
pvz., netiesioginis integralas, apibtinio integralo skaiavimas kintamojo keitimo, integravimo
dalimis metodai reikalauja suprastijgisavinti tam tikrus sprendimo algoritmus, taisgkle Siais
atvejais pasirinktosios kompiuteém priemowrs Sip tiksly igyvendinti nepags. Todl Siame
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skyrelyje pateiksiu bendrtiek mokykloje, tiek kolegijoje temsusistemint medziag ir iliustruosiu
ju mokym taikant kompiuterines priemones.

3.7.1 Apibr éztinis integralas

Tarkime uzdarame intervale, b] apibrzta tolydi funkcijay = f(x). Taskaisx;, %, ..., %-1 Sis

intervalas padalijamasn interval;.. Pazymimaa = X, ir b = X,. Tada dalini intervaly ilgiai yra

atitinkamai Ax; =X, —Xg, AXy =X, —Xq, ...y AX, =X, -X,. Kiekviename daliniame intervale

[Xi.1; xi] laisvai pasirink po viery taSky ¢, %1 <G < X, 1=1, 2, ..., nsudarykime sum

S =1(q) Ax, + () Ax, + f(C3) Axg + ...+ (G) Ax, = z f (c;)Ax , kuri vadinama integraline suma.
i=1

Jei egzistuojaim s ¢ia /1=er Ax; , nepriklausanti nenuo intervalo [a; b] skaidinio, nei nuo tagk
A—0 <i<n

¢ pasirinkimo, tai Si riba vadinama funkcijos apéfitiniu integralu intervale [a; b]. ApikiZtinis
b
integralas zymimas simbolij]f(x)dx. Jei intervale [a; b] egzistuoja funkcijos y = f(apibréztinis

integralas, tai sakoma, kad funkcija y = f(x) yrdagruojama intervale [a; b].
b

ApibrézZtiniui integralui rasti taikom#iutono ir Leibnicoformulé: If(x)dx:F(b)—F(a). Kitaip
tariant, ieSkant funkcijoy = f(x) apibgZztini integrah intervale[a; b] randamas Sios funkcijos
neapibéztinis integralas. Tad sakoma, kad Niutono ir Leibnico forniulsieja funkcijos
apibeztini ir neapibéztini integralus.

1(x) = ax +bxbrekd
3

o= !

<—ak—_r4.—> Integralinis plotas = 15.47
<M Ty ', Aproksimacinis plotas = 15.50
¢ 0 1

pav. 48 e [Euborgndot]

[P LI ELNE
080

pav. 50
pav. 49

Déstant apibéztinio integralo svoka galima pasinaudoti dinamimis program
»Autograph“ ir ,Dinamire geometrijd savykemis. 50 pav. pateikiamasAptograpli sukurtas
brézinys, kuriame dinamiskai iliustruojamas ifigs, apibéztos paveikslyje matoma funkcijos
kreive irx-aSies atkarpax,, kaixo=1, x,=3, ploto skatiavimas. Pasirinkus kregvir komand, Find
Areadialogo lange galima pasirinkti, kokiu metodu bkai&uojamas plotas (pavyzdyje pasirinktas
statiakampiy, kurie,apskagiavus duotos funkcijos reikSmes taskuoseixx; , sudaromi taip, kad
trecioji jo virstné pasirinkta didesnioji funkcijos reik&mmetodas). Nubraizomi stakampiai, kaip
matyti paveiksilyje. Siy statiakampi, apskatiuotas plotas rodomas langelyatus BoxJei norima
patikslinti skatiuojama plota, reikia atkarp xox, padalintii daugiau dalj ir nubgzti statiakampius.
Pastebima, kad stimkampiy ploty suma jau maziau skiriasi nuo tikslaus ploto, kugadi biti
apskadiuojamas savarankiSkaigsuviniuose. Tokiu bdu, t. y. didinant daugiakampiskatiy,
galima tikslinti ieSkom plota — naudojantis programoje sukurtu valdikliu.

Taip naudojantis Sia priemone gaiithiliustruojama apibgztinio integralo gvoka.
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AnalogiSkas galimybes Siaa\gokai cstyti suteikia ir Dinamine geometrijd, taciau tokiam
bréziniui (49 pav.) (Siuo atveju stekampiai buvo sudaromi taigad jo krastig, lygiagreti x-asSiali,
bréziama per funkcijos reikSgn atitinkar€ia tasky (X+1+ X;)/ 2d ) sukurti reikia nemazai laiko ir
karejo, kaip programuotojo Sia programa, &ini

Programa MathematiX galima vaizdziai iliustruoti geometrén apibgztinio integralo
prasne: apibgZtinis integralasyra kreivirés trapecijos, apriboto®x asimi ir funkcijosy = f(x)
grafiku, kaix e[a, b], plotas (jei Siame intervale funkcijos reik&mrera teigiamos, tai Sitokia

b
funkcija apribotos kreiés trapecijos plotas iSreiSkiamas formule Sj=fex)dx). Si programa gali
apskaéiuoti integralin plota, kai nubraizius funkciyj pasirenkama komand@oloring Area
Brézinyje pazymsjus apibgztinio integralo apatinréZi ir Zymek| tempiant iki virSutiniojo &Zio,
nuspalvinamas kreivés trapecijos plotas (48 pav.). Kai funkcijos reikSnyra teigiamos viena
spalva, kai neigiamos — kita. Tada svarbiausia, katiniai suvoki, jog Sis integralas lygus
visy Siy skirtingai nuspalvat ploty sumai.

3.8 Funkcij y taikym y pavyzdziai

Vienas i$ funkciy taikymo pavyzdij yra grafinis ly@iy ir nelygybi sistery sprendimas.
Sprendziat jas kompiuterines priemones galima taikgliais hidais: naudotis jau sukurtais
bréziniais vienai ar kitai temai mokyti; gautiems &gamams patikrinti; kurti b¥Zinius, modeliuoti
kiekvienam savarankiSkai. Siame skyrelyje pateikidggciy sistemos sprendimo, nelygybi
sistemos sprendimo ir vieno uzdavinio sprendimo dogntis pasirinktosiomis programomis
pavyzdziai.

3.8.1 Lyg €iy sistem y sprendimas

,Dinamine geometrija sukonstruotame BEZinyje vaizduojama I|yguy sistemos
ax+by=c
(x-d)?+(y-¢)% =f?

reikSmes galima tirti kaip nuay jpriklauso atitinkam lygciu grafikai. Bezinys (51 pav.) gali
buti taikomas tiek klage, tiek mokantis savarankiskai namuose. T P Py e
Programos IathematiX ir , Autograplf turi speciali [

(- dye  sprendinius —

priemoni; sistemos sprendiniams rasti. Tam nubraizomi gaafik e g g

a=20 k=4 c=

pactjus zymeki ant Sy grafiko sankirtos task programa atskirame{(r;n;;;gigjznm)zzzDz
lange parodo sankirtos koordinatesgthematixX*) arba pazynjus s g Wl
nubraizytuosius grafikus, atveriamas kontekstinienm ir jame " " "

pasirenkama funkcijaSolve Intersections(,Autograptf). Pastaroji

sprending grafine interpretacija. Kaiiant koeficient a, b, c, d, eir f

My (12,09 | My(86,35)
gy =12 g, = 68
a, = 0.8 Yo, =35

programa atideda tuos taskus plokStumoje ir atsi@réange parodop
sistemos sprendinius. Kadangi Siame darbe reikaling beZiniams
nubraizyti buvo taikomos Sios komandos, tangkartosiu.

av. 51

3.8.2 Nelygybi y su dviem kintamaisiais sistemos sprendimas
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Nelygybiy sistemoms sgsti programa lylathematiX turi speciala komand nelygylems
iISspesti — Solve InequalitiesPirmiausiajraSomos nelygys i funkciju lang, tada paspaudus
vertikaliojoje meniu juostoje mita komand, nelygybi; sistemos sprendimiaibé paliekama
neuzbfikSniuota ir lango ag#je yra uzraSomaSolved Inequalitie§52 pav.). Programa labai
paprastai ir vaizdZiai pateikia gautus rezultatiés,to gali bati naudojama tiek pamokos metu,
tiek mokiniui dirbant individualiai. Si programa,amo nuomone, .
geriausiai tinka gautiems patikrinti, vaizdZiai jlioistruojant, nes - :i:
spaudant mygtukus neiSmokstama nei nelygybpesti, nei N
ugdomas matematinisastymas. -

,Dinamine geometrija taip pat galima sukonstruoti ;-
bréZinius, kuriais galima ity demonstruoti grafin nelygybi
sistemos sprendim ttiau, kadangi kiziniuose atvaizduojami ir—

apskatiuojamos reiksrés tik keliems nagrigamiems atvejams,”®": >2

todkl programy, mano nuomone, geriausia taikyti kaip
demonstraci@ priemorg, arba moksleiviams savarankiSkai juos
nagrirgjant. _
Programa Autograplf pasizymi panasiomis galimgimis kaip ir .
»MathematiX nelygybiy sistemoms sgsti. Skirtumas yra tas, kad
»Autograph®“ plokStumoje tik pazymi nelygypisprendini aibes,

bet nepateikia atsakymo (53 pav.). oav. 53

3.8.3 Uzdavinio sprendimo grafiniu b  adu pavyzdys

54 pav. pateikiamas uzdavinio sprendimo progranidathematiX
pavyzdys. PraSoma apskaioti figaros plot, kurios taskai yra nelygyti
y<x+4

, sprendiniai. Pirmiausia surandami Sios sistemos

sistemos {

2y>x
sprendiniai t. y. nubraizomi funkaijgrafikai, pavaizduojami kiekvienos
sistemos nelygys sprendiniai ir tada randamas sistemos sprendinys
(Solve Inequalitigs Sprendinys parodomas informacijos lange. Tada;
randamas figros plotas: pasirenkama komandZoloring Area, ir -
pazymimas reikalingos apskaioti srities plotas. Informacijos lang
Arena Infopateikiamas uzdavinio atsakymas.
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4 Darbo rezultatai

Remiantis bendja bendrojo lavinimo mokyklos matematikos prograb iSsilavinimo
standartais ir Vilniaus kolegijos matematikos peoga iSnagriétos su funkcijomis susijusios temos.
Jas iSanalizavus, darbe pateikiami funkcamokymo bendrojo lavinimo mokykloje ypatumai —
pagrindireje mokykloje pagrindinis &mesys skiriamas funkcijos ir jos grafikevekoms, gefjimui
skaityti, braizyti funkcijos grafikus, remiantis iga nustatyti pagrindines funkcijos savybes:
apibezimo ir reikSmi; sritis, monotoniSkumo intervalus, funkcijos lygmat Vidurinéje mokykloje
nuo funkcip tyrimo remiantis grafikais pereinama prie analizinpradedami mokyti anaks
pradmenys: apiZiamos funkcijos ribos, tolydumo, iSvestinsvokos, mokoma skaiuoti funkciju
iSvestines ir taikyti jasivairiems uzdaviniams sgsti. Palyginus bendrojo lavinimo mokykloje
mokomy ir Vilniaus kolegijoje @stomy su funkcijomis susijusi temy turinius, iSrySkja glaudi Sip
temy s1saja.

Pasirinktosios kompiuterds programos funkcijoms mokyti iSnagstns pagal jvairius
klasifikuojartius pozymius. IS to padarytos iSvados trumpai gaasilentetje (4 lentet).

4 lentet. Mokomyju matematikos programfunkcijoms mokyti palyginimas

Kontrolés Tyringjimo
o) —
S o w
= 2 g g9 g2 8 o
> <) c £ S £ = 0
o g = QLS T Q =
Programa =2 > s E- T £ .0 ©
= © X~ CED © v Tl=)
E | & =2 | g %8 > & 29
3] £ @ ¢ O =t
e N L o x
. — Y .
" Dmam@ it + B t (V|zuaIu_3|s B
geometrijd programavimas)
»MathematiX + ++ - - - —
»Autograph +++ ++ - + - -

Atlikus Siame skyrelyje aptariam temy mokyma(si) taikant pasirinkisias programas,
galima iSskirti kiekvienos programos galimybesiakiamiems tikslams pasiekti. Pagal tai, kaip
organizuojama pamoka, galima iSskirti iS ésmdu pagrindinius kiekvienos programos
pritaikymo aspektus: teorinei medziagai aiskintikisus konkrgius bgzinius geriausiai tinka
»Dinamire geometrijd, o dirbant individualiai — pratylp metu ar atliekant uzduotis namuose —
,MathematiX ir , Autograpli. Sios programos turi numatytgalimybiy kai kurioms funkcijos
savyles tyringti, todel gali bati puikus pagalbininkas mokantis atitinkansu funkcijomis
susijusi temy.

Prograny ,Dinamire geometrijd ir , Autograpl dinamiSkumas ir interaktyvumas
besimokaniajam suteikia ne tik steb, bet aktyviaiisitrauktii mokymo(si) proces Keisdamas
parametrus ir analizuodamas gautus rezultatusggis mokytis nauj medziag, kartoti ir
sisteminti § siedamasjvairius algebrinius reiskinius su jas atitinkamis geometridmis
interpretacijomis.

Mokomoiji programa MathematiX grafiky konstravimo atzvilgiu yra paprastésnei
»Dinamire geometrijd. Funkcijos, kurios grafik norima braizyti, iSraiSkgraSomaj greta
braizomojo lapo esantapa, skirta funkcijy iSraiSkoms raSyti. ParaSius programa nubraizo
grafika. Sia programa nubraizyti &#iniai yra statiniai.

Remdamasi mokytaj kolegiju déstytojy nuomone ir savo patirtimi, naggjau, k
moksleiviams bei studentams mokantis funkgifa sudtingiausia suprasti. Atsizvelgiantitai bei
pagal tyrimo Kkriterijus, iSnagritos ,Dinamires geometrijo§ ,MathematiX ir , Autograph
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galimykes. IStirta, kokias temas ir kéldyra tikslinga (netikslinga) @btyti naudojantis naujomis
technologijomis.

Rengiat diplomin darta buvo sukurta 50 funkaij mokyma vizualizuojargiy bréZiniy.
Pateikiami iSsams apraSymai, atskleidziantys, kas kiekvienama &jzduojama, & reikéty atlikti,
norint iSsiaiskinti viea ar kita sary§j, savylk ar pozym. D¢l to, jie gali hiti naudojami kaip
pavyzdZiai temoms susijusioms su funkcijomisstgiti ar mokytis naudojantis nagéamomis
kompiuteriremis programomis.

Bendyjy bendrojo lavinimo mokyklos ir Vilniaus kolegijosatematikos funkcij mokymo
programy ir pasirinky triju prograny tinkamumo kolegijoje nagréifamoms temoms dbtyti
lyginamosios analis iSvados pateikiamos lentele (5 leéteProgramos, geriausiai tink&as vienai
ar kitai temai mokyti pazygios zenklu ,+*.

5 lentek. Lyginamosios analis iSvados

Bendrojo lavinimo mokykloje ir kolegijoje bendrogstomos
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5 |ISvados

Pagrindinis Sio darbo tikslas buvo atlikti funksils tinkann mokyti kompiutering
programy ,Dinamiré geometrijd, , MathematiX, , Autograpti analiz; ir tuo remiantis pagsti
(arba paneigti) program ,Dinaminés geometrijos®, MathematiX, , Autograpti naudojimo
bendrojo lavinimo mokykloje ir kolegijoje tinkamunatsizvelgiani funkciju mokymo bendrojo
lavinimo mokykloje ir kolegijoje aspektus.

Atsizvelgianti funkcijuy mokymo bendrojo lavinimo mokykloje aspektus ir §larbo
tyrimo rezultatus galima teigti, kad pasirinktosipgogramos iS esés tinka mokyti funkciy
bendrojo lavinimo mokykloje. Be to, nustatyta, kadkykliniy prograny galimybiy nepakanka
kolegijoje su funkcijomis susijusioms temomstyti, tafiau puikiai tinka mokyklinei medziagai
kartoti.
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7 Summary

Teaching Functions in Mathematics using Informafi@chnologies

This diploma work is titled by “Teaching Functions Mathematics using Information
Technologies ”. New technologies of education aseussed in context of teaching function in
upper secondary schools and colleges. Three eduoehtiapplications e.g. “Geometer’s
Sketchpad”, “Autograph”, and “MathematiX” are arsdy and described with emphasis on
strong and week their properties. While investiggtihe teaching of various functions it is
searching how to present the best way of using h@xer's sketchpad”, “Autograph”, and
“Mathematix” applications. The main results of r@s#h is the following: these tools are
appropriate for teaching functions in upper secondahools however these programs doesn’t
fit all requirements of colleges and mostly carubed for course repetition.
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