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IVADAS

Aktualumas. 1975 metais matematikas S. M. Voroninas (Voronin) pastebéjo idomia dzeta
ir L funkcijy savybe — universaluma — tai, kad analizinés tam tikrose kompaktinése aibé-
se funkcijas galima tolygiai aproksimuoti dzeta ar L funkciju postumiais. Pavyzdziui, visos

Dirichlé L funkcijos L(s,x), kurios pusplokstumeéje o > 1 yra apibréziamos eilute

o0

L(sx)=Y_ X s =0 +it,

ms’

m=1

¢ia x,, — Dirichlé charakteris moduliu ¢, yra universalios ta prasme, kad ju postumiai L(s +

iT,x), 7 € R, norimu tikslumu tolygiai juostos D = {s e C: % <o < 1} skrituliuose
aproksimuoja pacia analiziniy funkciju klase. Voronas jrodé [22] universalumo savybe Rymano

dzeta funkcijai
© 1
C(s) =Y —, s =0 +it, o> 1.
m=1 m?

Jos rezultatas pateikiamas A teoremoje.

1

A teorema. Tarkime, kad 0 < 0 < 7,

o funkcija f(s) yra tolydi ir nevirsta nuliu skritulyje
|s| < 0 ir analiziné to skritulio viduje. Tuomet, & > 0 egzistuoja toks skaicius T = 7(¢) € R,
su kuriuo yra teisinga nelygybé

3
max C(s+ 1+i7’,x) — f(s)| <e.

Minétame straipsnyje [22] Voroninas pateiké ir analogiska tvirtinima ne tik Rymano dzeta funk-
cijai — jis pastebéjo, kad tokia teorema yra teisinga ir visoms Dirichlé L funkcijoms. Nesunku
buvo patikrinti, kad prielaida yra teisinga.

Tais paciais 1975 metais Voroninas gavo dar jdomesnj rezultata — nagrinédamas Dirichlé
L funkcijy funkcinj nepriklausomuma, jis pastebéjo, kad sSios funkcijos turi jungtine universalu-
mo savybe, t.y., analiziniy funkcijy rinkinys tuo pac¢iu metu gali buti aproksimuojama Dirichlé
L funkcijy postumiy rinkiniu. Rezultatas pateikiamas B teoremoje.
B teorema. Turkime, kad 0 < 0 < ith‘":XT yra poromis neekvivalentus Dirichlé charakte-
riai, o funkcijos f1(s),...[-(8) yra tolydZios ir nevirsta nuliu skritulyje |s| < 6 ir yra analizinés
to skritulio viduje. Tuomet, kiekvieng € > 0 atitinka toks skaicius T = 7(¢) € R, kad su visais
J = 1,....,7 yra teisinga nelygybé

3
max L(s+ 1 +i7,x;) — fi(s)| < e.

Po S. M. Voronino darbo [22], daugelis Zinomy skai¢iy teorijos specialisty toliau tesé
dzeta funkcijy universalumo tyrimus. Tarp ju B. Bagéis (B. Bagchi), H. Baueris (H. Bauer),
R. Garunkstis, S. M. Gonekas (S. M. Gonek), A. Laurin¢ikas, K. Matsumotas (K. Matsumoto),



J. Stoidingas (J. Stending) ir daugelis kity Lietuvos, Japonijos, Vokietijos, Lenkijos matema-
tiky. Dabar Voronino tipo teoremos turi Siuolaikines versijas, tokia forma bus pateikiama ir
magistro darbe jrodama teorema.

Jungtinio universalumo tyrimai tesiami iki dabar, o jvairioms dzeta funkcijoms pateikia-
mi vis nauji rezultatai rodo universalumo problemos aktualuma dzeta ir L funkcijy teorijoje.

Tam tikri nauji rezultatai gauti magistro darbe.

Problema. Teoremose A ir B buvo pateikti tolydaus universalumo atvejai, kuomet postu-
miai 7 jgyja bet kurias realias reikSmes, taciau taikymuose svarbu nagrinéti atvejus, kai 7 jgyja
reiksmes is tam tikros diskreciosios aibés, pavyzdziui, aritmetinés progresijos ar kitos universa-
lesnés sekos. Kita labai svarbi problema yra analiziniy funkcijy rinkiniy aproksimavimo dzeta
ar L funkcijy rinkiniy postumiais galimybé. Magistro darbe siekiama nagrinéti jungtinj diskre-
tyji skirtingy periodiniy dzeta funkcijy rinkiniy universaluma bei galimybe pateikti modifikuota
universalumo teoremos atvejj, kai postumiy aproksimuojanciy duotas analizines funkcijas, apa-
tinis tankis yra pakeic¢iamas tiesiog tankiu.

Tikslas — jrodyti diskretyjj jungtiniy periodiniy dzeta funkcijos poros universaluma,

postumiams naudojant netrivaliy Rymano dzeta funkcijos nuliy menamasias dalis.

Tyrimy metodai. Jungtinio universalumo teoremy jrodymai remiasi dzeta funkcijy
teorija bei silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo teorija. Taip pat naudojami mato teorijos

elementai bei analiziniy funkcijy aproksimavimo teorija.

Naujumas ir praktiné verté. Magistro darbo rezultatai yra nauji. Jie patikslina ir

iSplécia periodiniy Hurvico dzeta funkcijy jungtinio universalumo rezultatus.

Aprobacija. Magistros darbo rezultatai pristatyti jaunyjy tyréjuy tarptautinéje konferen-

cijoje, Jaunasis tyréjas iSmaniajai visuomenei" (Siauliy akademija, 2022 m. geguzés 11 d.).

Periodinés dzeta funkcijos. Tegul 0 < a < 1 yra fiksuotas parametras. Hurvico
dzeta funkcija ((s,a), s = o + it € C, pusplokstuméje o > 1 apibréziama eilute

[e.9]

= ntar

m—0 m—i—a

ir analiziskai pratesiama j visag kompleksine plokstuma, isskyrus paprastajj poliy taske s = 1 su
reziduumu 1. Aisku, kad ((s,1) = ((s) ir

c(é) — (20— 1)(s),

¢ia ((s) — Rymano dzeta funkcija. Taigi, Hurvico dzeta funkcija ((s,a) yra Rymano dzeta
funkcijos apibendrinimas. Kita vertus, ((s,«) is esmés skiriasi nuo ((s), kadangi bendruoju

atveju ((s,a) neturi Oilerio sandaugos pagal pirminius skaicius.



Tegul a = {a,, : m € N} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka su minamaliu periodu

k € N. Periodiné dzeta funkcija ((s,a) pusplokstuméje o > 1 apibréziama eilute

C(S,ﬂ) = Z s (1)

Kadangi koeficientai a,, yra periodiniai, tai pusplokstuméje o > 1 periodiné dzeta funkcija

iSreiskiama per Hurvico dzeta funkcija ir galioja lygybeé

k
C(S7a) = k]?_s alC(‘gali:)‘
=1

Pastaroji lygybé kartu su Hurvico dzeta funkcijos ((s,«) savybémis duoda funkcijos ((s,a)

analizinj pratesima. Jeigu
1
def

:%Z:

tai funkcija ((s,a) yra sveikoji, o kitais atvejais turi paprastaji poliu taske s = 1 su reziduumu
a. Jeigu a,, = 1 ir k = 1, tai funkcija ((s,a) virsta Rymano dzeta funkcija. Jeigu a,, = x.m, ¢ia

Xm yra Dirichlé charakteris moduliu k, tada ((s,a) tampa Dirichlé L-funkcija
_yx
m=1 m

Taigi, periodiné dzeta funkcija yra klasikiniy Rymano dzeta funkcijos ir Dirichlé L-funkcijy

o> 1.

apibendrinimas.
Tegul 0 < o < 1 yra fiksuotas parametras, o b = {b,, : m € Ny} — kita periodiné seka su
minimaliuoju periodu | € N. Periodiné Hurvico dzeta funkcija ((s,a;b) pusplokstuméje

o > 1 apibréziama eilute
o0 bm
s,a;b) = E —_— .
N ) (m+ a)®

m=0

(2)

Kadangi koeficientai b, yra periodiniai, tai pusplokstuméje o > 1 galioja lygybé

C(s,0;B) lls me<< m+0‘>

Tai rodo, kad ((s,a;b) yra pratesiama j visa kompleksine plokstuma, iSskyrus galbut taska
s = 1, kuris yras paprastasis polius su reziduumu

-1
b

m=0

||:“
~| =

Jeigu b = 0, tai ((s,a;b) yra sveikoji funkcija. Kai b,, = 1 ir [ = 1, tuomet funkcija ((s,a;b)

27rz

virsta Hurvico dzeta funkcija. Jeigu b,, = e“™7, tada ((s,o;b) tampa Lercho (Lerch) dzeta

1 00 eQTri%
Ll - = .
(7o) = 25

funkcija




Analiziniy funkciju aproksimavimo funkciju ((s; a) ir {(s,a; b) postumiais klausimas bu-
vo nagrinéjama [2], [6], [7], [18], [12], [15], [16], [17] ir [19] straipsniuose. Taciau pirmasis
junginis universalumo rezultatas funkcijy porai (C (s;a), ((s,q; b)) buvo gautas [8] straipsnyje.
Jungtiné aproksimavimo teorema analiziniy funkcijy porai jrodyta, darant prielaidas, kad a yra
multiplikatyvi (t.y.: a; = 1 and a,,,, = a,a, visiems tarpusavyje pirminiams skaic¢iams m ir n)
ir kad parametras yra transcendentinis.

Pateiksime §j rezultata. Tegul IC yra juostos D = {s € C : % < o < 1}, kompaktiniy
poaibiy su sujungiaisiais papildiniais klase, H(K), K € K, yra tolydziy aibéje K klasé ir ana-
liziniy aibés K viduje funkcijy klasé. Be to, tegul Ho(K') zymi nejgyjanciy nuliy funkciju is
H(K) poklasj. Irodyta [8], kad jei K1,Ks € K, fi(s) € Ho(K,) ir fo(s) € H(K3),tuomet su
visais € > 0,

1
lim inf Tmeas{T € (0,77 : sup |C(s +it;a) — fi(s)] <e,

T—o0 seKq
sup [((s + iT,a;b) — fo(s)| < 5} > 0,
seKo
kur measA Zymi macios aibés A C R Lebego mata. Diskreti Sios teoremos versija pateikta [14]
publikacijoje. Tegul #A zymi aibés A elementy skaiciy, N € N, P yra visy pirminiy skaiciy
aibé. Apibrézkime aibe
27

L(P,a,h, ) = {(logp :p € P),(log(m+a) :m € NO’F}’ h > 0.

Jei aibé L(P,a, h, ) yra tiesiSkai nepriklausoma virs racionaliyju skaic¢iy kuno Q, o seka a

yra multiplikatyvi, tai tiems patiems K, K» ir fi(s), f2(s), buvo jrodyta [14], kad kiekvienam

e >0,
1
lim inf #{0 <k < N :sup|((s+ikh;a) — fi(s)| <e,
N—o00 1 sk
sup [¢(s-+ k36) = )] <} >0 )
s€Ko

Be to, buvo jrodyta, kad jei aibé
{(hl logp:peP),(hylog(m+a):me N0,27T}

yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy skaiciy kuno Q, tai, universalumo savybé galioja

ir skirtingiems h, t.y. jrodyta, jog

! 1#{0 <k < N :sup|((s+ikhi;a) — fi(s)| <e,

lim inf
N—oo seK1

sup (s + tkhg,a; b) — fo(s)| < 5} > 0.
seKo

Panasus rezultatai gauti ir [10], [11] ir [13] darbuose.



Magistro darbo uzduotis — pakeisti (3) nelygybéje seka {kh} sudétingesne seka. Tegul
0 <7 <7 < ..<y% < ..yra Rymano dzeta funkcijos netrivaliy nuliy menamyjy daliy
seka. Sekos {vi : k € N} elgesys yra paslapingas, todél naudosime tam tikra hipoteze, kuri yra
Montgomerio hipotezés [20] apie Rymano dzeta funkcijos nuliy pory koreliacija silpnoji forma.

Tiksliau, reikalausime, kad sekai {7x: k € N} galioty jvertis

Y 1< TlogT (4)
%<0,  M<T
=< 557

su fiksuotu ¢ > 0 ir T" — oo. Montogomerio hipotezé pateikia asimtoting formule kairiajai
(4) nelygybés pusei. Si salyga naudota R. Garunkscio, A. Laurinciko ir R. Macaitienés dar-
be [5] analiziniy funkciju aproksimavimui Rymano dzeta funkcijos postumiais (s + iyih), o
R. Garunkscio ir A. Laurin¢iko darbuose [3], [4], vietoje (4) nelygybés buvo panaudota Rymano
hipoteze.

Pateikiame pagrindinj magistro darbo rezultata.

Universalumo teorema. Tarkime, kad seka a yra multiplikatyvi, parametras o yra trans-

cendentusis skaicius ir sekai {y: k € N} teisingas (4) jvertis. Taip pat, tequl K1,Ks € K,
fi(s) € Ho(K1), fas) € H(Ky) ir h > 0. Tuomet su visais € > 0,

| .
lgvrglong#{l <k < N:sup [((s+iwhia) — fi(s)] <e,

seEK

sup [C(s + ivph,a;0) — fa(s)] < 5} > 0.

seKo

Be to, riba

1
lim N#{l k< N:sup [C(s+ivehia) — fuls)] <,

N—oo SeKl
sup |¢(s + iyph,a;8) — fa(s)] < s} > 0.
seEKo
egzistuoja su visais € > 0 ir h > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 reiksmiy aibe.
Teoremos jrodymui bus taikomi Furjé transformacijos ir silpnojo konvergavimo metodai

(7r. 2.1-2.4 poskyrius).



1. NAUDOJAMOS SAVOKOS IR REZULTATAI

Siame skyriuje pateikiami darbe naudojamy savoky apibrézimai, terminai bei pagalbinés

lemos.

1.1. Silpnasis maty konvergavimas

1.1.1 apibrézimas. Tarkime, kad Q) yra netuscia aibé. Aibés ) poaibiy sistema F vadina-

mas Borelio kunu (o-kunu), jei:
a) Qe F;
b) A€ F, ¢ia A€ F (A° zZymi aibés A papilding);
c) mEleAm € F visoms A,, € F, m=12,...

1.1.2 apibrézimas. Trejetas (), F,P) vadinamas tikimybine erdve.

Tegul T topologiné erdve, o B(7) — erdvés T Borelio aibiy klasé, t. y. visy atviry aibiy
sistemos generuotas o-kunas. Tada kiekvienas matas klaséje B(7T) vadinamas Borelio matu.

Tikimybiniy metody panaudojimo idéja, tyrinéjant funkcijy, apibrézty Dirichlé eilutémis,
reikSmiy pasiskirstyma, yra grindziama silpno tikimybiniy maty konvergavimo taikymu, kuris
yra vienas iS pagrindiniy asimptotiniy metody.

Tarkime, kad P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)).

1.1.3 apibrézimas. Sakome, kad P, silpnai konverguoja j P, kai n — oo, jei

/fdPn—>/fdP, n — oo,
S S

kiekvienai realiai apréztai, tolydZigjai funkcijai f is S. Zymime P, = P.
1.1.1 lema (Galagherio lema.) Tarkime, Ty ir T > § > 0 yra realieji skaiciai, o T yra
baigtiné aibé intervale [Ty, T + Ty) ir

Ns(z)= > 1, (5)
teT
[t—xz|<d
Be to, tegul S(x) yra tolydi intervale [To, T + To| kompleksinio kintamojo funkcija , turinti
tolydzig isvestine intervale (To, T + Tp). Tada

SNolsoR < [ sk ([ iswpa [ \S’(sc)\%isc)é

teT

Darbe naudosime vieng is paprasciausiy silpno konvergavimo kriterijy.
1.1.2 lema P, = P tada ir tik tada, jei i$ kiekvino posekio { P/} galima iSskirti kita posekj
{P!"} taip, kad P/ = P.



1.2. Haro matas

Siame skyriuje pateikiame mato, Haro (Harr) mato bei kitas savokas, susijusias su ju tai-
kymu ribiniy teoremy jrodymuose.

1.2.1 apibrézimas. Matu aibés E poaibiy algebroje A vadinamas atvaizdis pu : A — [0, 00),
tenkinantis Siuos reikalavimus:

a) u(@) =0, N

b) jei {An : m € N} — poromis nesikertanciy aibiy i§ A seka ir U, An € A, tai

u (mle Am) = 21 1(Ap).-

Tegul € yra netuséia aibé, o FA - poaibiy sistema apibrézta 1.1.1 apibrézime.

1.2.2 apibrézimasAibés ) poaibiy seimoje F apibrézta neneigiama funkcija P vadinama
tikimybiniu matu, jeigu ji tenkina sias savybes:

a) P(Q2) =1,

b) P (mole Am) = m%; P(A,,) su visais A, € F tokiais, kad Ay N Ay = &, jei k # 1.

1.2.3 apibrézimas. Apibrézty erdvéje (S,B(S)) tikimybiniy maty seima {P} yra relia-
tyviai kompaktiska, jei kiekvienas elementy is { P} posekis turi silpnai konverguojantj posek;.

1.2.4 apibrézimas. Tikimybiniy maty seima P vadinama suspausta (tirsta), jei kiekvie-
nam Ye > 0 egzistuoja kompaktiska aibé K C S tokia, kad P(K) > 1 — ¢, visiems P i§ {P}.

Tikimybiniy maty silpno konvergavimo teorijoje svarby vaidmenj atlieka Prochorovo teore-
mos, susiejancias reliatyvaus kompaktiskumo ir suspaustumo sgvokas.

1.2.1 lema. Jei tikimybiniy maty seima {P} yra tirsta, tai ji yra ir reliatyviai kompaktis-
ka.

1.2.2 lema. Tegul S — pilna separabili metriné erdvé. Jei apibrézty erdvéje (S, B(S)) tiki-
mybiniy maty Seima { P} yra reliatyviai kompaktiska, tai ji yra ir suspausta.

1.2.5 apibrézimas. Atsitiktiniy elementy seka {X,} konverguoja pagal skirsting j atsitikting
elementg X, kai n — oo, jei X, skirstiniai konverguoja i elemento X skirstinj. Zymésime
(X, 2 X).

Tegul S — separabili metriné erdvé su metrika p, o X,,, X1, X2, ... yra S-reikSmiai atsi-
tiktiniai elementai, apibrézti erdvéje (2, F, P).

1.2.3 lema. Turkime, kad (Xpm 2= Xi), kai n — oo (kiekvienam k), bei (X, 2 X)), kai

k — oo. Jei kiekvienam € > 0

lim lim P{p(Xy,,Y,) > ¢} =0, (6)

i
k—00 n—00
tai Y, 2>X, kat n — oo.
1.2.6 apibrézimas. Tequl aibéje G apibrézta grupés bei topologiné struktura. Jei funkcija
h:GxG— G, apibréZiama lygybe h(x,y) = vy~ yra tolydi, tuomet aibé G vadinama topolo-

gine grupe.

10



1.2.7 apibrézimas. Topologiné grupé vadinama kompaktiska, jei jos topologija yra kom-
paktiska.

1.2.8 apibrézimas. Borelio matas P, apibréztas kompaktiskoje topologinéje grupéje G, va-
dinamas invariantiniu, jei P(A) = P(zA) = P(Ax) visoms A € B(G) ir v € G. Cia zA ir Ax
yra atitinkamai aibés {xy :y € A} ir {xy :x € A}.

1.2.9 apibrézimas. Invariantinis Borelio matas, apibréztas kompaktiskoje topologinéje gru-
péje, vadinamas Haro matu.

1.2.4 lema. Kiekvienoje kompaktiskoje topologinéje grupéje egzistuoja vienintelis tikimybi-

nis Haro matas.

1.3. Tolygus pasiskirstymas moduliu 1

Siame skyriuje pateikiamos realiyjy skai¢iy seky tolygaus pasiskirstymo moduliu 1 salygos.
1.3.1 abibréZimas. Seka {z* : k € N} C R yra vadinama tolygiai pasiskirsciusia moduliu
1, jei kiekvienam intervalui I = [a,b) C [0,1), kurio ilgis |I|, teisinga lygybé
1
lim ~ > xr({z}) = 1],
k=1

n—oo n,

it ¢ia x; yra intervalo I indikatorius, o {u} yra skaicius v € R trupmeniné dalis.

Pagrindinés teoremos jrodymui naudojamas Veilio (Weyl) kriterijus, nurodantis butinas ir
pakankamas sekos {zy, : k € N} tolygaus konvergavimo moduliu 1 salygas.

1.3.1 lema [9]. Realiy skaiciy seka {zy : k € N} tolygiai konverguoja moduliu 1 tada ir tik
tada, kai su visais sveikaisiais m # 0 yra teisinga lygybé

1 X
lim — Z e2mimTE — (),
N—oo N Pt

Lemos jrodyma galima rasti [9].
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2. PAGRINDINES TEOREMOS [RODYMAS

2.1. Tikimybiy maty silpnasis konvergavimas

2.1.1 lema. Su visais a € R\ {0} seka {yxa : k € N} yra tolygiai pasiskirsciusi moduliu 1.
Lema jrodyta [21], naudota R. Garunkscio, A. Laurinciko ir R. Macaitienés darbe [5]. Ji
yra esminé, jrodant ribing teorema. Be to, 1.2.1 lema bus svarbi silpnojo tikimybiy maty

konvergavimo tam tikrose topologinése grupése jrodymui. Tegul v = {s € C: |s| = 1}, ir

G =]wir =] v

pEP meNy

Remiantis Tikhonovo teorema, su sandaugos topologija ir pataskinés daugybos operacija,

begaliniamaciai erdviniai torai €2y ir €2y yra topologinés Abelio grupés. Apibrézkime
0= Ql X QQ.

Taigi,  taip pat yra topologiné Abelio grupé. Todél erdvéje (2, B(2)) gali buti apibréz-
tas tikimybinis Haro matas my (Zr. 1.2 poskyri). Tokiu budu gauname tikimybine erdve
(Q,B(Q2),my). Tegul wi(p), p € P, zymi elemento w; € €; p-taja komponente, o wy(m) —
m-aja elemento wy € Q5 komponente. Toro Q elementus zymésime w = (wy,ws).

Tegul A € B(£2), erdvéje apibrézkime mata

Qna(A) = ]17#{1 <k<N: ((p_”’“h ip € N) (m 4 )" m € N) € A}.

Kitoje lemoje jrodysime mato @)y silnpajj konvergavima, kai N — oo.

2.1.2 lema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius. Tuomet, kai N — oo matas,
QN Silpnai konverguoja § Haro matg my.

Mes naudosime Furje transformacijos metoda. Tegul gy o(k,l), k = (k, : k, € Z,p € P),

L= (lm:lm € Z,m € Ny), yra mato @y, Furje trasformacija. Tuomet gerai zinome, kad

gvalll) = [ (T] () TT e (m))dQua.

Q peP mGNo

1/

kur reiskia, kad tik baigtinis skaiCius sveikyjy skai¢iy k), ir [, yra nelygus nuliui. Tuomet,

remiantis @y, aibrézimu, turime, jog gy (k,[) yra tokio pavidalo:

N
In.a(k, D) 1 Z H —ihkpyk H (m+a)” ihlm Y _
k= peP

meNy

—Zexp{—@h’yk(z k,logp + Z I log m+a))} (7)

pEP me&Ny

Akivaizdu, kad
gN,a(Q7Q) =1
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Kadangi o yra transcendentusis skaicius, aibé

{(logp :p € P),(log(m+n):me No)}

yra tiesiskai priklausoma vir§ racionaliyjy skaiciy kun Q. Todeél,

Z/ k,logp + ZI L log(m+mn) #0

peP meENg

su visais (k,l) # (0,0). Atsizvelge i 2.1.1 ir 1.3.1 lemas ir remdamiesi (7) gauname, kad su
visais (k) # (0,0),

gva(l,l) = [ (T] () T] b (m))aQua,
Q peP meNg
ir
]\}l—l;noo gN,a(E;é) == 0

Tai kartu su gn.(0,0) = 1 duoda, jog

Kadangi Sios lygybés desinioji pusé yra Haro mato my Furje trasformacija, lemos tvirtinimas
gaunamas i$ tikimybiniy maty kompaktinése grupése tolydumo.
Is 2.1.2 lemos seka tikimybiniy maty, apibrézty absoliuc¢iai konverguojanciy eiluciy vidur-
1

kiais, silpnasis konvergavimas. Primename, jog D = {s cC:5 <0< 1}. Tegul H(D)

zymi analiziniy srityje D funkcijy erdve su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija ir
H?*(D) = H(D) x H(D).

Tegul 6 > % yra fiksuotas skaicius ir m,n € N, pazymékime

vn(m) = exp{ _ <’:>9 }

v (m,a) = exp{ — (7:1—@04)9 }

o0

Galsia) = Y AmUn (M)

s
m=1 m

Be to, tegul m € Ny, n € N,

Apibrézkime eilutes

ir -
Co(s,a50) = Z

m=0

by (M)
(m+a)s

Pastaroji eiluté konverguoja absoliuciai, kai o > 3 [6]. Be to, pazymekime

Ayt (M), (m)

Ca(s,wr;a) = i

s
m=1 m

13



ir bnwa(m)v, (m,a)
(m+ «a)®

Cn(saaa("JQ; b) = io:

m=0

Sios eilutés taip pat konverguoja absoliudiai, kai o > % Trumpumo délei, pazymékime

¢, (8,50, b) = (Culs; a),Cu(s,; b))
ir
gn(saaaw; a, b) = (C?’L(Sawl; a)7gn(87a7w2; b))
Apibrézkime funkcija u, o : Q@ — H?*(D) formule
Upo(W) = gn(s,a,w; a,b).

Kadangi eilutés
Ay (M), (m)

Ca(s,wr;a) = i

m=1 m*

' bion(m)oa(m,0)
Ly s bpwa(m)v, (mLa

CH(S,Q,MQ, b) - Z (m + Oé)s )

m=0

kai o > 1, konverguoja absoliudiai, funkcija u, o yra tolydi, vadinasi (B(2),B(H?(D)))-mati.

-1
n,a’

Todél matas my erdvéje (H?(D),B(H?(D))) indukuoja vienintelj tikimybinj mata mgu
A € B(H?*(D)), apibréziama sekanciai

su

mpt, o(A) = mg(u, L A).

Tegul, su A € B(H?*(D)),

1
Py na(A) = N#{l <k < N:C (s+inhao;ab)e A}-

Tuomet gauname tokj tvirtinima.

2.1.3 lema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius. Tuomet, kai N — oo, tikimy-

.. . . P def _
binis matas Py, o silpnai konverguoja § P, , = mHun}l

Remiantis u,, , apibrézimu,
Un.a ((p_mh :p€P),(m+a) ™" me NO)) = ¢, (s +imh,a;a,b).
Todeél su visais A € B(H?*(D)),
Py pa(A) = ]17#{1 <k<N: ((p‘”’“h :p EP),((m+a) " .m e No)) € U;LA},

t. ¥, Pvna = QMau;}a, kur Qn o yra is 2.1.2 lemos. Taigi, Si lema yra 2.1.2 lemos, atvaizdzio

Unq tolydumo ir 5.1 teoremos i$ [1] isvada.
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2.2. Vidurkiy jverciai

Tam, kad pereiti nuo ¢ (s,a;a,b) prie (s, a, a,b) = (((s;a),((s,2; b)), reikia nagrinéti rinki-
nio ¢(s,a; a, b) vidurking aproksimacija rinkiniu ¢, (s,o; a, b). Siam tikslui reikalingi tvirtinimai
apie vidurkiy jvercius. Siame zingsnyje (4) jvertis vaidina ypatinga role.

IS ((s,a) ir {(s, a,b) israisky (zr. Ivada), seka, jog su fiksuotu o, % < o < 1, galioja jverciai

T T
/ IC(0 + it; a)|?dt <o T and / IC(o + it,; b)2dt <gap T
0 0
Vadinasi, su 7 € R,
T
[ Ko +it+ims )Pt <o T+ 7)) (8)
0
ir
T
/IC(a + it + 07,05 0)[dt o0 T(1+ 7). 9)

0
Sie abu jveréiai yra tolydaus tipo. Tam, kad apjungti tolydyjj ir diskretyjj funkcijy kvadraty
vidurkj, pasinaudosime Galaherio (Gallgher) lema.

2.2.1 lema. Tarkime, kad Ty, T > 6 > 0 yra realus skaiciai ir T # @ yra baigtiné netuscioji
aibé intervale [Ty + 3Ty + T — 8. PaZymékime

Ng(l‘)z Z 1.
te¥
[t—z|<0

Be to, tequl S(x) yra kompleksines reiksmes igyjanti tolydzioji intervale [Ty, To + T funkcija,
turinti tolydzig isvestine intervale (Ty,To + T). Tuomet

1 To+T To+T To+T 2
SN0 <5 [ Is@Pde+ | [ IS@Pde [T 18(@) P
teT To To 0

Lemos jrodymas pateikiamas [20] (1.4 lema).

Netrivialiyjy nuliy menamujy daliy 7, asimptotika pateikiama [21], ja suformuluosime kaip
atskirg lema.

2.2.2 lema. Kai k — o0, "

logk’

Tk ™~

Dabar jau galime pateikti diskreciuosius vidurkiy jvercius funkcijoms ((s,a) ir {(s,q;b).
2.2.3 lema. Tarkime, kad sekai {vy: k € N} galioja (4) jvertis. Tuomet fiksuotiems o,
%<a<1, bei T € R,

N
Z (o +ivh +iT; 0| <pan N(1+|7])
k=1
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X8
N
> (o + iveh + im,05b] <o N(1 4 |7]).
k=1
Irodymas. Atsizvelgiant j 2.2.2 lema, su tam tikrais ¢; > 0 ir visais k > 2, galioja jvertis

Clk'
Vi S :
Pasinaudosime 2.2.1 lema su 6 = ch | log CIN ) , T'=~vynh — Ty + 2
logN
ir ¥ = {y1h,...,yyh}. Tuomet, pasinaudoje (4) jiver¢iu, gauname, jog

ivj Z oo1= Y)Y 1<N (10)

('1N c1 N
Tk < logN 'Yl7’Yk§ Tog N

—vel<2 =<2

Remiantis Kosi (Cauchy) integraline formule, turime, kad

('(z+it+it;a)

t a dz,
((o+it+ir;a) = 27m = o) z
kur L yra apskritimas su centru o, esanc¢iu D. Vadinasi,
"(z+it+it;a
C(a+zt+27a << /C 5 )dz <
(z—o0)

d
|z’ Zc‘f|4/|<5(z+it+”; @Pldzl <o [ 16+ it + i a)Pldz.
L L

Todel, atsiivelglant i (9), gauname, jog

e

T
o+ 1t +iT; a)’zdt<</‘dz‘/‘((?ﬁz—i—igz—i—it—i—h; a)‘th

Lo T(1+]7]).

Taigi, i ¢ia, (8), (10) ir 2.2.1 lemos, pakankamai dideliems N, turime jvertj

N N
> (o + ik +iTia) =) \/Na(th)Na_l(’Ykh)K(U +iych + it a)| <
k=1

k=1

N N 2
(Z N&(’Ykh) Z N{l(ykh)\g(a + Z’}/kh + iT; a)\2> <<a'
k=1 k=1

2ynh 2ynh
mG / (0 + it + ir; a)2dt + ( / (0 + it + iT; a)|2dtx
0 0
2uh 3\ 3
/ I’ (o + it +iT; a)]2dt) ) Loon N(1+|7]).
0

Analogiskai gaunamas rezultatas ir funkcijai ((s,a; b).
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2.3. Aproksimavimo rezultatai

Siame poskyryje pateikiamas rinkinio ¢(s + ivkh, a;a,b) aproksimavimo rinkiniu ¢ (s +
ivkh,a; a,b) rezultatas. Kad buty lengviau skaityti magistro darba, priminsime keleta savokuy,
svarbiausia i§ ju — metrika erdvéje H?(D). Funkcijoms gy, go € H(D) apibrézkime

oo sup |g1(s) — ga(s)|

1 s€K;
p(91,92) = )2 :
) = T (o)~ 0

sEN

¢ia {K; : | € N} yra tokia kompaktiniy juostos D poaibiy seka, kad
D = U K,
=1

K, C Kjyy sul € Nir jei K C D yra kompaktiska aibé, tuomet K C K; kai kuriems
[ € N. Tuomet p yra erdvés H (D) metrika, indukuojani jos tolygaus konvergavimo kompaktuose

topologija. Tegul g, = (911,912), 9,(921,922) € H?*(D), pazymekime

P(911:951) = 13X p(915:92;)-

Tuomet p yra erdves H (D) metrika, idukuojanti jos sandaugos topologija.

2.3.1 lema. Tarkime, kad (4) jvertis yra teisingas. Tuomet

1 N
lim lim sup N Z P (g(s +ivkh, s a,b),¢ (s +ivh,a; a,b)) =0.

n—00 N _yoo e

Irodymas. Remiantis metrikos p apibrézimu, pakanka jrodyti, kad

1 N
lim limsup — > p (C(s + iveh; a), Guls + iyph; a)) = 0 (11)
n—oo n_,oo N =1
ir
1 N
lim limsup — > p(¢(s + iyh,a; b), Gu(s + iyeh,a; b)) = 0. (12)
n—o0o n_,oo N Pt

Tegul
S (s
L(s) =T () ne,
()=3% (0> !
¢ia # imamas i$ dydzio v,(m) apibrézimo, o I'(s) — Oilerio (Euler) gama funkcija. Yra Zinoma,

kad
0+ico

1 dz
)= — : = 1
Calsi ) m@/ ((s+ 21 a)n(2) (13)
Pazymékime a funkcijos ((s; a) reziduumg taske s = 1. Tegul # > 0. Tuomet, remiantis (13),
turime )
—0+ioco
1 dz  al,(1—25s)
Galsi @) = Clsia) = 5 / ((s+25a) In(z) - + S (14)
—0—i0c0
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Tarkime, jog K yra fiksuota kompaktiné juostos D aibé, o € > 0 parinkime tokj, kad
%+2€ < o0 <1 — ¢ bet kuriam taskui s = 0 +iv € K. Be to, tegul

D>

1 1
o—E¢ 5 an 5 +¢€
Tuomet is (14) seka, kad s € K, yra teisinga nelygybeé

ln(— <9+zt)d

C(s + ivehi @) = Guls + imehsa)| < / C(s + iyh — 0+ it)) ™
| — 6+ it

|alln(1 — s —iyh)]
1 — s —ivhl

Siame integrale vietoje t + v imkime ¢. I§ ¢ia turime

1 7| /1
[C(s +iykhsa) = Gu(s +ivehsa)| < — [ |( (5 +Fe+ilt+h)ia)|x
2 2

(3 +&— s+ 1t)] la|l,(1 — s — iveh)|
|3 +¢e— s+ it 11— s — iyeh
IS cia seka, kad
N
Z su}? IC(s + i a) — Cu(s +iveh; a)] < Sp + Ss, (15)
1 s€
kur -
S ! / %C(1+6+'(t+ h);a)|x
= —— p— /II .
1 27TN_ = 9 U

1,(3 + e — s+ it)]
Sup —7 - t
sek |3 +e—s+it|

ir

ol g Il =2 ]

k 18€K |1_3_27kh‘
Funkcijai I'(o 4 it), kai 01 < 0 < 09, yra Zinomas jvertis

(o +it) < exp{—c|t]} , ¢ >0

Todeél is funkcijos 1,,(s) apibrézimo seka, kad visiems s € K,

(3 +¢e—s+it)
%+6—s+it

clt — v

0

«Ln*© exp{ — } <g n S exp{—c|t|}. (16)

Remdamiesi analogiskais argumentais, gauname, kad ir

h 17
1—s—iuh <wpn' 7 exp{—cuh}. (17)
I$ (16) ir 2.2.3 lemos seka
St ican ™ [ (1 ) exp{—clt}dt <pean ™,
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0 i8 (17) seka, kad

1_ EIO N
52 <<K,a,n n:2 2 gT

Todeél, atsizvelge i (15), gauname, kad

1N
lim limsup — > sup |((s + iyeh; a) — Cu(s + iyh; a)| = 0,
=0 Nooo k=1 SEK
0 i$ Cia ir metrikos p apibrézimo seka (11).
Naudojantis israiska

0+ioco

oy 1 . ln(z,)
<n<s,a,b>—2m.9! (s + 2,03 b) 2,

kur
S (S s
ln(s,) = 51“ <0> (n+ ),

analogiskai jrodoma (12) lygybé ir 2.2.3 lema.

2.4. Ribiné teorema

Siame poskyryje jrodysime ribine teorems funkcijai ((s,a;a,b) erdvéje H*(D). Tam kad
suformuluoti teorema, reikalinga apibrézti H?(D)-reikSmj atsitiktinj elementa. Tikmybinéje
erdvéeje (Q,B8(Q),mp) apibrézkime H?(D)-reiksmj atsitiktinj elementa tokia forma

((sw0iab) = (i ane(m) § buica(m) )

m=1 m? m=0 (m + a)s

Pastebime, kad abi eilutés beveik su visais wii(m) ir wo(m) konverguoja tolygiai juostos D

kompaktinése aibése. Pazymeékime P, atsitiktinio elemento ((s,w,a;a,b) skirstinj, t. y.,

Pro(A) =mp{w € Q: ((sw,a;ab) € A} | A € B(H*(D)).

Be to, pazymékime
1
Pra(A) = 41 Sk < N: (s + ihasab) € A} A€ BH(D)).

2.4.1 teorema. Tarkime, kad seka a yra multiplikatyvi, parametras o — transcendentusis
skaicius ir teisinga (4) riba. Tuomet, kai N — oo, matas Py, sulpnai konverquoja j Fra-

Irodymas. Grizkime prie 2.1.3 lemos ir ribinio mato P,,. Tegul 6y yra atsitiktinis dydis,
apibréztas tam tikroje tikimybinéje erdvéje su matu p ir turintis pasiskirstyma

1

—, k=1,.,N.
N7 [ARRS)

p{fn = ywh} =
Apibrézkime H?(D)-reiksmj atsitiktinj elelmenta
XNna = Xnnals) =C (s +iby,0;a,b).

2n
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)A(WX pazymékime H?(D)-reikSmj atsitiktinj elementa, turintj pasiskirstyma P, . Tuomet 2.1.3

lemos tvirtinimg galime uzrasyti tokiu budu

@ o A
XN,n,a 1\:0 - Xn,a- (18)

Trodyta [8], kad tikimybiniy maty {P,, : n € N} Seima yra suspausta (pladiau apie tai
— magistro darbo 1.2 poskyryje), t.y., su kiekvienu € > 0, egzistuoja tokia kompaktiné aibé
K = K(e) C H*(D), kad visiems n € N,

Poo(K)>1—e.

Pagal Prokhorovo teorema [1] (6.1 teorema), kiekviena suspausta tikimybiniy maty Seima yra
realiatyviai kompaktiska. Vadinasi, is kiekvienos tos seimos sekos {pn,a} galime isskirti tokj
posekj {f’nha}, kad ﬁnha, kai r — oo, silpnai konverguoja j kurj nors tikimybinj matg P,
erdvéje (H?(D),B(H?(D))). Tai galima uZraSyti tokia forma:

X0 — P, (19)

r—00

Naudodami 0y, apibrézkime dar vieng H?(D)-reiksmj atsitiktinj elementq
Xna = Xnal(s) = ((s +i0y,a;a,b).
Tuomet, remiantis 2.3.1 lema, gauname, kad su kiekvienu ¢ > 0,

7111}@.10 lim sup p{p(Xn,a, Xnna) > €} =

N—o0

1
lim lim sup N#{l <k < N:p(((s+ivha;a,b), ¢ (s+iwh,a;a,b)) > 5}

n—oo N—o00

1 N
< lim lim sup Ne Yp (g(s + iveh,a;0,0),C (s + iveh,o; a,b)) = 0.
k=1

=0 N_soo
Si lygybé, (18) ir (19) bei 4.2 teorema [1] leidZia tvirtinti, kad
D
XN,a I\Qo Pa

arba Py, kai N — oo, silpnai konverguoja j P,. Be to, pastarasis sarysis rodo, jog matas P,

yra nepriklausomas nuo posekio {pnr,oz}. I$ sio fakto seka sarysis

A

Xnao — Py

arba ]5”,&, kai n — oo, silpnai konverguoja | P,. Taigi, Py, silpnai konverguoja j ]5“,& ribinj

matg P,. Yra jrodyta [14], kad P, sutampa su P .
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2.5. Pagrindinés teoremos jrodymas

Siame skyriuje jrodysime pagrindinj jvade pateikta universalumo rezultata.
Tegul
Se={9€ H(D):g(s)#0 or g(s) =0} x H(D).
Irodyta (zr. [8], [12]), kad mato F;, atrama yra aibé S,.
Universalumo teoremos jrodymas. Remiantis Mergeliano (Mergelyan) teorema apie anali-
ziniy funkcju aproksimavima polinomais (zr. [4], [19]) egzistuoja tokie daugianariai p;(s) and
pa(s), kad

sup |fu(s) — em )] < = (20)
seEK 2
ir
g
sup |fa(s) — pa(s)] < = (21)
seKo 2

Apibrézkime aibe

€ €
G. = {(gl,gg) € HZ(D) :sup |g1(s) — epl(s)] < =, sup |ga(s) — p2(s)| < —}.
sEK 2 s€Ko 2

Tuomet G, yra atviroji aibé. Be to, (epl(s),p2(5)> € S, yra mato F¢ o atramos elementas. Taigi,

G. yra atramos elemento atviroji aplinka. Todél i$ atramos savybiy turime, kad
Pga(Ga) > 0. (22)

I$ ¢ia, 2.4.1 teoremos ir silpnojo maty konvergavimo ekvivalento atviryju aibiy terminais [1]

(2.1 teorema), gauname, kad

liminf Py o(Grn) > Pra(Ge) > 0.

N—oo

IS ¢ia, Py, ir G. apibrézimy kartu su (20) ir (21) jrodome pirmaja pagrindinés teoremos dalj.

Apibrézkime dar vieng aibe

G ={(91.9) € H*(D) : sup sup |g;(s) — fi(s)| < e}

1<j<2 seK;

Pastebime, kad aibés G. siena 9G. priklauso aibei

{(91,92) € H*(D) : sup sup |g;(s) — f;(s)| =}

1<j<2 seK;

Todél sienos G, ir 0G.,, su skirtingais teigiamais €, ir €9, nesikerta. IS ¢ia gauname, kad G,

ra mato P, tolydumo aibé (P:,(8G.) = 0) su visais ¢ > 0, isskyrus nebent skaicigja € > 0
y ¢, y <
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reikSmiy aibe. Todél i$ 2.4.1 teoremos ir silpnojo maty konvergavimo ekvivalento atviryjy aibiy

terminais, gauname, kad riba
lim_ Pro(G:) = Peo(G-) (23)

egzistuoja su visais € > 0, nebent iSskyrus skaiciaja ¢ > 0 reikSmiy aibe. IS G, ir G. apibrézimy,
(20) ir (21) turime, kad G. C G.. Belieka atsizvelgti i (22) bei mato monotonidkuma, i§ ko
seka, kad

A

Pr o(Ge) > 0.

IS Sios nelygybés, Py, ir G. apibréezimy bei (23) gaunamas teoremos jrodymas.
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3. TAIKYMAS

Dzeta ir L funkcijy savybeé, jgalinti jy postumiais aproksimuoti placias analiziniy funkci-
ju klases, turi platy teoriniy ir praktiniy pritaikymy spektra. Universalumas yra pagrindine
sudétiné dzeta ir L funkcijy funkcinés nepriklausomybés jrodymo dalis, rezultatai naudojami
nuliy pasiskirstymo ir momenty problemy tyrimuose, padeda jrodyti jvairias reiksmiy tirstumo
teorijas ir, zinoma, atlieka pagrindinj vaidmenj analiziniy funkcijy aproksimavimo teorijoje.
Praktikoje Sie rezultatai taip pat taikomi, pavyzdziui, integraly pagal sudeétingas analizines
kreives, naudojamy kvantinéje mechanikoje, vertinimui. Visa tai motyvuoja testi universaliy

funkcijy ir jy klasiy paieskas.

23



REZULTATAI IR ISVADOS

Magistro darbe nagrinéta periodiniy dzeta funkcijy poros universalumo savybé, postu-
miams naudojant netrivaliyjy Rymano dzeta funkcijos nuliy menamasias dalis.

Irodyta, jog analizines tam tikrose kompaktinése aibése funkcijas galima tolygiai aprok-
simuoti diskreciaisiais dzeta funkcijy ir periodinés Hurvico dzeta funkcijos rinkinio postumiais.
Be to, jrodytas modifikuotas universalumo teoremos atvejis, kai postumiy, aproksimuojanciy
duotas analizines funkcijas, apatinis tankis pakei¢iamas tiesiog tankiu.

Gautas rezultatas galés buti pritaikytas funkcijy funkcinio nepriklausomumo ar savia-
proksimacijos klausimams nagrinéti.

Numatyta testi diskreciojo universalumo tyrimus, nagrinéjant platesnj atvejj su skirtin-

gomis h reikSmeémis.
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SANTRAUKA

Magistro darbe nagrinéjama vienalaikio analiziniy funkcijy poros aproksimavimo diskreciai-
siais periodinés dzeta funkcijos ir periodinés Hurvico dzeta funkcijos poros postumiais problema.
Sprendziant §j klausima, postumiams naudotos netrivaliy Rymano dzeta funkcijos nuliy mena-
mosios dalys. Aproksimavimo rezultaty jrodymui naudota Montgomerio hipotezés apie nuliy

pory koreliacija silpnoji forma.
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SUMMARY

In the master thesis, the problem of simultaneous approximation of a pair of analytic func-
tions by a pair of discrete shifts of the periodic and periodic Hurwitz zeta-function is considered.
The above shifts are defined by using the sequence of imaginary parts of non-trivial zeros of the
Riemann zeta-function. For the proof of approximation results, a weak form of the Montgomery

pair correlation conjecture is applied.
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