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Įvadas

Analizinių funkcijų aproksimavimas aptinkamas grynojoje ir taikomojoje matemati-

koje ir, netgi, kvantinėje fizikoje. Todėl analizinių funkcijų aproksimavimas yra vienas

iš svarbiusių funkcijų teorijos uždavinių. Tegul s = σ + it, σ, t ∈ R, i =
√

−1, yra

kompleksinis kintamasis. Priminsime analizinės ir sveikosios funkcijos apibrėžimus.

1 apibrėžimas ([12]). Funkcija f(s) yra vadinama analizine aibėje E ⊂ C, jeigu ji yra

diferencijuojama kompleksine prasme visuose tos aibės taškuose. Jeigu funkcija yra ana-

lizinė visoje baigtinėje kompleksinėje plokštumoje, tai ji yra vadinama sveikąja funkcija.

Tegul G yra tam tikra sritis kompleksinėje plokštumoje. Funkcijos f(s) diferencijuo-

jamumas srityje G kompleksine prasme yra ekvivalentus teiginiui, kad šią funkciją bet

kokiame srities G taške s0 galima išskleisti konverguojančia laipsnine eilute

f(s) =
∞∑

m=0
am(s − s0)m.

Iš pastarojo tvitinimo matome, kad analizines funkcijas tam tikrose srityse galima aprok-

simuoti polinomais. Šią problemą nesėkmingai bandė išspręsti daugelis matematikų. Ir

tik 1951 m. tai padaryti pavyko S. N. Mergelianui (Mergelyan), žr. [10]. Suformuluosime

nuostabiąją Mergeliano teoremą.

1 teorema. Tarkime, kad K ⊂ C yra kompaktinė aibė su jungiaisiais papildiniais, o

funkcija f(s) yra tolydžioji aibėje K ir analizinė aibės K viduje. Tuomet su kiekvienu

ε > 0 egzistuoja polinomas p(s) toks, kad

sup
s∈K

|f(s) − p(s)| < ε.

Aštuntąjame XX a. dešimtmetyje buvo atrasta keletas kitų, pasižyminčių geromis

aproksimavimo savybėmis, funkcijų. Visos šios funkcijos yra apibrėžiamos paprastosiomis
∞∑

m=1

am

ms
,

arba bendrosiomis
∞∑

m=1
ame−λms,

čia seka {λm} ⊂ R monotoniškai didėja iki +∞, Dirichlė (Dirichlet) eilutėmis. Kadangi

Dirichlė eilučių konvegavimo sritys yra tam tikros pusplokštumės σ > σ0, todėl funkcijos,

apibrėžtos šiomis eilutėmis, yra analizinės tose pusplokštumėse.

Magistro darbe nagrinėsime aproksimavimo savybes vieno iš ką tik apibūdintų ob-

jektų – garsiosios Rymano (Riemann) dzeta funkcijos. Priminsime, kad Rymano dzeta
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funkcija pusplokštumėje σ > 1 yra apibrėžiama paprastąja Dirichlė eilute arba Oilerio

sandauga pirminiais skaičiais

ζ(s) =
∞∑

m=1

1
ms

=
∏
p∈P

(
1 − 1

ps

)−1

,

čia ir toliau P žymi visų pirminių skaičių aibę. Be to, funkcija ζ(s) turi meromorfinį

pratęsimą į visą kompleksinę plokštumą, nes taškas s = 1 yra jos paprastasis polius su

reziduumu 1.

Pirmasis Rymano dzeta funkcijos ζ(s) aproksimavimo savybę 1975 m., žr. [18], at-

skleidė rusų matematikas S. M. Voroninas (Voronin) ir šią savybę pavadino funkcijos

ζ(s) universalumu. Trumpai tariant, jis įrodė, kad plati neįgyjančių nulių ir analizinių

funkcijų, apibrėžtų juostoje D = {s ∈ C : 1/2 < σ < 1}, klasė gali būti aproksimuojama

postūmiais ζ(s + iτ), τ ∈ R. Tam, kad galėtume suformuluoti šiuolaikinę Voronino teo-

remos versiją, reikia tam tikrų žymenų. Tegul K yra juostos D kompaktinių poaibių su

jungiaisiais papildiniais klasė, H0(K), kai K ∈ K, tolydžiųjų, neįgyjančių nulių aibėje K

ir analizinių aibės K viduje funkcijų klasė, o measA žymi mačiosios aibės A ⊂ R Lebego

(Lebesgue) matą.

2 teorema (Šiuolaikinė Voronino teoremos versija). Tegul K ∈ K, o f(s) ∈ H0(K).

Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T →∞

1
T

meas
{

τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K

|ζ(s + iτ) − f(s)| < ε

}
> 0.

Šios teoremos įrodymą galima rasti, pavyzdžiui, A. Laurinčiko [9] monografijoje.

Iš pastarosios teoremos matome, kad egzistuoja be galo daug postūmių aproksimuo-

jančių tolygiai aibėje K duotąją funkciją f(s) ∈ H0(K) tikslumu ε.

2 teoremoje τ postūmiuose ζ(s + iτ) įgyja tam tikras realiąsias reikšmes. Todėl ši

teorema vadinama tolydžiojo universalumo teorema. Lygiagrečiai gali būti formuluojamos

ir diskrečiojo universalumo teoremos funkcijai ζ(s), kai τ postūmiuose ζ(s + iτ) įgyja

reikšmes iš tam tikros diskrečiosios aibės. Pirmąją diskrečiojo universalumo teoremą

1980 m. įrodė vokiečių matematikas Reichas (Reich), žr. [14]. Jo teoremoje τ ∈ {kh : k =

0, 1, 2, . . . }, čia h > 0 yra fiksuotas skaičius. Suformuluosime diskrečiojo universalumo

teoremą Rymano dzeta funkcijai. Tegul #A žymi aibės A ⊂ R galią.

3 teorema. Tegul K ∈ K, o f(s) ∈ H0(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
N→∞

1
N + 1#

{
0 ⩽ k ⩽ N : sup

s∈K
|ζ(s + ikh) − f(s)| < ε

}
> 0.
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Labai svarbu yra tęsti dzeta ir L funkcjų universalumo tyrimus, t. y. įrodyti universa-

lumo teoremas naudojant sudėtingesnės struktūros nei aritmetinė progresija diskrečiąsias

aibes. Todėl daugelis matematikų apibendrino Reicho diskretaus universalumo teoremą.

Išskirsime tik du apibendrinimus.

2016 m. A. Dubickas ir A. Laurinčikas diskrečiąją aibę {kh} pakeitė sudėtingesne aibe

{kαh} su fiksuotu α, 0 < α < 1, ir suformulavo tokią teoremą, žr. [2]:

4 teorema. Tarkime, kad 0 < α < 1 ir h > 0. Tegul K ∈ K, o f(s) ∈ H0(K). Tuomet

su kiekvienu ε > 0

lim inf
N→∞

1
N + 1#

{
0 ⩽ k ⩽ N : sup

s∈K
|ζ(s + ikαh) − f(s)| < ε

}
> 0.

Be to, riba

lim
N→∞

1
N + 1#

{
0 ⩽ k ⩽ N : sup

s∈K
|ζ(s + ikαh) − f(s)| < ε

}
> 0

egzistuoja su visais ε > 0, nebent išskyrus skaičiąją ε > 0 reikšmių aibę.

Ženklų diskrečiojo universalumo teoremos apibendrinimą 2017 m. [13] straipsnyje

įrodė lenkų matematikas L. Pankovskis (Pańkowski). Postūmiuose jis naudojo diskrečiąją

aibę {hkα logβ k} su α ∈ R+ ir

β ∈

 R, jeigu α ̸∈ Z,

(−∞, 0) ∪ (1, +∞), jeigu α ∈ N.

Magistro darbo tikslas – įrodyti diskrečiojo universalumo teoremą Rymano dzeta

funkcijai, postūmiuose naudojant funkcijos ζ(s) Gramo taškų aibę {tk}. Pirmąją tokio

tipo teoremą 2019 m. įrodė M. Koroliovas (Korolev) ir A. Laurinčikas, žr. [7]. Pagrindinis

magistro darbo rezultatas yra tokia teorema:

5 teorema. Tegul K ∈ K, o f(s) ∈ H0(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 ir h > 0

lim inf
N→∞

1
N

#
{

1 ⩽ k ⩽ N : sup
s∈K

|ζ(s + ihtk) − f(s)| < ε

}
> 0.

Be to, riba

lim
N→∞

1
N

#
{

1 ⩽ k ⩽ N : sup
s∈K

|ζ(s + ihtk) − f(s)| < ε

}
> 0

egzistuoja su visais ε > 0, nebent išskyrus skaičiąją ε > 0 reikšmių aibę.
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1. Gramo taškai

Yra gerai žinoma, žr., pvz., [9], kad Rymano dzeta funkcija tenkina funkcinę lygtį

π−s/2Γ
(

s

2

)
ζ(s) = π−(1−s)/2Γ

(1 − s

2

)
ζ(1 − s),

čia Γ(s) yra gerai žinoma Oilerio (Euler) gama funkcija, pusplokštumėje σ > 0 apibrėžia-

ma integralu

Γ(s) =
∫ ∞

0
e−uus−1 du.

Pažymėję

ξ(s) = s(s − 1)π−s/2Γ
(

s

2

)
ζ(s),

Rymano dzeta funkcijos funkcinę lygtį galime užrašyti trumpiau

ξ(s) = ξ(1 − s). (1.1)

Tegul θ(t), t > 0, žymi funkcijos π−s/2Γ (s/2) argumento pokytį išilgai atkarpos jungian-

čios taškus s = 1/2 ir s = 1/ + it. Tuomet iš (1.1) lygybės gauname, kad

eiθ(t)ζ
(1

2 + it
)

= e−iθ(t)ζ
(1

2 − it
)

.

Ši lygybė rodo, kad funkcija

Z(t) = eiθ(t)ζ
(1

2 + it
)

įgyja realiasias reikšmes su visais t ∈ R, o jos nuliai sutampa su funkcijos ζ(s) nulių,

esančių kritinėje tiesėje σ = 1/2, menamosiomis dalimis. Yra teisinga tokia lygybė

ζ
(1

2 + it
)

= e−iθ(t)Z(t) = Z(t) (cos θ(t) − i sin θ(t)) .

Pažymėję

ζ
(1

2 + it
)

= a(t) + ib(t),

gauname, kad

a(t) = Z(t) cos θ(t), o b(t) = −Z(t) sin θ(t).

Tegul ρn = 1/2 + iγ̂n, γ̂n > 0, n ∈ N, yra funkcijos ζ (1/2 + it) nulis. Tuomet γ̂n yra

lygties

b(t) = 0

šaknys, o kartu ir lygties sin θ(t) = 0 šaknys. Kitaip tariant,

θ(t) = kπ, k ∈ Z.
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Kadangi funkcija θ(t) yra monotoniškai didėjanti ir neaprėžta, kai t > t∗ (yra žinoma,

kad t∗ = 6.289836 . . . , o θ(t∗) = −3.530573 . . . ), todėl lygtis

θ(t) = (n − 1)π, n ∈ N, (1.2)

kai t > t∗, turi vienintelį sprendinį tn. Skaičiai tn yra vadinami Gramo taškais.

Danų matematikas J. P. Gramas (Gram) nustatė, žr. [3], kad kiekviename intervale

(tn−1, tn], n = 1, . . . , 15, yra vienas funkcijos Z(t) nulis toks, kad tn−1 < γ̂n < tn. Taip

pat suformulavo hipotezę, kad pastaroji nelygybė negalioja, kai n > 15.

Tegul N(T ) yra funkcijos ζ(s) netrivialiųjų nulių, kurių menamoji dalis γ̂n tenkina

nelygybes 0 < γ̂n < T , skaičius. Gerai žinoma Rymano - fon Mongoldto (von Mongoldt)

formulė teigia, kad

N(T ) = T

2π
log T

2π
− T

2π
+ O(log T ).

Iš šios formulės gauname, kad tn ∼ γ̂n, kai n → ∞. Pastarasis faktas sukėlė didžiulį

matematikų susidomėjimą seka {tn}.

Tikslesni skaičiavimai, žr. [4, 16, 17], parodė, kad Gramo hipotezė yra teisinga. Pa-

vyzdžiui, Hatčinsonas (Hutchinson) [4] straipsnyje gavo, kad

t127 < γ̂127 < γ̂128 < t128 ir t134 < γ̂134 < γ̂135 < t135.

Dar daugiau, Titčmaršas (Titchmarsh) [16] straipsnyje įrodė, kad seka

γ̂n − tn

tn−1 − tn

yra neaprėžta, todėl, su be galo daug reikšmių n, nuliai γ̂n nepriklauso intervalui (tn−1, tn].

Daugiau informacijos apie Gramo taškus galima rasti [5] ir [6] Koroliovo straipsniuose

.
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2. Tolygusis pasiskirstymas moduliu 1

Kai t → ∞, funkcijai θ(t) galioja asimptotinė formulė, žr. [15],

θ(t) ∼ t

2 log t

2π
− t

2 − π

8 +
∞∑

m=1
(−1)m+1 (22m−1 − 1)B2m

22m2m(2m − 1)t−(2m−1),

čia

B2m = 2(−1)m+1 ζ(2m)(2m)!
(2π)2m

yra Bernulio (Bernoulli) skaičiai. Vadinasi,

tn = 2πn

log n

(
1 + log log n

log n
(1 + o(1)

)
,

kai n → ∞. Tačiau mums reikia asimptotinės formulės funkcijai tu, čia u ⩾ 0 bet koks

realusis skaičius.

1 lema. Tarkime, kad tu, u ⩾ 0, yra vienintelis lygties

θ(tu) = (u − 1)π

sprendinys toks, kad θ′(tu) > 0, kai u → ∞. Tuomet

tu = 2πu

log u

(
1 + log log u

log u
(1 + o(1)

)
,

t′
u = 2π

log u

(
1 + log log u

log u
(1 + o(1)

)

ir

t′′
u = − π

u(log u)2

(
1 + log log u

log u
(2 + o(1)

)
.

Ši lema yra 1.1 lema iš Koroliovo [5] straipsnio.

Priminsime tolygaus pasiskirstymo moduliu 1 apibrėžimą.

2 apibrėžimas. Seka {xk : k ∈ N} ⊂ R yra tolygiai pasiskirsčiusi moduliu 1, jeigu su

kiekvienu intervalu [a, b) ⊂ [0, 1)

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

I[a,b)({xk}) = b − a,

čia {xk} yra skaičiaus xk trupmeninė dalis, o I[a,b) – intervalo [a, b) indikatoriaus funkcija.

Magistro darbe bus reikalinga pakankamoji tolygaus pasiskirstymo moduliu 1 sąlyga.

2 lema. Tegul g(u) su visais u ⩾ 1 yra apibrėžta ir su visais u > u0 yra l kartų diferenci-

juojama funkcija. Jeigu g(l)(u), kai u → ∞, monotoniškai artėja į 0 ir limu→∞ u
∣∣∣g(l)(u)

∣∣∣ =

∞, tuomet seka {g(k) : k ∈ N} yra tolygiai pasiskirsčiusi moduliu 1.
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Ši lema yra 3.5 teorema iš [8] monografijos.

3 lema. Seka {atk : k > k0} su kiekvienu realiuoju a ̸= 0 yra tolygiai pasiskirsčiusi

moduliu 1.

Įrodymas. Iš 1 lemos matome, kad funkcija atu, u ⩾ u0, su l = 1 tenkina 2 lemos sąlygas.

Taigi, ši lema yra 2 lemos išvada.

Ribinės teoremos tore įrodyme bus reikalingas Veilio (Weyl) kriterijus.

4 lema. Seka {xk : k ∈ N} ⊂ R yra tolygiai pasiskirsčiusi moduliu 1 tada ir tik tada, kai

su visais m ∈ Z \ {0},

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

e2πixkm = 0.

Ši lema yra 2.1 teorema iš [8] monografijos.
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3. Ribinė teorema analizinių funkcijų erdvėje

Universalumo teoremos įrodymui taikysime tikimybinius metodus, paremtus tikimybi-

nių matų ribinėmis teoremomis analizinių funkcijų erdvėje. Apibrėžkime keletą magistro

darbe reikalingų objektų ir sąryšių.

3 apibrėžimas. Tegul Ω nėra tuščioji aibė. Aibės Ω poaibių šeima F yra vadinama

Borelio (Borel) σ-kūnu, jeigu

a) Ω ∈ F ,

b) Ac ∈ F , kai A ∈ F ,

c)
∞
∪

m=1
Am ∈ F , kai Am ∈ F , m = 1, 2, . . . .

4 apibrėžimas. Aibės Ω poaibių šeimoje F apibrėžta neneigiama funkcija P vadinama

tikimybiniu matu, jeigu ji tenkina šias savybes:

a) P (Ω) = 1,

b) P
(

∞
∪

m=1
Am

)
=

∞∑
m=1

P (Am) su visais Am ∈ F tokiais, kad Ak ∩ Al = ∅, jei k ̸= l.

5 apibrėžimas. Tarkime, kad turime metrinę erdvę {X, d}. Aibė S ⊂ X yra vadinama

reliatyviai kompaktiška, jei iš kiekvienos begalinės jos elementų sekos {xn} ⊂ S galima

išrinkti erdvėje X konverguojantį posekį. Jei S yra reliatyviai kompaktiška ir uždara, tai

ji vadinama kompaktiška aibe arba kompaktu.

6 apibrėžimas. Sakome, kad matas Pn silpnai konverguoja į matą P , kai n → ∞, jeigu

su kiekviena realiąja, tolydžiąja, aprėžtąja funkcija f erdvėje X galioja lygybė

lim
n→∞

∫
X

fdPn =
∫
X

fdP.

Priminsime, kad D = {s ∈ C : 1/2 < σ < 1}. Tegul H(D) žymi analizinių juosto-

je D funkcijų erdvę su tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija. Šiame skyriuje

įrodysime teoremą apie mato

PN(A) def= 1
N

#{1 ⩽ k ⩽ N : ζ(s + ihtk) ∈ A}, A ∈ B(H(D))

silpnąjį konvergavimą, kai N → ∞. Čia ir toliau tegul B(X) žymi erdvės X Borelio (Borel)

σ-kūną.

Tegul γ = {s ∈ C : |s| = 1}, o

Ω =
∏
p

γp,

čia γp = γ su visais pirminiais p. Su sandaugos topologija ir pataškine daugyba, toras

Ω yra kompaktinė topologinė Abelio (Abel) grupė. Todėl gauname tikimybinę erdvę

11



(Ω, B(Ω), mH), čia mH yra tikimybinis Haro (Haar) matas erdvėje (Ω, B(Ω)). Tegul ω(p)

yra elemento ω ∈ Ω projekcija į apskritimą γp. Tikimybinėje erdvėje (Ω, B(Ω), mH)

apibrėžkime erdvėje H(D) reikšmes įgyjantį (toliau H(D)-reikšmį) elementą ζ(s, ω) tokia

lygybe

ζ(s, ω) =
∏
p

(
1 − ω(p)

ps

)−1

ir tegul Pζ būna elemento ζ(s, ω) skirstinys, t. y.,

Pζ(A) = mH {ω ∈ Ω : ζ(s, ω) ∈ A} , A ∈ B(H(D)).

Suformuluosime parindinę šio skyriaus teoremą.

6 teorema. Matas PN silpnai konverguoja į matą Pζ, kai N → ∞.

Šios teoremos įrodymą išskaidysime į atskiras dalis.

3.1. Ribinė teorema tore

Šiame skyrelyje nagrinėsime mato

QN(A) = 1
N

#
{
1 ⩽ k ⩽ N :

(
p−ihtk : p ∈ P

)
∈ A

}
, A ∈ B(Ω),

silpnąjį konvergavimą.

5 lema. Matas QN silpnai konerguoja į Haro matą mH , kai N → ∞.

Įrodymas. Yra gerai žinoma, žr., pvz., [9], kad grupės Ω charakteris yra tokios išraiškos

χ(ω) =
∏
p∈P

ωkp(p), ω ∈ Ω,

čia tik baigtinis skaičius sveikųjų skaičių kp yra ne nuliai. Todėl mato QN Furjė (Fourier)

transformacija gN(k), k = {kp}, p ∈ P, yra apibrėžiama integralu

gN(k) =
∫

Ω

∏
p∈P

ωkp(p) d QN = 1
N

N∑
k=1

exp

−ihtk

∑
p∈P

′

kp log p

 , (3.1)

čia “∑′” žymi, kad tik baigtinis skaičius sveikųjų skaičių kp yra ne nuliai. Akivaizdu, kad

gN(0) = 1. (3.2)

Tarkime, kad k ̸= 0. Kadangi pirminių skaičių logaritmų aibė yra tiesiškai nepriklausoma

virš racionaliųjų skaičių kūno Q, todėl

∑
p∈P

′

kp log p ̸= 0.
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Vadinasi, pagal 3 lemą, seka − h

2π
tk

∑
p∈P

′

kp log p : k ∈ N


yra tolygiai pasiskirsčiusi moduliu 1. Todėl iš 4 lemos ir (3.1) lygybės gauname, kad

lim
N→∞

gN(k) = 0.

Todėl, iš pastarosios ir (3.2) lygybių, turime

lim
N→∞

gN(k) =

 1, jeigu k = 0,

0, jeigu k ̸= 0.

Šios lygybės dešinioji pusė yra Haro mato mH Furjė transformacija. Lema yra įrodyta.

3.2. Ribinė teorema absoliučiai konverguojančioms Dirichlė

eilutėms

Iš 5 lemos matome, kad galioja ribinė teorema tam tikrai funkcijai apibrėžtai absoliu-

čiai konverguojančia Dirichlė eilute. Tegul θ > 1/2 yra fiksuotas skaičius ir su m, n ∈ N

vn(m) = exp
{

−
(

m

n

)θ
}

.

Formule

ω(m) =
∏
pl|m

pl+1∤m

ωl(p), m ∈ N,

funkciją ω(p) pratęskime į visą aibę N. Tuomet eilutės

ζn(s) =
∞∑

m=1

vn(m)
ms

ir ζn(s, ω) =
∞∑

m=1

ω(m)vn(m)
ms

absoliučiai konverguoja, kai σ > 1/2, žr. [9]. Todėl funkcija un : Ω → H(D) apibrėžta

formule

un(ω) = ζn(s, ω)

yra tolydžioji. Priminsime vieną silpnojo tikimybinių matų savybę.

6 lema. Tegul P ir Pn, n ∈ N, yra tikimybiniai matai erdvėje (X1, B(X1)), o u : X1 →

X2 – tolydusis atvaizdis. Jeigu Pn, kai n → ∞, silpnai konverguoja į matą P , tai tuomet

ir matas Pnu−1, kai n → ∞, silpnai konverguoja į matą Pu−1.

Ši lema yra 5.1 teoremos iš [1] monografijos atskirasis atvejis.
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7 lema. Matas

PN,n(A) def= 1
N

#{1 ⩽ k ⩽ N : ζn(s + ihtk) ∈ A}, A ∈ B(H(D)),

silpnai konverguoja į matą P̂n = mHu−1
n , kai N → ∞.

Įrodymas. Iš matų QN , PN,n ir funkcijos un apibrėžimų gauname, kad PN,n = QNu−1
n .

Kadangi fukcija un tolydžioji, tai iš 5 ir 6 lemų gauname teoremos tvirtinimą.

3.3. Funkcijos ζ(s) vidurkinis artinys

Tegul ρ yra erdvės H(D) metrika indukuojanti jos tolygaus konvergavimo kompak-

tuose topologiją., t. y., su f, g ∈ H(D),

ρ(f, g) =
∞∑

l=1
2−l sups∈Kl

|f(s) − g(s)|
1 + sups∈Kl

|f(s) − g(s)| ,

čia {Kl : l ∈ N} juostos D kompaktinių poaibių seka tokia, kad

D =
∞⋃

l=1
Kl,

Kl ⊂ Kl+1 su visais l ∈ N ir kiekvienas kompaktas K ⊂ D yra kompakto Kl viduje.

Taip pat mums bus reikalinga Galaherio (Gallagher) lema, kuri sujungia tolydųjį ir

diskretųjį tam tikrų funkcijų kvadratinius vidurkius.

8 lema. Tegul T0, T ⩾ δ > 0, T – baigtinė netuščioji aibė intervale [T0+δ/2, T0+T −δ/2],

o

Nδ(x) =
∑
t∈T

|t−x|<δ

1.

Jeigu S(t) – kompleksines reikšmes įgyjanti, tolydžioji uždarame intervale [T0, T + T0] ir

bent atvirame intervale (T0, T0 + T ) turinti tolydžiąją išvestinę funkcija, tai tuomet

∑
t∈T

N−1
δ (t)|S(t)|2 ⩽

1
δ

∫ T0+T

T0
|S(t)|2dt +

(∫ T0+T

T0
|S(t)|2dt

∫ T0+T

T0
|S ′(t)|2dt

)1/2

.

Lemos įrodymą galima rasti [11, lema 1.4].

Čia ir toliau naudosime klasikinį Landau (Landau) žymėjimą a ≪ b, b > 0. Jis reiškia,

kad egzistuoja konstanta C > 0 tokia, kad |a| ⩽ Cb. Bendriau, a ≪θ b reiškia, kad

konstanta C priklauso nuo θ. Kad galėtume perkelti rezultatus įrodytus ζn(s) funkcijai

ζ(s), reikalingas toks vidurkinis artinys.

9 lema. Yra teisinga tokia lygybė:

lim
n→∞

lim sup
N→∞

1
N

N∑
k=1

ρ (ζ(s + ihtk), ζn(s + ihtk)) = 0.
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Įrodymas. Pirmiausia priminsime Rymano dzeta fukcijos kvadratinio vidurkio įverčius.

Yra žinoma, žr. [9], kad su σ > 1/2∫ T

1
|ζ(σ + it)|2 d t ≪σ T

ir ∫ T

1
|ζ ′(σ + it)|2 d t ≪σ T.

Iš šių įverčių, su σ > 1/2 ir t ∈ R gauname, kad∫ T

1
|ζ(σ + it + ihtu)|2 d u ≪ T (1 + |t|) (3.3)

ir ∫ T

1
|ζ ′(σ + it + ihtu)|2 d u ≪ T (1 + |t|). (3.4)

Iš 1 lemos matome, kad funkcija tu yra monotoniškai didėjanti. Todėl, atsižvelgdami į

1 lemos įverčius, su K ⩾ 1 ir σ > 1
2 gauname, kad∫ 2K

K
|ζ(σ + it + ihtu)|2 d u =

∫ 2K

K

1
t′

u

|ζ(σ + it + ihtu)|2 d tu

≪h,σ max
K⩽t⩽2K

1
t′

u

∫ 2K

K
d
(∫ t+htu

1
|ζ(σ + iv)|2 d v

)

≪h,σ max
K⩽t⩽2K

1
t′

u

∫ t+htu

1
|ζ(σ + iv)|2 d v

∣∣∣∣∣
2K

K

≪h,σ (t2K + |t|) max
K⩽t⩽2K

1
t′

u

≪h,σ
K

log K
· log K + |t| log K ≪h,σ K + |t| log K

≪h,σ K(1 + |t|)

Imdami K = T2−l−1 ir sumuodami pagal l = 0, 1, . . . , gauname (3.3) įvertį. Analogiškai

gaunamas ir (3.4) įvertis.

Dabar gausime funkcijos ζ(s + ihtk) diskrečiojo kvadratinio vidurkio įvertį. Tam nau-

dosime 8 lemą. Atsižvelgdami į (3.3) ir (3.4) įverčius turime, kad
N∑

k=1
|ζ(σ + it + ihtk)|2 ≪σ,h

∫ N+ 1
2

3
2

|ζ(σ + it + ihtu)|2 d u

+
(∫ N+ 1

2

3
2

|ζ(σ + it + ihtu)|2 d u
∫ N+ 1

2

3
2

|ζ ′(σ + it + ihtu)|2 d u

) 1
2

≪ N(1 + |t|) (3.5)

Tegul θ > 1/2 yra iš parametro vn(m) apibrėžimo. Pažymėkime

ln(s) = s

θ
Γ
(

s

θ

)
ns,

15



čia n ∈ N. Yra žinoma, žr. [9], kad funkcijai ζn(s) su σ > 1/2 galioja integralinė išraiška

ζn(s) = 1
2πi

∫ θ+i∞

θ−i∞
ζ(s + z)ln(z)d z

z
. (3.6)

Tarkime, kad K yra fiksuota kompaktinė aibė. Apibrėžkime ε > 0 tokį, kad 1
2 + 2ε ⩽

Re w ⩽ 1 − ε su visais w ∈ K. Be to, tarkime, kad α > 0 ir (3.6) išraiškoje imkime

θ = −α. Tuomet gauname, kad

ζn(s) − ζ(s) = 1
2πi

∫ −α+i∞

−α−i∞
ζ(s + z)ln(z)dz

z
+ ln(1 − s)

1 − s
.

Tarkime, kad s = σ + iτ yra bet koks taškas iš aibės K, o 1 ⩽ k ⩽ N . Imdami

α = σ − ε − 1
2 , θ = 1

2 + ε,

gauname nelygybę

|ζ(s + ihtk) − ζn(s + ihtk)| ⩽ 1
2π

∫ +∞

−∞
|ζ(s + ihtk − α + it)| |ln(−α + it)|

| − α + it|
dt

+ |ln(1 − s − ihtk)|
|1 − s − ihtk|

.

Pastarojoje nelygybėje t + τ pakeitę t, turime

|ζ(s + ihtk) − ζn(s + ihtk)| ⩽ 1
2π

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ζ (1
2 + ε + i(t + htk)

)∣∣∣∣ |ln (1/2 + ε − s + it)|
|1/2 + ε − s + it|

dt

+ |ln(1 − s − ihtk)|
|1 − s − ihtk|

.

Pažymėkime
1
N

N∑
k=1

sup
s∈K

|ζ(s + ihtk) − ζn(s + ihtk)| ⩽ J + S,

čia

J = 1
2πN

∫ +∞

−∞

(
N∑

k=1

∣∣∣∣ζ (1
2 + ε + i(t + htk)

)∣∣∣∣
)

sup
s∈K

|ln (1/2 + ε − s + it)|
|1/2 + ε − s + it|

dt,

o

S = 1
N

N∑
k=1

sup
s∈K

|ln(1 − s − ihtk)|
|1 − s − ihtk|

.

Iš Stirlingo (Stirling) formulės gauname įvertį

|Γ(ξ + it)| ≪ (|t| + 1)ξ−1/2 exp
{

−π|t|
2

}
,

kuris yra tolygus, kai 0 ⩽ ξ ⩽ 1. Todėl, atsižvelgę į pastarąjį įvertį, turime, kad

|ln (1/2 + ε − s + it)|
|1/2 + ε − s + it|

= n1/2+ε−σ

θ

∣∣∣∣∣Γ
(

1/2 + ε − σ

θ
+ i(t − τ)

θ

)∣∣∣∣∣
≪ n−ε

θ

(
1 + |t − τ |

θ

)(1/2+ε−σ)/θ−1/2

exp
{

− π

2θ
|t − θ|

}
.
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Tegul τ0 = τ0(K) = sups∈K |Im s| + 1. Todėl |t − τ | ⩾ |t| − |τ | ⩾ |t| − τ0 ir

|ln (1/2 + ε − s + it)|
|1/2 + ε − s + it|

≪ n−ε

θ
exp

{
πτ0

2θ

}
exp

{
−π|t|

2θ

}
≪θ,K n−ε exp

{
−π|t|

2θ

}
.

Analogiškai gauname, kad

|ln(1 − s − ihtk)|
|1 − s − ihtk|

≪θ,K n1−σ exp
{

−πhtk

2θ

}
.

Kad įvertintume sumą S, ją išskaidykime į sumas S1 ir S2: kai 1 ⩽ k ⩽ log N ir log N ⩽

k ⩽ N , atitinkamai. Nesunku pastebėti, kad

S1 ≪θ,K
log N

N
n1−σ.

Suma S2 yra įvertinama taip:

S2 ≪θ,K
n1−σ

N

∑
k⩾log N

exp
{

−πh

2θ
· 2πk

log k

}
≪θ,K,h

n1−σ

N
exp

{
−π2h

2θ
· log N

log log N

}
<

n1−σ

N
.

Vadinasi,

S ≪θ,K,h
log N

N
n1−σ.

Iš Koši (Cauchy) nelygybės ir (3.5) įverčio gauname, kad

N∑
k=1

∣∣∣∣ζ (1
2 + ε + i(t + htk)

)∣∣∣∣ ⩽
(

N
N∑

k=1

∣∣∣∣ζ (1
2 + ε + i(t + htk)

)∣∣∣∣2
)1/2

≪h N(1 + |t|)1/2.

Todėl

J ≪θ,K,h n−ε
∫ +∞

−∞

1
N

N(1 + |t|)1/2 exp
{

−π|t|
2θ

}
d t ≪θ,K,h n−ε.

Susumavę aukščiau gautus J ir S įverčius, turime, kad

1
N

N∑
k+1

sup
s∈K

|ζ(s + ihtk) − ζn(s + ihtk)| ≪θ,K,h n−ε + log N

N
n1−σ.

Artindami N → ∞, o po to n → ∞ ir naudodami metrikos ρ apibrėžimą, gauname lemos

tvirtinimą.

3.4. Ribinės teoremos įrodymas

Šiame skyrelyje pateiksime ribinės teoremos analizinių funkcijų erdvėje įrodymą. Pri-

minsime labai svarbią Prochorovo (Prokhorov) teoremą, kuri sieja tikimybinių matų šeimų

reliatyvų šeimų kompaktiškumą ir suspaustumą.

10 lema (Prochorovo teorema). Jeigu tikimybinių matų šeima {P} yra suspausta, tai ji

yra reliatyviai kompaktiška.
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Ši lema yra 6.1 teorema iš [1] monografijos.

Suformuluosime dar vieną labai svarbią lemą.

11 lema. Tarkime, kad erdvė (X, d) yra separabili, atsitiktiniai elementai Yn, X1n, X2n, ...

turi bendrą apibrėžimo sritį, kurioje apibrėžtas matas µ, su visais k

Xkn
D−−−→

n→∞
Xk

ir

Xk
D−−−→

k→∞
X.

Jeigu su visais ε > 0

lim
k→∞

lim sup
n→∞

µ {d(Xkn, Yn) ⩾ ε} = 0,

tai tuomet

Yn
D−−−→

n→∞
X

.

Lema yra 4.2 teorema iš [1] monografijos.

6 teoremos įrodymas. Tegul (Ω̂, F , P) yra tam tikra tikimybinė erdvė. Tarkime, kad ηN

yra pastarosios tikimybinės erdvės atsitiktinis elementas toks, kad

P{ηN = htk} = 1
N

, k = 1, . . . , N.

Naudodami atsitiktinį elementą ηN , apibrėšime du H(D)-reikšmius atsitiktinius elementus

XN,n = XN,n(s) = ζn(s + iηN)

ir

XN = XN(s) = ζ(s + iηN).

Tegul Xn = Xn(s) yra H(D)-reikšmis atsitiktinis elementas, kurio skirstinys P̂n, čia P̂n

yra 7 lemos ribinis matas. Tegul D−→ žymi konvergavimą į skirstinį. Tuomet iš 7 lemos

turime, kad

XN,n
D−−−→

N→∞
Xn. (3.7)

Iš [9] monografijos, yra žinoma, kad tikimybinių matų šeima {P̂n : n ∈ N} yra suspausta.

Iš 10 lemos turime, kad tikimybinių matų šeima {P̂n : n ∈ N} yra reliatyviai kompaktiška,

t. y., kiekviena tikimybinių matų šeimos P̂n seka turi posekį P̂nr , kuris silpnai konverguoja

į tam tikrą erdvės (H(D), B(H(D))) tikimybinį matą P , kai r → ∞. Vadinasi,

Xnr

D−−−→
r→∞

P. (3.8)
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Naudodami 9 lemą randame, kad su kiekvienu ε > 0

lim
n→∞

lim sup
N→∞

1
N

P{ρ(XN(s), XN,n(s)) ⩾ ε} = 0.

Ši lygybė, (3.7), (3.8) sąryšiai ir 11 lema duoda, kad

XN
D−−−→

N→∞
P, (3.9)

t. y., kad matas PN silpnai konverguoja į matą P , kai N → ∞. Be to, (3.9) sąryšis todo,

kad matas P iš (3.8) sąryšio nepriklauso nuo posekio P̂nr . Vadinasi, gauname, kad matas

P̂n silpnai konverguoja į matą P , kai n → ∞.

Tam, kad identifikuotume matą P , pasinaudosime vienu [2] straipsnio rezultatu. Šiame

straipsnyje buvo įrodyta, kad matas

1
T

meas {τ ∈ [0, T ] : ζ(s + iτ) ∈ A} , A ∈ B(H(D)),

taip pat silpnai konverguoja į ribinį mato P̂n matą P , kai n → ∞, ir, kad P = Pζ . Todėl

matas PN taip pat silpnai konverguoja į matą Pζ , kai N → ∞.
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4. Universalumo teoremos įrodymas

Šiame skyriuje įrodysime pagrindinę magistro darbo teoremą. Teoremos įrodyme es-

minį vaidmenį vaidina ribinio mato atrama analizinių funkcijų erdvėje. Priminsime mato

atramos apibrėžimą.

7 apibrėžimas. Tikimybinio mato P atrama erdvėje (X, B(X)) vadinama minimali už-

daroji aibė SP tokia, kad P (SP ) = 1.

Universalumo teoremos įrodyme naudosime kai kuriuos silpnojo tikimybinių matų

konvergavimo ekvivalentus. Mums reikalingus faktus suformuluosime sekančioje lemoje.

12 lema. Tegul Pn, n ∈ N ir P yra matai tikimybinėje erdvėje (X, B(X)). Tuomet šie

teiginiai yra ekvivalentūs:

(i) tikimybinis matas Pn silpnai konverguoja į tikimybinį matą P , kai n → ∞;

(ii) su visomis atvirosioms aibėmis G

lim inf
n→∞

Pn(G) ⩾ P (G);

(iii) su visomis mato P tolydumo aibėmis A

lim
n→∞

Pn(A) = P (A).

Ši lema yra 2.1 teoremos dalis iš [1] monografijos.

5 teoremos įrodymas. Tegul

S = {g ∈ H(D) : g(s) ̸= 0 or g(s) ≡ 0} .

Yra gerai žinoma, žr. [9], kad mato Pζ atrama yra aibė S. Aibė S yra sudaryta iš

visų elementų g ∈ H(D) tokių, kad su kiekviena elemento g aplinka G galioja nelygybė

P (G) > 0, žr., pvz, [1].

Apibrėžkime aibę

Gε =
{

g ∈ H(D) : sup
s∈K

∣∣∣g(s) − ep(s)
∣∣∣ <

ε

2

}
,

čia p(s) yra polinomas. Iš tiesų, ep(s) ∈ S, todėl

Pζ(Gε) > 0.
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Iš 6 teoremos ir 12 lemos (ii) dalies gauname, kad

lim inf
N→∞

PN(Gε) ⩾ Pζ(Gε) > 0,

arba

lim inf
N→∞

1
N

#
{

1 ⩽ k ⩽ N : sup
s∈K

∣∣∣ζ(s + ihtk) − ep(s)
∣∣∣ <

ε

2

}
> 0. (4.1)

Remdamiesi 1 teorema galime parinkti polinomą p(s) tenkinantį nelygybę

sup
s∈K

∣∣∣f(s) − ep(s)
∣∣∣ <

ε

2 . (4.2)

Iš šios nelygybės ir (4.1) nelygybės gauname teoremos pirmosios dalies tvirtinimą.

Apibrėžkime aibę

Ĝε =
{

g ∈ H(D) : sup
s∈K

|g(s) − f(s)| < ε

}
.

Iš (4.2) nelygybės turime, kad Gε ⊂ Ĝε.

Aibės Ĝε siena ∂Ĝε yra aibė{
g ∈ H(D) : sup

s∈K
|g(s) − f(s)| = ε

}
.

Todėl sienos ∂Ĝε1 ir ∂Ĝε2 nesikerta su skirtingomis ε1 ir ε2 reikšmėmis. Vadinasi, Pζ(∂Ĝε) >

0 daugiausia su skaičiąja ε > 0 reikšmių aibe. Todėl aibė Ĝε yra mato Pζ tolydumo aibė

(∂Ĝε = 0) su visais ε > 0, nebent išskyrus skaičiąją ε > 0 reikšmių aibę. Tuomet iš 6

teoremos ir iš 12 lemos (iii) dalies gauname, kad

lim
N→∞

Pn(Ĝε) = Pζ(Ĝε),

arba

lim
N→∞

1
N

#
{

1 ⩽ k ⩽ N : sup
s∈K

|ζ(s + ihtk) − f(s)| < ε

}
= Pζ(Ĝε)

su visais ε > 0, nebent išskyrus skaičiąją ε > 0 reikšmių aibę. Lieka parodyti, kad

Pζ(Ĝε) > 0. Tačiau, šiame skyrelyje jau parodėme, jog Gε ⊂ Ĝε. Kadangi Pζ(Gε) > 0,

turime, kad Pζ(Ĝε) > 0 taip pat. Teorema įrodyta.
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Gramo taškų taikymas Rymano dzeta funkcijos

universalume

Santrauka

Tegul s = σ + it, σ, t ∈ R, i =
√

−1, yra kompleksinis kintamasis. Rymano dzeta

funkcija pusplokštumėje σ > 1 yra apibrėžiama paprastaja Dirichlė eilute arba Oilerio

sandauga pirminiais skaičiais

ζ(s) =
∞∑

m=1

1
ms

=
∏
p∈P

(
1 − 1

ps

)−1

.

čia P yra visų pirminių skaičių aibė. Be to, funkcija ζ(s) turi meromorfinį pratęsimą į

visą kompleksinę plokštumą, nes taškas s = 1 yra jos paprastasis polius su reziduumu 1.

Magistro darbe yra įrodyta diskrečiojo universalumo teorema Rymano dzeta funkcijai

postūmiuose naudojant funkcijos ζ(s) Gramo taškų aibę {tk}.

5 teorema. Tegul K ∈ K, o f(s) ∈ H0(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 ir h > 0

lim inf
N→∞

1
N

#
{

1 ⩽ k ⩽ N : sup
s∈K

|ζ(s + ihtk) − f(s)| < ε

}
> 0.

Be to, riba

lim
N→∞

1
N

#
{

1 ⩽ k ⩽ N : sup
s∈K

|ζ(s + ihtk) − f(s)| < ε

}
> 0

egzistuoja su visais ε > 0, nebent išskyrus skaičiąją ε > 0 reikšmių aibę.
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An Application of the Gram Points in the

Universality of the Riemann Zeta-Function

Summary

Let s = σ + it be a complex variable, and ζ(s) denote the Riemann zeta-function, i.e.,

for σ > 1,

ζ(s) =
∞∑

m=1

1
ms

.

Moreover, the function ζ(s) has the meromorphic continuation to the whole complex plane

with the unique simple pole at the point s = 1 with residue 1.

The aim of master thesis is the using of the sequence {tn} of Gram’s points of the

Riemann zeta-function in the theory of discrete universality of the function ζ(s). The

main result is the following theorem.

Theorem 5. Let K ∈ K and f(s) ∈ H0(K). Then, for every ε > 0,

lim inf
N→∞

1
N

#
{

1 ⩽ k ⩽ N : sup
s∈K

|ζ(s + ihtk) − f(s)| < ε

}
> 0.

Moreover, the limit

lim
N→∞

1
N

#
{

1 ⩽ k ⩽ N : sup
s∈K

|ζ(s + ihtk) − f(s)| < ε

}
> 0

exists for all but at most countably many ε > 0.
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