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Ivadas

Analiziniy funkcijy aproksimavimas aptinkamas grynojoje ir taikomojoje matemati-
koje ir, netgi, kvantinéje fizikoje. Todél analiziniy funkcijy aproksimavimas yra vienas
i$ svarbiusiy funkcijy teorijos uzdaviniy. Tegul s = o + it, o,t € R, i = /=1, yra
kompleksinis kintamasis. Priminsime analizinés ir sveikosios funkcijos apibrézimus.

1 apibrézimas ([12]). Funkcija f(s) yra vadinama analizine aibéje E C C, jeigu ji yra
diferencijuojama kompleksine prasme visuose tos aibés taskuose. Jeigu funkcija yra ana-

liziné visoje baigtinéje kompleksinéje plokstumoje, tai ji yra vadinama sveikgja funkcija.

Tegul G yra tam tikra sritis kompleksinéje plokstumoje. Funkcijos f(s) diferencijuo-
jamumas srityje G kompleksine prasme yra ekvivalentus teiginiui, kad sig funkcija bet

kokiame srities GG taske sy galima iSskleisti konverguojancia laipsnine eilute

o0

fls) = Z am(s — so)™.

m=0
Is pastarojo tvitinimo matome, kad analizines funkcijas tam tikrose srityse galima aprok-
simuoti polinomais. Sia problema nesékmingai bandé iSspresti daugelis matematiky. Ir
tik 1951 m. tai padaryti pavyko S. N. Mergelianui (Mergelyan), Zr. [10]. Suformuluosime

nuostabigja Mergeliano teoremag.

1 teorema. Tarkime, kad K C C yra kompaktiné aibé su jungiaisiais papildiniais, o
funkcija f(s) yra tolydzioji aibéje K ir analiziné aibés K wviduje. Tuomet su kiekvienu

e > 0 egzistuoja polinomas p(s) toks, kad

sup[f(s) —p(s)| <e.
seK

Astuntgjame XX a. deSimtmetyje buvo atrasta keletas kity, pasizyminciy geromis

aproksimavimo savybémis, funkcijuy. Visos Sios funkcijos yra apibréziamos paprastosiomis
i Gm
m=1 m? ’
arba bendrosiomis
o0
Z e
m=1
¢ia seka {\;,} C R monotoniskai didéja iki +oo, Dirichlé (Dirichlet) eilutémis. Kadangi
Dirichlé eiluciy konvegavimo sritys yra tam tikros pusplokstumeés o > oy, todél funkcijos,
apibréztos siomis eilutémis, yra analizinés tose pusplokstumeése.
Magistro darbe nagrinésime aproksimavimo savybes vieno is ka tik apibudinty ob-

jekty — garsiosios Rymano (Riemann) dzeta funkcijos. Priminsime, kad Rymano dzeta
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funkcija pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama paprastaja Dirichlé eilute arba Oilerio
sandauga pirminiais skaiciais

<<s>—§?15—H(1—1)_1,

m=1 """ pep p*
¢ia ir toliau P Zymi visy pirminiy skaic¢iy aibe. Be to, funkcija ((s) turi meromorfinj
pratesima j visa kompleksine plokstuma, nes taskas s = 1 yra jos paprastasis polius su
reziduumu 1.

Pirmasis Rymano dzeta funkcijos ((s) aproksimavimo savybe 1975 m., zr. [18], at-
skleidé rusy matematikas S. M. Voroninas (Voronin) ir Sia savybe pavadino funkcijos
((s) universalumu. Trumpai tariant, jis jrodé, kad plati nejgyjanciy nuliy ir analiziniy
funkciju, apibrézty juostoje D = {s € C: 1/2 < o < 1}, klasé gali buti aproksimuojama
postumiais ((s + i7), 7 € R. Tam, kad galétume suformuluoti Siuolaikine Voronino teo-
remos versija, reikia tam tikry zZymeny. Tegul I yra juostos D kompaktiniy poaibiy su
jungiaisiais papildiniais klase, Hy(K), kai K € K, tolydziyju, nejgyjanciy nuliy aibéje K
ir analiziniy aibés K viduje funkcijy klasé, o measA zymi maciosios aibés A C R Lebego

(Lebesgue) mata.

2 teorema (Siuolaikiné Voronino teoremos versija). Tegul K € K, o f(s) € Ho(K).

Tuomet su kiekvienu € > 0

T—o0 seK

lim inf ;meas {7’ € [0,7] :sup |¢(s+i1) — f(s)| < 6} > 0.

Sios teoremos jrodyma galima rasti, pavyzdziui, A. Laurin¢iko [9] monografijoje.

IS pastarosios teoremos matome, kad egzistuoja be galo daug postumiy aproksimuo-
janciy tolygiai aibéje K duotaja funkcija f(s) € Ho(K) tikslumu e.

2 teoremoje T postumiuose (s + i7) jgyja tam tikras realigsias reikSmes. Todél §i
teorema vadinama tolydziojo universalumo teorema. Lygiagreciai gali buti formuluojamos
ir diskreciojo universalumo teoremos funkcijai ((s), kai 7 postumiuose ((s + i7) igyja
reikSmes iS tam tikros diskreciosios aibés. Pirmaja diskrec¢iojo universalumo teorema
1980 m. jrodé vokie¢iy matematikas Reichas (Reich), zr. [14]. Jo teoremoje 7 € {kh : k =
0,1,2,...}, ¢ia h > 0 yra fiksuotas skaic¢ius. Suformuluosime diskre¢iojo universalumo

teorema Rymano dzeta funkcijai. Tegul #A Zymi aibés A C R galig.

3 teorema. Tequl K € KC, o f(s) € Ho(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
N +1

#{0<k<N:sup|§(s+ik:h)—f(s)|<6}>O.

lim inf
N—oo scK



Labai svarbu yra testi dzeta ir L funkcjy universalumo tyrimus, t. y. jrodyti universa-
lumo teoremas naudojant sudétingesnés strukturos nei aritmetiné progresija diskreciasias
aibes. Todél daugelis matematiky apibendrino Reicho diskretaus universalumo teorems.
Isskirsime tik du apibendrinimus.

2016 m. A. Dubickas ir A. Laurinc¢ikas diskreciaja aibe {kh} pakeité sudétingesne aibe

{k“h} su fiksuotu «, 0 < o < 1, ir suformulavo tokia teorema, zr. [2]:

4 teorema. Tarkime, kad 0 < a <1 irh > 0. Tequl K € K, o f(s) € Ho(K). Tuomet

su kiekvienu € > 0

1
hNngéfNle#{O <k N: ig}gK(s—l—ikah) — f(s)] < 5} > 0.

Be to, riba
. 1 o
J\P—I&Niﬂ# 0< ng:iSEK(S—I—zk h)—f(s)|<ep >0
egzistuoja su visais € > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 retksmiy aibe.

Zenkly diskreciojo universalumo teoremos apibendrinima 2017 m. [13] straipsnyje
jirodé lenky matematikas L. Pankovskis (Parikowski). Postumiuose jis naudojo diskreciaja
aibe {hk*log” k} su a € R* ir

R, jeigu o € Z,

b e
(—00,0) U (1,+00), jeigu « € N.

Magistro darbo tikslas — jrodyti diskrec¢iojo universalumo teorema Rymano dzeta
funkcijai, postumiuose naudojant funkcijos ((s) Gramo tasky aibe {t;}. Pirmaja tokio
tipo teoremg 2019 m. jrodé M. Koroliovas (Korolev) ir A. Laurinc¢ikas, zr. [7]. Pagrindinis

magistro darbo rezultatas yra tokia teorema:

5 teorema. Tequl K € IC, o f(s) € Hy(K). Tuomet su kiekvienu e >0 ir h >0

o] ‘ :
thalo%fN#{l < k< N :sup|C(s+ihty) — f(s)] < 5} > 0.

seK
Be to, riba
.1 .
A}l_l}lloo N# {1 < k< N :sup |C(s+thty) — f(s)| < 5} > 0

seK

egzistuoja su visais € > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 retksmiy aibe.



1. Gramo taskai

Yra gerai zinoma, zr., pvz., [9], kad Rymano dzeta funkcija tenkina funkcine lygti

o (2) ) = - (1

)=,

¢ia I'(s) yra gerai zinoma Oilerio (Euler) gama funkcija, pusplokstuméje o > 0 apibrézia-
ma integralu
o)
I'(s) :/ e “u* "t du.
0
Pazymeéje
€(s) = sls = Dm0 (5 ) ¢,

Rymano dzeta funkcijos funkcing lygti galime uzrasyti trumpiau

§(s) = &1 — ). (1.1)

Tegul 0(t), t > 0, Zymi funkcijos 77*/%I" (s/2) argumento pokytj isilgai atkarpos jungian-
¢ios taskus s = 1/2 ir s = 1/ + it. Tuomet i$ (1.1) lygybés gauname, kad

. 1 , 1
ew(t)g <2 + Zt) = e_w(t)( <2 — Zt) .
Si lygybé rodo, kad funkcija
, 1
Z(t) = e?V¢ <2 + it)
igyja realiasias reikSmes su visais ¢ € R, o jos nuliai sutampa su funkcijos ((s) nuliy,
esanciy kritinéje ties¢je o = 1/2, menamosiomis dalimis. Yra teisinga tokia lygybé
1 )
c(2+¢Q._eﬂ“ﬂza)_zmw(amea)—imneg».
Pazymeéje
1
g(2+ﬁ):a@y+w@%

gauname, kad

a(t) = Z(t) cos (1), 0 b(t) = —Z(t)sinO(t).

Tegul p, = 1/2 + i4,, 9 > 0, n € N, yra funkcijos ¢ (1/2 + it) nulis. Tuomet 4, yra
lygties
b(t) =0

saknys, o kartu ir lygties sin §(t) = 0 Saknys. Kitaip tariant,

o(t) = kr, ke



Kadangi funkcija 6(t) yra monotoniskai didéjanti ir neaprézta, kai ¢ > t* (yra zinoma,

kad t* = 6.280836. .., 0 O(t*) = —3.530573. .. ), todél lygtis
0(t) = (n—1)m, neN, (1.2)

kai t > t*, turi vienintelj sprendinj ¢,. Skaiciai ¢,, yra vadinami Gramo taskais.

Dany matematikas J. P. Gramas (Gram) nustateé, zr. [3], kad kiekviename intervale
(tn—1,tn), n = 1,...,15, yra vienas funkcijos Z(t) nulis toks, kad ¢,_; < 4, < t,. Taip
pat suformulavo hipoteze, kad pastaroji nelygybé negalioja, kai n > 15.

Tegul N(T) yra funkcijos ((s) netrivialiyju nuliy, kuriy menamoji dalis 4, tenkina
nelygybes 0 < 4,, < T, skaic¢ius. Gerai zinoma Rymano - fon Mongoldto (von Mongoldt)
formulé teigia, kad

T T

T
N(T) = glog% 5ot O(logT).

Is Sios formulés gauname, kad ¢, ~ 4,, kai n — oo. Pastarasis faktas sukélé didziulj
matematiky susidoméjima seka {t,,}.
Tikslesni skaic¢iavimai, zr. [4, 16, 17], parodé, kad Gramo hipotezé yra teisinga. Pa-

vyzdziui, Hat¢insonas (Hutchinson) [4] straipsnyje gavo, kad

tig7 < Y127 < Hi2s < tiog ir t134 < H13a < Y135 < tiss.

Dar daugiau, Tit¢marsas (Titchmarsh) [16] straipsnyje jrode, kad seka

ﬁAYn - tn
tn—l - tn
yra neaprézta, todél, su be galo daug reiksmiy n, nuliai 4,, nepriklauso intervalui (t,,—1, t,].

Daugiau informacijos apie Gramo taskus galima rasti [5] ir [6] Koroliovo straipsniuose



2. Tolygusis pasiskirstymas moduliu 1

Kai t — oo, funkcijai 6(t) galioja asimptotiné formulé, zr. [15],

t t t T el (22m—1 _ 1)B2
0(t) ~ =log — — = — — —1)ym+t m 4—(2m—1)
(t) 5 0g 97 2 % +m:1( ) 22mm(2m — 1) )
cia
2m)(2m)!
By, = 2(_1)m+1m

(27)2m

yra Bernulio (Bernoulli) skaiciai. Vadinasi,

= 2mn 1—|—10g10gn(1—|—0(1) 7
logn logn

kai n — oo. Taciau mums reikia asimptotinés formulés funkcijai ¢,, ¢ia u > 0 bet koks
realusis skaicius.

1 lema. Tarkime, kad t,, v > 0, yra vienintelis lygties
O(t,) = (u— D)7

sprendinys toks, kad ¢'(t,) > 0, kai u — co. Tuomet

2 log 1
te= — (14 2525801 4 (1) ),
log u log u

2m log logu
t = 1+ ——(1 1
“ 10gu< + logu (14 of )>
i
log log u
A —— L L
u(logu)2< * logu (24 )>

Si lema yra 1.1 lema i$ Koroliovo [5] straipsnio.

Priminsime tolygaus pasiskirstymo moduliu 1 apibrézima.

2 apibrézimas. Scka {zy : k € N} C R yra tolygiai pasiskirsciusi moduliv 1, jeigu su

kiekvienu intervalu [a,b) C [0, 1)
i © 3 fn (o)) =
im — wr)({zk}) = b —a,
n—00 n, i1 [a.6) k
dia {xp} yra skaiciaus xy, trupmeniné dalis, o I,y — intervalo [a, b) indikatoriaus funkcija.
Magistro darbe bus reikalinga pakankamoji tolygaus pasiskirstymo moduliu 1 salyga.

2 lema. Tegul g(u) su visais u > 1 yra apibrézta ir su visais u > ug yra | karty diferenci-
juojama funkcija. Jeigu g (u), kaiu — oo, monotoniskai artéja 5 0 irlimy,_s u ‘g(l) (u)‘ =

0o, tuomet seka {g(k) : k € N} yra tolygiai pasiskirsciusi moduliv 1.



Si lema yra 3.5 teorema i3 [8] monografijos.

3 lema. Seka {aty : k > ko} su kiekvienu realivoju a # 0 yra tolygiai pasiskirsciusi

moduliu 1.

Irodymas. 1S 1 lemos matome, kad funkcija at,, u > ug, su l = 1 tenkina 2 lemos salygas.

Taigi, si lema yra 2 lemos isvada. [
Ribineés teoremos tore jrodyme bus reikalingas Veilio (Weyl) kriterijus.

4 lema. Seka {x) : k € N} C R yra tolygiai pasiskirsciusi moduliu 1 tada ir tik tada, kai
su visais m € Z \ {0},
1 n

lim — Z e2™iTEm — (),
n—oo n 1

Si lema yra 2.1 teorema i$ [8] monografijos.
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3. Ribiné teorema analiziniy funkcijy erdvéje

Universalumo teoremos jrodymui taikysime tikimybinius metodus, paremtus tikimybi-
niy maty ribinémis teoremomis analiziniy funkcijy erdvéje. Apibrézkime keleta magistro
darbe reikalingy objekty ir sarysiy.

3 apibrézimas. Tegul 2 néra tuscioji aibé. Aibés 0 poaibiy Seima F yra vadinama
Borelio (Borel) o-kunu, jeigu

a) Qe F,

b) A€ F, kai A € F,

c) moLzlAm eF, kai A,, € F, m=1,2,....

4 apibrézimas. Aibés Q poaibiy seimoje F apibrézta neneigiama funkcija P vadinama
tikimybiniu matu, jeigu ji tenkina sias savybes:

a) P(Q) =1,

b) P (mEJ; Am> = § P(A,,) su visais A,, € F tokiais, kad Ay N Ay = &, jei k # 1.

m=1
5 apibrézimas. Tarkime, kad turime metring erdve {X,d}. Aibé S C X yra vadinama
reliatyviai kompaktiska, jei is kiekvienos begalinés jos elementy sekos {x,} C S galima
isrinkti erdvéje X konverguojanty posekj. Jei S yra reliatyviai kompaktiska ir uZdara, tai

ji vadinama kompaktiska aibe arba kompaktu.

6 apibrézimas. Sakome, kad matas P, silpnai konverguoja § matqg P, kai n — oo, jeigu

su kiekviena realigja, tolydZigja, apréztgja funkcija f erdvéje X galioja lygybé

hm/fM%:/ﬁP
n—oo X X

Priminsime, kad D = {s € C:1/2 <o <1}. Tegul H(D) zymi analiziniy juosto-
je D funkcijy erdve su tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija. Siame skyriuje

irodysime teoremg apie mato

def 1

Py(A) = N

#{1 <k < N:C(s+ihty) € A}, A€ B(H(D))

silpngjj konvergavima, kai N — oco. Cia ir toliau tegul B(X) Zymi erdvés X Borelio (Borel)
o-kuna.
Tegul y ={s e C:|s|=1}, 0
Q= H Vp>
P
¢ia 7y, = < su visais pirminiais p. Su sandaugos topologija ir pataskine daugyba, toras

Q2 yra kompaktiné topologiné Abelio (Abel) grupé. Todél gauname tikimybine erdve
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(Q,B(Q2), myg), ¢ia my yra tikimybinis Haro (Haar) matas erdvéje (2, B(2)). Tegul w(p)
yra elemento w € (2 projekcija j apskritimg ,. Tikimybinéje erdvéje (2, B(2), mp)
apibrézkime erdvéje H (D) reiksmes jgyjantj (toliau H(D)-reiksmj) elementa ((s,w) tokia

lygybe

-1 (i)

ps

P

ir tegul P, buna elemento ((s,w) skirstinys, t. y.,
P(A)=mp{weQ:((s,w) € A}, AeB(H(D)).

Suformuluosime parinding Sio skyriaus teorema.

6 teorema. Matas Py silpnai konverguoja § matg Pr, kai N — oo.

Sios teoremos jrodyma isskaidysime j atskiras dalis.

3.1. Ribiné teorema tore
Siame skyrelyje nagrinésime mato
QN(A):A# I<kSN:(p™.peP)ecAl, AcB(Q),
N

silpnaji konvergavima.

5 lema. Matas Qn silpnai konerguoja j Haro matg myg, kai N — oo.

Irodymas. Yra gerai zinoma, zr., pvz., [9], kad grupés €2 charakteris yra tokios israiskos

x(w) =[[w*(p), we,

peP
¢ia tik baigtinis skaicius sveikyjy skaiciy k, yra ne nuliai. Todél mato @ Furjé (Fourier)
transformacija gn(k), k = {k,}, p € P, yra apibréziama integralu
1 Y /
gn (k) = / [T () dQn = = exp —ihty > kylogp g, (3.1)
Q N —=
peP k=1 peP

¢la “37 zymi, kad tik baigtinis skaitius sveikyjy skaiciy k, yra ne nuliai. Akivaizdu, kad
gn(0) = 1. (3.2)

Tarkime, kad k # 0. Kadangi pirminiy skaiciy logaritmy aibé yra tiesiskai nepriklausoma

virs racionaliyjy skaic¢iy kuno Q, todél

> kylogp # 0.

peEP

12



Vadinasi, pagal 3 lema, seka

h ’
- E 1 :
{ 27rtk kylogp k:EN}

peP
yra tolygiai pasiskirsciusi moduliu 1. Todél i$ 4 lemos ir (3.1) lygybés gauname, kad
w9 (k) =0

Todeél, is pastarosios ir (3.2) lygybiy, turime
A, g (k) =
Sios lygybés desinioji pusé yra Haro mato my Furjé transformacija. Lema yra jrodyta. [J

3.2. Ribiné teorema absoliuc¢iai konverguojancioms Dirichlé

eilutéms

Is 5 lemos matome, kad galioja ribiné teorema tam tikrai funkcijai apibréztai absoliu-

¢iai konverguojancia Dirichlé eilute. Tegul € > 1/2 yra fiksuotas skaiius ir su m,n € N

vn(m) :exp{— (Z‘)a}

w(m) =[] «'(p), meN,
plm
pl+1J[m

Formule

funkcija w(p) prateskime j visa aibe N. Tuomet eilutés

R o

m=1 m? m=1
absoliuc¢iai konverguoja, kai o > 1/2, zr. [9]. Todél funkcija u, : Q — H(D) apibrézta
formule

un(w) = Cn(sa w)

yra tolydzioji. Priminsime vieng silpnojo tikimybiniy maty savybe.
6 lema. Tequl P ir P,, n € N, yra tikimybiniai matai erdvéje (Xy,B(X1)), o u : Xy —
Xy — tolydusis atvaizdis. Jeigu P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j matqg P, tai tuomet

ir matas P,u™!, kai n — oo, silpnai konverguoja i matg Pu™?.
Si lema yra 5.1 teoremos i$ [1] monografijos atskirasis atvejis.
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7 lema. Matas

de 1
PN,n( ) f

#{1 k< N:(G(s+ihty) e A}, AeB(H(D)),

silpnai konverguoja j matg P, = myu,t, kai N — oo.

[rodymas. 18 matuy Qn, Py, ir funkcijos u, apibrézimy gauname, kad Py, = Qnu,".
Kadangi fukcija u,, tolydzioji, tai i 5 ir 6 lemy gauname teoremos tvirtinima. ]
3.3. Funkcijos ((s) vidurkinis artinys

Tegul p yra erdves H(D) metrika indukuojanti jos tolygaus konvergavimo kompak-

tuose topologija., t. y., su f,g € H(D),

&, supar 1F(S) — 9(s)
0= 2 e ) — 9

¢ia {K; : | € N} juostos D kompaktiniy poaibiy seka tokia, kad

D:UKl7

=1

K; C K, su visais [ € N ir kiekvienas kompaktas K C D yra kompakto K; viduje.
Taip pat mums bus reikalinga Galaherio (Gallagher) lema, kuri sujungia tolydujj ir

diskretyjj tam tikry funkcijy kvadratinius vidurkius.

8 lema. TequlTy, T > 6 > 0, T — baigtiné netuscioji aibé intervale [To+0/2, To+T—09/2],

0

teT
[t—x|<d

Jeigu S(t) — kompleksines reiksmes jgyjanti, tolydzZioji uzdarame intervale [To, T + Tp| ir
bent atvirame intervale (Ty, To + T') turinti tolydZigjq isvestine funkcija, tai tuomet

STON;()|S(t 5/ (t)[2dt + (/Tjo (1) dt/ |S'(t)] dt)lﬂ.

teT

Lemos jrodyma galima rasti [11, lema 1.4].

Cia ir toliau naudosime klasikinj Landau (Landau) Zyméjima a < b, b > 0. Jis reiskia,
kad egzistuoja konstanta C' > 0 tokia, kad |a| < Cb. Bendriau, a <4 b reiskia, kad
konstanta C' priklauso nuo 6. Kad galétume perkelti rezultatus jrodytus (,(s) funkcijai

((s), reikalingas toks vidurkinis artinys.

9 lema. Yra teisinga tokia lygybé:

1
lim lim sup N Z p (C(s+ ihtg), Cu(s +ihty)) = 0.

14



Irodymas. Pirmiausia priminsime Rymano dzeta fukcijos kvadratinio vidurkio jvercius.

Yra zinoma, zr. [9], kad su o > 1/2
T
/ Clo+it)? dt <, T
1
ir
T
/ (0 +it)|? dt <, T.
1
IS siy jverc¢iy, su o > 1/2 ir t € R gauname, kad
T
/ IC(o + it + ihty)|? du < T(1 + [t]) (3.3)
1
ir
T
/ IC' (0 + it + ihty) |2 du < T(1 + [t]). (3.4)
1

Is 1 lemos matome, kad funkcija ¢, yra monotoniskai didéjanti. Todél, atsizvelgdami j

1 lemos jvercius, su K > 1 ir o0 > % gauname, kad

2K

2K
/ ]C(a+it+ihtu)|2du:/
K K
1 2K t+hta,
Kpo mMax —/ d(/ 1¢(o +iv)|? dv)
1

1
t,—\g(a+z’t+z‘htu)|2 dt,

K<t<2K t',, JK
1 tt+hty ) 2K
max — o+iv)l“ do
Sho K<t<2K t/,, /1 ¢lo + i)l K

1

Sho (fore + M) g, 57
NS u

K
Ko 7 log K + [t|log K <p, o K + [t|log K
log K

<ng K(1+t])

Imdami K = 7271 ir sumuodami pagal [ = 0,1,..., gauname (3.3) jvertj. Analogiskai
gaunamas ir (3.4) jvertis.

Dabar gausime funkcijos ((s + ihty) diskreciojo kvadratinio vidurkio jvertj. Tam nau-
dosime 8 lema. Atsizvelgdami j (3.3) ir (3.4) jvercius turime, kad

N N—&-%
SN0 + it + ihty) 2 <<,,,h/ IC(0 + it + ihty)[? du

3

k=1 2

=

N+3% ) N+3 )
+ ﬂ |C(o + it +iht,)| duﬁ |¢" (o + it + iht,)|* du

2 2
< N1+ |t]) (3.5)
Tegul 6 > 1/2 yra iS parametro v,(m) apibrézimo. Pazymékime
S (s
a(s) = 21 (2 ),
(5)=7% (e) "
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¢ia n € N. Yra zinoma, zr. [9], kad funkcijai (,(s) su ¢ > 1/2 galioja integraliné iSraiska

i) = o [ Gl + ) (36)

211 Jo—ico z
Tarkime, kad K yra fiksuota kompaktiné aibé. Apibrézkime ¢ > 0 tokj, kad % +2e <
Rew < 1 — ¢ su visais w € K. Be to, tarkime, kad a > 0 ir (3.6) iSraiskoje imkime

0 = —a. Tuomet gauname, kad

Cals) —C(s) = 1./0‘“00 C(s+ z)ln(z)% + M

211 J—a—ioco z 1—s
Tarkime, kad s = o + i7 yra bet koks taskas is aibés K, 0 1 < k£ < N. Imdami
1 1

a=0-¢e-g, «9=§+6,
gauname nelygybe
1 e Ly it
G5 + ihti) = Gulis + ihte)] <5 /_OO IC(5 + ihty — o+ it)] mdt
|1,(1 — s —ihty)|
|1 — S — thk|

Pastarojoje nelygybéje t 4+ 7 pakeite ¢, turime

. . 1 I, (1/2 + ¢ — s +it)]
hty) — hty)| < (t + hty,) dt
C(s + ihty) — Cu(s + ihty)| 27T ‘C( +e+i(t+ )‘ Ty E——
11, (1 — s —ihty)|
|1—$—ihtk|
Pazymeékime

| N
— Y sup|((s + ihty) — Ca(s + ihty)| < J + S,
NkzlseK

¢ia

dt,

1 oo (X
=]
27TN —00 <kz::1

1 | 1o (1/2 4 — s+ it)|
- t+ ht
<<2+5+Z(+ k))DilelK 11/2+¢— s+ it

1 Y 1, (1 — 5 —iht,)|
S=—> su ,
N,;se}? |1 — s — ihty|

I$ Stirlingo (Stirling) formulés gauname jvertj

e+ i) < (1] + e { =T

kuris yra tolygus, kai 0 < £ < 1. Todél, atsizvelge | pastarajj jvertj, turime, kad

I, (1/2 4+ —s+it)|  nl/*ee r (1/2+8—a N i(t—T))‘

1/24e—s+it] 0 7 7

. - . it — 7] (1/2+4e—0)/0—1/2 { - . 0|}
—_— expy ——|t — .
9 9 P17 2
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Tegul 79 = 70(K) = sup,cx [Ims| + 1. Todeél |t —7| > |t| — |7| = [t| — 7o ir

1, (1/2 4+ — s +1it)| < n-¢ . {7?7'0}6 |t| P ||
Xpq— ¢ €XP{ ——— Xp ——— ¢ .
1/2+e— s+t g P2 S P 2p [ 0K Y

Analogiskai gauname, kad

‘ln(l — S — thk)’ 1—o Whtk
1 —s—ihty] KT P\ T

Kad jvertintume suma 9, ja isskaidykime j sumas S ir Sy: kai 1 < k <log N ir log N <

k < N, atitinkamai. Nesunku pastebéti, kad

log N
Sy <9, K A;g\/_ nl_“
Suma S, yra jvertinama taip:
S, < nt= Z wh 2wk < nt=7 7*h  log N - nt=7
eXpq —— + —— ———expy — : :
PN TP T2 logk ) SN TP T 20 loglog N N
Vadinasi,
logN _,
S <9,K,h ]gv L
I$ Kosi (Cauchy) nelygybés ir (3.5) jvercio gauname, kad
N N on 1/2
1 , 1 ,
> g‘(+a+z(t+htk)>’ < <NZ ((—l—a—l—z(t—l—htk)) )
k=1 2 k=1 2

<n N(1+|t])V2.

Todeél
oo ] |t
J <o.Kn n_E/ —N(1+|t])?exp —J dt <grnpn ©.
—o N 20 -
Susumave auksciau gautus J ir S jvercius, turime, kad
1 log N
N g-:lflelfg |C(s + ihty) — Cu(s +ihty)| <oxnn ©+ %nl’”.

Artindami N — 00, 0 po to n — oo ir naudodami metrikos p apibrézimg, gauname lemos

tvirtinima. O

3.4. Ribinés teoremos jrodymas

Siame skyrelyje pateiksime ribinés teoremos analiziniy funkecijy erdvéje jrodyma. Pri-
minsime labai svarbia Prochorovo (Prokhorov) teorema, kuri sieja tikimybiniy maty Seimy
reliatyvy seimy kompaktiskuma ir suspaustuma.

10 lema (Prochorovo teorema). Jeigu tikimybiniy maty Seima {P} yra suspausta, tai ji

yra reliatyviai kompaktiska.
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Si lema yra 6.1 teorema i$ [1] monografijos.

Suformuluosime dar vieng labai svarbig lema.

11 lema. Tarkime, kad erdvé (X, d) yra separabili, atsitiktiniai elementai Yy, X1, Xop, ...

turi bendrg apibrézimo sritj, kurioje apibréztas matas p, su visais k

n—oo
i

D
X, — X.
k—oo

Jeigu su visais € > 0

lim limsup p{d(Xgn, Yn) =€} =0,

k—00 n—oo

tar tuomet

Lema yra 4.2 teorema i$ [1] monografijos.

6 teoremos jrodymas. Tegul (Q, F,P) yra tam tikra tikimybiné erdvé. Tarkime, kad ny
yra pastarosios tikimybinés erdves atsitiktinis elementas toks, kad

1

Naudodami atsitiktinj elementa 7y, apibrésime du H(D)-reikSmius atsitiktinius elementus

Xnn = Xnu(s) = Cals +inn)
ir
XN = XN(S> = C(S + Z77N>
Tegul X,, = X, (s) yra H(D)-reikimis atsitiktinis elementas, kurio skirstinys P,, ¢ia P,
yra 7 lemos ribinis matas. Tegul 2, zymi konvergavimg j skirstinj. Tuomet iS 7 lemos
turime, kad
D

Xnn 2 X (3.7)
IS [9] monografijos, yra zinoma, kad tikimybiniy maty seima {Isn :n € N} yra suspausta.
I5 10 lemos turime, kad tikimybiniy maty Seima {P, : n € N} yra reliatyviai kompaktiska,

t. y., kiekviena tikimybiniy maty Seimos P, seka turi poseki ]Sm, kuris silpnai konverguoja

i tam tikra erdvés (H(D), B(H(D))) tikimybinj mata P, kai  — oco. Vadinasi,
X, —— P. (3.8)
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Naudodami 9 lema randame, kad su kiekvienu € > 0

lim lim sup ;P{p(XN(S), Xnn(s)) =€} =0.

n—oo N—o00

Si lygybe, (3.7), (3.8) sarysiai ir 11 lema duoda, kad
Xy —2— P (3.9)
N—oo ’ '

t. y., kad matas Py silpnai konverguoja i mata P, kai N — oo. Be to, (3.9) sarysis todo,
kad matas P i$ (3.8) sarySio nepriklauso nuo posekio ]Sm. Vadinasi, gauname, kad matas
b, silpnai konverguoja i matg P, kai n — oo.

Tam, kad identifikuotume mata P, pasinaudosime vienu [2] straipsnio rezultatu. Siame

straipsnyje buvo jrodyta, kad matas
1
meas {r€]0,T]:((s+it) € A}, AeB(H(D)),

taip pat silpnai konverguoja j ribinj mato b, matg P, kai n — oo, ir, kad P = F. Todél

matas Py taip pat silpnai konverguoja | matg P, kai N — oo. O]
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4. Universalumo teoremos jrodymas

Siame skyriuje jrodysime pagrindine magistro darbo teorema. Teoremos jrodyme es-
minj vaidmenj vaidina ribinio mato atrama analiziniy funkcijy erdvéje. Priminsime mato
atramos apibrézima.

7 apibrézimas. Tikimybinio mato P atrama erdvéje (X, B(X)) vadinama minimali uz-

daroji aibé Sp tokia, kad P(Sp) = 1.

Universalumo teoremos jrodyme naudosime kai kuriuos silpnojo tikimybiniy maty

konvergavimo ekvivalentus. Mums reikalingus faktus suformuluosime sekancioje lemoje.

12 lema. Tegul P,, n € N ir P yra matai tikimybinéje erdvéje (X, B(X)). Tuomet Sie

teiginiat yra ekvivalentus:
(i) tikimybinis matas P, silpnai konverguoja § tikimybing matqg P, kain — oo;
(7i) su visomis atvirosioms aibémis G

liminf P,(G) > P(G);

n—oo
(7ii) su visomis mato P tolydumo aibémis A

lim P,(A) = P(A).

n—00

Si lema yra 2.1 teoremos dalis i$ [1] monografijos.

5 teoremos grodymas. Tegul
S={g€ H(D):g(s) #0 or g(s) =0}.

Yra gerai zinoma, zr. [9], kad mato P atrama yra aibé S. Aibé S yra sudaryta is
visy elementy g € H(D) tokiy, kad su kiekviena elemento g aplinka G galioja nelygybeé
P(G) > 0, 7r., pvz, [1].

Apibrézkime aibe

G, = {g € H(D) : sup ‘g(s) — P

seK

<&
2 Y

¢ia p(s) yra polinomas. I§ tiesy, e?®) € S, todél

Pc(GE) > 0.
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IS 6 teoremos ir 12 lemos (ii) dalies gauname, kad

lim inf Py(G2) > Po(G.) > 0,

—00

arba

1
l%nlan#{l<k<N~§1€1P‘C(S+lhtk) er

< ;} > 0. (4.1)

Remdamiesi 1 teorema galime parinkti polinoma p(s) tenkinantj nelygybe

sup  (5) — e
seK

< % (4.2)

IS sios nelygybés ir (4.1) nelygybés gauname teoremos pirmosios dalies tvirtinima.
Apibrézkime aibe

6= {o e HD) - splate) - 109 <},

seK
I5 (4.2) nelygybeés turime, kad G. C G..
Aibés G, siena 9G, yra aibé

{geHUD:wMM@—fwﬂze}

seK
Todél sienos dG., ir G-, nesikerta su skirtingomis & ir £, reiksmémis. Vadinasi, P, (0G.) >
0 daugiausia su skaic¢iaja € > 0 reikSmiy aibe. Todél aibé G. yra mato P tolydumo aibé
(f)CA}’6 = 0) su visais ¢ > 0, nebent iSskyrus skaicigja ¢ > 0 reikSmiy aibe. Tuomet i$ 6
teoremos ir i$ 12 lemos (iii) dalies gauname, kad

lim P,(G.) = P(G.),

N—oo

arba

1 N
lim —# {1 < k< N :sup|C(s+ihty) — f(s)] < E} = P:(G.)
seEK

su visais € > 0, nebent isskyrus skaiciaja ¢ > 0 reikSmiy aibe. Lieka parodyti, kad
PC(@g) > 0. Taciau, Siame skyrelyje jau parodéme, jog G. C G.. Kadangi P(Ge) > 0,

A

turime, kad Pr(G.) > 0 taip pat. Teorema jrodyta. ]
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Gramo tasky taikymas Rymano dzeta funkcijos

universalume

Santrauka

Tegul s = o +it, o,t € R, i = y/—1, yra kompleksinis kintamasis. Rymano dzeta
funkcija pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama paprastaja Dirichlé eilute arba Oilerio
sandauga pirminiais skaiciais

x 1 1\~
¢(s) gy e —plgp(l—ps> -
¢ia P yra visy pirminiy skaic¢iy aibé. Be to, funkcija ((s) turi meromorfinj pratesima i
visg kompleksine plokstuma, nes taskas s = 1 yra jos paprastasis polius su reziduumu 1.

Magistro darbe yra jrodyta diskreciojo universalumo teorema Rymano dzeta funkcijai

postumiuose naudojant funkcijos ((s) Gramo tasky aibe {¢;}.

5 teorema. Tegul K € K, o f(s) € Hy(K). Tuomet su kiekvienu € >0 ir h > 0

N—oo s€K

1
limian#{l <k < N :sup|Q(s+ihty) — f(s)] < 5} > 0.

Be to, riba

lim 1#{1 <k < N :sup|C(s+thty) — f(s)| < 8} >0

N—oo N seK

egzistuoja su visais € > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 retksmiy aibe.

24



An Application of the Gram Points in the

Universality of the Riemann Zeta-Function

Summary

Let s = o + it be a complex variable, and ((s) denote the Riemann zeta-function, i.e.,
for o > 1,
> 1
(s) = 2
Moreover, the function ((s) has the meromorphic continuation to the whole complex plane
with the unique simple pole at the point s = 1 with residue 1.

The aim of master thesis is the using of the sequence {t,} of Gram’s points of the
Riemann zeta-function in the theory of discrete universality of the function ((s). The
main result is the following theorem.

Theorem 5. Let K € K and f(s) € Ho(K). Then, for every ¢ > 0,
liminfi# {1 <k < N :sup|C(s+thty) — f(s)] < 8} > 0.
N—oco N

seK

Moreover, the limit

lim ;#{1 < k< N :sup |C(s+thty) — f(s)| < 6} >0

N—oo seK

exists for all but at most countably many € > 0.
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