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1. Disertacinio darbo aprašymas

Šia̧ disertacija̧ sudaro trys nepriklausomi skyriai. Pirmasis nagrinėja

Minkovskio “klaustuko” funkcijos Stieltjes’o transformacija̧. Antrasis

skyrius nagrinėja funkcines lygtis, susijusias su i̧vairiomis dvieju̧ ir dau-

giau kintamu̧ju̧ formomis. Galiausiai, trečia̧jame skyriuje pateikiamas

žaismingas ir originalus mažosios Fermat teoremos i̧rodymas.

1.1. Aktualumas. Per paskutiniuosius dešimt metu̧ susidomėjimas

Minkovskio “klaustuko” funkcija ?(x) ryškiai ǐsaugo. Nežiūrint to, visi

kitu̧ autoriu̧ ankstesni rezultatai ir tyrinėjimai buvo apie pačia̧ funkcija̧

?(x) per se. Tapo reikalinga visǐskai naujos rūšies teorema, kuri gali

būti laikoma kaip pirmasis žingsnis link gilios aritmetinės ir analizinės

Minkovskio klaustuko funkcijos integraliniu̧ transformaciju̧ struktūros

supratimo. Aǐsku, kad analizinėje ǐsraǐskoje, jei ji egzistuoja, vis tiek

negalima apsieiti be tam tikro ribinio proceso, ar tai būtu̧ eilutė, ar

integralas. Pagal apibrėžima̧, diadinė periodo funkcija yra apibrėžiama

Stieltjes’o integralo pagalba, kuris, mūsu̧ atveju, yra labai sudėtingas

“transcendentinis” ir neefektyvus procesas: pasiskirstymo funkcija, ku-

rios Stieltjes’o transformacija yra nagrinėjama, net ir pasirinktame

kuriame nors konkrečiame taške yra apibrėžiama tik grandininėmis

trupmenomis. Toliau, diadinės periodo funkcijos Taylor’o koeficien-

tai koordinačiu̧ pradžioje yra tam tikri realūs skaičiai, kurie, tikriausiai,

nėra aritmetinai (“aritmetinais” skaičiais vadiname algebrinius skaičius,

periodus, eksponentinius periodus, ir t.t.) Taigi, kiekvienas ǐs ju̧ “neša”

begalini̧ informacijos kieki̧. Tokiame kontekste, ǐsraǐska racionaliomis

funkcijomis su racionaliais koeficientais yra labai reikšminga.

Iš kitos pusės, funkcinės lygtys, asocijuotos su tam tikromis formomis,

užkoduoja daug prasmingos aritmetinės ir algebrinės informacijos apie

daugdara̧ ar algebriniu̧ skaičiu̧ kūna̧, susieta̧ su ta forma, todėl ju̧

tyrimu̧ svarba nekelia abejonu̧.

Klasikiniu̧ rezultatu̧ nauju̧ i̧rodymu̧ radimas visada yra i̧domus i̧vykis
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matematiniame gyvenime. Tai liečia ir gerai žinoma̧ maža̧ja̧ Fermat

teorema̧, kuri turi keleta̧ skirtingu̧ i̧rodymu̧.

1.2. Tikslas ir uždaviniai. Darbo tikslas yra surasti kai kuriu̧ svarbiu̧

matematiniu̧ objektu̧ (diadinės periodo funkcijos, funkciju̧, asocijuotu̧

su tam tikromis formomis, tenkinančiu̧ funkcines lygtis) analizines ir

algebrines ǐsraǐskas.

Uždaviniai yra šie:

1. Gauti Minkovskio “klaustuko” funkcijos Stieltjes’o transformacijos

ǐsraǐska̧.

2. Rasti kai kuriu̧ keliu̧ kintamu̧ju̧ formu̧ netrivialius endomorfizmus.

3. Pateikti nauja̧ mažosios Fermat teoremos i̧rodyma̧.

1.3. Tyrimu̧ metodika. Pirmajame skyriuje yra naudojami kompeksinės

dinamikos, grandininiu̧ trupmenu̧ analizinės teorijos, keliu̧ kompleksiniu̧

kintamu̧ju̧ funkciju̧ teorijos, analizės, integraliniu̧ transformaciju̧ teori-

jos metodai ir technika. Antrajame skyriuje naudojami kūnu̧ algebros

ir aritmetikos metodai. Trečiasis skyrius remiasi formaliu̧ju̧ laipsniniu̧

eilučiu̧ technika.

1.4. Naujumas ir praktinė vertė. Visi pirmojo ir antrojo skyriu̧

rezultatai yra nauji. Trečiajame skyriuje pateikiamas naujas klasikinės

teoremos i̧rodymas.

1.5. Darbo struktūra. Disertacija parašyta anglu̧ kalba. Ja̧ sudaro

i̧vadas, trys matematinai skyriai, ǐsvados, literatūros ir moksliniu̧ pub-

likaciju̧ sa̧rašai. Bendra darbo apimtis yra 75 puslapiai.

1.6. Ginamieji teiginiai.

1. Minkovskio “klaustuko” funkcijos momentu̧ generuojanti funkcija

turi keleta̧ analiziniu̧ ǐsraǐsku̧, atspindinčiu̧ jos prigimti̧.

2. Netrivialūs endomorfizmai egzistuoja bent jau kai kurioms formu̧
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klasėms, ir jie atspindi asocijuoto kūno algebrines savybes.

3. Mažoji Fermat teorema ǐsplaukia ǐs vienos p−adinės analizės tap-

atybės.

1.7. Svarbiausi rezultatai.

1.7.1. Pirmasis skyrius. Šio skyriaus tikslas yra pratȩsti autoriaus

anksčiau pradėtus Minkovskio “klaustuko” funkcijos ?(x) tyrinėjimus.

Funkcija ?(x) (“klaustuko funkcija”) buvo i̧vesta Hermano Minkovskio

1904-ais metais kaip pavyzdys funkcijos F : [0,∞) → [0, 1), kuri at-

vaizduoja racionaliuosius skaičius i̧ diadinius racionaliuosius, ir

kvadratines iracionalybes i̧ ne diadinius racionaliuosius. Neneigiamam

realiajam x ji yra apibrėžiama formule

F ([a0, a1, a2, a3, ...]) = 1− 2−a0 + 2−(a0+a1) − 2−(a0+a1+a2) + ..., (1)

čia simbolis x = [a0, a1, a2, a3, ...] reprezentuoja x ǐsraǐska̧ reguliaria̧ja

grandinine trupmena. Pagal tradicija̧, ši funkcija yra dažniausiai na-

grinėjama intervale [0, 1], ir tokiu atveju ji yra normuojama F (1) = 1,

kai tuo tarpu mūsu̧ atveju F (1) = 1
2 . Taigi, mes naudojame žymeni̧

?(x) = 2F (x), kai x ∈ [0, 1]. Kai x yra racionalusis skaičius, eilutė

nutrūksta sulyg paskutiniuoju nenuliniu grandininės trupmenos ele-

mentu an. “Klaustuko” funkcija yra tolydi, monotoninė ir singuliari.

Su “klaustuko” funkcija ar artimomis temomis (Farey medis, racionaliu̧ju̧

skaičiu̧ numeravimas, Stern’o diatominė seka, i̧vairūs vienmačiai ir dau-

giamačiai apibendrinimai, vardikliu̧ statistika, Farey intervalai, Haus-

dorff’o dimensija ir analizinės savybės) susieta literatūros apžvalga (toli

gražu ne ǐssemianti) yra autoriaus [9] straipsnyje.

Visai neseniai, Calkin’as and Wilf’as apibrėžė binaru̧ji̧ medi̧, kuris

yra generuojamas iteracijos

a

b
7→ a

a + b
,

a + b

b
,

pradedant nuo viršūnės 1
1 . Du paminėtieji autoriai ǐspopuliarino ši̧

medi̧, bet jis jau labai seniai buvo žinomas matematikams ir fizikams
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kaip Stern’o-Brocot ar Farey medis. Elementarūs samprotavimai par-

odo, kad kiekvienas teigiamas racionalusis skaičius pasitaiko šiame me-

dyje lygiai viena̧ karta̧, ir ǐs karto jau kaip suprastinta trupmena. Pir-

mos keturios kartos atrodo taip:

1
1

1
2

jjjjjjjjjjjjjjjjj 2
1

TTTTTTTTTTTTTTTTT

1
3

vvvvvvvv 3
2

HHHHHHHH
2
3

vvvvvvvv 3
1

HHHHHHHH

1
4

���
4
3

666

3
5

���
5
2

666

2
5

���
5
3

666

3
4

���
4
1 .

888

(2)

Ypatingai svarbus yra faktas, kad n-toji medžio karta yra sudaryta

ǐs tiksliai tu̧ 2n−1 taigiamu̧ju̧ racionaliu̧ju̧ skaičiu̧, kuriu̧ grandininės

trupmenos daliniu̧ dalmenu̧ suma lygi n. Šis faktas gali būti gautas

tiesiogiai ǐs apibrėžimo. Iš tiesu̧, pirma, jei racionalusis skaičius a
b yra

ǐsreikštas grandinine trupmena [a0, a1, ..., ar], tada atvaizdis a
b →

a+b
b

atvaizduoja a
b i̧ [a0 + 1, a1..., ar]. Antra, atvaizdis a

b →
a

a+b atvaizduoja
a
b i̧ [0, a1 + 1, ..., ar], kai a

b < 1, ir i̧ [0, 1, a0, a1, ..., ar], kai a
b > 1. Tai yra

svarbi pastaba, kuri parodo, kad racionaliu̧ju̧ skaičiu̧ nagrinėjimas pagal

ju̧ pozicija̧ Calkin’o-Wilf’o medyje yra labai svarbus žiūrint ǐs metrinės

skaičiu̧ teorijos ir grandininiu̧ trupmenu̧ dinamikos perspektyvos.

Yra labai gerai žinoma, kad kiekviena nagrinėjamo medžio karta turi

pasiskirstymo funkcija̧ Fn(x), ir kad Fn(x) tolygiai konverguoja i̧ F (x).

Funkcija F (x), kaip pasiskirstymo funkcija (tikimybiu̧ teorijos prasme,

kuri priverčia funkcija̧ būti monotonǐska ir, šiuo atveju, tolydžia) yra

vienareikšmǐskai apibrėžiama funkcine lygtimi

2F (x) =

{
F (x− 1) + 1, jei x ≥ 1,

F ( x
1−x), jei 0 ≤ x < 1.

Iš to ǐsplaukia, kad F (x) + F (1/x) = 1. Funcijos F (x) vidurkis buvo

nagrinėjamas keleto autoriu̧, ir jis pasirodė esa̧s 3/2.

Galiausiai, ir visu̧ svarbiausiai, turime pabrėžti, kad yra stulbinantys

panašumai ir paralelės tarp autoriaus anksčiau gautu̧ rezultatu̧ apie
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F (x), ir Lewis’o-Zagier’o rezultatu̧ apie periodo funkcijas, susietas su

Maass’o banginėmis formomis.

Prieš formuluojant pagrindini̧ pirmojo skyriaus rezultata̧, pateikiame

trumpa̧ santrauka̧ autoriaus rezultatu̧ apie kai kurias natūralias F (x)

integralines transformacijas. Tegul

ML =

∞∫
0

xL dF (x), mL =

∞∫
0

( x

x + 1

)L

dF (x) = 2

1∫
0

xL dF (x).

Abi sekos yra skaičiu̧ teorijos prasme i̧domios, nes

ML = lim
n→∞

21−n
∑

a0+a1+...+as=n

[a0, a1, .., as]
L,

mL = lim
n→∞

22−n
∑

a1+...+as=n

[0, a1, .., as]
L,

(sumuojama pagal racionaliuosius skaičius, ǐsreikštus grandininėmis trup-

menomis; taigi, ai ≥ 1, ir as ≥ 2). Apibrėžkime eksponentines generuo-

jančias funkcijas

M(t) =
∞∑

L=0

ML

L!
tL =

∞∫
0

ext dF (x),

m(t) =
∞∑

L=0

mL

L!
tL =

∞∫
0

exp
( xt

x + 1

)
dF (x) = 2

1∫
0

ext dF (x).

Tiesiogiai patikrinama, kad m(t) yra sveikoji funkcija, o M(t) yra mero-

morfinė funkcija, kurios paprastieji poliai yra z = log 2 + 2πin, n ∈ Z.

Toliau, turime, kad

M(t) =
m(t)

2− et
, m(t) = etm(−t).

Antroji tapatybė ǐsreǐskia tik simetrijos savybȩ, kuri yra F (x)+F (1/x) =

1. Pagrindinis rezultatas apie m(t) yra tas, kad ši funkcija yra vien-

areikšmǐskai aprašoma reguliarumo savybe m(−t) � e−
√

log 2
√

t, kai
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t →∞, kraštine sa̧lyga m(0) = 1 ir integraline lygtimi

m(−s) = (2es − 1)

∞∫
0

m′(−t)J0(2
√

st) dt, s ∈ R+.

Čia

J0(z) =
1

π

∫ π

0
cos(z sin x) dx

yra Bessel’io fukcija.

Pagrindinis darbo nagrinėjamas objektas yra momentu̧ generuojanti

funkcija. Tegul

G(z) =
∞∑

L=1

mLzL−1.

Ši eilutė konverguoja, kai |z| ≤ 1, ir funkcijos G(z) funkcinė lygtis (1

teorema) parodo, kad egzistuoja visos G(z) ǐsvestinės taške z = 1, jeigu

z artėja i̧ 1, pasilikdamas pusplokštumėje <z ≤ 1. Tada integralas

G(z) =

∞∫
0

1

x + 1− z
dF (x) = 2

1∫
0

x

1− xz
dF (x), (3)

tai yra, F (x) Stieltjes’o transformacija, funkcija̧ G(z) analizǐskai pratȩsia

i̧ ǐspjauta̧ plokštuma̧ C \ (1,∞). Momentu̧ ML generuojanti funkcija

neegzistuoja dėl faktorialinio ML augimo, bet ši generuojanti funkcija

gali būti apibrėžta ǐspjautoje plokštumoje C′ = C\(0,∞) pagal formulȩ∫ ∞

0

x

1− xz
dF (x).

Iš tiesu̧, šis integralas lygus G(z+1). Taigi, egzistuoja visos aukštesnės

funkcijos G(z) ǐsvestinės taške z = 1, ir

1

(L− 1)!

dL−1

dzL−1G(z)
∣∣
z=1 = ML, L ≥ 1.

Yra teisingas toks rezultatas.

1 teorema. Funkcija G(z), apibrėžta laipsnine eilute, yra analizǐskai
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pratȩsiama i̧ ǐspjauta̧ja̧ plokštuma̧ C \ (1,∞) integralu (3). Ji tenkina

funkcinȩ lygti̧

1

z
+

1

z2G
(1

z

)
+ 2G(z + 1) = G(z) (4)

bei simetrijos savybȩ

G(z + 1) = − 1

z2G
(1

z
+ 1

)
− 1

z
,

kuri ǐsplaukia ǐs pagrindinės funkcinės lygties. Be to, G(z) → 0, jei

z → ∞ ir atstumas tarp z ir pustiesės [0,∞) artėja i̧ ∞. Atvirkščiai,

funkcija, tenkinanti visas šias savybes, yra vienintelė.

Taigi, šis rezultatas ir specifinė triju̧ nariu̧ funkcinės lygties forma,

leidžianti pavadinti G(z) diadine periodo funkcija.

Norime pabrėžti, kad pagrindinė ankstesniu̧ tyrinėjimu̧ motyvacija

buvo momentu̧ mL prigimties ir struktūros ǐssiaǐskinimas. Būtu̧ i̧domu

ǐsreikšti šias konstantas (kylančias lyg ir ǐs geometrinio chaoso) tam

tikra struktūrine ǐsraǐska, neateinančia tiosiogiai ǐs Calkin’o-Wilf’o medžio,

kuri atskleistu̧ konstantu̧ struktūra̧ daug giliau ir plačiau. Tai ǐs dalies

yra pasiekta disertacijoje. Taigi, pagrindinis rezultatas formuluojamas

taip.

2 teorema. Egzistuoja tokia kanoninė ir ǐsreikštinė racionaliu̧ju̧ funkciju̧

seka Hn(z), kad, kai {|z| ≤ 3
4}∪{|z + 9

7| ≤
12
7 }, turime absoliučiai kon-

verguojančia̧ eilutȩ

G(z) =

∞∫
0

1

x + 1− z
dF (x) =

∞∑
n=0

(−1)nHn(z), Hn(z) =
Bn(z)

(z − 2)n+1 ;

čia Bn(z) yra n− 1-tojo laipsnio daugianariai su racionaliaisiais koe-

ficientais. Kai n ≥ 1, jie turi simetrijos savybȩ

Bn(z + 1) = (−1)nzn−1Bn

(1

z
+ 1

)
, Bn(0) = 0.
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Racionaliosios funkcijos Hn(z) yra apibrėžiamos labai sudėtinga ir
neǐsreikštine rekurencija. Lentelėje pateikti pirmieji šios sekos nariai
Bn(z).

n Bn(z) n Bn(z)

0 −1 4 − 2
27

z3 +
53
270

z2 − 53
270

z

1 0 5
4
81

z4 − 104
675

z3 +
112
675

z2 − 224
2025

z

2 −1
6
z 6 − 8

243
z5 +

47029
425250

z4 − 1384
14175

z3 − 787
30375

z2 +
787

60750
z

3
1
9
z2 − 2

9
z 7

16
729

z6 − 1628392
22325625

z5 +
272869

22325625
z4 +

5392444
22325625

z3 − 238901
637875

z2 +
477802
3189375

z

1.7.2. Antrasis skyrius. Šio skyriaus vienas ǐs uždaviniu̧ yra formuluo-

jamas taip.

Tegul T (a1, a2, ..., an) yra nagrinėjamojo tikrinio ir baigtinio kūno Q
n−tojo laipsnio plėtinio norminė forma fiksuotoje sveikojoje bazėje.

Reikia rasti visas tokias funkcijas f : Z → C, kad

T (f(a1), f(a2), ..., f(an)) priklauso tik nuo T (a1, a2, ..., an) reikšmės.

Vienas ǐs pagrindiniu̧ rezultatu̧, glaudžiai susijȩs su šiuo uždaviniu,

yra toks tvirtinimas.

3 teorema. Tegul funkcija G : N → C tenkina funkcinȩ lygti̧

G(aX + bY ) + G(bX − aY ) = G(aX − bY ) + G(bX + aY )

su fiksuotais tarpusavyje pirminiais sveikaisiais skaičiais a and b, ǐs

kuriu̧ vienas yra lyginis. Tada G(n) = g(n) + An2; čia A yra kom-

pleksinė konstanta, o g(n) yra periodinė funkcija su sveikuoju periodu,

priklausančiu tik nuo a ir b.

1.7.3. Trečiasis skyrius. Šiame skyriuje pateikiamas, kaip jau minėta,

mažosios Fermat teoremos naujas i̧rodymas. Ši klasikinė teorema teigia,

kad jei a ∈ Z, o p yra pirminis skaičius, tai ap − a dalijasi ǐs p. Darbe
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parodoma, kad ši teorema ǐsplaukia ǐs tokio teiginio.

Teiginys. Tegul

f(x) = 1− x− dx2 +
∑
k≥3

akx
k

yra formalioji eilutė virš kūno Q, su koeficientais žiede Z. Tada šia̧

laipsninȩ eilutȩ galima vieninteliu būdu ǐsreikšti formalia sandauga

f(x) =
∏
k≥1

(1−mkx
k),

kurioje koeficientai mk yra sveikeji skaičiai.

Šis teiginys nėra naujas, jis gerai žinomas p−adinėje analizėje.
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1.8. Išvados. 1. Nustatyta, kad Minkovskio “klaustuko” funkcijos

Stieltjes’o transformacija G(z) (taip vadinamoji diadinė periodo fun-

cija) turi ǐsraǐska̧ “beveik” baigtine forma; tai yra, kai {|z| ≤ 3
4}∪{|z+

9
7| ≤

12
7 }, galioja tapatybė

G(z) =
∞∑

n=0

(−1)nHn(z);

čia Hn(z) yra racionaliu̧ju̧ funkciju̧ su racionaliaisiais koeficientais kanoninė

seka.

2. I̧rodyta, kad egzistuoja tokios formu̧ klasės T , kad dvieju̧ kintamu̧ju̧

funkcinė lygtis

T (f(a1), f(a2), ..., f(an)) = h
(
T (a1, a2, ..., an)

)
, ai ∈ Z,

be akivaizdaus sprendinio f(a) = h(a) = a, a ∈ Z, turi ir kitu̧ spren-

diniu̧.

3. Gauta, kad mažoji Fermat teorema (p|ap−a, kai a ∈ Z, p yra pirmi-

nis) ǐsplaukia ǐs p−adinėje analizėje naudojamos formalios lygybės

f(x) = 1− x− dx2 +
∑
k≥3

akx
k =

∏
k≥1

(1−mkx
k).

1.9. Aprobacija. Pirmojo skyriaus rezultatai buvo pristatyti: Šiauliu̧

tarptautinėje konferencijoje, skirtoje profesoriaus Laurinčiko 60 metu̧

jubiliejiui, Šiauliai (2008-u̧ju̧ rugpjūtis); Makso Planko matematikos

institute, Bona, Vokietija (2009-u̧ju̧ kovas); Würzburg’o skaičiu̧ teori-

jos seminare, Vokietija (2009-u̧ju̧ kovas); Graz’o technikos universiteto

skaičiu̧ teorijos seminare, Austrija (2009-u̧ju̧ kovas).
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1.11. Summary. In the recent decade, the interest in the Minkowski

question mark function has grown considerably. In the first chapter of

this thesis, we take a novel point of view and show that the Stieltjes

transform of the Minkowski question mark function F (x), defined as

G(z) =

∞∫
0

1

x + 1− z
dF (x),

has properties similar to those of period functions associated with

Maass wave forms. We call the function G(z) the dyadic period func-

tion. Further, we demonstrate also one of its unique properties, which

states that in a certain region the dyadic period function is a sum of

infinite series of rational functions with rational coefficients.

In the second chapter we are mainly dealing with the following prob-

lem.

Let T (a1, a2, ..., an) be a norm form in some integral basis of some

proper field extension of Q of degree n. Find all functions f : Z → C,

such that

T (f(a1), f(a2), ..., f(an)) depends only on the value of T (a1, a2, ..., an).

It is shown that in many cases there exists other solutions apart from

the obvious f(a) = a. Our solutions, though being the elementary,

show that many arithmetic facts are hidden beyond the definition of

the problem.

In the final third chapter we present a new and original proof of Fer-

mat’s little theorem.



17
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