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1. DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

Sia disertacija sudaro trys nepriklausomi skyriai. Pirmasis nagrinéja
Minkovskio “klaustuko” funkcijos Stieltjes’o transformacija. Antrasis
skyrius nagrinéja funkcines lygtis, susijusias su ivairiomis dviejy ir dau-
giau kintamyjy formomis. Galiausiai, treciajame skyriuje pateikiamas

zaismingas ir originalus mazosios Fermat teoremos irodymas.

1.1. Aktualumas. Per paskutiniuosius desimt mety susidomeéjimas
Minkovskio “klaustuko” funkcija ?(z) ryskiai iSaugo. Neziurint to, visi
kity autoriy ankstesni rezultatai ir tyrinéjimai buvo apie pacia funkcija
?(x) per se. Tapo reikalinga visiskai naujos rusies teorema, kuri gali
buti laikoma kaip pirmasis zingsnis link gilios aritmetinés ir analizinés
Minkovskio klaustuko funkcijos integraliniu transformacijy struktiros
supratimo. Aisku, kad analizinéje israiskoje, jei ji egzistuoja, vis tiek
negalima apsieiti be tam tikro ribinio proceso, ar tai buty eilute, ar
integralas. Pagal apibrézima, diadiné periodo funkcija yra apibréziama
Stieltjes’o integralo pagalba, kuris, musu atveju, yra labai sudétingas
“transcendentinis” ir neefektyvus procesas: pasiskirstymo funkcija, ku-
rios Stieltjes’o transformacija yra nagrinéjama, net ir pasirinktame
kuriame nors konkrec¢iame taske yra apibréziama tik grandininémis
trupmenomis. Toliau, diadinés periodo funkcijos Taylor’o koeficien-
tai koordinaciy pradzioje yra tam tikri realts skaiciai, kurie, tikriausiai,
néra aritmetinai (“aritmetinais” skaiciais vadiname algebrinius skaicius,
periodus, eksponentinius periodus, ir t.t.) Taigi, kiekvienas i$ jy “nesa”
begalini informacijos kieki. Tokiame kontekste, israiska racionaliomis
funkcijomis su racionaliais koeficientais yra labai reikSminga.

IS kitos puses, funkcines lygtys, asocijuotos su tam tikromis formomis,
uzkoduoja daug prasmingos aritmetinés ir algebrinés informacijos apie
daugdara ar algebriniu skaic¢iu kiina, susieta su ta forma, todeél ju
tyrimy svarba nekelia abejony.

Klasikiniy rezultaty naujy irodymuy radimas visada yra idomus ivykis
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matematiniame gyvenime. Tai liecia ir gerai zinoma mazaja Fermat

teorema, kuri turi keleta skirtingu irodymuy.

1.2. Tikslas ir uzdaviniai. Darbo tikslas yra surasti kai kuriy svarbiy
matematiniy objekty (diadinés periodo funkcijos, funkcijy, asocijuoty
su tam tikromis formomis, tenkinanciy funkcines lygtis) analizines ir
algebrines iSraiskas.

Uzdaviniai yra Sie:

1. Gauti Minkovskio “klaustuko” funkcijos Stieltjes’o transformacijos
israiska.

2. Rasti kai kuriy keliy kintamyjy formy netrivialius endomorfizmus.

3. Pateikti nauja mazosios Fermat teoremos irodyma.

1.3. Tyrimy metodika. Pirmajame skyriuje yra naudojami kompeksinés
dinamikos, grandininiy trupmenu analizinés teorijos, keliy kompleksiniy
kintamuju funkcijy teorijos, analizés, integraliniy transformacijuy teori-
jos metodai ir technika. Antrajame skyriuje naudojami kuiny algebros
ir aritmetikos metodai. Treciasis skyrius remiasi formaliyjy laipsniniy

eiluciy technika.

1.4. Naujumas ir praktiné vertée. Visi pirmojo ir antrojo skyriy
rezultatai yra nauji. Treciajame skyriuje pateikiamas naujas klasikines

teoremos irodymas.

1.5. Darbo struktura. Disertacija paraSyta angly kalba. Ja sudaro
ivadas, trys matematinai skyriai, iSvados, literatiiros ir moksliniy pub-

likacijy sarasai. Bendra darbo apimtis yra 75 puslapiai.

1.6. Ginamieji teiginiai.
1. Minkovskio “klaustuko” funkcijos momenty generuojanti funkcija
turi keleta analiziniy iSraisky, atspindinc¢iy jos prigimti.

2. Netrivialus endomorfizmai egzistuoja bent jau kai kurioms formy
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klaséms, ir jie atspindi asocijuoto kiino algebrines savybes.
3. Mazoji Fermat teorema iSplaukia iS vienos p—adinés analizés tap-

atybes.
1.7. Svarbiausi rezultatai.

1.7.1. Pirmasis skyrius. Sio skyriaus tikslas yra pratesti autoriaus
anksciau pradétus Minkovskio “klaustuko” funkcijos 7(z) tyrinéjimus.
Funkcija ?(x) (“klaustuko funkcija”) buvo jvesta Hermano Minkovskio
1904-ais metais kaip pavyzdys funkcijos F' : [0,00) — [0, 1), kuri at-
vaizduoja racionaliuosius skaicius i diadinius racionaliuosius, ir
kvadratines iracionalybes i ne diadinius racionaliuosius. Neneigiamam

realiajam x ji yra apibréziama formule
F([ag, a1, a2, as3,...]) = 1 — 27% 4 g~(@ota) _ g=(aotataz) 4 = (q)

¢ia simbolis = = [ag, a1, a9, ag, ...] reprezentuoja x israiska reguliariaja
grandinine trupmena. Pagal tradicija, si funkcija yra dazniausiai na-
grinéjama intervale [0, 1], ir tokiu atveju ji yra normuojama F'(1) = 1,
kai tuo tarpu misy atveju F(1) = 1. Taigi, mes naudojame Zymenj
2(z) = 2F(z), kai x € [0,1]. Kai x yra racionalusis skaicius, eilute
nutruksta sulyg paskutiniuoju nenuliniu grandininés trupmenos ele-
mentu a,. “Klaustuko” funkcija yra tolydi, monotoniné ir singuliari.
Su “klaustuko” funkcija ar artimomis temomis (Farey medis, racionaliyjy
skaiciy numeravimas, Stern’o diatominé seka, ivairtis vienmaciai ir dau-
giamaciai apibendrinimai, vardikliy statistika, Farey intervalai, Haus-
dorff’o dimensija ir analizinés savybés) susieta literaturos apzvalga (toli
grazu ne iSsemianti) yra autoriaus [9] straipsnyje.

Visai neseniai, Calkin’as and Wilf’as apibrézé binaryji medi, kuris

yra generuojamas iteracijos

a a a+b
7 = ’ )
b a+b b
pradedant nuo virsuneés % Du paminétieji autoriai iSpopuliarino §i

medi, bet jis jau labai seniai buvo Zinomas matematikams ir fizikams
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kaip Stern’o-Brocot ar Farey medis. Elementartis samprotavimai par-
odo, kad kiekvienas teigiamas racionalusis skaicius pasitaiko siame me-
dyje lygiai viena karta, ir is karto jau kaip suprastinta trupmena. Pir-
mos keturios kartos atrodo taip:

/T\
N N

(2)

N[ —
=N

NG V]
wino
—lwe

Wl

/

1
4

/N /N / N\

3 2 2 2
5 3

e~

4
2 5 1

Ypatingai svarbus yra faktas, kad n-toji medzio karta yra sudaryta
is tiksliai ty 2"°! taigiamyju racionaliyjy skai¢iy, kuriy grandininés
trupmenos daliniy dalmeny suma lygi n. Sis faktas gali biiti gautas

tiesiogial i$ apibrézimo. IS tiesy, pirma, jei racionalusis skaiCius 7 yra
a a+b

isreikStas grandinine trupmena [ag,ay, ..., a,], tada atvaizdis § —

% atvaizduoja

a+b
#i[0,a1+1,...,a,), kai § < 1,iri[0,1,ap,a1,...,a,), kai ¥ > 1. Tai yra

atvaizduoja ¢ i [ag + 1,a1..., a,]. Antra, atvaizdis § —

svarbi pastaba, kuri parodo, kad racionaliyju skai¢iy nagrinéjimas pagal
ju pozicija Calkin’o-Wilf’o medyje yra labai svarbus zitirint i§ metrinés
skaiciy teorijos ir grandininiy trupmeny dinamikos perspektyvos.

Yra labai gerai zinoma, kad kiekviena nagrinéjamo medzio karta turi
pasiskirstymo funkcija F),(z), ir kad F,(z) tolygiai konverguoja i F'(x).
Funkcija F(x), kaip pasiskirstymo funkcija (tikimybiy teorijos prasme,
kuri privercia funkcija buti monotoniska ir, $iuo atveju, tolydzia) yra

vienareiksSmiskai apibréziama funkcine lygtimi

2P (2) Flz—-1)+1, jei z2>1,
€Tr) =
F(%), jei 0<z<1.

1-x
Is to isplaukia, kad F'(z) + F(1/z) = 1. Funcijos F(z) vidurkis buvo
nagrinéjamas keleto autoriy, ir jis pasirodé esas 3/2.
Galiausiai, ir visy svarbiausiai, turime pabrézti, kad yra stulbinantys

panasSumai ir paralelés tarp autoriaus anksciau gautu rezultatu apie
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F(x), ir Lewis’o-Zagier’o rezultaty apie periodo funkcijas, susietas su

Maass’o banginémis formomis.

Pries formuluojant pagrindinj pirmojo skyriaus rezultata, pateikiame
trumpa santrauka autoriaus rezultaty apie kai kurias naturalias F'(x)
integralines transformacijas. Tegul

(0]

—7OdeF(a:), mL—/(xiJLdF(x)—2/1:1:LdF(a:)

0

Abi sekos yra skai¢iu teorijos prasme jdomios, nes

M; = lim 2'™ Z [ao,al,..,as]L,

n—00
ag+ai+...+as=n

m; = lim 227" Z [O,al,..,as]L,

n—00
ai+...+as=n

(sumuojama pagal racionaliuosius skaicius, isreikstus grandininémis trup-
menomis; taigi, a; > 1, ir ag > 2). Apibrézkime eksponentines generuo-

jancias funkcijas

M(t) = e dF(x),
ot

o0
B mr.,, xt oot
L=0 a o
Tiesiogiai patikrinama, kad m(¢) yra sveikoji funkcija, o M (t) yra mero-
morfiné funkcija, kurios paprastieji poliai yra z = log 2 + 2min, n € Z.
Toliau, turime, kad
m(t)

M(t) = 2 —et’

m(t) = e'm(—t).

Antroji tapatybeé isreiskia tik simetrijos savybe, kuri yra F'(z)+F(1/x) =
1. Pagrindinis rezultatas apie m(t) yra tas, kad §i funkcija yra vien-

areiksmiskai aprasoma reguliarumo savybe m(—t) < e‘VlOgZ\/E, kai
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t — oo, krastine salyga m(0) = 1 ir integraline lygtimi

m(—s) = e—l/m t)Jo(2Vst)dt, seR,.
0

Jo(z) = —/ cos(zsinz) dx
0

™

yra Bessel’io fukcija.

Pagrindinis darbo nagrinéjamas objektas yra momenty generuojanti

funkcija. Tegul

o0
_ Z my
L=1

Si eiluté konverguoja, kai |z| < 1, ir funkcijos G(z) funkcine lygtis (1
teorema) parodo, kad egzistuoja visos G(z) iSvestinés taske z = 1, jeigu
z artéja i 1, pasilikdamas pusplokstumeéje Rz < 1. Tada integralas

(0¢]

- [t [ o, @

0

tai yra, F'(z) Stieltjes’o transformacija, funkcija G(z) analiziskai pratesia
i iSpjauta plokstuma C \ (1,00). Momenty M} generuojanti funkcija
neegzistuoja dél faktorialinio M; augimo, bet Si generuojanti funkcija
gali buti apibrézta ispjautoje plokstumoje C' = C\ (0, co) pagal formule

< x
dF(x).
/0 1 -2z (z)

IS tiesy, Sis integralas lygus G(z+1). Taigi, egzistuoja visos aukstesnés

funkcijos G(z) iSvestinés taske z = 1, ir

1 4t
(L—1) el

Yra teisingas toks rezultatas.

= M;, L>1.

1 teorema. Funkcija G(z), apibrézta laipsnine eilute, yra analiziskai



11

pratesiama § iSpjautgjg plokstumg C\ (1, 00) integralu (3). Ji tenkina

funkcine lygty
1 iG(l) L 2G(2 4+ 1) = G(2) (4)
z 22 \z

bei simetrijos savybe

Glz+1) = —ée(l w1) -1

z z
kuri iSplaukia i$ pagrindinés funkcinés lygties. Be to, G(z) — 0, jei
z — 00 ir atstumas tarp z ir pustiesés [0,00) artéja § co. Atvirksciai,
funkcija, tenkinanti visas Sias savybes, yra vienintelé.

Taigi, Sis rezultatas ir specifiné trijy nariu funkcinés lygties forma,
leidzianti pavadinti G(z) diadine periodo funkcija.

Norime pabrézti, kad pagrindiné ankstesniu tyrinéjimy motyvacija
buvo momenty mj, prigimties ir struktiiros issiaiskinimas. Bty idomu
isreiksti sias konstantas (kylancias lyg ir i§ geometrinio chaoso) tam
tikra strukturine iSraiska, neateinancia tiosiogiai i§ Calkin’o-Wilf’o medzio,
kuri atskleisty konstanty struktira daug giliau ir placiau. Tai iS dalies
yra pasiekta disertacijoje. Taigi, pagrindinis rezultatas formuluojamas
taip.

2 teorema. FEgzistuoja tokia kanonine ir isreikstiné racionaliyjy funkcijy
seka Hy(2), kad, kai {|z] < 3}U{|z+ 2| < 2}, turime absoliuciai kon-

verquojancig etlute

G(z) = /ﬁdF(@ =Y (F1)"Ha(z), Hy(z) = (Z%n—g(;zll;

cia Bn(z) yra n — 1-tojo laipsnio daugianariai su racionaliaisiais koe-

ficientais. Kain > 1, jie turt simetrijos savybe

Bz +1)=(-1)"2""12%, e + 1), $,(0) = 0.
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Racionaliosios funkcijos H, (z) yra apibréziamos labai sudétinga ir
neisreikstine rekurencija. Lenteléje pateikti pirmieji Sios sekos nariai

n PBn(2) || n B (2)

2 53 53
0 14 23490 2 99
97" T o0 T an0”

. oll s 4 g 104, 112, 22
=2 = ==t =2 = =2

817 6757 675 2025

) B § 5, 47020 , 1384 , 787 , 787

“913% T u2m950° 141750 30375° T 60750°

1 2 16 1628392 272869 5392444 238901 477802
2 —26 — 25 24 + 23 — 22 z
9 729 22325625 22325625 22325625 637875 3189375

1.7.2. Antrasis skyrius. Sio skyriaus vienas i§ uzdaviniy yra formuluo-
jamas taip.

Tegul T(ay,as, ...,a,) yra nagrinéjamojo tikrinio ir baigtinio kuno Q
n—tojo laipsnio plétinio morminé forma fiksuotoje sveikojoje bazéje.

Retkia rasti visas tokias funkcijas f : Z — C, kad
T(f(a1), f(az), ..., f(ay,)) priklauso tik nuo T(ay, as, ..., a,) reiksmés.

Vienas i$ pagrindiniy rezultaty, glaudziai susijes su Siuo uzdaviniu,
yra toks tvirtinimas.
3 teorema. Tequl funkcija G : N — C tenkina funkcine lygt;

G(aX +bY)+GOX —aY) =G(aX —bY) + G(bX +aY)

su fiksuotais tarpusavyje pirminiais sveikaisiais skaiciais a and b, 1§
kuriy vienas yra lyginis. Tada G(n) = g(n) + An?; &ia A yra kom-
pleksiné konstanta, o g(n) yra periodiné funkcija su sveikuoju periodu,

priklausanciu tik nuo a ir b.

1.7.3. Treciasis skyrius. Siame skyriuje pateikiamas, kaip jau minéta,
mazosios Fermat teoremos naujas irodymas. Si klasikiné teorema teigia,

kad jei a € Z, o p yra pirminis skaicius, tai a” — a dalijasi i p. Darbe
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parodoma, kad Si teorema iSplaukia is tokio teiginio.
Teiginys. Tequl
f(z)=1—2— do? +Zakmk
k>3
yra formalioji eiluté virs kuno Q, su koeficientais Ziede 7. Tada sig
laipsnine eilute galima vieninteliu budu isreiksti formalia sandauga
flo) =] = msa),
k>1

kurioje koeficientai my yra sveikeji skaiciaz.

Sis teiginys néra naujas, jis gerai zinomas p—adineje analizéje.
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1.8. Isvados. 1. Nustatyta, kad Minkovskio “klaustuko” funkcijos
Stieltjes’o transformacija G(z) (taip vadinamoji diadiné periodo fun-
ctja) turi iSraiska “beveik” baigtine forma; tai yra, kai {|z| < 3}U{|z+
%| < 1—72}, galioja tapatybe

o

G(2) =Y (=1)"H,(=);

n=0
¢ia H, (2) yra racionaliyjy funkcijy su racionaliaisiais koeficientais kanoniné
seka.
2. Irodyta, kad egzistuoja tokios formu klases 7', kad dviejuy kintamujuy

funkcine lygtis
T(f(afl)a f(a2)7 ey f(a’n)) - h(T(a17 agy ..., CLn)), a; € Zn

be akivaizdaus sprendinio f(a) = h(a) = a, a € Z, turi ir kity spren-
diniy.
3. Gauta, kad mazoji Fermat teorema (p|a? — a, kai a € Z, p yra pirmi-

nis) iSplaukia i§ p—adinéje analizéje naudojamos formalios lygybés

f(x)=1—z—da*+ Zakxk = H(l — mya®).
k>3 k>1
1.9. Aprobacija. Pirmojo skyriaus rezultatai buvo pristatyti: Siauliy
tarptautinéje konferencijoje, skirtoje profesoriaus Laurinciko 60 metu
jubiliejiui, Siauliai (2008-yju rugpjiitis); Makso Planko matematikos
institute, Bona, Vokietija (2009-yju kovas); Wiirzburg’o skaiciy teori-
jos seminare, Vokietija (2009-yju kovas); Graz’o technikos universiteto

skaiciy teorijos seminare, Austrija (2009-yju kovas).

1.10. Pagrindinés publikacijos.

e [1] A generalization of the Rodseth-Gupta theorem on binary
partitions, Lith. Math. J. 43 (2) (2003), 103-110.

e [2] Dirichlet series associated with strongly g—multiplicative func-
tions, Ramanujan J. 8 (1) (2004), 13-21.
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e [3] Prime and composite numbers as integer parts of powers (with
A. DUBICKAS), Acta Math. Hungar. 105 (3) (2004), 249-256.
e [4] Functional equation related to quadratic and norm forms,

Lith. Math. J. 45 (2) (2005), 123-141.

e [5] An asymptotic formula for the moments of Minkowski ques-
tion mark function in the interval [0, 1], Lith. Math. J. 48 (4)
(2008), 357-367.

e [6] A curious proof of Fermat’s little theorem, Amer. Math.
Monthly 116 (4) (2009), 362-364.

e [7] Generating and zeta functions, structure, spectral and ana-
lytic properties of the moments of the Minkowski question mark
function, Involve 2 (2) (2009), 121-159.

e [8] The Minkowski question mark function: explicit series for the
dyadic period function and moments, Math. Comp. (priimtas).

e [9] The moments of Minkowski question mark function: the dyadic

period function, Glasgow Math. J. (priimtas).
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1.11. Summary. In the recent decade, the interest in the Minkowski
question mark function has grown considerably. In the first chapter of
this thesis, we take a novel point of view and show that the Stieltjes

transform of the Minkowski question mark function F'(z), defined as

oo

1
G(z) = /mdF(a:),
0
has properties similar to those of period functions associated with
Maass wave forms. We call the function G(z) the dyadic period func-
tion. Further, we demonstrate also one of its unique properties, which
states that in a certain region the dyadic period function is a sum of

infinite series of rational functions with rational coefficients.

In the second chapter we are mainly dealing with the following prob-
lem.
Let T(ay,as,...,a,) be a norm form in some integral basis of some
proper field extension of Q of degree n. Find all functions f : 7 — C,
such that

T(f(a1), f(az),-..., f(a,)) depends only on the value of T(ay,as, ..., ay).

It is shown that in many cases there exists other solutions apart from
the obvious f(a) = a. Our solutions, though being the elementary,
show that many arithmetic facts are hidden beyond the definition of
the problem.

In the final third chapter we present a new and original proof of Fer-

mat’s little theorem.
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