r3\)!\1[1/(:4)
¥ 1579 A

/7’

Vg . gi¥?

F\“ﬂ 77 w

<
S17a5 N

2

VILNIAUS UNIVERSITETAS
SIAULIU AKADEMIJA

MATEMATIKOS MAGISTRO STUDIJU PROGRAMA

Didziyjy duomeny analitikos specializacija

MONIKA GELEZINYTE

Magistro studiju baigiamasis darbas

KULBAKO-LEIBLERO INFORMACIJOS TAIKYMAS TIKRINANT
STATISTINES HIPOTEZES

Darbo vadovas: doc. dr. Vaidotas KaniSauskas

Siauliai, 2021



Studijuojanciojo, teikiancio baigiamaji

darba, GARANTIJA

WARRANTY of Final Thesis

Vardas, pavardé

Monika GeleZinyté
Name, Surname onika GeleZinyté

Padalinys Siauliy akademija
Faculty Siauliai Academy
Studijy programa Matematikos magistro studijuy programa

Study Programme

Master's Degree Program in Mathematics

Darbo pavadinimas

Kulbako-Leiblero informacijos taikymas tikrinant statistines hipotezes

Thesis topic The Application of Kulback-Leibler Information for the Testing of Statistical
Hypotheses

Darbo tipas Baigiamasis darbas

Thesis type Final Thesis

Garantuoju, kad mano baigiamasis darbas yra
parengtas saziningai ir savarankiskai, kity asmeny
indélio | parengta darba néra. Jokiy neteiséty
mokéjimy uz §j darba niekam nesu mokejes.

Siame darbe tiesiogiai ar netiesiogiai panaudotos
kity S$altiniy citatos yra pazymétos literatiiros
nuorodose.

I guarantee that my thesis is prepared in good
faith and independently, there is no contribution
to this work from other individuals. | have not
made any illegal payments related to this work.

Quotes from other sources directly or indirectly
used in this thesis, are indicated in literature
references.

AS, Monika Gelezinyté, pateikdamas (-a) §j darba, patvirtinu (paZymeéti) O

Embargo laikotarpis
Embargo Period

PraSau nustatyti Siam baigiamajam darbui toliau nurodytos trukmés embargo laikotarpj:
I am requesting an embargo of this thesis for the period indicated below:

Ol ménesiy / months

(embargo laikotarpis negali virSyti 60 mén. / an embargo period shall not exceed 60 months).

] Embargo laikotarpis nereikalingas / no embargo requested.

Embargo laikotarpio nustatymo priezastis / Reason for embargo period:




TURINYS

TV ADAS ettt ettt et h et et e h e bt e a e e e bt e teeateshe e teeaeenheebeeaeenbeentesatenteentenntans 4
l. TEORINE DALIS «..couttrimiiiirtieiseeiesiseisessessesessie ettt ssesissiens 6
1. StatiStINES NIPOLEZES .ouvveeiiiieiiiieiiiee ettt e st e e s ba e e s be e e sbaeesabeeesabeeenanes 6
1.1 PapPrastoSios NIPOLEZES ......cevveerriieiiiieiiiiesiiee st sit et e st e st e e site e s sbaeessbaeesbaeesseeesabaeesaneeenns 6
1.2 Sudétingyjy hipoteziy tIKITNIMAS ...eevvveeriiieeriieeriieesiie ettt e e s sieeesbe e e sbeeesaree s 7
1.3 NUIHNE RIPOLEZE ..ottt sttt e et e b e e s e e e sbe e e sbaeesabteesabeeenaneeas 8
2. Kulbako-Leiblero informacing teOrija........cueveverieriirierinierieieieteie et 9
2.1 Tikimybiniy maty absoliutus tolydumas...........cccereeririiiriiiieieceereee e 9
2.2 RadON0-NIKOAIMO ISVESLINEG ....eveevieiieriieiesiiesieeieseesteeteseee e etesaeesteesesseesseessesseenseensesseensesnses 9
2.3 Kulbako-Leiblero informacijos apibréZimas ...........cceevereereereeseesieseesieeseeseesseesseseessessseseens 10
2.4 Kulbako-Leiblero informacijos SAVYDES ......c.ceveverierereriiniirieeieieiesie st seeeenee e seesae e 10
2.5 J(1:2) infOrmacijos SAVYDES ..cccueeiieiiiiieiieiie ettt st 12
2.6 Geriausio tankio f*(x), atitinkan¢io f1(x), radiMas........cccecerereiiriineieeree e 13
2.7 Hipoteziy tikrinimas su Kulbako-Leiblero informacija..........c.ccccoevevenieiiecesieeeeeeeeee, 15
2.8 POlINOMINIS SKIFSLINYS ...eivieiicieceese ettt et et esae e e naeene e 17
2.8.1 c kategorijy ar klasiy diskretaus skirstinio hipoteZeEs..........evvuerrirriieenieniiienieeieerieeee e 17
2.8.2 JuUngtinis SKIrStINYS P (X)) veevereeriieiieeierieee sttt ete et te et e st e e ae s e steesesseesaeensesseessaensesnnens 17
2.8.3 VIENOS IMEIES AEVEJIS .eeveeueeeeierieeitieiesteeteeteseee st eteseeesteestesseesseessesseesseessesseesseessesseessesssessenns 18
2.8.4 ,,Vienpuses polinomines NIPOLEZES .......eeerureeeiiiiiiiiieeiiieeeiiee ettt sinee e 19
. TYRIMAS. ettt ettt s h et et e s bt e st e et e s bt e sbe et e saeesbeenbesaeesbeenee 21
1. Pagalbiniai FEZUIALAT ........eecveeiieeieciece et et 21
1.1 BIiNOMINIS SKITSTINYS ..uviivieiieiictieite e sttt ettt ettt sae e et eeaae s beebe e e e saeensesasesaeenseennessaenes 21
1.2 Binominio skirstinio absoliutus mato tolydumas.............ccceeeeieecieiieiicceceee e 21
1.3 Binominio sKirstinio jungtinis tankiS ..........cccvvvereeiieniereeie et 21
1.4 Binominio skirstinio Kulbako-Leiblero informacija .........cccccevveeeieeenieceseseee e 22
1.5 Binominio skirstinio Cernovo informacija ...........ccceueveeurvreeeveeeeeesesesieseeeseesesessesseseesessessanes 22
2. Binominio sKirstinio statistinés RIPOLEZES .........eevuerrueerierriieriienie ettt 24
2.1 Paprastyjy hipoteziy tikrinimas panaudojant {I *: Hy — I *: Hq = €} ccoovvevevvecicicieneene, 24
2.2 Sudétingosios binomines hIPOLEZES ........cveveurerreriiririinririeeit ettt 26
3. Polinominio skirstinio statistin€s hipoteZeEs .........cccueviriiriiiiriiiniiiieieceee e 32
3.1 Paprastyjy hipoteziy tikrinimas su Kulbako-Leiblero informacija..........c.ccooevvereniiiiicnenennenn. 32
3.2 Sudétingyjy hipoteziy tikrinimas su Kulbako-Leiblero informacija .........cccecevveeverienenennene. 34
ISVADOS ...ttt 38
SANTRAUKA ettt h e b et sh e b e et eebe e be s et e saeesbe et e saeenbeeatesaeenbeennes 39
SUMMARY ettt sttt st e sttt e s he e s bt e besae e bt ea b e ebe e beentesaeebeenteebe e beeatesaeebeents 40
LITERATURA ..ottt ettt ettt ettt ettt et ettt b et e tess st ebesess s b ebebess st s et eseseasasesebesenens 41
PRIEDAL ...ttt sttt et sttt s ae e s b e et e e st e s b e e nte s st e sbeenbeentesbeentesanesaeeseentes 42



IVADAS

Darbo tikslas — istirti, kaip susieta Kulbako-Leiblero informacija su statistiniy hipoteziy

tikrinimu.

UZzdaviniai:

1. Jsisavinti Kulbako informacing teorijg, kur taikoma Kulbako-Leiblero informacija
statistinéms hipotezéms tikrinti.

2. Nustatyti polinominio skirstinio Kulbako-Leiblero informacijos taikymo statistinéms
hipotezéms tikrinti procediirinius Zingsnius.

3. Pritaikyti  polinominiam  skirstiniui ~ skirtus  Kulbako-Leiblero informacijos
procediirinius zingsnius binominio skirstinio paprastosioms ir sudétingosioms
statistinéms hipotezéms tikrinti. Gautas iSvadas iliustruoti pavyzdziais su konkreciais
duomenimis.

4. Parodyti, kaip taikant Kulbako-Leiblero informacijg yra tikrinamos paprastosios ir
sudétingosios polinominio skirstinio statistinés hipotezés, gautas procediiras

iliustruojant pavyzdziais su realiais duomenimis.

Informacijos teorija yra matematikos teorijos Saka, apimanti tikimybiy ir matematinés
statistikos kryptis. Pirma kartg §i teorijos Saka buvo pristatyta viename i§ R. A. FiSerio darby 1925
m. (zitr. [8] istoriografija).

Informacijos teorija buvo nuolat ple¢iama. Vieng didZiausiy indéliy j Sios matematikos
Sakos plétra jdéjo Solomonas Kulbakas, kuris 1959 m. isleido knyga ,,Information theory and
statistics “ (pakartotinas leidimas 1978 m. [9]). Si teorija glaudziai susijusi su didZiaisiais
nuokrypiais ir hipoteziy tikrinimu. H. Chernoff buvo pirmasis, kuris pritaiké didziuosius
nuokrypius hipotezéms tikrinti, kai buvo stebimi nepriklausomi ir vienodai pasiskirste stebéjimai
[3]. S. Kulbako [9] ir H. Chernoff [3] darbuose susiduriama su Neimano-Pirsono kriterijumi, kurio
vienos rusies klaidos tikimybé, kai kita fiksuota, asimptotiSkai nusakoma Kulbako-Leiblero
informacija, kai neapibréZtai didéja steb¢jimy skaicius. NemaZai mokslininky tgsé asimptotinius
paprastyjy hipoteziy tikrinimo tyrimus, kuriuose atsiranda Kulbako-Leiblero ir jo atskiro atvejo,
Cernovo, informacijos. I§ §iy mokslininky verta paminéti ukrainietj J. N. Linkova [6], [7] ir
lietuvius V. KaniSauska su L. Dronova-Platbarzde ([10], [12], [13]), kurie nemazai iSplétojo

minétus taikymus. PanasSius hipoteziy tikrinimo uzdavinius nagrinéjo Igoris Vajda, Fridrichas Liese



ir Wolfgang Stummer ([4], [5], [1], [2], [14]), kurie teiké pirmenybe iSkiliy funkcijy (kurioms
priklauso ir Kulbako-Leiblero informacija) tyrimams ir taikymams.

Siame magistro darbe daugiausia démesio ir bus skiriama Kulbako-Leiblero informacinei
teorijai: susipazinsime ir panagrinésime knygoje gautus rezultatus bei pritaikysime juos binominiam
ir polinominiam skirstiniams.

Magistro darbg sudaro: jvadas, teorija, tyrimas ir literatira. Teorin¢je dalyje trumpai
supazindinama su statistinémis hipotezémis ir detaliau apraSoma Kulbako-Leiblero informacijos
taikymo teorija. Dalyje ,,Tyrimas®“ yra parodomas Kulbako-Leiblero informacijos pritaikymas
binominiam ir polinomiam skirstiniams: nustatomi Kulbako-Leiblero polinominio skirstinio
informacijos taikymo procediiriniai zingsniai statistinéms hipotezéms tikrinti; parodoma, kaip
pritaikomi polinominiam skirstiniui skirti Kulbako-Leiblero informacijos procediriniai zingsniai
binominio skirstinio paprasty ir sudétingy statistiniy hipoteziy tikrinimui; parodoma, kaip taikant
Kulbako-Leiblero informacijg yra tikrinamos paprastosios ir sudétingosios polinominio skirstinio
statistinés hipotezés, gautas procediiras iliustruojant pavyzdziais su konkre¢iais duomenimis. Darbo

pabaigoje pateikiamos i§vados.



l. TEORINE DALIS

1. Statistinés hipotezés

1.1 Paprastosios hipotezés

Informacija pateikta remiantis [11] knyga. Hipoteziy Zyméjimai perdaryti, suderinant su [9]
knygos zyméjimais, nes jie dazniau naudojami magistriniame darbe.

Tarkime, kad turime binarinj statistinj eksperimentg € = (X, B, {P,, P;}) su imtimi X € X.
I§ anksto néra zinoma, kuris tikrasis imties X skirstinys: P, ar P;.

1 apibrézimas. Bet koks teiginys apie tikrajj imties X skirstinj P¥ vadinamas hipoteze.
Kadangi misy atveju téra dvi galimybés, tai tikriname tik dvi hipotezes:

H,:PX =P, H:PX=p,

(uzraSas PX = P reiskia teiginj: tikrasis X skirstinys P* yra P; ).

2 apibrézimas. Hipotezé, sudaryta i$ vienos galimybés (tasko), vadinama paprastaja. Tokiu
budu sprendziamas dviejy paprastyjy hipoteziy tikrinimo uzdavinys.

3 apibrézimas. Hipoteziy H, ir H; tikrinimo (nerandomizuotu) statistiniu Kriterijumi
vadiname kiekvieng statistikg & = & (X), igyjancig dvi reikSmes: 0 ir 1. Kai §(X) jgyja reikSme 0,
tada hipotezé H, priimama, o H, atmetama, o kai jgyja reikSme 1, tada hipotezé¢ H, priimama, o0 H,
atmetama.

Akivaizdu, kad taip apibréZtas statistinis kriterijus § (X) padalija galimas X reikSmes X j
dvi nesikertancias aibes X, = X /W, kur priimama hipotezé H, (atmetama H,), ir X; = W, kur
priimama hipotezé H, (atmetama H,).

4 apibreézimas. Sritis W, kurioje priimama hipotezé H; (atmetama H,), vadinama kritine
sritimi.

Kiekvienas statistinis kriterijus § = & (X) gali bati iSreikStas per W taip:

1,jeix e W,
§(X) =Ty(x) = {0 j’ei xew.

Taigi hipotezé H, atmetama, jei konkreti imties reikSmeé x € W. Tod¢l kriterinés srities W
nusakymas ekvivalentus kriterijaus & (X) apibrézimui.
Kriterijaus & (X) (kritinés srities W) geruma charakterizuoja skaiciai
Ay = a2(8) = P,(6(X) = 1) = P,(X € W) = M6(X),
a=a,(8) =P, 6(X)=0)=P,(XeW)=1-P,(XeW) =M (1-5(X)),
kur M; — vidurkis pagal P;.



5 apibrézimas. SkaiCius a, (atitinkamai «;), vadinamas Kriterijaus 6 = &(X) 2-0si0s
(atitinkamai 1-osios) rusies klaidos tikimybe, Zymi tikimybg¢ atmesti hipoteze H, (atitinkamai H,),
kai ji teisinga.

Kriterijus § = 6(X) bus tuo geresnis, kuo mazesnés jo abiejy rasiy klaidy tikimybeés.
Taciau, jei stebéjimy X apimtis fiksuota, negalima valdyti abiejy rusiy klaidy tikimybiy kartu.
Vienas i$ biidy gauti optimaly kriterijy — fiksuojant vienos riisies klaidos tikimybe minimizuoti kita.
Tuo tikslu jvedama kriterijy klasé:

Ko ={6=6X): a1(6) < a},

kur @ € (0,1) — duotas mazas skaicius, vadinamas kriterijaus 6 reikSmingumo lygmeniu.

1.2 Sudétinguyju hipoteziy tikrinimas

Formulés ir apibrézimai paimti i§ [11] knygos. Tarkime, kad turime statistinj eksperimenta
E=(X,B,Py, 6e€0), su imtimi X € X. Tegul PX — tikrasis X skirstinys. Norima patikrinti
hipotezes:

H, : P* € P, = {Py, 0 €6,},
Hy : P* € P, = {Py, 0 €6},

kuro, U 8, =0ire; n 6, = Q.

Akivaizdu, kad Sios hipotezes gali biiti uzraSomos pavidalu:

H,: 0€0,, H : 0 €06,

kur parametras 6 toks, kad P* = Py.

Tokios hipotezés, kuriose aibés O, ir ©; sudarytos daugiau negu i$ vieno elemento, yra
vadinamos sudétingosiomis.

AnalogiSkai paprastosioms hipotezéms sudétingosios hipotezés tikrinamos statistiniu
kriterijumi § = §(X) — statistika, jgyjancia reikSmes O ir 1, arba kritine sritimi .

Siuo atveju antros ir pirmos risies klaidy tikimybés apibréziamos pagal formules:

a,(0) = a,(0,W) = Pg(X e W), 0 €0,
a1(0) = a;(6,W) = Pg(X ¢ W) =1— Py(X e W), 0 €0,
Naudinga jvesti kriterijaus (kritinés srities W ), galios funkcija
Bw () = Po(X € W),0 €6,
kuri nurodo tikimybe atmesti hipotezg H,, kai tikroji parametro reikSmé 6. Dabar antros ir pirmos
rusies klaidy tikimybés uzraSomos taip:
a,(6) = Bw(6),0 €6,
a,(0) =1— By (6),0€06,.
1 apibrézimas. Skaicius a € (0, 1), kuris nusakytas formule
a,(0) < a,0€0,,



vadinamas kriterijaus reik§mingumo lygmeniu. Skai¢ius a paprastai parenkamas artimas nuliui:
0,1; 0,05; 0,025; 0,01.

2 apibrézimas. «a reikSmingumo lygmens W kritinés srities kriterijus vadinamas tolygiai
galingiausiu (tarp « reikimingumo lygmens kriterijy su kritinémis sritimis W, jei

Bw(6) = maxy By (8), 0 € 6;.

3 apibrézimas. a reikSmingumo lygmens W kritinés srities kriterijus vadinamas

nepaslinktuoju, jei
Bw(0) = Pog(XEW) = a,0€0,.

1.3 Nuliné hipotezé

Formulés ir apibréZimai paimti i§ [11] knygos.

I8 hipoteziy taikymo praktikos matyti, kad alternatyvioje hipotezéje H; yra jraSomas teiginys
apie tikrinamajj objekta, kuris nebuvo statistiSkai patikrintas, o hipotezé H, jprastai zymi tai, kas
anksciau jau buvo Zinoma. Akivaizdu, kad praktikag domina, ar nuliné hipotezé¢ yra pakankamai
patikima. Matematiskai Sis klausimas suformuluojamas taip: ar parinktam reikSmingumo lygmeniui
a hipotezé H, atmetama, ar priimama. Tuo tikslu apibréZziama kritiné sritis W, su a susieta formule:

P(X" e W|H,) = a,
kuri zymi tikimybe atmesti hipoteze H,, Kai ji teisinga. Praktikas visada turi tik imties realizacija
x™ = (xq, ..., Xx,). Jei x™ € W, tada hipotezé H, (su tikimybe «) atmetama. Jei x™ ¢ W, tada
hipotezé H, (su tikimybe 1 — &) priimama ir sakoma, kad stebéjimy duomenys nepriestarauja senai
hipotezei H,.

Dazniausiai yra suformuluojama tik (nuliné hipotezé) H,, o alternatyva H, reikia laikyti jos
prieSingybe.

Tokiuose uzdaviniuose hipotezés H, tikrinimo kritiné sritis W paprastai turi vieng i$ $iy trijy
pavidaly:

1. W={X"“"KX") >ti_q},

2. W= {X" KXY < t,},

3. W={X"KX") < t% arba, K(X™) < tl_% 1,
kur t, yra K(X™) skirstinio p eilés kvantilis. Cia K = K(X™) — tam tikra statistika, kurios skirstinys
su salyga, kad teisinga hipotezé H,, yra gerai Zinomas.

Jei tre¢iu atveju statistikos K (X™) skirstinio tankio funkcija simetriska 0y aSies atzvilgiu, tai
kritiné sritis W jgyja pavidala:

W ={X"|KX™")| > tl_% 1,

kur t,_e statistikos K (X™) skirstinio 1 — % eilés kvantilis.
2



2. Kulbako-Leiblero informaciné teorija

Siame skyriuje apibrézimai ir teiginiai paimti i§ [9] literatiiros $altinio 3-124 psl. Siame ir

tolimesniuose skyreliuose log Zyméjimas reiskia logaritma su pagrindu e.

2.1 Tikimybiniy maty absoliutus tolydumas

Skyrelio medziaga parengta naudojantis [9] literattros Saltiniu (1 skyrius, 2 poskyris).

Tarkime, kad yra tikimybiné erdvé (X, B(X),u;), i =1, 2. x € X elementy rinkinys, o visy
yra X pogrupiy og-algebra Zymima B(X), kuriy tikimybés matas yra u;, i = 1, 2. Pora (X, B(X)),
kur X yra elementy erdvé, 0 B(X) jos poaibiy o — algebra, vadinama macia erdve. Elementai X gali
buti vienmaciai ar daugiamaciai, diskretis ar tolydus.

Sakykime, kad tikimybés matai p, ir u, yra absoliuciai tolydas vienas kito atzvilgiu, zym.
Uy K g , tai yra, néra rinkinio (jvykio) E € Y , kuriam p;(E) = 0 ir u,(E) # 0, arba u;(E) # 0
iru,(E) = 0.

2.2 Radono-Nikodimo i§vestiné

Skyrelio medziaga parengta naudojantis [9] literattiros $altiniu (1 skyrius, 2 poskyris).

Tegul A yra toks tikimybés matas, kad y; < 4, u, < A,; pavyzdziui, A = (u, + u,)/2. Tada
egzistuoja funkcijos f;(x), i = 1,2, vadinamos apibendrintais tikimybés tankiais, apibréztais iki

nulinés A tikimybés, 0 < f;(x) < . i = 1,2 tokiais, kad

w(E) = j fEOAAG), (=12,

visiems E € B(X).
Simbolis [A], tariamas kaip ,,iki mato A nulinés tikimybés*, susijes su X elementais, reiskia,
kad teiginys yra teisingas, i§skyrus rinkinj E, tokj, kuriame E € B(X) ir A(E) = 0.
Funkcija f;(x) dar vadinama Radono-Nikodimo i$vestine ir raSoma
du;(x) = fi(x)A(x) arba f;(x) = dp;/dA.
Jei tikimybés matas p yra absoliuCiai nepertraukiamas A tikimybés mato atzvilgiu ir
tikimybés matas v yra absoliuciai tolydus tikimybés mato u atzvilgiu, tai tikimybés matas v taip

pat yra absoliu¢iai tolydus tikimybés A atzvilgiu, o Radono-Nikodymo isvestiné tenkina formule

&
dr~ dp aa

Jei H;, i = 1,2, tai yra hipotezé, kad X (bendram kintamajam naudojame X, o konkreciai X
reikSmei - x) yra i§ statistinés populiacijos su tikimybés matu p;, tai i§ Bayeso teoremos, arba

salygineés tikimybés teoremos iSplaukia, kad



P(Hy)fi(x)

P(H;|x) = 1],
N TN AGEICATACN
i$ kurio gaunama
J1(x) P(Hy|x) P(Hq)
Lg% = 199 b0 ~ 109 iy A

kur P(H;),i = 1,2, yra H; tikimybé, o P(H;|x) yra antriné H; tikimybé arba sglyginé H; tikimybé,
atsizvelgiant | X = x.
Anks¢iau minétos lygybés logaritmy pagrindas yra nereikSmingas, i esmés gali biiti bet
koks. Jeigu nenurodyta kitaip, naudojami natiiralts arba Naperijos logaritmai (Su pagrindu e).
Deginiojoje pusé¢je yra H, skirtumas X = x prie§ stebéjima ir po stebéjimo. Sis skirtumas,
kuris gali biti teigiamas arba neigiamas, gali buti laikomas informacija, gaunama stebint X = x, 0

f1(x)
f2(x)

tikimybés santykio logaritmas log[—=] apibréziamas kaip informacija X = x uz hipotezés

H, nauda pries H,.

2.3 Kulbako-Leiblero informacijos apibrézimas

Skyrelio medziaga parengta naudojantis [9] literattiros $altiniu (1 skyrius, 2 poskyris).

1 apibrézimas. Vidutiné informacija hipotezés H; nauda prie§ H, atzvilgiu, kai x €
B(X), duotam p,, yra

G0
f FiGlog 725 dA),

log@
w (E) Jg f2(x)

251 > 01 lul(E) = 01

1(1:2;E) =

du(x) = LB

su duq(x) = f1(x)dA(x).
Kai E yra visa erdvé X, Zymime I(1: 2), o ne I(1: 2: X). Tada vidutiné informacija tikrinant

hipotezés H,; nauda pries H, lygi:

1(1:2) = [ logBBdu) = fi®log2E5dA) = [ log kS dun (x) -

P(Hy)

log )’

1(1:2) vadinama Kulbako-Leiblero informacija.

2.4 Kulbako-Leiblero informacijos savybés
Skyrelio medziaga parengta naudojantis [9] literattiros Saltiniu (2 skyrius, 1-4 poskyriai).
1) I(1:2) yrabeveik teigiamai apibréztas; tai yra I(1: 2) = 0, su lygybe tada ir tik tada, jei

f1(x) = f(0)[4].
2) I(1:2; X,Y) = 1(1:2; X)+ 1(1:2; X|Y) =1(1:2; Y) + I(1:2; X|Y),
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cia 1(1:2; X,Y) = [ fi(x, y)logfl( y)d xdy.
3) Jei X ir Y nepriklausomiems pagal H;, i = [, 2, tai
1(1:2; X,Y) = 1(1:2; X) + I(1:2; Y).
4) Visiems A(E) > 0,

GO , ACOD® ()
f [0 log F 5 d ) = f £160 dAG) ey - 1 (B)log 2

filx) _ pa(E)
00 pz(E) 4]

5)Jei E; € B(X),i = 1,2.E;NE; =0,i # jirX =U; E;, tai

1 (Ep)
po (Ey)

su lygybe tada ir tik tada, kai

, X EE.

1(1:2) >Zu1(E)l

i) ()
£2(x) " uz(E) 4]

6) Teisingos nelygybés:
1(1:2; X|Y) = 1(1:2; X) su lygybe tada ir tik tada, kai I(1:2; X|Y) = 0;
1(1:2; X|Y) = 1(1:2;Y) su lygybe tada ir tik tada, kai 1(1: 2; X|Y) = 0;
1(1:2;X,Y) = I(1: 2; Y|X) su lygybe tada ir tik tada, kai /(1: 2; X) = 0;
I(1:2; X,Y) = I(1:2; X|Y) su lygybe tada ir tik tada, kai I(1:2;Y) = 0.
7) Teisinga nelygybé 1(1:2; X) = 1(1:2;Y),Y = T(x) su lygybe tada ir tik tada, jei
A _9:(T()
f2(x) gz(T(x))
8) Jei puy ir u, yra bet kurie du homogeniniai m matai, tai 1(1:2; X) > I(1: 2;Y), su lygybe

su lygybe tada ir tik tada, kai — ,XEE,i=12,...

[1].

tada ir tik tada, jei statistika Y = T(x) yra pakankama m atzvilgiu.
iSmatuojama funkcija g i§ Y, kad f = gT yra ta, kad f bty iSmatuojama T_l(T); Jei egzistuoja
tokia funkcija g, tai ji yra vienintelé.

10) I(1:2; T~1(G)) = 1(1: 2; G) visiems G € T tada ir tik tada, jei I(1:2;X) = I(1:2;Y);
tai yra, tik tada, jei Y = T(x) yra pakankama statistika.

1) [ (A @I0g LD dA@) = [p(3)g:(3)log L2 dy(y), su lygybe tada ir tik tada

jei Y = T'(x) yra pakankama statistika
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2.5J(1: 2) informacijos savybés
Skyrelio medziaga parengta naudojantis [9] literatiros $altiniu (2 skyrius, 5 poskyris).

2 apibrézimas. Informacinis atstumas J(1: 2) apibréziamas pagal formule:

W)= 1(1:2) + 12 1) = [, (h() =~ LE)log 2B dac).

1) Jei X irY nepriklausomi, tai
J(1:2; X,Y) = J(1:2; X) + J(1:2; Y).
2) Bet kuriems X irY
J(@1:2; X,Y) = J(1:2; X) + J(1:2; X|Y) =]J(1:2; Y) + J(1:2; X|Y).
3) J(1: 2) yrabeveik teigiamai apibréztas; tai yra J(1: 2) = 0, su lygybe tada ir tik tada, jei
fi(x) = f(x)[1].
4) Visiems A(E) > 0,

dA
f (f1(x) = f2(x)) lo gfl( )dﬂ( x) 2 f f1(x) dA(x) — f f2(x) dA(x) f A (x)’
o f fa(x) dA(x)

w (E)
o (E)

fi(x) ll1(E)
o~ m@ AL X EE.

5)Je| Ei eY,i= 1,2.EiﬂEj =0,i :/:jirX:UiEi,tai

= (1 (E) — p2(E))log

su lygybe tada ir tik tada, kai

a1 (Ey)
Hz (Ey)

J(1:2) >Zul<E> ka(E)log ™

f1(x) H1(E)
f2(0)  ua(B)

6) Teisingos nelygybés:
J(1:2; X|Y) = J(1: 2; X) su lygybe tada ir tik tada, kai J(1: 2; X|Y) = 0;
J(1:2; X|Y) = J(1:2;Y) su lygybe tada ir tik tada, kai J(1: 2; X|Y) = 0;
J(1:2;X,Y) = J(1: 2; Y|X) su lygybe tada ir tik tada, kai J(1:2; X) = 0;
J(1:2;X,Y) = J(1:2; X|Y) su lygybe tada ir tik tada, kai J(1:2;Y) = 0.

su lygybe tada ir tik tada, kai —— [Al, x €E;,i=12,...

. S .. A _ g1(T()
. > . . =
7) J(1,2;X) = J(1,2;Y), tada ir tik tada, kai galioja i lygybé: H® — 0(r@) Al.

8) Jei puy ir p, yra bet kurie du homogenisko maty m rinkinio nariai, tai J(1:2;X) >
J(1:2;Y), su lygybe tada ir tik tada, jei statistika Y = T (x) pakankama homogeninei aibei m.

9) J(1:2; T~Y(G)) = J(1:2; G) visiems G € T tada ir tik tada, jei J(1:2; X) = J(1:2;Y); tai
yra, tik tada, jei Y = T'(x) yra pakankama statistika.

10) Teisinga nelygybé

()

)
00 dy(y),

g1(x
92(x)

f PG (f,(0) = f,()log 222 dax) = f YOG O) = g:())log
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su lygybe tada ir tik tada, jei Y = T (x) yra pakankama statistika.

2.6 Geriausio tankio f*(x), atitinkancio f;(x), radimas

Skyrelio medziaga parengta naudojantis [9] literattiros Saltiniu (3 skyrius, 2 poskyris).

Kadangi 1(1:2) = 0, su lygybe tada ir tik tada, kai f;(x) = f,(x)[4], tai, akivaizdu, kad
reikia nustatyti tam tikrg papildoma apribojima f;(x), jei norima rasti ,artimiausig® tikimybinj
tankj, kuris skiriasi nuo tankio, atitinkancio tikimybinj matg pu,. Reikalaujama, kad f; (x) bity toks,
kad I(1: 2) biity maZiausia, su sglyga kad [ T(x)f;(x)dA(x) = 6, kur 8 yra konstanta, 0 Y = T (x)
— iSmatuojama statistika. Daugeliu atvejy 6 yra daugiamaciy populiacijy parametras. Jis taip pat
gali atspindéti kai kurias kitas norimas populiacijy savybes.

Pagrindinis principas yra tas, kad f,(x) yra susietas su nulinés hipotezés populiacijos
rinkiniu, o f;(x) susijes su alternatyvios hipotezés populiacijos rinkiniu. Imties reikSmés
naudojamos nustatyti ,,panaSumui® tarp imties, kaip galimo alternatyvios hipotezés populiacijos
rinkinio nario ir artimiausios nulinés hipotezés populiacijos rinkinio, jvertinant maziausiai pakitusig
informacijg I(1:2). Nuliné hipotezé bus atmesta, jei apskaiCiuotas maziausias informacijos

atstumas I(1: 2) yra reik§mingai didesnis. Reikalavimai ekvivalentiis minimizacijai dydzio

f <f1 () log 2 2 KT()f, (%) + 1f; (x)) dA(x),

f2(x)
esant pastoviems, laisvai pasirinktiems koeficientams k ir .
Pazymima g(x) = ,]: . gg, tada nagrin¢jamag dydj galima perrasSyti pavidalu
2

[ @ @109 + kTGg ) + 190 0.
Apibréziama pagalbiné funkcija
@(t) = tlogt + kTt + It t, = e ¥TCI~1-1,

Tada @(t) = @(ty) + (t — ty)' ¢ + % (t — to)?@" (t1), kur t; yra intervale tarp t ir t,.
n 1
@(to) = —to, 9" (1) = Pt 0.
1

— - _ _j— dus,
Tada [ p(9(0)d ta(x) = — f T2y () + 1 (g ) — 4011y 8]

kur h(x) yra intervale tarp g(x) ir e ¥T()-1-1,

Galima pastebéti, kad [ ¢(g(x))d pp(x) = — [ =@ =1=1qy, (x),
tada ir tik tada, kai g(x) = e ¥KTGI=L=1[},].

Taigi minimali reikSmé yra

f1() = () = fo(x)e Ty
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ir tai reiSkia, kad
[(:2)+ k6 +1= —ffz(x)e-k”x)—l-ldx(x).

Jeigu —k pakeisti j 7 ir nurodyti, kad M, (t) = [ f,(x)e "T®dA(x), M, (1) < oo, ideina, kad
minimali besiskirianti vidutiné informacija yra
[(x:2) = 6t — logM, (1),

. TS @e O _ ()M
kur 6 = fT(X)f (x)d?\(x) = f x)f>2 xMe;(T) X _ (dl\zz(i) :

visiems 7, esantiems intervalo viduje, kuriame M, (t) yra baigtiné. Toliau zymima 7 Kkaip t(0), kai
bus svarbu nurodyti, kad 7 yra 6 funkcija.

1 TEOREMA. Jei f;(x) ir duotas f,(x) yra apibendrinti dominuojanéiy tikimybés maty
rinkinio tankiai, ¥ = T(x) yra iSmatuojama statistika, tokia, kad egzistuoja 8 = [ T (x)f; (x)dA(x)

ir egzistuoja M, (1) = [ f» (x)eTT(x) dA(x) su tam tikru intervalu t; tada

d
1(1:2) = 6t — logM, (1) = I(*:2), 6= ElogMz(r),

.. . ETT(x)fz(x)
tada ir tik tada, kai f,(x) = f*(x) = = L=
2

Tokiam f*(x) galima apskai¢iuoti informacija:
J(2) = [(f * () = fo(e)log EB dato) = (6 - Ex(T()))r,
kur E3(T(x)) = [ T(x)f>(x) dA(x).
Tarkime, f;(x), fo(x), f(x) yra apibendrinti tikimybiniy maty rinkinio tankiai. Kadangi
I(1: 2) yra beveik teigiamai apibréztas — tai yra I(1: 2) = 0, su lygybe tada ir tik tada, jei f;(x) =
fo(x)[1], i8eina, kad

f(x) fa(x) B f(x)
]f(x) lngz(x) dA(x) + jf(x A0 = Jf(x) Ingl(x) di(x) =0
arba
f1(x)
[ reaengganco 2 £,00
su lygybe, tada ir tik tada, kai f;(x) = f,(x)[A].
Jei pirmoje teoremoje T'(x) = log ﬁ ; tai minimumas besiskiriancios informacijos bus
lygus

1(f:£2) = I FOOlog L dAG),

su salyga, kad 8 = [ T(x)f(x)dA(x) = [ f(x)log ﬁ ;d/'l( ).

IS Cia
minI(f: f, ) = 0t — logM, (1),
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f1(x)
My(7) = [ f,(0)e™ 2@ dA(x) = [ fi(x) f,(x) T dA(x),

[ (G "log 223 ey

ffl(x)ffz(x)l TdA(x) ,

o (c10g 175) o) AV
M,(7) B M, (7) .

Jei 6 = 0, tai egzistuoja 7, 0<7,<1, toks, kad

fi(x) ™ fo(x)' o
M, (7o) '

tai I(fo: f> ) = —logMz(To) = —log my, m; = infocr<q M3 (7),

0=J, fo()log Z5dAE) = [, fo()log 25 dAG) + f, fo(x)log 175 dAGx)

d
0 = ElogMz(r) =

fGx) =

fo(x) =

arba

() ()
1(fo:fo) = J; fologBdato) = [ fo(logBdace) = 1(fo: f1).
3 apibrézimas. Informacija I(fo:fz ) = —logMz( TO) = —log m,, m, = infy;«q1 M, (1),

kur My (1) = [ f1(x)*f>(x)*"*dA(x), vadinama Cernovo informacija.

2.7 Hipoteziy tikrinimas su Kulbako-Leiblero informacija

Skyrelio medziaga parengta naudojantis [9] literatiiros Saltiniu (5 skyrius, 1-3 poskyriai).

Kai bus nagrinéjama Kulbako-Leiblero informacija, turint n nepriklausomy steb¢jimy Q,,,
pati informacija bus zymima pavidalu (I(*:2; Q,), 0 jei apibréziami dydziai keiCiasi, tada uz 6
imamas jvertis A (x), o uz t imamas £(x) = (A (x)) taip, kad

T(x) = B(x) = = logM,(7), kai T = 2(x) = 7(8(x)),
1(x:2; Q) = 0(x)T(8(x)) — logM,(t(B(x))) .

1(*: 2; Q,,) taikymo taisyklé:

Kuo didesné I(*:2; Q,) reik§mé, tuo maziau ,,pana§umo tarp imties su stebéjimais Q,, ir
populiacijos su tankiu f,(x). Kadangi f,(x) atitinka hipoteze H, (nulin¢ hipotezg), tai kuo didesné
1(*: 2; Q,,) reik8mé, tai tuo labiau hipotezé H, skiriasi nuo H,.

Statistika [(*: H) = ming, . I(*:2;0Q,) vad. minimalia hipoteziy atskyrimo informacija
tikrinant nuling hipotezg H, pries hipoteze H,, atmetant H, tuo atveju, jei

P(I(x:Hy) —I(»:H) >c|Hy) <«
su tam parinkta konstanta c.
[(*:Hy) — I(x: Hy) > ¢ nurodo kritine sritj — sritj atmesti H,, kai ji teisinga (imtis priklauso

populiacijai H,).
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[(»: H) vadinsis minimaliosios atskiriamosios informacijos statistika ir ji bus naudojama
nulinei hipotezei H, prie$ alternatyvig hipoteze H, tikrinti, atmetant H, tuo atveju, jei {I(*: H,) —
I(*: H)) = c|H,} < a. Atitinkamai parinkus konstantg c, prie kurios dydis [(x: H,) turi virsyti
I(*: Hy), tam, kad hipotezé H, biity atmesta, galima reguliuoti | rigies klaidos tikimybés dydj, t.y.
atmetimo H, tikimybe, kai imtis yra i§ H, populiacijos. Pastebima, kad §i procediira garantuoja
gauti kriterijy su reikiamomis savybémis, kai kalbama apie Il rasies klaidos tikimybe, t.y. tikimybe
priimti nuling hipoteze H,, kai imtis yra i§ H; populiacijos.

Prie§ nagrinéjant minimaliosios atskiriamosios informacijos statistika, gali biiti naudinga
iliustruoti tg procedirg. Toliau pateiktuose pavyzdziuose nepaisyta tikimybiy ir atsizvelgta tik j
[(*:Hy) — I(*: Hy) = ¢ iSraiska, tai yra, kriting sritj arba imties reik§mes, kurios pagrindu
atmetama nuliné hipotezé.

Pavyzdys. Tarkime, kad yra stebéjimas x, kuris i§ tikryjy gali bati n nepriklausomy
stebéjimy pavyzdys, ir, norint patikrinti paprastaja nuling hipoteze H,, stebéjimas atlickamas i§
populiacijos, kurios tankis f,(x) lyginamas su paprastaja alternatyvia hipoteze H;. Steb¢jimas

atlickamas 1§ populiacijos, kurios tankis f;(x). Turint statistika T(x) = log (?EB), pagal
2

f1(x)

e )) Apibrézdami N, (7,) ir Ny (), mes gauname

vertinimo procediira yra 8 = log (

[(+: Hy) = #1022 — log M (£2), M>(®) = [ (A (f(0) ™ dAGx),

T i)
fi (x) f(fl(x)) (fz(x)) f (x )d/l( x), Nz(fz)
RO T Ihem(hw) Caw M)
Analogiskai iSeina

[(x:Hy) = #1108 2808 —log My (22), My (@) = [(AGN ™ (f,(0) ™ dAC0),

log

f@)fmmWWmm f8M® _Ni(E)

fog fz (x) [N () dAx) A

. Np(Z) _ Nq.(%1) _ f1(x) o
Kadangi MGy = MGy log (_fz(x)> , iSeina, kad

T, =11 + 1, My(%,) = My(Ty).

Atitinkamai
f1(x) f1(x) f1(x)
[(x:Hy) — [(x:Hy) = £,lo logM, (T —Dlo + logM; (T lo
( 2) ( 1) 2 gf() g 2( 2) ( ) gfz(x) g 1( 1) gfz()
su kritine sritimi Z 12 ; > c. Tai yra galingiausia kritiné sritis, kaip rodo pagrindiné¢ Neimano-Pirsono
2

lema. Su tokia kritine sritimi apibréztas kriterijus vadinamas Neimano-Pirsono kriterijumi.
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2.8 Polinominis skirstinys

2.8.1 ¢ kategoriju ar Kklasiy diskretaus skirstinio hipotezés

Skyrelio medziaga parengta naudojantis [8] literattiros Saltiniu.

4 apibrézimas. Yra tokia nepriklausomy bandymy sekg, kad kiekviename bandyme gali
jvykti nesutaikomi jvykiai 44, 4,, ... , A.. Ivykio A; tikimybé kiekviename bandyme yra lygi p; > 0
(p1 +p2 + -+ p.=1) ir nepriklauso nuo kity bandymy rezultaty. Per m bandymy jvykusiy
jvykiy A; skai¢ius zZymimas X;, i = 1,2,...,c. Toks atsitiktinio vektoriaus X = (X3, ..., X._1)

tikimybinis skirstinys vadinamas polinominiu ir yra zymimas X~P(m, p4, ..., D¢)-

!
P(Xy =my, Xy =My, o, Xeqg = Meyq) = =

m1!...mC!p1mC P
kurm=>m; =0irm; +--+m, =m.
Yra dviejy paprastyjy Statistiniy hipoteziy H, ir H,, atitinkanciy c kategorijy ar klasiy,
diskretts skirstiniai:
Hi: pis, Pizs ) Pies Pia ¥ Piz + -+ Dic = 1,1 = 1, 2.

Dabar Kulbako-Leiblero informacija apskai¢iuojama formulémis:

1(1:2) = pyylog P2 4+ pyylog 22 4 vk py,
P21 P22
P11 P12 1c

Ir atitinkamai

p p p
J(1,2) =1(1:2) + 1(2:1) = (p11 — P21) logp_ll + (P12 — P22) logpﬁ + -+ (P1c — P2c) logi.

21 22 2¢
Zinoma, kad 1(1:2) > 0, I(2:1) =0, J(1,2) = 0, kai lygybé tenkinama kiekvienu atveju,
tik tada, jel py; = po;, tai yra, hipotezés reiskia tg pacig populiacija.

Atitinkamai N atsitiktiniy im¢iy Oy nepriklausomy stebéjimy atveju:

Cc
= b2i
=1
c
12:1,00) = NIQ: D) = N ) pyylogC,
= P1i

J(1:2;04) = NJ(1:2) = N ;(Pu ) log(%)-

2i

2.8.2 Jungtinis skirstinys p*(x)

Skyrelio medziaga parengta naudojantis [9] literaturos Saltiniu (6 skyrius, 3 poskyris).
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Yra N nariy polinominis skirstinys su ¢ kategorijomis ar klasémis:
N!
p(x) = p(xy, Xz, -+, %) = mp1x1p2xz i
kurp; >0, i=12,-,py++p. =1, x; +x, ++-+x.=N.
Tarkime, kad p*(x) yra bet koks ¢ kategorijy polinominis skirstinys jungtinis polinominiam
skirstiniui su ¢ kategorijomis p(x), atitinkantj 1 teorema. Taip siekiama iSvengti nenumatyty atvejy
p'(x) #0irp(x) =0.

1 lema. c kategorijy polinominj skirstinj p(x), t.y.

N!

xq!xe!

p(X) = p(x1'x2' "',Xc) = plxlpzxzr ""pcxc )

atitinka jungtinis skirstinys p*(x) toks, kad

p*(x)
p(x)

E*(x;) = 6;ir 2x1+~-~+xC—Np*(x) log

yra minimalus, t. y.

*( ) = 911x1+“'+10xcp(x) = Nt *\ X1 *\ X
P (pre® + -+ peet)N  x,! - x,! ((p1) (pc)*e,
* pie’i . ) )
kur p*(x) = (pretitipete)’ 1,2,-,c,, yrasu tikru T parametru, 0 ; = (a_ﬁ)log(plerl T

pcet)N.

2.8.3 Vienos imties atvejis

Skyrelio medziaga parengta naudojantis [9] literatiros $altiniu (6 skyrius, 4.4 poskyris).

Tarkime, kad yra atsitiktiné imtis: xq, x5, -+, x;,x; + X, + -+ 4+ x. = N, su ¢ kategorijy
polinominiu skirstiniu ir norima patikrinti nuling hipoteze H,, kad imtis yra i$ populiacijos, kuriai

Hy:(p) = (1,02, P)y P1+ P2+ +pc = 1,

ir palyginti su alternatyvia hipoteze H;, kad imtis yra i§ bet kuris galimas ¢ Kategorijy polinominis
skirstinys.

Uz jungtinj skirstinj, atitinkantj 1 teoremg, galima imti tokj, kuriam parametrai — geriausi
nepaslinkti parametro jverciai 91' = Np;" = x;,i = 1,2,-++, ¢, kuriuos atitinka

T = long—;i, i=12,--,c.
Jungtiné Kulbako-Leiblero informacija Siuo atveju yra:

~ xl xc
I(* ;2; ON) = X1 logﬁ‘i‘ R XCW,
1 c

ir atitinkama

- X1 Xq Xc Xc
2;00) = N|(2=py)log—=+ -+ (33 = p, )1 .
JC.2; 0n) [(N p1)log Np, T (§ —Pe)tog Npc]

Galima jsitikinti, kad
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L )2
21(x 2 0n) ~ Tiz, CP = 4, )

(x;=Npp? 1 (x;—Np;)?
e 200 = 2y, G0 Ly M) 1z 2y

I5 (1) formulés matyti, kad jei nuliné hipotezé H, teisinga, tai 2/(* ,2; Oy) turi asimptotikai

x2(c-1) skirstinj, kas sutampa su klasikiniu y? kriterijaus taikymu statistinéms hipotezéms.

2.8.4 ,,Vienpusés“ polinominés hipotezés
Skyrelio medziaga parengta naudojantis [9] literattiros Saltiniu (6 skyrius, 4.5 poskyris).
1) Tarkime, kad yra atsitiktiné N nepriklausomy stebéjimy imtis xq, Xy, =+, Xs, X1 + X5 +

-+ x. = N ir tikrinamos c kategorijy polinominio skirstinio statistinés hipotezés:
1
Hiipr>= pitpet+p=1

1
H2:P1:P2:”‘:Pc:;’

Hipotezéms tikrinti sudaromos statistikas — Kulbako-Leiblero informacijos:

Cc

R CX; N
I(Hy:H,; Qy) = le log— N Jkai xq > —

i=1

(c—1D)x; N

c
f(Hll H,; QN) = zz Xi logrxl kai x1 < ?
l:

Hipoteziy kritiné sritis apibréziama taip:
W = {2[(Hy: Hy; Qn) > Xi-2a(c — 1},
Jei parenkama p; = %, i =1,2-,c kur laisvés laipsniai yra asimptotiniy y?2-skirstiniy
laisvés laipsniai nulinei hipotezei H,.

1 lentele. Polinominio skirstinio Kulbako-Leiblero informacijy skirstiniai

Komponentas Informacija | Laisvés laipsnis
2 — c|x, kategorijoje (c—Dx, (c—Dx, c—2
2(x, 1  log——<
(xzlog—7——+ -+ xclog N_xl)
1— (2 + -+ ) kategorijoje CXq c(N —x,) 1
2(x;log—+ (N — x;) log—————
(xy log -+ (N = x1) log re-—75)
T} cXx CX —
21(*:2;Qp) 2(x, log—N1 + -+ x. log—NC) c-1

2) Tarkime, kad yra atsitiktiné N nepriklausomy steb¢jimy imtis xq, X3, -, X., X1 + x5 +
-+ x. = N ir tikrinamos c kategorijy polinominio skirstinio statistinés hipotez¢s:

1 1-p
Hi:p,=p>- P2=P3 = =pc=

Hypy=p,=-=p.=
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Hipotezéms tikrinti sudaroma statistika — Kulbako-Leiblero informacija:

FCHY: Hy; Qn) = i

Jei nuliné hipoteze H, teisinga, tai 2/(H;: Hj; Qy) turi asimptotiskai y?(1) skirstinj. D¢l
dviejy salygy i§ x2(1) lenteliy o reik§mingumo lygmens reik§miy reikia imti atitinkandius 2a
reikSmingumo lygmenis.

3) Tarkime, kad yra atsitiktiné N nepriklausomy stebéjimy imtis Xy, Xy, =, Xz, X1 + Xp +
-+ x. = N ir tikrinamos c kategorijy polinominio skirstinio statistinés hipotezés:

Hi': D102, PeP1 + P2+ +pe = 1,
_1-p
c—1

nenurodo p vertés.

Hypi=p, pz=-=p

Nuliné hipotezé H,  paprastai lisbandomas x; komponentas,
priklausantis nuo 2 iki c kategorijy, atsizvelgiant j tai, kad jis asimptotiskai pasiskirsto kaip y2 su (c

— 2) laisvés laipsniais pagal nuling hipoteze H,. Hipotezéms tikrinti naudojama 2 lentelé.

2 lentel¢. Polinominio skirstinio Kulbako-Leiblero informacijy skirstiniai

Komponentas Informacija Laisvés laipsnis
2 — c|x, kategorijoje 2(x, log (cN —_1)):2 otz log (jv —_1)):C) c—2
1— (2 + --- + ¢) kategorijoje 206, log;\;—; (N = x)log cl\gl(\ll—_a;l))) 1
21(+:2; Qw) Z(xllog;\;—;+x2 log—gvc(zi);ci + - c-1
+ x.log —S(I i);c)c)
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Il.  TYRIMAS. KULBAKO-LEIBLERO INFORMACINES
TEORIJOS TAIKYMAI BINOMINIAM SKIRSTINIUI

1. Pagalbiniai rezultatai

1.1 Binominis skirstinys
Apibrézimas. Sakoma, kad atsitiktinis dydis X turi binomin;j skirstinj, jei jgyja reik§mes 0,
1,2, ..., nsutikimybémis P(X = k) = Ckpkq™ %, g=1-p, k=0, 1, ..., n.
Pastebima, kad binominio skirstinio atsitiktinis dydis X gali buti uzrasytas pavidalu:
X=Y, 4V ++Y,
kur Y; yra nepriklausomi Bernulio dydziai:

Yi = pkql_k' q:].-p, kzo’ 1.

1.2 Binominio skirstinio absoliutus mato tolydumas

Poskyrio medziaga parengta naudojantis [11] knyga (II skyrius, 1 paragrafas).

Sakoma, kad atsitiktinis dydis X yra diskretus ir jgyja reikSmes x4, X5, ..., X, su tikimybémis

f(x)=PX=x;),i=12,..,n

Tada y = {xq,x5,...,x, }, B(x) — visy y poaibiy sistema. Maciojoje erdvéje (x,B( x))

apibréziamas dar vienas matas A:
AX =x) =Ax;) =1,x;€ x.
Tada Rodono-Nikodimo isvestiné (diskretus tankis) bus
) = fa), xex.

Analogiskai apibréziamas binominio skirstinio diskrety tankj vienetinio diskretaus mato A

atzvilgiu:

f(x) = CFp*q* %, g=1-p, x€{ 0, 1, ..., n}.

1.3 Binominio skirstinio jungtinis tankis

Tarkime, kad yra binominis skirstinys su diskre¢iu tankiu f,(x) = Cip*q™*, kain > 1 ir
T(x) = x. Randamas jo jungtinis skirstinys. Pirmiausia randamas M, (t), kuris pagal apibrézimg
apskaicCiuojamas formule:

M, (1) = [ f,(x)e™" P dA(x).
Kadangi skirstinys diskretus, tai
M, (D) = Zioo £ (0™ =T (0™ = Th, Cip*q"*e™ = (pe + Q)"
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etT(X)fZ(X) _ Cﬁpan_xetx
M, (D) (pet+q)"

f*(x) = = Ca(P)* (@)™,

1.4 Binominio skirstinio Kulbako-Leiblero informacija
Tarkime, kad yra du tikimybiniai matai P;, atitinkantys binominio skirstinio tankius
fi(x) = CXp*q" 7%, 1=1, 2, x€{0,1, ..., n}.

Pagal Kulbako-Leiblero informacijos apibrézimag

f1(x)
f2(x)

Cap g™

n
dA(x) =Zcx xg."%]p _
L nP1" 1 ngfpzxqzn X

1(1:2) = f fi(x)log

n n
= Z Crxpy g log 2 + Z CE(n — X)p g log 1L
| %} g p)

x=1

P1 q1 P1 q1
=np,log — +ng,lo —=n< log — +g4lo —>
p1log - g1 108 T p1log - q1108 ra

Ta rezultata galima buvo gauti ir kitu biidu. Kadangi binominis atsitiktinis dydis uzsiraso
pavidalu X =Y, +Y, + .-+ Y, kur Y; yra nepriklausomi Bernulio dydziai, tai pagal Kulbako-
Leiblero informacijos savybes teisinga formulé:

1(1:2) = nly(1:2),

kur I,(1:2) Bernulio atsitiktinio dydzio Kulbako-Leiblero informacija apskai¢iuojama
formule:

I,(1:2) = p,log % + g, log %.

Vadinasi, binominio skirstinio Kulbako-Leiblero informacija apskai¢iuojama formule

1(1:2) = n(pllog i} + q4 log ﬂ)
b2 a:

1.5 Binominio skirstinio Cernovo informacija
Tarkime, kad yra du tikimybiniai matai P;, atitinkantys binominio skirstinio tankius f;(x) =

Cipi*q;"*,i=1,2, x€e{0,1,...,n}. Cernovo informacija nusakoma formulémis:
I(foifz) = —ZOQMZ(TO) = —log my, m; = infoc;<q Mo (7),

kur Mz(2) = [ fi ()" f2(x)' 7 dA(x).

Atliekami veiksmai:
My (7) = [ i) () T dA(x) = X1 (Cipi* )T (Cip ") " =

x=1Cn (P12 ¥ (a1"az ) = (' T+ qfaa O™
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I(fo:f2) = —n inf log(p:"p2™" +q17qz™).
Pastebima, kad tg formul¢ galima buvo gauti naudojant Bernulio dydzius ir formule:
I(foifz ) = nly(fo: f2),
kur I,(1: 2) Bernulio atsitiktinio dydZio Cernovo informacija apskai¢iuojama formule:

Io(fo: f2) = — infocres log(p 37" + :7q277) .
Vadinasi, binominio skirstinio Cernovo informacija apskai¢iuojama formule:

I(fo:f2) = —n inf log(p:"p2™" + q17qz™).
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2. Binominio skirstinio statistinés hipotezés

2.1 Paprastyjy hipoteziy tikrinimas panaudojant {I(x:H,) —i(*:H;) > c}
Tikrinamos binominio skirstinio paprastosios hipotezés Hi:p =p,;, q = qq; Hy:p =

P2, 4 = q2.

Tikrinant dvi paprastasias hipotezes H; ir H, gali biiti naudojama formulé

P(I(x:Hy) —I(*»:H)) =>c|H) <«

su tam parinkta konstanta c. T.y., [(x: Hy) — [(*: H;) = ¢ nurodo kriting sritj — sritj atmesti H, kai
ji teisinga (imtis priklauso populiacijai H,).

Procediira panaudojama su binominiu skirstiniu, kai f(x) = Cip*q™™*.

Tikriname hipotezes Hy:p = p,,q9 = q1; Hy:p = 15,9 = q5.

Uz parametrg 6 = np™ jvertiname per np, kur np =y,§ =1—p, y = T(x) — skaiius
,,sekmiy“ imtyje Qp, t. y. p = % D¢l Binominio skirstinio Kulbako-Leiblero informacijos pavidalo

turima:
[(*:H)) = n(ﬁ log P + q log i),
P1 41

f(*:H2)=n<ﬁlogp£ + @ log q>.
2

a2
Pagal taisyklg hipotezé H, atmetama, jei
{I(*:Hy) — [(x:Hy) = c}, t.y., jei
p q p q
n|{plog — +qglo —)—n(“lo — +qglo —) > c,
(p gpz 1 gCIZ P gpl 1 g‘h

arba suprastinus, kai plog 2% > ¢.

P21
I$ ¢ia, kai p; > p,, H, atmetama kai p > c.
Jei p; < p,, H, atmetama kai p < c.

I8 tikimybiy teorijos zinoma ([8], [15]), kad atsitiktinis dydis p = 2 kai n yra pakankamai

n
didelis (n > 50) ir esant patenkintoms salygoms: np > 5, ng >5, gerai aproksimuojamas
normaliuoju skirstiniu N(p, +/p(1 — p)/n). I8 ¢ia seka, kad esant teisingai hipotezei H,, statistika
7=—L"P2 N 1).

VD2(1—p2)/n

Vadinasi, esant uzduotam reik§mingumo lygmeniui a, H, atmetamo (kritiné sritis W), kai

pP1 > P2, Yra

W={ Zimties > U1-q }
kur u;_, —N(0,1) skirstinio 1- a kvantilis. T. y.,
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D — D2

> Uy
VP2(1—p2)/n “

IS ¢ia
D— D2 > U qP2(1 —p2)/n irp >c, Kaic = py +uy_gq/p2(1—p2)/n.
Jei p; < p,, esant uzduotam reikSmingumo lygmeniui @, H, atmetamo (kritiné sritis W),
yra
W={ Zimties < Ua },
kur u, —N(0,1) skirstinio a kvantilis. T. y.,

PP
Vp2(-p)/n
IS ¢ia
D — D2 <UgyP2(1 —p2)/n irp <c, kaic=py +ugyp(1—p2)/n
Pavyzdziai.
1. n=100,y= 60, H,(Hy): p= 0,5, Hy:p=0,7. a= 0,05.
Sprendimas.

Pagal salyga p; = 0,7, p, = 0,5. T.y., p; > p,, vadinasi, H, hipotezé atmetama, Kali

p>c,Clac=p;+u_g/p2(1—p2)/n.

_ A 60
Misy atveju p = % = o0

c= 0,5+ 1,645 fO'S 105/, 00 = 0,5 + 1,645 - 0,05 = 0,58225.

Gauta p = 0,6 >c= 0,58225. Vadinasi, H, hipotezé atmetama. Duomenys neprieStarauja

= 0,6, Ui_q = ul_olos = u0,95 = 1,645,

hipotezés H,: p= 0,7 teisingumui.
2. n= 100, y= 75, Hy(Hy): p= 0,7, Hy:p=0,8. a=0,1.
Sprendimas.
Pagal sglyga p; = 0,8, p, = 0,7 T.y., p; > p,, vadinasi, H, hipotezé atmetama, Kai

P >c,Ciac=p;+u_gp2(1—p2)/n.

& - N 70
Siuo a.tve_lu P = % = E = 0,7, Ui_q = u1_0’1 = uo’go = 1,282,

c=0,7 + 1,282 f0'7 103/, 00 = 07 + 1,282 0,0458 = 0,7587.

Gauta p = 0,7 < c= 0,7587. Vadinasi, H,(Hy): p= 0,7 hipotezé priimama ir duomenys
priestarauja hipotezés H,: p= 0,8 teisingumui.
3. n= 64, y= 30, H,(H,): p= 0,6, H,:p=0,5. a= 0,01.
Sprendimas.

Pagal salyga p; = 0,5, p, = 0,6. T.y., p; < p,, vadinasi H, hipotezé atmetama, kai

25



p<c,Ciac=p;+us/p2(1— p2)/n.

Siuo atveju p = 2 =2 = 0,46875, u, = U0 = —Uy_01 = —2,326,

c= 0,6 — 2,326 f0'6 104/, =0,6-23260,06124 = 0,45756.

Gavome p =0,46875>c= 0,45756. Vadinasi, H, hipotezé priimama. Duomenys
nepriestarauja hipotezés H,: p= 0,6 teisingumuli.
4. n= 64,y= 16, H,(Hy): p= 0,3, Hy:p=0,2. a= 0,05.
Sprendimas.
Pagal saglyga p; = 0,2, p, = 0,3. T.y., p; < p,, vadinasi H, hipotezé atmetama, kali

P <c,liac=py+ug/p,(1—py)/n.

Siuo atve_lu p’\ = % = g = 0,25, Uy = u0’05 = —u1_0'05 = _1,64‘5,

c=0,3— 1,645 /0'3 107/ 4 =03~ 1,645-0,05728 = 0,20577.

Gauta p=0,25>c= 0,20577. Vadinasi, H, hipotez¢é priimama. Duomenys

nepriestarauja hipotezés H,: p= 0,3 teisingumui.

2.2 Sudétingosios binominés hipotezés

Tarkime, kad yra binominés populiacijos imtis, kai atliekama n nepriklausomy bandymy
Bernulio schemoje, kur ,,pasisekimy‘ skaicius yra x, o ,,nes¢kmiy* skai¢ius n — X.

1 atv. Tikrinamos dvi hipotezés: H;: p; > p, H,: p= p. Jos tikrinamos taikant anks¢iau
18déstyta Kulbako-Leiblero informacing teorija.

Nuling hipotez¢ H, atitinka binominio skirstinio diskretus tankis su parametru p:

fo(x) = Cip*q™*, kain > 1, g=1-p.
Kaip jau buvo rasta, hipotezei H; priklauso jungtinis binominis skirstinys

T

pe * __ q
perrq’

fr(x) = CX(p")*(g*)™*, su parametrais p* =

"~ pet+q’

kai T(x) = x,0 M,(t) = (pe* +q)™

Pagal hipoteze¢ : H;: p; > p, 0 p, atitinka p*, tai turime p* > p arba perq > p kas

pet+
jmanoma tik tuo atveju, kai T > 0.

Kai nagriné¢jama Kulbako-Leiblero informacija, turint n nepriklausomy steb¢jimy Q,,, pati
informacija Zymima pavidalu (I (*: 2), o jai apibréZiami dydziai keiciasi taip:
uZ 6 imamas jvertis (x), o uz T imamas (x) = t(0(x)),

T(x) = 8(x) = —logM,(7), kai T = #(x) = 7(8(x)).
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1(x:2; Q) = 0(x)Tt(8(x)) — logM,(t(B(x))) .
Siuo atveju uZ jungtinio skirstinio parametra # imamas geriausias nepaslinktas p* jvertis
pr = % ty. = np* = x. Tada, kadangi T(x) = x ir M,(t) = (pe® + q)", tai

Ak

I(p*:p) = np*log %+ ng" log

T rlog X4 (n—-xn1
—=xlog —+(n—x)lo .
q gnP s nq
IS kitos pusés

1(*:2; Q) = 8(x)1(0(x)) — logM, (r(@(x))) = tx —nlog(pe* + q) = ¥x + nlog o

nq
Kadangi 1(p*:p) = I(*:2; Q,,). Tai

log — + log —— =%x + nlog ——
xognp (n—x)log g =1x + nlog —

‘s A xq qap”
I§c¢iat = log S log

Kai x = np, T = 0. Kai x > pn, %zﬁ*>p.l§éia—f)*<—p,iréia1—f>*<1—p,t.y.

qp”
pg*

q* < q. Vadinasi, kai x > pn tai T =1log——=>0 ir yra priimtinas. Jei x < np, T<0 ir yra

nepriimtinas. Taigi pagal statistinius duomenis
n—x

X
XlogE+(n—x)log ,X > np

T(Hl: HZ; On) = nq

0,x < np.

Jeigu H, nuliné hipotezé galioja, tai 21(H;:H,;0,) asimptotiskai y?- pasiskirsto vienu
laisvés laipsniu. Reik§més y? reik§meé, atitinkanti reikSmingumo lygj o, turéty biiti paimta i§ jprasty
x? lygio 2a lenteliy, nes neatsizvelgiama j verte x < mp, kurioms {(H;:H,;0,) turi ta pacia
reikSme, kaip ir kai kurioms X > np reikSmeéms.

Vadinasi, hipoteziy tikrinimo kritiné sritis, t. y. H, atmetimo sritis, nusakoma formule

W={ 21(H;:H,; 0,) > x? ,,(1) } x?_,,(1) — yra Chi-kvadrat su vienu laisvés laipsniu
1-2a reik§mingumo lygmens kvantilis.

Pavyzdziai.
1. n= 100, x= 60, H,: p= 0,5, Hy:p> 0,5. a= 0,05.
Sprendimas.

Pagal salyga, x= 60 > np = 100- 0,5 = 50. Tai

100-60
50

I(H;:H,;0,) = xlog;(—p + (n — X)lognn—;X =60 - log% + (100 — 60)log =2,01355.

Xi-2a(1) = X12—2x0,05(1) = Xg,9(1) =2,71.

Kadangi 2[(H;:H,;0,) = 4,0271 > y?_,,(1) = 2,71, tai duomenys nepriestarauja
hipotezés Hy: p> 0,5 teisingumui.

2. n= 100, x= 10, H,: p= 0,1, H;:p>0,1. a=0,1.
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Sprendimas.

Pagal salyga, x= 10 < np = 100- 0,1 = 10. Tai
I(H;:H,;0,) = 0.
Xi-2a(1) = Xi-2201 (1) = x55(1) = 1,64.

Kadangi 21(H;:H,;0,) =0 < y?_,,(1) = 1,64, tai duomenys nepriestarauja hipotezés
H,: p= 0,1 teisingumui.

3. n= 100, x= 10, H,: p= 0,05, H;:p> 0,05. a= 0,001;0,1; 0,05

Sprendimas.

Pagal sglyga, x= 10 > np = 100- 0,05 = 5. Tai

100-10
95

I(H;:H,;0,) = xlog:—p +(n— x)lognn—;X =10- log% + (100 — 10)log =2,06542.

Xi-2a(1) = X12—2x0,001(1) = )((%398(1) = 10,8.

Kadangi 21(H;:H,;0,) = 4,13084 < y?_,,(1) = 10,8, tai duomenys nepriestarauja
hipotezés H,: p= 0,05 teisingumui.

Kai a= 0,1 x{_2(1) = ¥{-2x01(1) = x§s(1) = 1,64.

Tada 2/ (H;: Hy; 0,) = 4,13084 > y?_,,(1) = 1,64, tai duomenys nepriestarauja hipotezés
Hy: p> 0,05 teisingumui.

Kai a= 0,05 x{_54(1) = X{-2x0,05(1) = x§o(1) = 2,71.

Tada 2[(H,:Hy; 0,) = 4,13084 > x?_,,(1) = 2,71, tai duomenys nepriestarauja
hipotezés Hy: p> 0,05 teisingumui.

4. n= 100, x= 60, H,: p= 0,5, H;: p> 0,5. a= 0,05.

Sprendimas.

Pagal salyga, x= 60 > np = 100- 0,5 = 50.

Tai [(H;: H,; 0,) = x log;—p +(n- x)lognn—_qx =60 - log% + (100 —

100-60

60)log — =2,01355.

Xi-2a(1) = X12—2x0,05(1) = Xg,9(1) =2,71.

Kadangi 21(H;:H,;0,) = 4,0271 > y?_,,(1) = 2,71, tai duomenys nepriestarauja
hipotezés Hy: p> 0,5 teisingumui.

Pastaba. Kadangi uzdavinio salygoje yra binominio skirstinio parametras p= 0,5, tai
galima buvo taikyti skyrelio ,,Vienpusés® polinominés hipotezés formulés, kurios sutampa su ¢ia
pateiktomis imant c=2.

2 atv. Tikrinamos dvi hipotezés apie binominio skirstinio parametrg p: H;: p; > po, Hy:

P< po-
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Analogiskai ankstesniajam tyrimui nuling hipoteze H, atitinka binominio skirstinio

diskretus tankis su parametru p: f,(x) = CXp*q™*, kain > 1, g = 1 — p. Hipotezei H, priklauso
pe® . _ 4
peT+q’ q

jungtinis binominis skirstinys f*(x) = €y (p*)*(g*)™* su parametrais p* = = etid

kai T(x) =x, 0 M,(t) = (pe® + q)™. Uz jungtinio skirstinio parametrg 8 imamas geriausias

nepaslinktas p* jvertis p* = % ty. 0 = np* =x Tada

- p* q” n—x
[(p*:p) = np*log %+ ng" log %

X

x log - (n —x)log s
Tiesiogiai tiriant galima jsitikinti, kad galiojant hipotezei H,

iNfpep, [(0*: ) = infpep, (x log :—p + (n—x) log nn—:c) = xlog nipo + (n—x)log :ll_;:‘,

kai x > np,. Vadinasi, pagal statistinius duomenis

X
log — —x)! X >
x log np0+ (n—x)log X > npg

i(Hl:HZ;On) = ngo

0,x < np,.
Kai teisinga hipotezé¢ H,, asimptotiskai
P{Zf(H1:Hzi On) > Xi-24(1) } = a.
Vadinasi, hipoteziy tikrinimo kritiné sritis, t. y. H, atmetimo sritis, nusakoma formule
W={2f(H1: Hz; 0) > xf_2e(D) },
kur y2_,,(1) — yra Chi-kvadrat su vienu laisvés laipsniu 1-2a reiksmingumo lygmens kvantilis.

Pavyzdziai.
1. n=100,x=55,H,:p< 0,5, H;:p>0,5. a= 0,05, py=0,5.

Sprendimas.

Pagal salyga, x= 55 > np, = 100 - 0,5 = 50. Tai

100-55
50

[(Hy:Hy;0,) = x lognipo +(n— x)log:;—;:c = SSZogg + (100 — 55)log

Xi-2a(1) = X1—2x005(1) = x§o(1) = 2,71.
Kadangi 21(H;:H,;0,) = 1,0017 < y?_,,(1) = 2,71, tai duomenys nepriestarauja

= 0,5008.

hipotezés H,: p< 0,5 teisingumui.
2. n=100,x= 65, H,: p< 0,5, H;:p>0,5. a=0,1, py =0,5.
Sprendimas.

Pagal salyga, x= 65 > np, = 100- 0,5 = 50. Tali

100-65
50

[(H:H,;0,) = x lognip0 + (- x)logi—;: =65" log% + (100 — 65)log = 4,5701.

Kai o= 0,1 x7_24(1) = ¥{-2x01(1) = x§s(1) = 1,64.
Kadangi 2[(H,:H,; 0,) = 9,1402 > x?_,,(1) = 1,64, tai duomenys nepriestarauja
hipotezés Hy: p> 0,5 teisingumui.
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3 atv. Tikrinamos dvi hipotezés apie binominio skirstinio parametra p: Hi: p; < po, Hy:

P= po.
Analogiskai gaunama
n—x

x
x log n—po+(n—x)log ,X < npg

i(H1:H2F 0,) = ngo

0,x = npy.
Kai teisinga hipotezé H,, asimptotiskai
P{Zi(H1: Hz; O0n) > Xi-24(1) } s
Vadinasi, hipoteziy tikrinimo kritiné sritis, t. y. H, atmetimo sritis, nusakoma formule
W={ 2{(H;:H,; 0,) > x?_,,(1) }. x?_,,(1) — yra Chi-kvadrat su vienu laisvés laipsniu
1-2a reik§mingumo lygmens kvantilis.
Pavyzdziai.
1. n= 100, x= 45, H,: p= 0,5, H;:p<0,5. a= 0,05, p, = 0,5.
Sprendimas.
Pagal sglyga, Xx= 45 < np, = 100+ 0,5 = 50. Tai

100—45
50

[(Hy:H,;0,) = x ZOgnipo +(n— x)log’;—;:‘ = 4slog% + (100 — 45)log = 9,5310.

Xi-2a(1) = X12—2x0,05(1) = Xg,9(1) =2,71.

Kadangi 2[(H,:H,;0,) = 19,062 > y2_,,(1) = 2,71, tai duomenys nepriestarauja
hipotezés H;: p< 0,5 teisingumui.

2. n= 100, x= 35, H,: p= 0,4, H;:p<0,4. a= 0,1, p, = 0,4.

Sprendimas.

Pagal sglyga, x= 35 < np, = 100 - 0,4 = 40. Tali

100-35

— = 12,3801.
60

[(H:H,;0,) = x lognip0 +(n-— x)log?l—;: = 35logz—z + (100 — 35)log

Kai a= 0,1 x{_24(1) = ¥{-2x01(1) = x§s(1) = 1,64.

Kadangi 2[(H;:H,;0,) = 24,7602 > x?_,,(1) = 1,64, tai duomenys neprieitarauja
hipotezés H;: p< 0,4 teisingumui.

4 atv. Tikrinamos dvi hipotezés apie binominio skirstinio parametra p: Hy: p1 # Po, Hy:
P= Po-

Tai praktiskai 1 ir 3 atvejy apjungimas j viena, kai pagal imties duomenis Kulbako-Leiblero
informacija yra pavidalo

[(Hy:Hy;0,) = x lognip0 + (- x)log?l—;:.

Kai teisinga hipotezé H,, 2I(H,: Hy; 0,,) asimptotiskai turi y? — skirstinj su vienu laisvés

laipsniu ir todél

P{2[(Hy: Hy;00) > x2o(D) } < a.
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Vadinasi, hipoteziy tikrinimo kritiné sritis, t. y. H, atmetimo sritis, nusakoma formule
W={2[(Hy: Hy; 0n) > xi-o(1) },
kur y?_,(1) — yra Chi-kvadrat su vienu laisvés laipsniu 1-a reik§mingumo lygmens kvantilis.
1. n= 100, x= 60, Hy: p= 0,5, Hy: p% 0,5. a= 0,05.

Sprendimas.

100-60
50

I(H:Hy0,) =x log;—p +(n— x)lognn—:c = 6010g% + (100 — 60)log =2,01355.

Xi-2a(1) = X12—0,05(1) = X§,95(1) = 3,84

Kadangi 2 (H,: H,; 0,) = 4,0271 > x?_,,(1) = 3,84 tai duomenys nepriestarauja
hipotezés H,: p# 0,5 teisingumui.

2. n= 100, x= 8, H,: p= 0,1, Hy:p#0,1. a=0,1.

Sprendimas.

Pagal salyga, X= 10 < np = 100-0,1 = 10. Tai

= — + (100 —
810g10+(00 8)log

R X n
[(Hy:H,; 0,) = x logE + (n —x)log = 0,236911

nq
Xi-a(1) = X12—0,1(1) = )(5,9(1) =2,71.
Kadangi 2[(H,: Hy; 0,) = 0,236911 < y7_,(1) = 2,71, tai duomenys nepriestarauja

hipotezés H,: p= 0,1 teisingumui.
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3. Polinominio skirstinio statistinés hipotezés

3.1 Paprastuju hipoteziy tikrinimas su Kulbako-Leiblero informacija

Tolimesniame darbe naudojami duomenys is 1 ir 2 priedy.

Yra atsitiktiné imtis: x, x5, -+, Xz, X1 + X5 + -+ x. = N, su ¢ kategorijy polinominiu
skirstiniu ir tikrinama nuliné hipotezé

Hy: (p) = (p1, 02, 0c), P1+ D2+ +p.=1, Hy: imtis yra i§ bet kurios galimos ¢
kategorijy polinominiu skirstiniu.

Naudojama Kulbako-Leiblero informacija:
xC
Np.'

. X
I(Hi:Hy;0n) = x4 logﬁ + -+ x
1

Jei nuliné hipotezé H, teisinga, tai 2/ (x,2; Oy) turi asimptotiskai y?(c-1) skirstinj. Todél
P{2I(Hy: Hy; 0n) > x2_q(c—1) } < a.
Vadinasi, hipoteziy tikrinimo kritiné sritis, t. y. H, atmetimo sritis, nusakoma formule
W={2[(H,: Hy; On) > xi_q(c — 1) },

kur y?_,(c—1) — yra Chi-kvadrat su ¢ — 1 laisvés laipsniu 1 — a reikimingumo lygmens
kvantilis.
Pavyzdziai.

1) Patikrinama, ar bedarbysté statistiSkai reikSmingai pakito 2016-2017 m. Tuo tikslu
nulinei hipotezei imami  bedarbiy 2016 m. statistiniai dazniai (zr. priedg nr. 2): H,:p; =
0,2402, p, = 0,0697, p3 = 0,1739, p, = 0,0973, p5 = 0,0607,ps = 0,0897, p,; =
0,1014, pg = 0,0455, pg = 0,0531, p1o = 0,0685. a = 0,01.

I$ 2017 m. imama N = N(2017) = 139600 ir x;: (34600; 9000; 26100; 13100; 7900;
12300; 14000; 6000; 7100; 9500) ir iraSoma i formule:
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. X, X,
[(Hy: Hy; 0y) = %1 L0g —— + -+ + x, —<
(Hy:Hy; Oy) = x4 log Np, + X

NpC
34600
= 34600109 135600 -0,2402
9000
+9000 log 17550 -0,0697
26100 13100
+ 26100109 155700 0,1739 T 13100009 135600 0,0073
7900
+7900109 135600 -0,0607
12300 14000
12300 log 155250 -0,0807 T 14000199 135600 0.1012
7100
+ 600010977560 0,0455 T 7109109 135600 - 0,0531
9500

9500 — 815544
+ °97139600 - 0,0685

I formulg xi_(k—1) jrafius k=10 ira = 0,01 gaunama xgoo(9) = 21,7. Kadangi
21(H;:H,; 0,) = 163,1088 > x?_,(9) = 21,7, tai duomenys  prieStarauja  hipotezés
H, teisingumui.  Galima teigti, kad per metus jvyko esminis registruoty bedarbiy skai¢iaus
pasikeitimas Lietuvos apskrityse.

2)Tikrinama, ar bedarbysté statistiSkai reik§mingai pakito 2015-2016 m.

H,:p, = 0,2364, p, = 0,0702, p; = 0,1719, p, = 0,1018, pg = 0,0613, p, =
0,0929, p, = 0,0986, pg = 0,0461, po = 0,0544, py, = 0,0664. & = 0, 01.

I$ 2016 m. imama N = N(2016) = 144900 ir x;: (34800; 10100; 25200; 14100; 8800;
13000; 14700; 6600; 7700; 9900) ir jraSoma j formulg:
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. X, X,
[(Hy: Hy; 0y) = %1 L0g —— + -+ + x, —<
(Hy:Hy; Oy) = x4 log Np, + X

NpC
34800
= 34800009 172500 - 0,2364
10100
+ 10100109 55560 - 0,0702
25200 14100
25200109 o500 01719 T 4100009 742900 -0,1018
8800
+880010g 777500 0,0613
13000 14700
+ 13000 log 177550 -0,0020 + 1479099 133500 - 0,0086
6600 7700
+ 6600109 134500 -0,0261 T 770 1°9 124500 - 0,0544
9900

99001 — 18,1292
+ 9 124900 - 0.0664

I formulg xi_(k—1) jraius k=10 ira = 0,01 gaunama xgoo(9) = 21,7. Kadangi
2[(H,: Hy; 0,) = 36,2584 > x?_,(9) = 21,7, tai duomenys priestarauja hipotezés H, teisingumui,
t.y., 2015-2016 metais jvyko esminis registruoty bedarbiy skaiciaus pokytis.

Kadangi skaiciai 36.2584 ir 21.7 yra pakankamai artimi, yra tikslinga paskai¢iuoti hipoteze
su maZesniu reikSmingumo lygmeniu a. Imama a = 0,001 :

I formulg x%_(k— 1) jrasius k=10 ira = 0,001 gaunama x§¢99(9) = 27,9. Kadangi
21(H;:Hy; 0,) = 36,2584 > x2_,(9) = 27,9, tai duomenys vis tiek priestarauja hipotezés
H, teisingumui, t.y., 2015-2016 metais jvyko esminis registruoty bedarbiy skaiciaus pokytis.

3.2 Sudétinguju hipoteziy tikrinimas su Kulbako-Leiblero informacija
Yra atsitiktiné imtis: xq,xo, -, Xc, X1 + X, + -+ x. = N, su ¢ kategorijy polinominiu

skirstiniu. Tikrinamos hipotezés:

1 1
Hiipr >, prtpe++pc. =1 Hyipr=p = =p. ==~

Hipotezéms tikrinti sudaromos statistikos — Kulbako-Leiblero informacijos:

. : CX; ] N

I(H{:Hy; Qy) = le- log—, kai x; > —;
. N c
=1

(c—1)x;

N —x;

) N
Jkai x; < P

[
f(H1: Hy; Qy) = Z x;log

i=2
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Hipoteziy kritiné sritis apibréziama taip:

W = {2I(H,: Hy; Qn) > Xi-24(c — D},
kur y?_,(c —1) — yra Chi-kvadrat su vienu laisvés laipsniu 1-a reiksmingumo lygmens kvantilis.
Pavyzdziai.

1). Turime 2004 m. vyry padaryty nusikaltimy duomenis:

Ménuo 1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12
Nusikalt.
skaiCius.; x; 275 306 364 | 321 | 347 | 334 | 334 | 348 | 336 | 302 | 343 | 411=x;
N = 4021, ¢ = 12, a= 0,05. Tikrinamos statistinés hipotezes:
1 1
Hi:pq >, prtpet TP = 1, Hyips =p, = =D =

Sprendimas. ¢ = 12, N = 4021. Todél

= =22 = 335,08 . Kadangi 411=x, >~ = 335,08, tai imama

Cc

- CXi
(Hy: Hyi Qu) = ) xilog =t =

i=2

=2(x; logCNﬁ + -+ x.log Cxc) = 2(411 log 2 427510 g12 275) 16,0345;

X _2a(11) = X390(11) =17,3.

Vadinasi, W = {2[(H,: Hy; Qy) > x?_3,(c — 1)}={ 16,0345 > 17,3} neteisinga, todél
nuliné hipotezé H, priimama.

Kadangi 16 ir 17 artimi, tai naudinga imti dar kitus reik§mingumo lygmenis:
o= 0,1; x5 _54(11) = x§g0(11) = 14,6.

Dabar W = {2[(H,: Hy; Qy) > x?_,,(c — 1)}={ 16,0345 > 14,6} teisinga, todél nuliné
hipotez¢ H, atmetama.

a= 0,005; x2_,q(11) = x290(11) = 24,7.

Dabar W = {2[(H,: Hy; Qn) > x?_,,(c — 1)}={ 16,0345 > 24,7} teisinga, todél nuliné
hipotezé H, prilmama.

2). Dabar tiems patiems duomenims tikrinamos $ios hipotezés:
1

1-p
Hi:pi=p>- P2 =Ps= =P =

Ol

Hy:py =p, = =p. =

Sprendimas. ¢ = 12, N = 4021. Todél
N 4021

=, = = 335,08 . Kadangi 411=x; > — = 335,08, tai imama
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(N —xy)c N
[(Hy:Hy; Qy) = x4 log—+ (N —x,) logﬁ,x1 > —

N c
Hipoteziy kritiné sritis apibréziama taip:
W = {Zf(Hﬁ Hy; Qn) > X%—Za(l)}'
21(Hy: Hy; Qn) = 2(x; log 2 + (N — x,) log &= "1)6) 2(4111og 222 + (4021 —
411) log LMD 12y _ 7 646,

4021(12-1)

a= 0,05

Xi—2a(1) = X5 00(1) = 2,71. Vadinasi,

W = {2[(Hy: Hy; Qn) > x%_5,(c — 1)}={7,646 > 2,71} teisinga, todél nuliné hipotezé H,
atmetama.

o= 0,1; x3_54(1) = x§50(1) = 1,64

Dabar W = {2[(H,: Hy; Qn) > x?_5,(c — 1)}={ 7,646 > 1,64} teisinga, todél nuliné
hipotez¢ H, atmetama.

a=0,005; X _»4(1) = X5,09(1) = 6,63.

Dabar W = {2[(H,: Hy; Qn) > x?_5,(c — 1)}={ 7,646 > 6,63} teisinga, todél nuliné
hipotez¢ H, atmetama.

3). Tre¢iajam pavyzdziui reikés dviejy kintamyjy, kurie pazyméti lenteléje:

Meénuo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Nusikalt.
skaiCius.; x; 275 306 364 321 | 347 | 334 | 334 | 348 | 336 | 302 | 343=x; | 41l=x,

N = 4021, ¢ =12, a= 0,05; « = 0,1; a = 0,005. Tikrinamos statistinés hipotez¢s:

H1:p1,p2;"';pc;p1 +tpy+ -+ pe = 1,
1-p
c—1

Hy:py=p, p2=-"=pc=
Hipoteziy kritiné sritis apibréziama taip:
W= {Zi(H15 Hy; Qn) > Xi—2a(c — 2)}.
Sprendimas. ¢ = 12, N = 4021. Todél

N 4021

—=, = = 335,08 . Kadangi 343=x; > — = 335,08, tai imama
2[(Hy: Hy; Q) = 2(x log(c sz + o+ x, log(C 1)x'“‘) 2(4111og &4 4
X1 4021-343
302 log—“z‘”'”z) = 16,253
4021-343

o= 0,05
Xi_24(10) = x% 59(10) = 16. Vadinasi,
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W = {2[(H,: Hy; Qy) > x2_5,(c — 1)}={16,253 > 16} teisinga, todél nuliné hipotezé H,
atmetama.

o= 0,1; x5_54(10) = x5 5,(10) = 13,4.

Dabar W = {2[(H;: Hy; Qy) > x7_5,(c — 1D}={ 16,253 > 13,4} teisinga, todél nuliné
hipotez¢ H, atmetama.

a= 0,005; xi_(10) = X%,99(10) =232

Dabar W = {2[(H,: Hy; Qn) > x2_,,(c — 1)}={ 16,253 > 23,2} neteisinga, todél nuliné

hipotezé H, priimama.
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ISVADOS

1. Nustatyta, kaip taikoma Kulbako-Leiblero informacija dviem paprastosioms binominio
skirstinio statistinéms hipotezéms tikrinti. Su konkre¢iais duomenimis iliustruojami gauti
rezultatai.

2. Istirta, kaip taikant jungting Kulbako-Leiblero informacija yra tikrinamos "vienpuseés" ir
"dvipusés" sudétingosios binominio skirstinio statistinés hipotezés, gautas procediiras
iliustruojant pavyzdziais su konkrec¢iais duomenimis.

3. Parodyta, kaip taikant Kulbako-Leiblero informacijag yra tikrinamos paprastosios ir
sudétingosios polinominio skirstinio statistinés hipotezés, gautas procediiras iliustruojant

pavyzdziais su konkreciais duomenimis.
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KULBAKO-LEIBLERO INFORMACIJOS TAIKYMAS TIKRINANT
STATISTINES HIPOTEZES

SANTRAUKA

Informacijos teorija yra matematikos teorijos Saka, apimanti tikimybiy ir matematinés
statistikos kryptis. Sio darbo tikslas yra istirti, kaip Kulbako-Leiblero informacija susieta su
statistiniy hipoteziy tikrinimu. Tikslui pasiekti buvo keliami keli uzdaviniai. Pirmiausia — jsisavinti
informacing teorijg, kur taikoma Kulbako-Leiblero informacija statistinéms hipotezéms tikrinti. Tai
atlikus buvo nustatyti polinominio skirstinio Kulbako-Leiblero informacijos taikymo procediriniai
zingsniai statistinéms hipotezéms tikrinti ir parodyta, kaip taikant Kulbako-Leiblero informacijg yra
tikrinamos paprastosios ir sudétingosios polinominio skirstinio statistinés hipotezés, gautas
procediiras iliustruojant pavyzdziais su konkreciais duomenimis.

Kadangi binominis ir polinominis skirstiniai yra susij¢, buvo nuspresta parodyti, kaip
pritaikyti polinominiam skirstiniui skirtus Kulbako-Leiblero informacijos procedirinius Zingsnius
binominio skirstinio paprastosioms ir sudétingosioms statistinéms hipotezémis tikrinti. Gauti

rezultatai iliustruoti pavyzdziais su konkreciais duomenimis.
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THE APPLICATION OF KULBACK-LEIBLER INFORMATION FOR THE
TESTING OF STATISTICAL HYPOTHESES

SUMMARY

Information theory is a branch of mathematical theory that encompasses the directions of
probability and mathematical statistics. The aim of this work is to investigate how Kullbak-Leibler
information is related to the testing of statistical hypotheses. Several goals were set to achieve the
goal. The first goal - to learn about the information theory, where Kullbak-Leibler information is
applied in the test of statistical hypotheses. After doing so, identify the procedural steps for applying
the polynomial distribution of Kullbak-Leibler information to test statistical hypotheses and show
how the application of Kullbak-Leibler information tests simple and complex polynomial
distribution statistical hypotheses by illustrating the procedures with real data.

Since the binomial and polynomial distributions are related, it was decided to show how to
apply the procedural steps of Kullbak-Leibler information for a polynomial distribution to test
simple and complex statistical hypotheses of a binomial distribution. The obtained results are

illustrated with specific data.
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Apskritys/metai 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012
Lietuvos 100,8 73,2 67,3 73,4 203,1 312,1 2472 216,9
Respublika
Vilniaus 20,9 16,1 15,6 17,7 52,3 81,9 62,2 52,9
Alytaus 7,6 52 4,4 53 12,9 18,6 15,4 14
Kauno 15 115 111 12,4 35,3 55,9 45,5 39,7
Klaipédos 10,7 7 7,3 7,7 21,7 34,1 26 214
Marijampolés 5,8 3,7 2,8 31 9,3 14,9 12,6 11,9
Panevézio 11 8,4 7,4 7,2 19,8 28,4 22,4 19,8
Siauliy 111 8,1 7 7,7 21 30,5 239 21,3
Tauragés 55 3,8 3,2 3,3 7,6 12 9,5 91
TelSiy 6,9 4,5 3,9 4,6 12,6 19 14,8 13,2
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Klaipédos 194 16,6 16,1 14,1 13,1
Marijampolés 11,7 10,4 9,7 8,8 7,9
Panevézio 17,9 16,3 14,7 13 12,3
Siauliy 20,4 17 15,6 14,7 14
Tauragés 8,8 8 7,3 6,6 6
TelSiy 12,1 10 8,6 1,7 7,1
Utenos 12,9 111 10,5 9,9 9,5
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PRIEDAS NR. 2.
Darbo birZoje registruoti bedarbiai (proc.) 2005-2017m.

2005 2006 2007 2008 2009

Lietuvos Respublika 100,8 73,2 67,3 73,4 203,1
Vilniaus apskritis 20,73% | 21,99% | 23,18% | 24,11% | 25,75%
Alytaus apskritis 754% | 710% | 654% | 7,22% | 6,35%
Kauno apskritis 14,88% | 15,71% | 16,49% | 16,89% | 17,38%
Klaipédos apskritis 10,62% | 9,56% | 10,85% | 10,49% | 10,68%
Marijampolés

apskritis 575% | 505% | 4,16% | 4,22% | 4,58%
PanevéZio apskritis 10,91% | 11,48% | 11,00% | 9,81% | 9,75%
Siauliy apskritis 11,01% | 11,07% | 10,40% | 10,49% | 10,34%
Tauragés apskritis 546% | 519% | 4,75% | 450% | 3,74%
TelSiy apskritis 6,85% | 6,15% | 579% | 6,27% | 6,20%
Utenos apskritis 6,25% | 6,83% | 6,39% | 5,99% | 5,22%

2010 2011 2012 2013

Lietuvos Respublika | 312,1 247,2 216,9 201,3

Vilniaus apskritis 26,24% | 25,16% | 24,39% | 23,80%

Alytaus apskritis 596% | 6,23% | 6,45% | 6,91%
Kauno apskritis 17,91% | 18,41% | 18,30% | 18,03%
Klaipédos apskritis 10,93% | 10,52% | 9,87% | 9,64%
Marijampolés

apskritis 477% | 510% | 549% | 5,81%
PanevéZio apskritis 9,10% 9,06% | 9,13% | 8,89%
Siauliy apskritis 9,77% | 9,67% | 9,82% | 10,13%
Taurageés apskritis 3,84% 3,84% | 4,20% | 4,37%
TelSiy apskritis 6,09% 599% | 6,09% | 6,01%
Utenos apskritis 538% | 6,03% | 6,27% | 6,41%

2014 2015 2016 2017

Lietuvos Respublika | 173 158,2 1449 139,6
Vilniaus apskritis 23,41% | 23,64% | 24,02% | 24,79%
Alytaus apskritis 723% | 7,02% | 6,97% | 6,45%
Kauno apskritis 17,69% | 17,19% | 17,39% | 18,70%
Klaipédos apskritis 9,60% | 10,18% | 9,73% | 9,38%
Marijampolés

apskritis 6,01% | 6,13% | 6,07% | 5,66%
PanevéZio apskritis 9,42% 9,29% | 8,97% | 8,81%
Siauliy apskritis 9,83% | 9,86% | 10,14% | 10,03%
Tauragés apskritis 4,62% | 4,61% | 455% | 4,30%
TelSiy apskritis 578% | 544% | 531% | 5,09%
Utenos apskritis 6,42% | 6,64% | 6,83% | 6,81%
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