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1. Ivadas

Viena svarbiausiy funkcijy teorijos, o kartu ir bendrosios matematikos, problemy yra
analiziniy funkcijy aproksimavimas. Sia problema doméjosi ir domisi daug matematiky.
ISskirsime tik S. N. Mergeliano (Mergelyan) rezultata is [15] straipsnio. Jis jrodeé, kad
bet kuri tolydzioji kompaktinéje aibéje K, turincioje junguji papildinj, ir analiziné aibés
K viduje kompleksinio kintamojo s = o + it funkcija g(s) norimu tikslumu gali buti
aproksimuojama daugianariu. Taigi su visais € > 0 egzistuoja daugianaris p(s) toks, kad

sup |g(s) — p(s)| <e.
seK

Mergeliano teorema rodo, kad kai kuriuose uzdaviniuose analiziniy funkcijy nagrinéjimas
gali buti pakeistas daugianariy nagrinéjimu.

Rusy matematikas S. M. Voroninas (Voronin) 1975 m. [20] straipsnyje jrode, kad
egzistuoja dar vienas analizinis objektas, turintis aproksimavimo savybe visai analiziniy
funkcijy klasei. Sis objektas — garsioji Rymano (Riemann) dzeta funkcija, kuri pusp-
lokstumeéje o > 1 apibréziama Dirichlé (Dirichlet) eilute arba Oilerio (Euler) sandauga
pirminiais skaiciais

- E-n-5)

¢ia P zymi visy pirminiy skaic¢iy aibe, ir meromorfiskai pratesiama j visa kompleksine
plokstuma, o taskas s = 1 yra jos paprastasis polius su reziduumu 1. Tegul 0 < r < 1/4,
funkcija g(s) yra analiziné skritulyje |s| < r ir tolydzioji bei nejgyjanti nuliy srityje |s| < 7.

Tuomet su visais € > 0 egzistuoja 7 = 7(¢) € R toks, kad

max < E.

|s|<r

C<s+i+z’7) —g(s)

Siuo metu Voronino teorema turi bendresnj pavidala. Kad galétume suformuluoti

siuolaikine Voronino teoremos versija, apibrésime keleta objekty.

1 apibrézimas. Tarkime, kad turime metrine erdve {X,d}. Aibé S C X yra vadinama
reliatyviai kompaktiska, jei is kiekvienos begalinés jos elementy sekos {x,} C S galima
isrinkti erdvéje X konverguojant; poseks. Jei S yra reliatyviar kompaktiska ir uZdara, tai

ji vadinama kompaktiska aibe arba kompaktu.

2 apibrézimas. Matu aibés E poaibiy algebroje A vadinamas atvaizdis p: A — [0,00),

tenkinantis siuos reikalavimus:



a) (@) =0,
b) jei {An : m € N} — poromis nesikertanciy aibiy is A seka ir Ole A, € A, tai

o
o0
M( U Am) = > nA
m=1
m=1
Priminsime analizinés ir sveikosios funkcijos apibrézimus.

3 apibrézimas ([17]). Funkcija f(s) yra vadinama analizine aibéje E C C, jeigu ji yra
diferencijuojama C prasme visuose tos aibés taskuose. Jeigu funkcija yra analiziné visoje

baigtinéje kompleksinéje plokstumoje, tai ji yra vadinama sveikgja funkcija.

Tegul D = {s € C : 1/2 < 0 < 1}, K zymi juostos D kompaktiniy poaibiu su
jungiaisiais papildiniais klase, H(K), kai K € K, yra tolydziyju aibéje K ir analiziniy
aibés K viduje funkciju klase, o Ho(K) C H(K) — nejgyjanciy nuliy aibéje K funkcijy
klasé. Be to, tegul measA zymi maciosios aibés A C R Lebego (Lebesgue) mata. Dabar

suformuluosime Siuolaiking Voronino teoremos versija.

1 teorema. Tegul K € KC, o f(s) € Ho(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

lim inf ;meas {7’ € [0,T] : sup |C(s+iT) — f(s)| < E} > 0.

T—o0 seK
Be to, riba
1
lim neas {T € [0,7] :sup |¢(s+iT) — f(s)| < 8} >0

T—o0 seK

egzistuoja su visais € > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 retksmiy aibe.

Sios teoremos pirmos dalies jrodyma galima rasti [6], [1] disertacijose bei [7] ir[19]
monografijose, o antrosios dalies — [11] straipsnyje.

IS 1 teoremos matome, kad egzistuoja be galo daug postumiu ((s + i7), aproksimuo-
janciy duotaja funkcija f(s) € Ho(K).

Taigi, Voronino teorema rodo, kad plati analiziniy funkcijy klase Ho(K), su K €
IC, aproksimuojama vienos ir tos pacios Rymano dzeta funkcijos postumiais ((s + i7).
Vadinasi funkcija ((s) turi visus universalumo poZzymius, o Voronino teorema — vadinama
universalumo teorema.

Po to, kai Voroninas jrodé savo genealigja universalumo teorema, buvo gauta, kad
dauguma kity klasikiniy dzeta ir L funkcijy taip pat turi universalumo savybe.

Tegul 0 < a < 1 yra fiksuotas parametras. Tuomet Hurvico dzeta funkcija ((s, «)

pusplokstumeéje o > 1 yra apibréziama tokia Dirichlé eilute

o0

=

m=0

m—i—a)

>



ir analiziskai pratesiama j visa kompleksine ploksStuma, iSskyrus taska s = 1, kuris yra
jos paprastasis polius su reziduumu 1. Kai o = 1, Hurvico dzeta funkcija virsta Rymano

dzeta funkcija ((s): ((s,1) = ((s). Be to,

(5:5) = =<

Taigi, Hurvico dzeta funkcija ((s,«) yra Rymano dzeta funkcijos apibendrinimas. Skir-
tingai negu funkcija ((s), Hurvico dzeta funkcija ((s,a) turi Oilerio sandauga tik tuo
atveju, kaia =1 ir a = % Vadinasi Hurvico dzeta funkcijos analizinés savybés iS esmés
skiriasi nuo Rymano dzeta funkciju savybiy. Be to, funkcijos (s, «) savybés priklauso

nuo parametro « aritmetinés prigimties. Pavyzdziui, yra gerai zZinoma, kad ((s) # 0 pus-

plokstuméje o > 1, o funkcija ((s, «), kai a # 1, %, sioje pusplokstumeéje turi begalo daug
nuliy, zr., pvz., [4], [3]. IS kitos pusés, funkcijos ((s) ir {(s, @) su kai kuriomis parametro «
klasémis turi bendra universalumo savybe. Taigi, Hurvico dzeta funkcija ((s, ) yra labai
svarbus analizinis objektas, todél jos reiksmiy pasiskirstymas yra placiai istirtas. Hurvico

dzeta funkcijos (s, o) universalumas yra pateiktas 2 teoremoje.

2 teorema. Tarkime, kad parametras o yra transcendentusis arba racionalusis skaicius

# 1,5 Tequl K € K, o f(s) € H(K). Tuomet su visais € > 0

1
lim inf mneas {7’ € [0,T) :sup|C(s+it,a) — f(s)| < 8} > 0.

T—oo seK

Be to, riba

1 _ .
Tlgr;ofmeas {7’ € [0,T] :sup|C(s+it,a) — f(s)| < 5} > 0

seK

egzistuoja su visais € > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 retksmiy aibe.

Sios teoremos pirmaja dali, nepriklausomai vienas nuo kito, jrodé S. M. Gonekas
(Gonek) [6] ir B. Bag¢is (Bagchi) [1]. Antrosios teoremos dalies jrodymas yra pateiktas
A. Laurinc¢iko ir L. Meskos [12] straipsnyje. Hurvico dzeta funkcijos (s, @) universalumas
su algebriniu iracionaliuoju parametru « iki Siol néra pilnai iSsprestas.

1 ir 2 teoremose 7, postumiuose ((s + i7) ir (s + iT, ), gali jgyti visas realiasias
reiksmes, todél Sios teoremos yra tolydziojo tipo. Lygiagreciai yra nagrinéjamas taip
vadinamas diskretusis universalumas, kai 7, postumiuose ((s + i7) ir {(s + i7, «), igyja
reikSmes i diskreciosios aibés. Pirmaja diskretaus universalumo teorema 1980 m. [18]
straipsnyje jrodé Reichas (Reich). Magistro darbe didziausia démesj skirsime Hurvico

dzeta funkcijos diskrecigjam universalumui.



Tegul # A zymi aibés A galiag. Pateiksime pirmaja diskretaus universalumo teorema

Hurvico dzeta funkcijai (s, «).

3 teorema. Tarkime, kad parametras o yra transcendentusis arba racionalusis skaicius
# 1,5, K € K, o f(s) € H(K). Racionalaus « atveju skaicius b > 0 yra bet koks,
o transcendentaus parametro o atveju, h > 0 yra toks, kad exp{%ﬁ} yra racionalusis

skaicius. Tuomet su kiekvienu € > 0

o 1 ' :
11]\fni>lor<l>fN+1#{O <k <N :sup|((s+ ikh,a) — f(s)] <€} > 0.

scK
Be to, riba
hNHLio%fN+1#{O <k < N:fg}]g\g(s—l—ikh,a) — f(s)] <5} >0

egzistuoja su visais € > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 reiksmiy aibe.

Racionalaus « atveju 3 teoremos pirmaja dalj jrodé Bagéis [1]. Transcendenciojo «
atveju pirmoji teoremos dalis iSplaukia i bendresnés universalumo teoremos periodinei
Hurvico dzeta funkcijai, kuria jrodé A. Laurincikas ir R. Macaitiené [10] straipsnyje.
Antrosios teoremos dalies jrodyma galima rasti A. Laurinéiko ir L. Meskos [12] straipsnyje.
Sioje teoremoje 7 postiimiuose ((s + i7, ) igyja reikSmes i$ aritmetinés progresijos {kh :
k € N}, ¢ia h > 0 yra fiksuotas skai¢ius.

Pastaraisiais metais labai daug démesio yra skiriama dzeta funkcijy universalumui
naudojant taip vadinamus apibendrintus postumius, t. y. postumius ((s + ip(7), ) ir
C(s + ip(k),a), ¢ia (1) yra tam tikra funkcija. A. Laurinéikas [8] straipsnyje jrodé
universalumo teorema funkcijai (s, a) su postumiais {(s+ip(k)h, a), ¢ia {p(k)} yra tam
tikra seka tolygiai pasiskirsc¢iusi moduliu 1 ir tenkinati augimo salyga.

Tegul 0 < 11 <72 < -+ <Y < Vw1 < --+ yra Rymano dzeta funkcijos netrivialiyjy
nuliy menamuyjuy daliy seka. R. Garunkstis, A. Laurincikas ir R. Macaitiené 2017 m. [5]
straipsnyje jrodé universalumo teoremg Rymano dzeta funkcijai naudodami postumius
C(s + ihyg). Irodyme buvo naudojamas jvertis

3 1< TlogT, ¢>0, (1.1)

Ve <T
[vk—l<c/logT

kuris yra gaunamas is Montgomerio (Montgomery) netrivialiyjy nuliy pory koreliacijos hi-
potezés, zr. [16]. Diskretaus universalumo teorema Hurvico dzeta funkcijai, postumiuose
naudodamas Rymano dzeta funkcijos netrivialiyjy nuliy menamasias dalis, jrodé Laurin¢i-

kas [9] straipsnyje. Kad galétume suformuluoti Laurinciko teorema, reikia apibrézti viena,
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aibe:
L(a) = {log(m+a) :m € Ny =NU{0}}

4 teorema. Tarkime, kad galioja (1.1) jvertis, o aibé L() yra tiesiskai nepriklausoma
virs racionaliyjy skaiciy kuno Q. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu

e>04irh>0

| :
hNHi}o%fN#{l <k N: §2£|C(s+wkh,a) —f(s)] < 5} > 0.

Be to, riba

1
lim —# {1 <k < N :sup |C(s+iveh, ) — f(s)] < 5} >0
N—o0 N sc K
egzistuoja su visais € > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 reiksmiy aibe.

2019 m. R. Macaitiené ir D. Siaucitinas [13] straipsnyje pastaraja teorema apibendrino
didesniam Hurvico dzeta funkcijy skai¢iui, t. y. jrodé jungtinio universalumo teoremsy.

Tegul ay,...,a, € (0,1], 0
L(ag,...,a,) = {(log(m + a;1) : m € Ny), ..., (log(m + a,) : m € No)}.
Tuomet Macaitienés ir Siaucitino straipsnio pagrindinis rezultatas yra tokia teorema:

5 teorema. Tarkime, kad galioja (1.1) gvertis, o aibé L(ay,...,«,) yra tiesiskai nepri-
klausoma virs Q. Kai j =1,...,r, tequl K; € K ir f;(s) € H(Kj). Tuomet su kiekvienu
e>0irh>0
o] :
liminf —#<1 <k <N : sup sup [((s + thy, o)) — fi(s)] <ep > 0.
N—oo N 1<j<r seK;
Be to, riba
] .
lim —# {1 < k<N sup sup [((s + ihy, o)) — fi(s)] < 5} >0
1<j<7’ SEK]'

egzistuoja su visais € > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 retksmiy aibe.

Tegul H(D) yra juostos D analiziniy funkcijy klasé su tolygaus konvergavimo kom-

paktuose topologija,

C(S,Q) = (C(S7 &1), s 7C(S’ ar)) .



Magistro darbo tikslas — jrodyti universalumo teoremas sudétinéms funkcijoms
F (g(s,g» su tam tikromis operatoriy F' : H"(D) — H(D) klasémis, t. y. yra apibend-
rinti 5 teorema.

Sakysime, kad operatorius F' : H"(D) — H(D) priklauso Lipsico (Lipschitz) klasei
Lip(B), ¢ia B = (B, ..., B,), jeigu:

1° kiekvienam daugianariui p = p(s) egzistuoja funkcijos (g1, ..., 9,) € F~{p};

2° visoms aibéms K € K egzistuoja konstanta ¢ > 0, teigiami skaiciai fy, ..., 3, bei

aibés Kq,..., K, € K tokie, kad

sup [ (g, (s)) — F(g,(s))] < ¢ sup sup |g1;(s) — g2(s)|”

seK 1<j<r s€Kj
su visomis funkcijomis g, = (9115 - - - ,gh,),g2 =(921,---,92-) € H"(D).

Dabar suformuluosime pirmajj magistro darbo rezultata.

6 teorema. Tarkime, kad galioja (1.1) jvertis, aibé L(cy, . .., .) yra tiesiskai nepriklau-
soma virs Q, o F' € Lip(B). Tequl K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 ir
h >0

hzvmaio%f]if#{l <k<N: Sup’F (g(s—l—ih’yk,g)) —f(s)‘ < 5} > 0.

seK

Pavyzdziui, operatorius

F(gla'-'7gr) = Clgyﬂ) + - +C7“g1(ﬂkT)7 gi,---,9r € H(D)7

kaicy,...,c. € C\ {0} ir kq,..., k. € N yra klases Lip(1,...,1) elementas.
Suformuluosime universalumo teorema dar vienai operatoriy F' : H"(D) — H(D)

klasei.

7 teorema. Tarkime, kad galioja (1.1) jvertis, aibé L(a, ..., o) yra tiesiskai nepri-
klausoma virs Q, o F : H"(D) — H(D) yra tolydusis operatorius toks, kad kiekvienas
polinomas p = p(s) turi savo pirmavaizd; F~{p}. Tequl K € K ir f(s) € H(K). Tuomet

su kiekvienu e >0 i h >0

liNm_}oréf]if#{l <k<N: sup’F (g(s—l—ih%,g)) —f(s)‘ < 5} > 0.

sEK
Be to, riba
1 :
]\}grréo N#{l <k N: Sg}g’F (g(s—l—zh’yk,g)) — f(s)’ < 8} >0

egzistuoja su visais € > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 retksmiy aibe.

6 teoremos jrodymas remiasi 5 teorema, o 7 teoremos jrodymas yra paremtas silpnuoju

tikimybiniy maty konvergavimu.



2. Ribinés teoremos

Siame skyriuje priminsime tikimybinj modelj naudota Macaitienés ir Siauéitino [13] straips-
nyje ir pritaikysime jj sudétinéms funkcijoms. Pirmiausia apibrésime keletg matematiniy

objekty.

4 apibrézimas. Aibés Q poaibiy seimoje F apibrézta neneigiama funkcija P vadinama
tikimybiniu matu, jeigu ji tenkina sias savybes:

a) P(Q2) =1,

b) P (mle Am> _

5 apibrézimas. Tegul Q) néra tuscioji aibé. Aibés Q0 poaibiy seima F yra vadinama

T8

P(A,,) su visais A, € F tokiais, kad Ay N Ay = @, jei k # 1.

1

Borelio (Borel) o-kunu, jeigu
a) Qe F,
b) A€ F, kai A€ F,
c)me;Amef, kai Ay € F, m=1,2,....

Tegul v yra vienetinis apskritimas komplesinéje plokStumoje. Apibrézkime aibe

Q= H Ym»
m=0

¢ia v, = v su visais m € Ny. Su sandaugos topologija ir pataskine daugyba begaliniamatis

toras €2 yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél
Q=0 x---xQ,,

¢ia Q; = Q su visais j = 1,...,r, taip pat yra kompaktiné topologine grupé. Tegul B(X)
zymi erdvés X Borelio o-kuinas. Vadinasi, erdvéje (22, B(£2)) egzistuoja tikimybinis Haro
(Haar) matas my, todel gauname tikimybine erdve (2, B(22), my). Tegul w = (wy, ..., w,)
yra toro  elementai, o w;j(m) yra elemento w; € Q;, m € Ny, 7 = 1,...,7, m-toji
komponenté. Tikimybinéje erdvéje (2, B(2), my) apibrézkime erdvéje H™(D) reiksmes
igyjantj atsitiktinj elementg ((s, @, w), @ = (a,. .., ), tokia lygybe:

g(sa@aw) = (C(Sv a17wl)7 cee aC(Sa amwr)) )

¢ia
S, vy, W;) =1,...,7
C(s, iy mz: (m + 04]) J
Tegul P, yra atsitiktinio elemento ((s, @, w) skirstinys. Pazymékime

C(S,Q) = (((S’ 041), v ,C(S, Oér)) .

10



Tuomet Macaitienés ir Siauciiino straipsnyje [13] buvo jrodyta tokia teorema (Teorema 7).

1 lema. Tarkime, kad galioja (1.1) jvertis, o aibé L(aq,...,q.) yra tiesiskai nepriklau-
soma vrs racionaliyjy skaiciy kuno Q. Tuomet matas

ef 1
mgmﬂﬁfpgngg@H%mgaﬂ,Aemmwm

silpnai konverguoja § matq Fe o, kai N — co. Be to, mato F o atrama yra visa erdvé

H"(D).

Norédami jrodyti universalumo teoremg sudétinei funkcijai F'({(s,a)), turime api-
bendrinti 1 lema matui

de 1
Pura(A)™ i

Priminsime silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo apibrézima.

[1<k<N:F(((s,0) € A}, A€ BH(D)).

6 apibrézimas. Sakome, kad matas P, silpnai konverguoja j matg P, kain — oo, jeigu

su kiekviena realigja tolydZigja apréztgja funkcija f erdvéje X galioja lygybé

lml/jﬂBf:/jﬂP
n—0o0 X X

Silpnasis mato Py g, konvergavimas, kai N — oo, gaunamas i$ klasikines silpnojo
konvergavimo savybés iSsaugojimo tolydziuosiuose atvaizdziuose. Priminsime Sig savy-
be. Tegul u : X; — X, yra (B(X)), B(Xy))-matusis atvaizdis, t.y. v 'B(Xy) C B(X;).
Tuomet erdvés (X, B(X;)) matas P indukuoja vienintelj tikimybinj matg Pu~! erdvéje
(Xg, B(Xy)) apibréziama formule

Pu'(A) = P(utA), A€ B(Xy).
Bilingslio (Billingsley) [2] monografijoje yra jrodyta, kad kiekvienas tolydusis atvaizdis

taip pat yra ir (B(X;), B(X3))-matusis. Taip pat suformuluosime dar vieng silpnojo kon-

vergavimo savybe, 7zr. [2].

2 lema. Tarkime, kad P ir P,, n € N, yra erdvés (X, B(X})) tikimybiniai matai, be to
matas P, silpnai konverguoja § matqg P, kai n — oo. Jeigu u : X1 — Xy yra tolydusis

atvaizdis, tai matas P,u™! taip pat silpnai konverguoja j matg Pu™", kain — oo.
Dabar suformuluosime mato Py g, ribine teorema.

3 lema. Tarkime, kad (1.1) jvertis galioja, aibé L(ay, .. ., a,) yra tiesiskai nepriklausoma
virs racionaliyjy skaiciy kuno Q, o F': H" (D) — H(D) yra tolydusis operatorius. Tuomet

matas Py ro silpnai konverguoja § matq nggF_l, kai N — oo.

Irodymas. Lema yra 1 ir 2 lemy tiesioginé isvada. O]

11



3. Universalumo teoremy jrodymas

Siame skyriuje pateiksime universalumo teoremy, suformuluoty jvade, jrodymus. Abie-
ju teoremy jrodymuose yra naudojama jvade paminéta Mergeliano teorema [15], kuria

suformuluosime 4 lemoje. Priminsime kompaktinés aibés apibrézima.

7 apibrézimas. Tarkime, kad turime metrine erdve {X,d}. Aibé S C X yra vadinama
reliatyviai kompaktiska, jei is kiekvienos begalinés jos elementy sekos {x,} C S galima
isrinkti erdvéje X konverguojanty poseky. Jei S yra reliatyviai kompaktiska ir uZdara, tai

ji vadinama kompaktiska aibe arba kompaktu.

4 lema. Tarkime, kad K C C yra kompaktiné aibé su jungiuoju papildiniu, o g(s) toly-
dzioji aibéje K ir analiziné aibés K viduje funkcija. Tuomet su kiekvienu ¢ > 0 egzistuoja
daugianaris p.(s) toks, kad

sup |g(s) — p:(s)| < e.
seK

3.1. 6 teoremos jrodymas

Siame skyrelyje jrodysime 6 teorems. Priminsime, kad $ios teoremos jrodymas remiasi

5 teorema.

6 teoremos jrodymas. Tegul p = p(s) yra bet koks daugianaris. Tuomet, pagal klasés
Lip(B) 1° savybe, egzistuoja analiziniy funkcijuy rinkinys (g1,...,g,) € H"(D) toks, kad

F(g1,...,9-) = p. Tarkime, kad 1 > ¢ > 0 ir apibrézkime

An(d, ) = {1 <k <N :osup sup |((s + ihy, ;) — gi(s)] < 5},

1<j<7‘ SEK]'

¢ia aibés K, ..., K, € K atitinka aibe K i$ 2° LipSoco klasés Lip(3) apibrézimo reikala-

vimo. IS 5 teoremos gauname, kad

lim inf Jb#AN(& a) > 0. (3.1)

N—oo

Tegul k € An(0, ). Tuomet i§ klasés Lip(J) apibrézimo 2° turime

Sél}}() ‘F(g(s + ihyg, ) — p(s)‘ = ngg ‘F(g(s + ihyg, @) — F(g1,-- -, 9r)

< ¢ sup sup (s + thy, o) — 9j(5)|ﬁj

1<j<r seK;

<o’ (3:2)
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da B = minjcj<, 3. Paéme § = ¢ Y/%(2/2)Y/? bei atsizvelge i (3.1) nelygybe gauname,
kad

o1 ‘ : €
11Nm_>10r<1)f N# {1 <k N: fél}g ‘F(g(s + ihyg, @) —p(s)‘ < 2} > 0. (3.3)

Priminsime, kad daugianaris p(s) yra bet koks. IS 4 lemos matome, kad galime parinkti
daugianarj p(s) tenkinantj nelygybe
€
sup | f(s) —p(s)] < 5- (3.4)
seK

Todél, jeigu k tenkina (3.2) nelygybe, tai

sup ’F(g(s + ihyg, @) — p(s)’ <e.
se
Remdamiesi (3.4) nelygybe gauname, kad
1
lim inf —# {1 < k<N :sup ‘F(Q(S + ihy, ) — f(s)‘ < 5} > 0.
N—oo N -

seK

Teorema jrodyta. [

3.2. Mato atrama

7 teoremos jrodyme labai svarbi yra ribinio mato P , F'~! atrama. Priminsime tikimybinio

mato atramos apibrézima.

8 apibrézimas. Tikimybinio mato P atrama erdvéje (X, B(X)) vadinama minimali uz-

daroji aibé Sp tokia, kad P(Sp) = 1.

Tegul X yra separabilioji erdve, o P yra tikimybinis matas erdvéje (X, B(X)). Tuomet
mato atramg Sp sudaro visi elementai z € X tokie, kad, su visomis elemento x aplinkomis
G galioja nelygybe P(G) > 0, zr. [2].

Tegul {K; : | € N} C D yra kompaktiniy poaibiy seka, tokia, kad

D= Ej Ky,
=1
¢la K; C Kjyq su visais [ € N ir, jeigu K C D yra kompaktiné aibé, tuomet K C K; tam

tikriems {. Siuo atveju

X1 SUDgeg, |91(8) — g2(5)|
;0(91;92) = 27
2 T supser [91(5) — (9]

yra erdvés H (D) metrika indukuojanti jos tolyguji konvergavima kompaktuose. Atkreip-
sime démesj, kad mes galime imti aibes K; su jungiaisis papildiniais. Pavyzdziui, galime

imti uzdaruosius stac¢iakampius.
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5 lema. Tarkime, kad seka {vy}, aibé L(ay, ..., ) ir operatorius F' tenkina 7 teoremos

1

salygas. Tuomet mato P o ™" atrama yra visa erdvé H(D).

Irodymas. Tegul g yra bet kuris erdves H(D) elementas, o G yra bet kuri jo atviroji

aplinka. Fiksuotam ¢ > 0 imkime [, tokj, kad

€
> 2 <5

1>y

Pagal 4 lema, egzistuoja daugianaris p.(s) toks, kad

9
sup |g(s) —pe(s)] < 5-
SEK[O

IS pastarosios nelygybeés turime, kad

p(g(s),p=(s)) <e.

Vadinasi, jeigu e yra kiek norima mazas dydis, daugianaris p.(s) priklauso aibei G. Ka-
dangi, pagal operatoriaus F' savybes, kiekvienas daugianaris turi pirmavaizdj, turime, kad
F~1G # @. Operatorius F yra tolydusis. Vadinasi, aibé F~'G yra tam tikro elemento

g € H"D atviroji aplinka. Pagal 1 lemos antrajj tvirtinimg, matome, kad

P o(F7'G) > 0.

Todél, i§ mato P ,F ! apibrézimo, gauname, kad

PQQF_I(G) =P o(F'G) > 0. (3.5)

Kadangi g yra bet koks erdves H (D) elementas, pastaroji nelygybé irodo lemos tvirtinima.
O

3.3. 7 teoremos jrodymas

Siame skyrelyje jrodysime antraja magistro darbo teorems. Jos jrodyme naudosime tiki-
mybiniy maty silpnojo konvergavimo ekvivalentus. Priminsime tikimybinio mato tolydu-

mo aibés apibrézima.

9 apibrézimas. Aibé A yra vadinama tikimybinio mato P tolydumo aibe, jeigu
P(0A) =0,

cia OA yra aibés A siena.
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6 lema. Tarkime, kad P ir P,, ¢ia n € N, yra tikimybiniai matai erdvje (X, B(X)).
Tuomet sie teiginiai yra ekvivalentus:
1° matas P, silpnai konverguoja § matg P, kai n — oo;

2° su kiekviena atvirgja aibe G C X

liminf P,(G) > P(G);

n—oo

3° su kiekviena mato P tolydumo aibe A

lim P,(A) = P(A).

n—oo

7 teoremos jrodymas. 1S 5 lemos gaunane, kad su kiekvienu daugianariu p.(s) aibé

G = {g € H(D) :sup|g(s) — p:(s)] < 6}

seK 2

yra elemento iS mato P o F ~1 atramos atviroji aplinka. Todél, i$ 3 ir 6 lemy, turime, kad
lim inf Py .q(G:) > P o Ft > 0. (3.6)
—00 = 2=

Remdamiesi mato Py g, ir aibés G, apibrézimais gauname, kad

1
liminf —# 01 < k<N ssup [F(C(s + ikhy,a)) — pe(s)] < = b > 0.
N—oo N seEK 2

Pasirinke daugianarj p.(s) tenkinantj (3.3) nelygybe, gauname pirmajj teoremos tvirtini-
ma.

Apibrézkime dar vieng aibe

6= {ae D) smploto) - 100 <.

seK

Aibés G, siena 0G. yra aibé

{geﬂunzwmw@—f@nzs}

seK

todél sienos 8@'51 ir 6@52 nesikerta su skirtingais teigiamais €, ir €. Vadinasi,
PoF(0G:) > 0

su visais € > 0, nebent iSskyrus skaiciaja ¢ > 0 reikSmiy aibe. Kitais Zodziais tariant,
aibe G, yra mato B o F ~1 tolydumo aibé su visais € > 0, nebent iSskyrus skaicigjg ¢ > 0
reikSmiy aibe. Be to, i$ (3.4) nelygybeés turime, kad G. C G.. Todel is (3.6) nelygybeés

gauname, kad P o F _1(6’5) > 0. Vadinasi, remiantis 3 ir 6 lemomis, matome, kad

lim PN,F,g<Ga) = PVQ(GA(E) >0

N—o0 =
su visais € > 0, nebent iSskyrus skaiciajg € > 0 reikSmiy aibe¢. IS mato Py g, ir aibés G,

apibrézimy gauname antrajj teoremos tvirtinima. O
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Sudétinés funkcijos nuo Hurvico dzeta funkcijuy

jungtinis universalumas

Santrauka

Hurvico dzeta funkcija ((s,a), ¢ia s = o +it, 0 0 < a < 1 yra fiksuotas parametras,
pusplokstumeéje o > 1 yra apibréziama tokia Dirichlé eilute

o0

=2 ¢

m=o (m + a)
ir analiziskai pratesiama j visg kompleksine plokStuma, iSskyrus taska s = 1, kuris yra jos
paprastasis polius su reziduumu 1.

Tegul 0 < <72 < -+ <Y, < Yeg1 < -+ yra Rymano dzeta funkcijos netrivialiyjy
nuliy menamuyjy daliy seka, kuriai galioja jvertis

YY) 1< TlogT, ¢>0, (1.1)

Ve, <T
[ve—1|<c/logT

gaunamas iS Montgomerio netrivialiyjy nuliy pory koreliacijos hipotezés. Be to, tegul

Q(Sa%w) = (C(Sa 05176"-)1)7 s >C<S7 aT7wT)) )

¢ia
o

(s, aﬁwj Z

m=0

=1,...,7
m—i—ozj) J

Magistro darbe jrodytos universalumo teoremos sudétinéms funkcijoms F (Q (s,g))

tam tikroms operatoriu F : H"(D) — H(D) klaséms. Apibrézkime aibe
Loy, ... a,) = {(log(m+ ay) : m € Ny), ..., (log(m + a,) : m € Ny) }.

Sakysime, kad operatorius F' : H"(D) — H(D) priklauso Lipsico klasei Lip(f3), ¢ia

B=(5,...,5), jeigu:
1° kiekvienam daugianariui p = p(s) egzistuoja funkcijos (g1, ...,9-) € F~{p};
2° visoms aibéms K € K egzistuoja konstanta ¢ > 0, teigiami skaiciai fy,..., 3, bei

aibés K1, ..., K, € K tokie, kad

sup | F(g,(s)) — F(g,(s)] < ¢ sup sup |g1(s) — g2;(s)|”
seK 1<j<r s€eKj

su visomis funkcijomis g, = (9115 - - - ,glr),g2 =(921,---,92-) € H"(D).
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Tuomet teisinga tokia teorema:

6 teorema. Tarkime, kad galioja (1.1) jvertis, aibé L(cv, . .., ) yra tiesiskai nepriklau-
soma virs Q, o F' € Lip(B). Tequl K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu ¢ > 0 ir
h >0

liNnLiOréf;f#{l <k N: sup’F (g(s—}—ih'yk,g)) —f(s)‘ < 5} > 0.

seK

Magistro darbe yra suformuluota universalumo teorem dar vienai operatoriy F' :
H"(D) — H(D) klasei.
7 teorema. Tarkime, kad galioja (1.1) jvertis, aibé L(ay,...,a,) yra tiesiskai nepri-
klausoma virs Q, o F : H"(D) — H(D) yra tolydusis operatorius toks, kad kiekvienas
polinomas p = p(s) turi savo pirmavaizd; F~{p}. Tequl K € K ir f(s) € H(K). Tuomet
su kiekvienu € > 0 ir h > 0
liNmﬁioréf]b# {1 <k<N: igE’F (¢(s +ihm, @) = f(s)] < g} > 0.

Be to, riba
.1 :
]\}1_{1(1)0 N#{l <k N: ilel}?’F (Q(s—l—zh’yk,g)) — f(s)) < 5} >0

egzistuoja su visais € > 0, nebent isskyrus skaicigjg € > 0 retksmiy aibe.
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Joint Universality of Composite Function of Hurwitz

Zeta-Functions

Summary

The Hurwitz zeta-function ((s,«), s = o +it, where 0 < o < 1 is a fixed parameter, in

the half-plane o > 1 is defined by the Dirichlet series

mz—:o (m + 04)
and has analytic continuation to the whole complex plane, except for the unique simple
pole at the point s = 1 with residue 1.
Let 0 <71 < 79 < -+ < %% < Va1 < -+ be the sequence of imaginary parts of

non-trivial zeros of the Riemann zeta-function, for which the estimate

Y>> 1< TlogT, ¢>0, (1.1)

Ve, <T
[ve—1|<c/logT

inspired by the Montgomery pair correlation conjecture, holds. Moreover, let

g(sa@aw) = (C(Sv a17w1)7 s ,C(S, ar7wr)) )

where

C(Saaj7wj) 5 j=1,...,7“.

In the master thesis we obtain universality theorems for F (g (s, g)) for some classes

of operators F' : H"(D) — H(D). Define the set
L(ay,...,0p) = {(log(m + a1) : m € Ny), ..., (log(m+ a,) : m € Ny)}.

We say that the operator F' : H"(D) — H(D) belongs to the class Lip(5), 8 =
(B1,.. ., 0r), if

1° for every polynomial p = p(s), there exists (g1,...,9,) € F~{p};

2° for all K € K, there exists a constant ¢ > 0, positive fy,..., 5., and K;,..., K, €
such that

sup [F(g,(s)) = F(g,(s))| < ¢ sup sup |g1;(s) — ga;(5)|*
seK 1<y<r s€K;

for all g, = (g11,---, 1), 9, = (921, -, 92,) € H"(D).

Then we obtain the following theorem:
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Theorem 6. Suppose that the estimate (1.1) is valid, the set L(ay, ..., ) is linearly
independent over Q, and F € Lip(B). Let K € K and f(s) € H(K). Then, for alle >0
and h > 0,

lijvrrigf;f#{l <k<N: sup’F (§(8+ih7k,g)) —f(s)‘ < 5} > 0.

seK

In the master thesis we obtain universality theorem for one more class of operators
F:H"(D) — H(D).
Theorem 7. Suppose that the estimate (1.1) is valid, the set L(oy, ..., ) is linearly
independent over Q, and F : H"(D) — H(D) is a continuous operator such that each
polynomial p = p(s) has its preimage F~'{p}. Let K € K and f(s) € H(K). Then, for
alle >0 and h > 0,
| .
hNngéfﬁ# {1 <k N: ig}}g’F (g(s —|—2h7k,g)) — f(s)‘ < 5} > 0.
Moreover, the limit
1 .
]\}I_I}Cl)o N# {1 <k<N: ngg’F (g(s—kzhvk,g)) - f(s)‘ < 5} >0

exists for all but at most countably many € > 0.
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