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Įvadas 

Statistikų tikimybinių skirstinių analiz÷je ypatingą vietą užima jų išreiškimas gerai žinomų 

atsitiktinių dydžių funkcijomis, tai yra nuo vieno tikimybinio skirstinio analiz÷s pereiname prie kito 

lengviau įvertinamo tikimybinio skirstinio analiz÷s. Ši tematika labai sena. Joje iškylančių uždavinių 

sprendimams yra pasiūlyta daugyb÷ metodų. Čia mes apžvelgsime, kaip Br. Grigelionio GZD (, , 

, , ) bei  ( , , , ) tikimybinių skirstinių pasiskirstymo funkcija skleidžiama Edžvorto 

daugianariais (pagal E. D. Melune ir H. L. Gray [1] straipsnį), t.y. atsitiktinius dydžius iš klasių 

GZD( , , , , ) ir  ( , , , ) aproksimuosim Gauso atsitiktiniu dydžiu .  

Kai , tai tikimybinis skirstinys ( [7] 2.2 lema, 54psl.) 

, visiems . 

Čia atsitiktinis dydis , , jo tankio funkcija 

,  . 

Darbe tikimybinis skirstinys atsitiktinio dydžio  GZD( , , , , ) yra 

aproksimuojamas tikimybiniu skirstiniu atsitiktinio dydžio  GZD( , , , , ). Sudaroma 

lygčių sistema , , ,  radimui ir gaunamos apytiksl÷s jų reikšm÷s 

 

( žym÷jimus žiūr÷ti 22-23 psl. ). 

 

 

 

Pad÷ka. D÷koju magistrantūros vadovui prof. A. Bikeliui už vadovavimą ir konsultacijas mano 

studijų Vilniaus universitete metu.   
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1. Asimptotin÷s formul÷s 

 

E. D. Melune ir H. L. Gray [1] apžvelgia Korniš – Fišer bei Edžvorto skleidinius ir mano, jog 

Edžvorto skleidiniai yra pirmas žingsnis į atsitiktinių dydžių asimptotinius skleidinius. 

Tegu  ir  yra pasiskirstymo funkcijos su semiinvariantais tokiais, jog 

.  

Autoriai priima, kad tikimybinis skirstinys  yra išskleistas Ermito daugianariais, t.y. jam 

galioja Edžvorto formali eilut÷: 

 

,                              (1) 

kai semiinvariantai  ir  tenkina sąlygą ,  .  

Čia 

.                                         (2) 

(2) - ąją lygybę galime išskleisti 

 kai  

kur , o  yra Čebyševo – Ermito daugianariai. Jie apibr÷žti  

 

  

ir 

,  
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kai . 

Kai  yra standartinio normalaus d÷snio pasiskirstymo funkcija, tai turime , kai  yra 

nelyginis, , kai  – lyginis. Jeigu formaliai išpl÷sime lygybę (1) ir išd÷stysime narius 

did÷jančia tvarka, tai gausime: 

  

 

 .                                                          (4) 

Priimta, kad lygyb÷ (4) yra tokia:  

, 

kur 

, 

čia funkciją  nusako semiinvariantai . 

Tegu  ir , kur 0<p<1, yra funkcijų  ir  atitinkami kvantiliai, t. y. 

.                                                 (5) 

Pasinaudoję Teiloro formule gauname: 

.                (6) 
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Pakeitę lygybes (1) ir (6) į (5), gausime Korniš – Fišer išpl÷timą funkcijai  nuo  

 

 

 

 

  

Atvirkštin÷ Korniš – Fišer išraiška funkcijai  pagal  yra tokia 

 

 

 

 

. 
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2. Grigelionio GZD d÷snio aproksimavimas 

 

Apibr ÷žimas 1. Atsitiktinis dydis  pasiskirstęs pagal GZD d÷snį,  ~ GZD ( , , , , ), 

kai jo charakteristin÷ funkcija yra 

,  

kur , , , ,  ir  Eulerio beta funkcija. 

Jo semiinvariantai 

, 

,    , 

čia 

,     

 

Kai at. d.  charakteristin÷ funkcija yra 

,  

tuomet  semiinvariantai apibr÷žiami formule 

. 

Centruokim ir normuokim atsitiktinį dydį . Gauto at. d.  charakteristinę f-ją žym÷kime 

. Tuomet 
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. 

Atsitiktinio dydžio  vidurkis , o dispersija . Logaritmuojam charakteristinę f-ją: 

. 

Lema1. Atsitiktinio dydžio  semiinvariantai yra  

, , čia . 

Įrodymas.                                 

. 

Pažym÷kim , tuomet 

, 

,    

 ,  

, , čia . 

� 

Paskaičiuokime dar kelis semiinvanriantus 
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, 

, 

, 

, 

ir t. t., užrašykime n-tąjį 

. 

Galime juos suprastinti. Naudosim÷s Eulerio–Makloreno sumavimo formule: 

 

, 

kur  tolydin÷ funkcija, kuri turi netrūkias išvestines kiekviename taške  iš intervalo 

, kur  ir  yra konstantos.  
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 yra Bernulio skaičiai: , , , , , , , 

, , , [...], ,  ir t. t.  

Juos galima rasti sprendžiant lygybę , kai  yra natūralūs skaičiai ir . 

Nelyginiams skaičiams , visi  lygūs nuliui. Bernulio skaičiams galioja nelygyb÷ 

, kuri išplaukia iš šios lygyb÷s . 

Be to  

. 

Mūsų nagrin÷jamu atveju funkcija , čia , , , , 

: 

 

 

 

 

, 

Tad gauname 
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, 

Pasinaudoję derinių formule , galime užrašyti, jog  

, 

kai , gauname: 

, 

kai , gauname: 

, 

kai : 

, 

kai : 
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. 

Kitoms funkcijoms, naudojamoms šiame darbe, Eulerio – Makloreno formulę taikome analogiškai. 

Be to naudosim÷s lygyb÷mis , čia , ir , bei 

gama funkcija  . Integruokime : 

 

 

 

 

 

 

 

, 
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, 
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. 

Raskime bendrą : 
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Naudokim÷s gama funkcija . Atlikę pakeitimą  

, ,  

gauname, jog 

 

Tuomet  

,  

Kadangi 

 

 

 

, 

, 
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. 

Tad galima rašyti, jog  

 

 

 

 

 

 

 

. 

Galima sutraukti panašius narius, tuomet gausime: 
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. 

Bendru atveju galima užrašyti: 

 

Paimkime gautojo  pirmąjį narį. Tada semiinvariantai atsitiktinio dydžio  bus lygūs: 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

ir n-tasis semiinvariantas lygus 
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. 

Naudosim÷s Edžvorto skleidiniu (pagal E. D. Melune ir H. L. Gray [2]). Pasteb÷sime, jog 

semiinvariantai turi tenkinti sąlygą , kai . Tur÷sime liekamąjį narį 

, kai . Jei pasirinktume, kad , tuomet 

 

. 

Tuomet liekamasis narys bus lygus , kai . 

Galime užrašyti atsitiktinio dydžio  pasiskirstymo funkciją: 

 

 

 

 

, 

čia  yra normalaus standartinio d÷snio semiinvariantai. Vidurkis , dispersija  ir visi 

kiti semiinvariantai . Tod÷l a. d.  pasiskirstymo funkciją bus lygi 
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, 

čia  yra Čebyševo – Ermito daugianariai (aprašyti 1 psl.), . 
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. 

Įstatykime : 

 

 

 

 

 

 

 

. 

Pažiūr÷kime, kaip kinta  pasiskirstymo funkcija, jei keistume parametrus  ir . 

Tarkime, jog , tada at. d.  pasiskirstymo funkciją galima užrašyti tokiu pavidalu 
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. 

Galimas ir toks atvejis, kai : 
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, 

čia liekamasis narys , kur . 
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Pabandykime surasti GZD d÷sniui parametrą , kai . Atvejui  paimkime 

, kur . Panaudoję jau min÷tus derinių bei Bernulio skaičių apibr÷žimus, gauname: 

  

. 

Prisiminkime, jog . Tarkim , kur , 

čia žinomas. Galime užrašyti: 

, 

, 

čia . Pažym÷kime : 

, 

. 

Naudosim÷s Biurmano – Lagranžo apvertimo formule. Tarkime, kad eilut÷ 

 

konverguoja srityje , , tuomet eilut÷ 

 



 23 

konverguoja srityje , . Koeficientai  gaunami, apskaičiavus funkcijos 

 

n – 1 – osios eil÷s išvestines taške , t.y. 

. 

Iš šios lygyb÷s seka, kad 

, 

, 

, 

, 

, 

. 

Taikome Biurmano-Lagranžo apvertimo formulę: 

,  pažym÷kime , 

, , 

,  čia ,  

 

Norint išreikšti parametrus  ir , kai , reikia išspręsti lygčių sistemą  

. 

Naudojant apytiksles formules, gauname: 
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, 

. 
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5. Grigelionio gama pasiskirstymo aproksimavimas 

 

Tegul  yra Eulerio gama funkcija ir  atsitiktinis dydis, turintis gama pasiskirstymą, t.y. 

tokiems ,  ir  

. 

Kai , apibr÷žkime . Tuomet tur÷sime pasiskirstymo funkciją 

,  , 

ir charakteristinę funkciją 

,  . 

Apibr ÷žimas. Atsitiktinis dydis  ~  ( , , , ), jo charakteristin÷ funkcija, kai , 

, , , yra 

,  .  

A. d.  semiinvariantai 

, 

,    , 

čia 

,    , 

 asimetrijos koeficientas, o  eksceso koeficientas. 

Y semiinvariantai apibr÷žiami formule 

, 



 26 

kur  

. 

Centruokim ir normuokim atsitiktinį dydį . Gauto at. d.  charakteristinę f-ją 

žym÷kime . Tuomet 

. 

Atsitiktinio dydžio  vidurkis , o dispersija . Logaritmuojam charakteristinę f-ją: 

. 

Lema1. Atsitiktinio dydžio  semiinvariantai yra  

, , čia . 

Įrodymas.                                 

. 

Pažym÷kim , tuomet 

, 

,    

 ,  
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, , čia . 

� 

Paskaičiuokime dar kelis semiinvanriantus: 

, 

, 

, 

, 

ir t. t., užrašykime n-tąjį 

. 

Galime juos suprastinti. Integruokime , naudosim÷s lygybe , čia 

: 

 

Naudokim÷s gama funkcija . Atlikę pakeitimą  

, ,  

gauname, jog 

. 
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Tuomet  

,  

Kadangi 

 

 

 

, 

, 

Žym÷jimus žiūr÷ti 2-me skyriuje. 

Tolesniems skaičiavimams naudosime apytiksles formules, gauto  imsime tik pirmąjį narį. 

Galima rašyti, jog  

, . 

Integruokime , kai : 

 

 

, 

kai : 



 29 

 

 

 

, 

įsitikinome, jog bendrąjį apytikslį  gavome teisingai. 

O semiinvarinatai bus lygūs 

, 

, 

, 

, 

, 
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, 

, 

n-tasis narys lygus 

. 

Naudosim÷s Edžvorto skleidiniu (pagal E. D. Melune ir H. L. Gray [2]). Pasteb÷sime, jog 

semiinvariantai turi tenkinti sąlygą , kai . Tur÷sime liekamąjį narį 

, kur . 

Galime užrašyti atsitiktinio dydžio  pasiskirstymo funkciją: 

 

 

 

 

, 

čia  yra normalaus standartinio d÷snio momentai. Vidurkis , dispersija  ir visi kiti 

semiinvariantai . Tod÷l a. d.  pasiskirstymo funkciją bus lygi 



 31 

 

 

 

 

, 

čia  yra Čebyševo-Ermito daugianariai (aprašyti .. psl.), . 
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. 

Įstatykime : 
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. 

 

Pritaikę Biurmano – Lagranžo apvertimo formulę analogiškai kaip 2-ąjame skyriuje, galime rasti 

parametrą .  
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Išvados 

 

Atsitiktinių dydžių transformacijas, naudojančias normalų d÷snį, kone pirmieji išnagrin÷jo E. A. 

Korniš ir R. A. Fišer [5]. Jie savo straipsnyje pasiūl÷ funkcijų  ir  formalų skleidimą eilute. 

Šios eilut÷s (tiksliau, jų dalin÷s sumos) yra plačiai naudojamos matematin÷je statistikoje, jos 

vadinamos Korniš – Fišer skleidiniais.  

Šio darbo tikslas yra išnagrin÷ti, kaip Grigelionio GZD ( , , , , ) bei  ( , , , ) 

pasiskirstymams taikomas asimptotinis Edžvorto skleidinys (daugianaris). Nagrin÷jome kaip užsirašo 

min÷tas skleidinys keičiantis parametrams. Edžvorto skleidinį išreišk÷me apytiksliai. Nes naujieji 

semiinvariantai, gauti po to, kai centravom bei normavom Grigelionio GZD ( , , , , ) ir 

( , , , )  atsitiktinį dydį, užrašyti apytiksliai. Semiinvariantų išreiškimui buvo naudojamas tik 

pirmas narys funkcijos , kuri užrašyta, naudojantis Eulerio – Makloreno sumavimo formule.  

 

 

 

Summary 

 
Cornish and Fisher were the firsts scholars who have analysed transformations of the random 

variables are associated with normal distribution. They suggested formal expansions of the functions 

x(y) and y(x). These expansions are widely spread in the statistics, they are called Cornish – Fisher 

expansions. The research is investigated the normal approximations for other distributions. 

The research is investigated how Edgeworth expansions applied for Br. Grigelionis distributions 

GZD ( , , , , ) and ( , , , ).  
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