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Disertacinio darbo aprašymas

1 Tyrimo objektas

Disertacijoje nagrinėjama stacionari Navjė–Stokso sistema su nehomogenine kraštine sąlyga
−ν∆u+

(
u · ∇

)
u+∇p = 0, x ∈ Ω,

div u = 0, x ∈ Ω,

u = a, x ∈ ∂Ω,

(1.1)

čia u ir p yra duotosios sistemos nežinomieji, u = u(x) =
(
u1(x), u2(x), u3(x)

)
yra skysčio

greičio vektorius, p = p(x) yra skysčio slėgis; a(x) =
(
a1(x), a2(x), a3(x)

)
yra užduotas

skysčio greitis ant srities krašto, ν > 0 - skysčio klampumo koeficientas.
Šis uždavinys nagrinėjamas srityse su išėjimais į begalybę, kai srities kraštas susideda iš
keleto atskirų komponenčių (tiek baigtinių, tiek begalinių).

2 Mokslinės problemos istorija ir aktualumas

Navjė–Stokso lygtys, aprašančios klampaus nespūdaus skysčio tekėjimą, yra vienas iš svar-
biausių tyrimo objektų matematinėje hidrodinamikoje. Matematinės Navjė–Stokso lygčių
teorijos vystymasis ypatingai suaktyvėjo XX amžiaus pabaigoje. Neišspręsti Navjė–Stokso
uždaviniai yra svarbūs tiek savo turiniu ir taikymais, tiek tuo, kad stimuliuoja daugelio
matematikos sričių vystymąsi.

Matematiškai pagrįsta Navjė–Stokso lygčių teorijos pradžia siejama su prancūzų mate-
matiko Prof. J. Leray vardu. Būtent J. Leray pirmasis nagrinėjo (1.1) uždavinį aprėžtoje
srityje su daugiajungiu kraštu dar 1933 metais paskelbtame [17] straipsnyje. Po to minėtas
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1 pav.: Aprėžta sritis su daugiajungiu kraštu.

uždavinys susilaukė daugelio kitų matematikų dėmesio (pavyzdžiui, [1]-[7]). Iš (1.12) toly-
dumo lygties aprėžtosios srities atveju išplaukia būtinoji (1.1) uždavinio išsprendžiamumo
sąlyga ∫

∂Ω

a · n dS =
N∑
j=1

∫
Γj

a · n dS = 0, (2.2)

čia n yra vienetinis normalės vektorius, Γi nesikertančios srities Ω krašto ∂Ω komponentės.
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(2.2) sąlyga reiškia, kad bendras srautas turi būti lygus nuliui. Tačiau ilgą laiką (1.1)
uždavinio išsprendžiamumas buvo įrodytas esant papildomai sąlygai

Fj =
∫
Γj

a · n dS = 0, j = 1, 2, . . . , N, (2.3)

kuri reikalauja, kad per kiekvieną krašto komponentę srautas būtų lygus nuliui (pavyzdžiui,
darbuose [13], [14], [17]). Kiti autoriai (2.3) sąlygą pakeitė reikalavimu, kad srautai Fi per
kiekvieną krašto komponentę būtų pakankamai maži1 (pavyzdžiui, darbuose [2] ir [12]). Taip
pat (1.1) uždavinys buvo nagrinėjamas, atsisakant apribojimų srautų Fi dydžiui, dvimatėje
simetrinėje srityje su simetriniais kraštiniais duomenimis (pavyzdžiui, darbuose [11] ir [22]).
Naujausias mums žinomas rezultatas gautas (1.1) uždaviniui, kai srities kraštą sudaro dvi
jungios komponentės, o srautas yra bet kokio dydžio su "teisingai parinktu" ženklu, t.y.,
skystis įteka per išorinę paviršiaus komponentę, o išteka - per vidinę ([10]). Visais minėtais
atvejais turi būti tenkinama (2.2) būtinoji išsprendžiamumo sąlyga, kuri reiškia, kad iš
srities skysčio turi ištekėti tiek, kiek jo įteka į sritį (skystis nespūdus). [17] darbe J. Leray
suformulavo klausimą, ar (1.1) uždavinys yra išsprendžiamas tik esant patenkintai (2.2)
būtinajai išsprendžiamumo sąlygai. Bendru atveju šis klausimas (dažnai vadinama Leray
problema) lieka neatsakytas, nepaisant daugelio žymių matematikų pastangų.

Pastaruosius 35 metus srityse su nekompaktiškais kraštais (1.1) uždavinys buvo nagrinė-
jamas su nuline kraštine sąlyga (a(x) = 0). Toliau, turėdami omenyje, kad kalbame apie
(1.1) uždavinį su nuline kraštine sąlyga, žymėsime jį (1.10). 1976 metais J. Heywood savo
darbe (žr. [8]) parodė, kad korektiškam uždavinio formulavimui, srityse su nekompaktiškais
kraštais, būtina papildomai suformuluoti tam tikras sąlygas begalybėje, pavyzdžiui, sąly-
gas srautams per išėjimų į begalybę skerspjūvius. Be to, [8] straipsnyje buvo įrodytas
Navjė–Stokso sistemos išsprendžiamumas prie mažų srautų. Vėliau [9], [15], [16], [26] ir [27]
darbuose J. Heywood rezultatai buvo apibendrinti bet kokio dydžio srautams. Visi minėti
rezultatai gauti esant patenkintai tik būtinajai išsprendžiamumo sąlygai.

Tačiau nedaug yra žinoma apie stacionarios Navjė–Stokso sistemos su nehomogenine
kraštine sąlyga išsprendžiamumą srityse su nekompaktiškais kraštais. Kiek mums žinoma,
pirmą kartą (1.1) uždavinys, be jokių apribojimų kraštinių duomenų dydžiui, išnagrinėtas
1999 metais S.A. Nazarovo ir K. Pilecko [23] straipsnyje. Šiame straipsnyje (1.1) uždavinys
nagrinėjamas begaliniame sluoksnyje, kai skystis į sritį įleidžiamas per sluoksnio dugną,
darant prielaidą, kad kraštinių duomenų atrama yra kompaktas. Jei srautas yra nenulinis,
tai uždavinio sprendinio Dirichlė integralas, priklausomai nuo srities geometrijos, gali būti
tiek baigtinis, tiek begalinis. [23] darbe yra sukonstruotas sprendinys, turintis begalinį
Dirichlė integralą.

(1.1) uždavinį taip pat nagrinėjo H. Morimoto ir H. Fujita. Jie minėtą uždavinį nagrinėjo
simetrinėse dvimatėse begalinėse srityse Ω su daugiajungiu kraštu ∂Ω, darydami prielaidą,

1Reikalaujant mažumo sąlygos srautams, kraštinės funkcijos normai nėra jokių dydžio apribojimų.
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kad kraštiniai duomenys tenkina simetriškumo sąlygas ([18]–[21]).

2 pav.: Simetrinės srities Ω pavyzdys.

Vėliausias mūsų žinomas rezultatas priklauso J. Neustupa ([24], [25]), kuris (1.1) uždavinį
nagrinėjo srityje su išėjimais į begalybę, kai srities kraštas yra daugiajungis, kurį sudaro
vidinis ir išorinis paviršiai. Vidinį paviršių sudaro baigtinis skaičius jungių kompaktiškų
komponenčių, o išorinį paviršių - jungių nekompaktiškų komponenčių. J. Neustupa darė
prielaidą, kad srautai per vidinio paviršiaus komponentes turi būti pakankamai maži, o per
išorinio paviršiaus komponentes srautų dydžiai - be jokių apribojimų. Apriorinio įverčio
gavimui J. Neustupa naudoja prieštaros metodą. Šis metodas reikalauja, kad sprendinys
turėtų baigtinį Dirichlė integralą. Todėl išėjimai į begalybę turi pakankamai greitai plėstis
begalybėje tam, kad būtų vietos srauto "išleidimui". Taigi, [24], [25] darbuose sprendinio
Dirichlė integralas yra baigtinis.

Šioje disertacijoje nagrinėjama stacionari Navjė–Stokso sistema su nehomogenine kraš-
tine sąlyga srityse su nekompaktiškais ir daugiajungiais kraštais. Kaip ir [24], [25] darbuose,
mes darome prielaidą, kad srautai per vidinio paviršiaus komponentes turi būti pakanka-
mai maži bei nedarome jokių apribojimų srautams per išorinio paviršiaus komponentes.
Sprendinio apriorinį įvertį gauname konstruktyviuoju būdu, sukonstruodami tinkamą kraš-
tinių duomenų į visą sritį pratęsimą. Uždavinys nagrinėjamas srityje, kai ji turi dviejų tipų
išėjimus į begalybę: paraboloidinio ir sluoksnio tipų. Priklausomai nuo išėjimų į begalybę
geometrijos, sprendinio Dirichlė integralas gali būti tiek baigtinis, tiek begalinis.
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3 Disertacijos struktūra ir apimtis

Disertaciją sudaro šeši skyriai, išvados ir naudojamos literatūros sąrašas. Pirmajame sky-
riuje skaitytojas supažindinamas su nagrinėjamos problemos istorija bei aktualumu. Antra-
jame skyriuje įvedami pagrindiniai žymėjimai ir suformuluojami žinomi rezultatai, kurie
naudojami vėlesniuose skyriuose. Likusiuose skyriuose pateikiami gauti moksliniai rezul-
tatai. Disertacija užbaigiama išvadomis ir cituojamos literatūros sąrašu. Bendra darbo
apimtis yra 103 puslapiai.

4 Disertacijoje nagrinėjami uždaviniai ir gauti rezul-
tatai

Disertacijoje nagrinėjamas stacionarus kraštinis Navjė–Stokso uždavinys su nenuline kraš-
tine salyga srityse su išėjimais į begalybę, t.y.,

Ω = Ω0

∪
Ω(1)

∪
Ω(2)

∪
...
∪
Ω(J),

čia Ω0 = Ω
∩
BR0(0) - aprėžtoji srities dalis, o Ω(j), j = 1, ..., J, - "išėjimai" į begalybę, kurie

gali būti tiek paraboloidinio, tiek sluoksnio tipų. Pažymėkime paraboloidinio tipo išėjimus
Dp, o sluoksnio tipo - Er. Lokaliose koordinatėse z(j) išėjimai Dp ir Er aprašomi taip:

E1 =
{
z(1) : 0 < z

(1)
3 < h1(|z(1)′|), |z(1)′| > 1

}
,

Er =
{
z(r) : 0 < z

(r)
3 < 1, |z(r)′| > 1

}
, r = 2, ..., P − 1,

EP =
{
z(P ) : 0 < z

(P )
3 < hP (|z(P )′|), |z(P )′| > 1

}
,

Dp =
{
z(p) : |z(p)′| < gp(z

(p)
3 ), z

(p)
3 > 1

}
, p = P + 1, ..., J,

čia funkcijos gp(t) tenkina Lipšico sąlygas

|gp(t1)− gp(t2)| ≤ Lp|t1 − t2|, t1, t2 ≥ 1, gp(t) ≥ 1 ∀t,

o funkcijos hr(t), kai r = 1 ir r = P , turi tokias savybes

µ1hr(t) ≤ max
t≤t1≤2t

hr(t1) ≤ µ2hr(t), hr(t) ≥ 1, ∀t,

|hr(t1)− hr(t2)| ≤ Lr(t)|t1 − t2|, t1, t2 ∈ [t, 2t]

su teigiamomis konstantomis µ1, µ2 ir Lr(t) galiojančiu įverčiu

Lr(t) · t
hr(t)

≤ const, Lr(t) ≤ const ∀t.
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Aprėžtoji srities dalis Ω0 turi tokį pavidalą

G0 \
I∪

i=1

Gi,

čia G0 ir Gi, i = 1, . . . , I, I ≥ 0, yra aprėžtosios vienjungės sritys, tenkinančios sąlygą

Gi ⊂ G0, Gi1

∩
Gi2 = ∅, kai i1 ̸= i2. Pažymėkime ∂Gi = Γi, i = 1, ..., I. Tuomet Γ =

I∪
i=1

Γi

sudaro vidinį srities Ω kraštą ∂Ω. Išorinį srities Ω kraštą ∂Ω taip pat gali sudaryti baigtinis

skaičius komponenčių, pažymėkime S =
M∪

m=1

S(m).

)3(
S

)1(
S

)2(
S

i
G

3 pav.: Srities Ω pavyzdys.

Neaprėžtose srityse korektiškam uždavinio formulavimui reikia apibrėžti papildomas sąlygas
per išėjimų į begalybę skerspjūvius. Taigi, nagrinėjame tokį uždavinį

−ν∆u+
(
u · ∇

)
u+∇p = 0, x ∈ Ω,

divu = 0, x ∈ Ω,

u = a, x ∈ ∂Ω,∫
σj(R)

u · n dS = Fj, j = 1, 2, . . . , J, R ≥ R0,

(4.4)

čia Fj yra užduoti skysčio srautai per išėjimų į begalybę skerspjūvius σj
2.

Spręsdami (4.4) uždavinį darome prielaidą, kad kraštiniai duomenys a ∈ W 1/2,2(∂Ω) turi
kompaktinę atramą

supp a ⊂ ∂Ω
∩
BR1(0) =

(
Γ
∪

S
)∩

BR1(0), R1 ≥ R0. (4.5)

Pažymėkime Λm = supp a
∩

S(m) ⊂ S(m)
∩
BR1(0). Kadangi nagrinėjamas nespūdaus skysčio

2Paraboloidinio išėjimo į begalybę skerspjūvis gali būti ir sritis su daugiajungiu kraštu.
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atvejis, tai iš tolydumo lygties gaunama būtinoji (4.4) uždavinio išsprendžiamumo sąlyga:

I∑
i=1

F(inn)
i +

M∑
m=1

F
(out)
m +

J∑
j=1

Fk = 0, (4.6)

čia F(inn)
i =

∫
Γi

a · n dS, i = 1, ..., I, ir F
(out)
m

∫
Λm

a · n dS, m = 1, ...,M, yra srautai per vidinio

ir išorinio srities kraštų komponentes. (4.6) sąlyga reiškia, kad bendras srautas turi būti
lygus nuliui, t.y., kiek skysčio į sritį įteka, tiek jo turi ir ištekėti.

Apibrėžimas. Apibendrintuoju (4.4) uždavinio sprendiniu vadinsime tokį solenoidinį vek-
torinį lauką u ∈ W 1,2

loc (Ω), kuris tenkina kraštinę sąlygą u
∣∣
∂Ω

= a, srauto sąlygas

∫
σj(R)

u · ndS = Fj, j = 1, 2, . . . , J, R ≥ R0, (4.7)

ir integralinę tapatybę

ν
∫
Ω

∇u : ∇η dx−
∫
Ω

(v · ∇)η · v dx = 0 ∀ η ∈ J∞
0 (Ω), (4.8)

čia J∞
0 (Ω) = {u ∈ C∞

0 (Ω) : divu = 0}.

Tam kad įrodytume uždavinio (4.8) išsprendžiamumą, reikia šį uždavinį suvesti į uždavinį
su nuline kraštine sąlyga. Tuo tikslu reikia sukonstruoti solenoidinį kraštinių duomenų a
pratęsimą A į visą sritį tokį, kad

divA = 0, A
∣∣
∂Ω

= a,
∫

σj(R)

A · ndS = Fj, j = 1, 2, . . . , J.

Įsistatę į (4.8) integralinę tapatybę išraišką u = v + A, gauname uždavinį

ν
∫
Ω

∇v : ∇η dx−
∫
Ω

(v · ∇)η · v dx−
∫
Ω

(A · ∇)η · v dx−
∫
Ω

(v · ∇)η ·A dx

=
∫
Ω

(A · ∇)η ·A dx− ν
∫
Ω

∇A : ∇η dx ∀η ∈ J∞
0 (Ω).

(4.9)

(4.9) uždavinio nežinomasis v ∈ W 1,2
loc (Ω) turi tenkinti tokias sąlygas

div v = 0, v
∣∣
∂Ω

= 0,
∫

σj(R)

v · ndS = 0, j = 1, 2, . . . , J.

Turint uždavinį su nuline kraštine sąlyga yra pasinaudojama tam tikra technika, kuri bu-
vo išvystyta mokslininkų O.A. Ladyzhenskaya ir V.A. Solonnikov. Svarbiausias disertaci-
jos tikslas yra sukonstruoti tinkamą kraštinių duomenų pratęsimą A. Kadangi kraštinių
duomenų pratęsimo sukonstravimas yra sudėtingas ir priklauso nuo srities geometrinių savy-
bių, pirmiausia nagrinėjame atskirus pavyzdžius. Ketvirtajame disetacijos skyriuje pirma-
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jame pavyzdyje (4.4) uždavinys nagrinėjamas srityje su vienu paraboloidinio tipo išėjimu į
begalybę, o antrajame pavyzdyje - srityje su dviem sluoksnio tipo išėjimais. Abiem atvejais
yra sukonstruotas tinkamas kraštinių duomenų pratęsimas į visą sritį bei įrodomas spren-
dinio egzistavimas.

Penktajame disertacinio darbo skyriuje yra apibendrinamas pirmasis pavyzdys ir (4.4)
uždavinys nagrinėjamas srityje su baigtiniu skaičiumi paraboloidinių išėjimų į begalybę.
Paraboloidinio tipo išėjimo į begalybę apibrėžimas apima ir cilindrinius išėjimus (kai parabo-
loidinio išėjimo į begalybę skersmuo yra pastovus dydis). Šiuo atveju sukonstruotas tinka-
mas kraštinių duomenų pratęsimas ir suformuluota sprendinio egzistavimo teorema.

Galiausiai šeštajame skyriuje (4.4) uždavinys yra nagrinėjamas gana bendroje srityje,
kuri turi dviejų tipų išėjimus į begalybę: paraboloidinio ir sluoksnio tipų. Šiuo atveju
sukonstruotas tinkamas kraštinių duomenų pratęsimas, kai srautai nuo baigtinių krašto
dalių yra "išleidžiami" į sluoksnio tipo išėjimą.

Pagrindinis disertacinio darbo rezultatas pateikiamas žemiau esančioje teoremoje 3.

Teorema. Tarkime, kad kraštiniai duomenys a ∈ W 1/2,2(∂Ω) turi kompaktinę atramą, t.y.,
tenkina (4.5) sąlygą, o srautai F(inn)

i , i = 1, . . . , I, yra pakankamai maži. Tada (4.4), (4.6)
uždavinys turi bent vieną sprendinį u = v +A ∈ W 1,2

loc (Ω), kuriam galioja įvertis

∫
Ω(k)

|∇u(x)|2 dx ≤ c(data)
(
1 +

J∑
j=1

Rjk∫
1

dz
(j)
3

g4j (z
(j)
3 )

)
,

c(data) = c0

(
∥a∥2

W 1/2,2(∂Ω)
+ ∥a∥4

W 1/2,2(∂Ω)
+ |F⃗ |2 + |F⃗ |4

)
,

čia
|F⃗ |2 =

J∑
j=1

F2
j , F⃗ = (F1,F2, ...,FJ),

Rj1 = 1, Rjl+1 = Rjl +
gj(Rjl)

2Lj

, l ≥ 1, j = 1, . . . , J,

Ω(k) = Ω0

∪
D

(k)
1

∪
. . .

∪
D

(k)
J , D

(k)
j =

{
z(j) ∈ Dj : z

(j)
3 < Rjk

}
.

3Teorema suformuluota tuo atveju, kai (4.4) uždavinys nagrinėjamas srityje su baigtiniu skaičiumi
paraboloidinio tipo išėjimų į begalybę.

11



5 Naujumas

Disertacijoje gauti rezultatai yra nauji. Stacionarios Navjė–Stokso sistemos su nehomoge-
nine kraštine sąlyga srityse su nekompaktiškais daugiajungiais kraštais, kai sprendinio Dirich-
lė integralas yra begalinis, išsprendžiamumas iki šiol nebuvo įrodytas.

6 Aprobacija

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti šiose mokslinėse konferencijose, kurios vyko Lietuvoje
ir užsienyje:

• Tarptautinė konferencija "Parabolic and Navier–Stokes equations", Bedlew, Lenkija,
rugsėjo 2 - 8, 2012.

• 53-oji Lietuvos matematikų draugijos konferencija, Klaipėda, Lietuva, birželio 11 - 12,
2012.

• 52-oji Lietuvos matematikų draugijos konferencija, Vilnius, Lietuva, birželio 16 - 17,
2012.

• Tarptautinė konferencija "Regularity Aspects of PDE", Bedlew, Lenkija, rugsėjo 5 -
11, 2010.

Doktorantų mokyklos

• Tarptautinė vasaros mokykla "EVEQ 2012", Praha, Čekija, liepos 9 - 13, 2012.

• 12-oji tarptautinė vasaros mokykla "Mathematical Theory in Fluid Mechanics", Kaco-
vas, Čekija, gegužės 27 - birželio 3, 2011.

Disertacijos rezultatai pristatyti Vilniaus Universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto
Diferencialinių lygčių ir skaičiavimo matematikos katedros matematiniuose seminaruose.
Skaitytas pranešimas Vilniaus Universitete doktorantų seminare 2011 m. gruodžio 1 d.
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8 Išvados

Disertaciniame darbe yra įrodytas (4.4) uždavinio bent vieno sprendinio egzistavimas neaprėž-
tose srityse su nekompaktiškais daugiajungiais kraštais. (4.4) uždavinys yra suvedamas į
uždavinį su nuline kraštine sąlyga, sukonstruojant tinkamą kraštinių duomenų a pratęsimą
A, kuris turi tokį pavidalą

A = B(inn) +
M∑

m=1

B
(out)
m +B(flux),

čia B(inn) pratęsia kraštinius duomenis a nuo vidinio paviršiaus Γ, B
(out)
m - nuo išorinio

paviršiaus komponenčių S(m), o B(flux) tenkina nulinę kraštinę sąlygą ant srities krašto ∂Ω

ir "nuima" srautus nuo išėjimų į begalybę skerspjūvių. Kadangi vektoriniai laukai B(out)
m

ir B(flux) konstruojami taip, kad tenkintų Leray–Hopf nelygybes, tai srautai per išorinio
paviršiaus komponentes F(out)

m ir srautai per išėjimų į begalybę skerspjūvius Fj gali būti bet
kokio dydžio. Tačiau vektorinio lauko B(inn) bendru atveju negalime sukonstruoti taip, kad
tenkintų Leray–Hopf nelygybes. Jei srautai yra nenuliniai, tai bendru atveju aprėžtoje srity-
je yra žinomas (žr. [28]) toks srities ir kraštinės funkcijos kontrapavyzdys, kad sukonstruoti
solenoidinį pratęsimą, tenkinantį Leray–Hopf nelygybes, yra neįmanoma. Todėl srautai per
vidinio paviršiaus komponentes F(inn)

i turi būti pakankamai maži.

1. Jei srautai F(inn)
i yra pakankamai maži (F(out)

m ir Fj yra bet kokie), tai (4.4) uždavinys
srityse su nekompaktiškais daugiajungiais kraštais turi bent vieną sprendinį, kurio
Dirichlė integralas gali būti tiek baigtinis, tiek begalinis.

2. Jei srautai F(inn)
i yra "dideli", tai naudojamu metodu (4.4) uždavinio sprendinio egzis-

tavimo įrodyti neįmanoma.
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9 Summary

Let Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, be an unbounded domain which splits outside the ball BR0(0) = {x ∈
Rn : |x| < R0} into J ≥ 1 noncompact disjoint components, i.e.,

Ω = Ω0

∪
Ω(1)

∪
Ω(2)

∪
...
∪
Ω(J),

where Ω0 = Ω
∩

BR0(0). The unbounded components Ω(j), j = 1, ..., J, are called "outlets"
to infinity. We study two types of outlets to infinity: paraboloidal and layer type outlets.
The bounded domain Ω0 has the form

G0 \
I∪

i=1

Gi,

where G0 and Gi, i = 1, . . . , I, I ≥ 0, are bounded simply connected domains such that
Gi ⊂ G0, Gi1

∩
Gi2 = ∅ for i1 ̸= i2. Therefore, boundary of the domain Ω consists of inner

and outer boundaries. Let us denote them by Γ and S, respectively. Both of these boundaries

may consist of finite number of components, i.e., Γ =
I∪

i=1

Γi and S =
M∪

m=1

S(m). Components

of inner boundary are bounded, and components of outer boundary are unbounded. We
consider stationary Navier – Stokes system with nonhomogeneous boundary condition in a
domain Ω: 

−ν∆u+
(
u · ∇

)
u+∇p = 0 in Ω,

divu = 0 in Ω,

u = a on ∂Ω,∫
σj(R)

u · n dS = Fj, j = 1, 2, . . . , J, R ≥ R0,

(9.10)

where Fj, j = 1, ..., J, are the prescribed fluxes of the velocity field over cross sections σj(R)

of the outlets Ω(j), n is the unit vector of the normal to σj.

Since we consider the incompressible fluid, from the continuity equation follows the
necessary compatibility condinion

I∑
i=1

F(inn)
i +

M∑
m=1

F
(out)
m +

J∑
j=1

Fk = 0,

where F(inn)
i and F

(out)
m are the fluxes of the boundary value a over connected components

of the inner and outer boundaries, respectively.
The main purpose of the thesis is to construct an appropriate extension of the boundary

value a which gives the possibility to reduce the nonhomogeneous boundary conditions to
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the homogeneous ones. This extension is constructed as the sum

A = B(inn) +
M∑

m=1

B
(out)
m +B(flux),

where B(inn) extends the boundary value a from the inner boundary Γ, B(out)
m extend a from

the connected component S(m) of the noncompact outer boundary S, and B(flux) has zero
boundary value over ∂Ω and removes the fluxes over the cross sections of outlets to infinity.
The vector fields B(out)

m and B(flux) are constructed to satisfy Leray–Hopf’s inequalities which
allows to obtain a priori estimates of the solution for arbitrary large fluxes F

(out)
m and Fj.

The construction of vector fields B
(out)
m and B(flux) is based on methods proposed in [16],

[26]. Notice that the Leray–Hopf’s inequality cannot be true, in general, for the vector field
B(inn). If the fluxes of the boundary value a over connected components of the boundary do
not vanish, in [28], [3] were constructed counterexamples showing that in bounded domains
Leray–Hopf inequality can be false whatever the choice of the solenoidal extension is taken.
Therefore, we have to suppose that the fluxes F(inn)

i of a over the compact components Γi

of the inner boundary Γ are "sufficiently small".
Since the construction of a suitable extension is rather complicated and strongly depends

on geometry of the domain, we start with two examples. First, we consider the nonhomo-
geneous boundary value problem for the stationary Navier–Stokes equations in the domain
with one paraboloidal outlet to infinity, and in the domain consisting of two connected lay-
ers. The next part of the thesis consists of the generalization of these examples for general
domains having paraboloidal and layer type outlets to infinity.
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