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Disertacinio darbo aprasymas

1 Tyrimo objektas

Disertacijoje nagrinéjama stacionari Navjé—Stokso sistema su nehomogenine krastine sglyga

—yAu—f—(u‘V)u—i—Vp = 0, ze€f,
divaua = 0, ze€Q, (1.1)
u = a, zx¢€d9,

¢ia u ir p yra duotosios sistemos nezinomieji, u = u(z) = (u1(z), us(z), us(x)) yra skyscio
grei¢io vektorius, p = p(x) yra skyscio slégis; a(z) = (al(x),ag(x)7a3(x)) yra uzduotas
skyscio greitis ant srities krasto, v > 0 - skysc¢io klampumo koeficientas.

Sis uzdavinys nagrinéjamas srityse su iSéjimais i begalybe, kai srities krastas susideda is

keleto atskiry komponenciy (tiek baigtiniy, tiek begaliniy).

2 Mokslinés problemos istorija ir aktualumas

Navjé-Stokso lygtys, aprasancios klampaus nespudaus skyscio tekéjima, yra vienas iS svar-
biausiy tyrimo objekty matematinéje hidrodinamikoje. Matematinés Navjé—Stokso lygciy
teorijos vystymasis ypatingai suaktyvéjo XX amziaus pabaigoje. Neisspresti Navjé—Stokso
uzdaviniai yra svarbus tiek savo turiniu ir taikymais, tiek tuo, kad stimuliuoja daugelio
matematikos sri¢iy vystymasi.

Matematiskai pagrista Navjé—Stokso lygc¢iy teorijos pradzia siejama su prancuziy mate-
matiko Prof. J. Leray vardu. Butent J. Leray pirmasis nagrinéjo (1.1) uzdavinj apréztoje

srityje su daugiajungiu krastu dar 1933 metais paskelbtame [17] straipsnyje. Po to minétas

1 pav.: Aprézta sritis su daugiajungiu krastu.

uzdavinys susilauke daugelio kity matematiky démesio (pavyzdziui, [1]-[7]). IS (1.12) toly-
dumo lygties apréztosios srities atveju isplaukia butinoji (1.1) uzdavinio issprendziamumo
salyga
N
fa-ndS=% [a-ndS=0, (2.2)
o0

J=1T;

¢ia n yra vienetinis normalés vektorius, I'; nesikertancios srities €2 krasto 02 komponenteés.



(2.2) salyga reiskia, kad bendras srautas turi buti lygus nuliui. Taciau ilga laika (1.1)

uzdavinio issprendziamumas buvo jrodytas esant papildomai salygai

Fi=[andS=0, j=12...N, (2.3)
1".

J

kuri reikalauja, kad per kiekviena krasto komponente srautas buty lygus nuliui (pavyzdziui,
darbuose [13], [14], [17]). Kiti autoriai (2.3) salyga pakeité reikalavimu, kad srautai F; per
kiekvieng krasto komponente buity pakankamai mazi' (pavyzdziui, darbuose [2] ir [12]). Taip
pat (1.1) uzdavinys buvo nagrinéjamas, atsisakant apribojimy srauty J; dydziui, dvimatéje
simetrinéje srityje su simetriniais krastiniais duomenimis (pavyzdziui, darbuose [11] ir [22]).
Naujausias mums zinomas rezultatas gautas (1.1) uzdaviniui, kai srities krasta sudaro dvi
jungios komponentés, o srautas yra bet kokio dydzio su "teisingai parinktu' zenklu, t.y.,
skystis jteka per iSorine pavirsiaus komponente, o iSteka - per vidine ([10]). Visais minétais
atvejais turi buti tenkinama (2.2) butinoji issprendziamumo salyga, kuri reiskia, kad is
srities skyscio turi iStekéti tiek, kiek jo jteka j sritj (skystis nespudus). [17] darbe J. Leray
suformulavo klausima, ar (1.1) uzdavinys yra iSsprendziamas tik esant patenkintai (2.2)
butinajai iSsprendziamumo salygai. Bendru atveju sis klausimas (daznai vadinama Leray
problema) licka neatsakytas, nepaisant daugelio zymiy matematiky pastangu.

Pastaruosius 35 metus srityse su nekompaktiskais krastais (1.1) uzdavinys buvo nagriné-
jamas su nuline krastine salyga (a(z) = 0). Toliau, turédami omenyje, kad kalbame apie
(1.1) uzdavinj su nuline krastine salyga, zymésime ji (1.1p). 1976 metais J. Heywood savo
darbe (zr. [8]) parodé, kad korektiskam uzdavinio formulavimui, srityse su nekompaktiskais
krastais, butina papildomai suformuluoti tam tikras salygas begalybéje, pavyzdziui, saly-
gas srautams per iSéjimy j begalybe skerspjuvius. Be to, [8] straipsnyje buvo jrodytas
Navjé-Stokso sistemos iSsprendziamumas prie mazy srauty. Veéliau [9], [15], [16], [26] ir [27]
darbuose J. Heywood rezultatai buvo apibendrinti bet kokio dydzio srautams. Visi mineéti
rezultatai gauti esant patenkintai tik buitinajai iSsprendziamumo salygai.

Taciau nedaug yra zinoma apie stacionarios Navje-Stokso sistemos su nehomogenine
krastine salyga iSsprendziamuma srityse su nekompaktiskais krastais. Kiek mums Zinoma,
pirma karta (1.1) uzdavinys, be jokiy apribojimy krastiniy duomeny dydziui, iSnagrinétas
1999 metais S.A. Nazarovo ir K. Pilecko [23] straipsnyje. Siame straipsnyje (1.1) uzdavinys
nagrinéjamas begaliniame sluoksnyje, kai skystis j sritj jleidziamas per sluoksnio dugna,
darant prielaida, kad krastiniy duomeny atrama yra kompaktas. Jei srautas yra nenulinis,
tai uzdavinio sprendinio Dirichlé integralas, priklausomai nuo srities geometrijos, gali buti
tiek baigtinis, tiek begalinis. [23] darbe yra sukonstruotas sprendinys, turintis begalinj
Dirichlé integrala.

(1.1) uzdavinj taip pat nagrinéjo H. Morimoto ir H. Fujita. Jie minéta uzdavinj nagrinéjo

simetrinése dvimatése begalinése srityse €2 su daugiajungiu krastu 0€2, darydami prielaida,

'Reikalaujant mazumo salygos srautams, krastinés funkcijos normai néra jokiy dydzio apribojimuy.



kad krastiniai duomenys tenkina simetriskumo salygas ([18]-[21]).

(>
U\/

i

2 pav.: Simetrinés srities 2 pavyzdys.

Véliausias musy zinomas rezultatas priklauso J. Neustupa ([24], [25]), kuris (1.1) uzdavinj
nagriné¢jo srityje su is¢jimais i begalybe, kai srities krastas yra daugiajungis, kurj sudaro
vidinis ir iSorinis pavirsiai. Vidinj pavirsiy sudaro baigtinis skaic¢ius jungiy kompaktisky
komponenc¢iy, o isorinj pavirSiy - jungiy nekompaktisky komponenciy. J. Neustupa daré
prielaida, kad srautai per vidinio pavirsiaus komponentes turi buti pakankamai mazi, o per
iSorinio pavirsiaus komponentes srauty dydziai - be jokiy apribojimy. Apriorinio jvercio
gavimui J. Neustupa naudoja priestaros metoda. Sis metodas reikalauja, kad sprendinys
turéty baigtinj Dirichlé integralg. Todél iseéjimai | begalybe turi pakankamai greitai pléstis
begalybéje tam, kad buty vietos srauto "isleidimui". Taigi, [24], [25] darbuose sprendinio
Dirichlé integralas yra baigtinis.

Sioje disertacijoje nagrinéjama stacionari Navjé-Stokso sistema su nehomogenine kras-
tine salyga srityse su nekompaktiskais ir daugiajungiais krastais. Kaip ir [24], [25] darbuose,
mes darome prielaida, kad srautai per vidinio pavirsiaus komponentes turi buti pakanka-
mai mazi bei nedarome jokiy apribojimy srautams per iSorinio pavirsiaus komponentes.
Sprendinio apriorinj jvertj gauname konstruktyviuoju budu, sukonstruodami tinkama kras-
tiniy duomeny j visg sritj pratesima. Uzdavinys nagrinéjamas srityje, kai ji turi dvieju tipu
iséjimus j begalybe: paraboloidinio ir sluoksnio tipy. Priklausomai nuo iséjimy j begalybe

geometrijos, sprendinio Dirichlé integralas gali buti tiek baigtinis, tiek begalinis.



3 Disertacijos struktura ir apimtis

Disertacija sudaro Sesi skyriai, iSvados ir naudojamos literaturos sarasas. Pirmajame sky-

riuje skaitytojas supazindinamas su nagrinéjamos problemos istorija bei aktualumu. Antra-
jame skyriuje jvedami pagrindiniai zyméjimai ir suformuluojami Zinomi rezultatai, kurie
naudojami veélesniuose skyriuose. Likusiuose skyriuose pateikiami gauti moksliniai rezul-
tatai. Disertacija uzbaigiama isvadomis ir cituojamos literaturos sarasu. Bendra darbo

apimtis yra 103 puslapiai.

4 Disertacijoje nagrinéjami uzdaviniai ir gauti rezul-
tatai

Disertacijoje nagrinéjamas stacionarus krastinis Navje-Stokso uzdavinys su nenuline kras-

tine salyga srityse su iSéjimais i begalybe, t.y.,
Q=0,UQ0 U@ ..o,

¢ia Qo = Q) Br, (0) - apréztoji srities dalis, 0 QW) j =1, ..., J, - "is¢jimai’ j begalybe, kurie
gali buti tiek paraboloidinio, tiek sluoksnio tipy. Pazymékime paraboloidinio tipo iSéjimus

D,,, o sluoksnio tipo - E,. Lokaliose koordinatése 219) igéjimai D, ir E, aprasomi taip:

B = {z(l) 0 < 2 <y (]2V7), 1207 > 1} ,

E, — {z<’“) 0< 2 <1, |20 > 1}, F=92 .. P—1,
Ep= {z“’) 10 < 2P < hp(]2D)), 1P| > 1},
D, = {z(”) 2P < gp(z:(,,p)), z;gp) > 1}, p=P+1,..,J,
¢ia funkcijos g,(t) tenkina Lipsico salygas
9p(t1) = gp(t2)| < Lplts —taf, t1, 82 2 1, gp(t) 2 1 V8,
o funkcijos h,(t), kai r = 1 ir » = P, turi tokias savybes

pihe(t) < max  h.(t;) < poh,(t), h.(t) > 1, Vt,

T <ty <2t
\he(t1) — he(t2)] < Lo.(8) |ty — ta], t1,t2 € [, 2t]
su teigiamomis konstantomis pq, ps ir L,.(f) galiojanciu jverciu

L(t)-t
ho (2)

< const, L.(t) < const Vt.



Apréztoji srities dalis 2y turi tokj pavidala

I —
GO \ U Gi7
i=1
cdia Go ir Gy,v = 1,...,1, I > 0, yra apréztosios vienjunges sritys, tenkinancios salyga
_ _ T
G; C Go, Gy, N Gi, =0, kai iy # i5. Pazymékime 0G; =T, i =1,...,1. Tuomet ' = |J T;
i=1
sudaro vidinj srities ) krasta 0€). ISorinj srities €2 krasta OS2 taip pat gali sudaryti baigtinis
M
skai¢ius komponenéiy, pazymékime S = J S,
m=1

3 pav.: Srities () pavyzdys.

Neapréztose srityse korektiskam uzdavinio formulavimui reikia apibrézti papildomas salygas

per iséjimy j begalybe skerspjuvius. Taigi, nagrinéjame tokj uzdavinj

([ —vAu+ (u-V)u+Vp = 0, 2€Q,
divu = 0, z€Q,
u = a, x€d, (4.4)
[ u-ndS = F, j=12,...,J, R> Ry,
\ o;(R)

¢ia F; yra uzduoti skyscio srautai per is¢jimy j begalybe skerspjuvius o;2.
Spresdami (4.4) uzdavinj darome prielaidg, kad krastiniai duomenys a € W/22(9Q) turi

kompaktine atrama
suppa C 9Q( Bg, (0) = (['US) N Br,(0), R > Ry. (4.5)

Pazymékime A, = supp a() S C S™ N Bg, (0). Kadangi nagrinéjamas nespudaus skyscio

2Paraboloidinio i$¢jimo j begalybe skerspjuvis gali biiti ir sritis su daugiajungiu krastu.



atvejis, tai i$ tolydumo lygties gaunama butinoji (4.4) uzdavinio iSsprendziamumo salyga:

1

J
Zann + ZS(Out +Zlfk:0, (46)
]:

1=1

cia IF inn) =[a-ndS, i=1,.., I i ng:ut) [ a-ndS, m=1,.., M, yra srautai per vidinio
r; Am
ir iSorinio srities krasty komponentes. (4.6) salyga reiskia, kad bendras srautas turi buti

lygus nuliui, t.y., kiek skyscio j sritj jteka, tiek jo turi ir iStekéti.

Apibrézimas. Apibendrintuoju (4.4) uzZdavinio sprendiniu vadinsime tokj solenoiding vek-

toring laukg u € VVZ})CQ(Q), kuris tenkina krasting sqlygq u|,, = a, srauto sqlygas

[ uwndS=F, j=12,....,J, R> Ry, (4.7)
o (R)
ir integraline tapatybe
v[Vu:Vnde— [(v-V)n-vde =0 VneJrQ), (4.8)
Q Q

Gia J&(Q) = {u € C5°(Q) + divu = 0}

Tam kad jrodytume uzdavinio (4.8) iSsprendziamuma, reikia §j uzdavinj suvesti j uzdavinj
su nuline krastine salyga. Tuo tikslu reikia sukonstruoti solenoidinj krastiniy duomeny a

pratesima A ] visg sritj tokj, kad

divA =0, Al =a, é)A-ndS:]-"j, j=1,2,...,J

Isistate j (4.8) integraline tapatybe israiska u = v + A, gauname uzdavinj

V{J;VVZV’I’] dm—g{(v-V)n-vda:—gjl"(A-V)n-vdx—s{(v-V)n-Adx
(4.9)

= [(A-V)n- Ad$—usA Vndx Vme JP(Q).
0

(4.9) uzdavinio nezinomasis v € VV;)C2 (2) turi tenkinti tokias salygas

divv =0, =0, [ v.ndS=0, j=12,...,J

o;(R)

V|aQ

Turint uzdavinj su nuline krastine salyga yra pasinaudojama tam tikra technika, kuri bu-
vo isvystyta mokslininky O.A. Ladyzhenskaya ir V.A. Solonnikov. Svarbiausias disertaci-
jos tikslas yra sukonstruoti tinkamg krastiniy duomeny pratesima A. Kadangi krastiniy
duomeny pratesimo sukonstravimas yra sudétingas ir priklauso nuo srities geometriniy savy-

biy, pirmiausia nagrinéjame atskirus pavyzdzius. Ketvirtajame disetacijos skyriuje pirma-

10



jame pavyzdyje (4.4) uzdavinys nagrinéjamas srityje su vienu paraboloidinio tipo iséjimu j
begalybe, o antrajame pavyzdyje - srityje su dviem sluoksnio tipo iSéjimais. Abiem atvejais
yra sukonstruotas tinkamas krastiniy duomeny pratesimas j visg sritj bei jrodomas spren-
dinio egzistavimas.

Penktajame disertacinio darbo skyriuje yra apibendrinamas pirmasis pavyzdys ir (4.4)
uzdavinys nagrinéjamas srityje su baigtiniu skai¢iumi paraboloidiniy isé¢jimy j begalybe.
Paraboloidinio tipo i$éjimo i begalybe apibréZimas apima ir cilindrinius i$éjimus (kai parabo-
loidinio i$¢jimo j begalybe skersmuo yra pastovus dydis). Siuo atveju sukonstruotas tinka-
mas krastiniy duomeny pratesimas ir suformuluota sprendinio egzistavimo teorema.

Galiausiai SeStajame skyriuje (4.4) uzdavinys yra nagrinéjamas gana bendroje srityje,
kuri turi dviejy tipy iSéjimus i begalybe: paraboloidinio ir sluoksnio tipy. Siuo atveju
sukonstruotas tinkamas krastiniy duomeny pratesimas, kai srautai nuo baigtiniy krasto
daliy yra "isleidziami" j sluoksnio tipo i$é¢jima.

Pagrindinis disertacinio darbo rezultatas pateikiamas Zemiau esancioje teoremoje 2

Teorema. Tarkime, kad krastiniai duomenys a € W'/22(9Q) turi kompaktine atramg, t.y.,

tenkina (4.5) sqlygq, o srautai ng""),i =1,...,1, yra pakankamai mazi. Tada (4.4), (4.6)

uZdavinys turi bent vieng sprending u = v + A € Wk 2(Q), kuriam galioja jvertis

loc

c(data) = co([1all2u2aqoy + a4 mzqn + 1F7 + 1),

f |Vu(z)]? dr < c(data) <1 + > f
1

Q) j=1 j 3 )

Ve

cla

|FJ]2 = z F=(F,Fo . Fy),

9B) sy o,

Rji=1, Rjyy1 =R+ o, b )

7J7

Quy = UDPU...UDY, DM = {z(j) eD;: 2 < Rjk}.

3Teorema suformuluota tuo atveju, kai (4.4) uZdavinys nagrinéjamas srityje su baigtiniu skai¢iumi
paraboloidinio tipo iséjimy j begalybe.

11



5 Naujumas

Disertacijoje gauti rezultatai yra nauji. Stacionarios Navjé—Stokso sistemos su nehomoge-
nine krastine salyga srityse su nekompaktiskais daugiajungiais krastais, kai sprendinio Dirich-

lé integralas yra begalinis, iSsprendziamumas iki Siol nebuvo jrodytas.

6 Aprobacija
Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Siose mokslinése konferencijose, kurios vyko Lietuvoje
ir uzsienyje:

o Tarptautiné konferencija "Parabolic and Navier—Stokes equations’, Bedlew, Lenkija,

rugsejo 2 - 8, 2012.

o 53-0ji Lietuvos matematiky draugijos konferencija, Klaipéda, Lietuva, birzelio 11 - 12,
2012.

o 52-0ji Lietuvos matematiky draugijos konferencija, Vilnius, Lietuva, birzelio 16 - 17,
2012.

o Tarptautiné konferencija "Regularity Aspects of PDE', Bedlew, Lenkija, rugséjo 5 -
11, 2010.

Doktoranty mokyklos
o Tarptautiné vasaros mokykla "EVEQ 2012", Praha, Cekija, liepos 9 - 13, 2012.

e 12-0ji tarptautiné vasaros mokykla "Mathematical Theory in Fluid Mechanics", Kaco-

vas, Cekija, geguzés 27 - birzelio 3, 2011.

Disertacijos rezultatai pristatyti Vilniaus Universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto
Diferencialiniy lygc¢iy ir skai¢iavimo matematikos katedros matematiniuose seminaruose.

Skaitytas pranesimas Vilniaus Universitete doktoranty seminare 2011 m. gruodzio 1 d.
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8 1ISvados

Disertaciniame darbe yra jrodytas (4.4) uzdavinio bent vieno sprendinio egzistavimas neapréz-
tose srityse su nekompaktiskais daugiajungiais krastais. (4.4) uzdavinys yra suvedamas j
uzdavinj su nuline krastine salyga, sukonstruojant tinkama krastiniy duomeny a pratesima

A, kuris turi tokj pavidalg

M
A = B(znn) + Z ng“t) 4 B(fluac)7

m=1

v ; . vy . . o v out v e e
¢ia BU™ pratesia krastinius duomenis a nuo vidinio pavirsiaus I, B _ nuo igorinio

pavirsiaus komponendciy S, o BU®) tenkina nuline krastine salyga ant srities krasto 052
ir "nuima" srautus nuo iséjimy j begalybe skerspjuviy. Kadangi vektoriniai laukai B
ir BU) konstruojami taip, kad tenkinty Leray-Hopf nelygybes, tai srautai per iSorinio
pavirsiaus komponentes 3,(3“” ir srautai per iS¢jimy j begalybe skerspjuvius F; gali buti bet
kokio dydzio. Taciau vektorinio lauko B bendru atveju negalime sukonstruoti taip, kad
tenkinty Leray—Hopf nelygybes. Jei srautai yra nenuliniai, tai bendru atveju apréztoje srity-
je yra zinomas (zr. [28]) toks srities ir krastinés funkcijos kontrapavyzdys, kad sukonstruoti

solenoidinj pratesima, tenkinantj Leray—Hopf nelygybes, yra nejmanoma. Todél srautai per

vidinio pavirsiaus komponentes [F; turi buti pakankamai mazi.

1. Jei srautai F"™ yra pakankamai mazi (§'9"” ir F; yra bet kokie), tai (4.4) uzdavinys
srityse su nekompaktiskais daugiajungiais krastais turi bent vieng sprendinj, kurio

Dirichlé integralas gali buti tiek baigtinis, tiek begalinis.

(inn
7

2. Jei srautai F"™ yra "dideli’, tai naudojamu metodu (4.4) uzdavinio sprendinio egzis-

tavimo jrodyti nejmanoma.
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9 Summary

Let Q C R™, n = 2,3, be an unbounded domain which splits outside the ball Bg,(0) = {x €

R™: |z| < Ry} into J > 1 noncompact disjoint components, i.e.,
Q= U o .. Uaw,

where Qo = Q[ Bg,(0). The unbounded components Q) j = 1,..., J, are called "outlets"
to infinity. We study two types of outlets to infinity: paraboloidal and layer type outlets.
The bounded domain €2y has the form

I —_—
GO\ U Gi7
=1

where Gy and G;,7 = 1,...,1, I > 0, are bounded simply connected domains such that
G; C Gy, @il ﬂ@h = () for 4; # 5. Therefore, boundary of the domain © consists of inner

and outer boundaries. Let us denote them by I and S| respectively. Both of these boundaries
I M

may consist of finite number of components, i.e., I'= (JI'; and S = |J S™. Components
i=1 m=1

of inner boundary are bounded, and components of outer boundary are unbounded. We

consider stationary Navier — Stokes system with nonhomogeneous boundary condition in a

domain €2:
( —VAu—{—(u-V)u+Vp =0 in ,
divu = 0 in €,
u = a on 0, (9.10)
[ u-ndS = F, j=12,...,J, R> Ry,
\ o;(R)

where F;, j =1, ..., J, are the prescribed fluxes of the velocity field over cross sections o;(R)
of the outlets QU), n is the unit vector of the normal to ;.
Since we consider the incompressible fluid, from the continuity equation follows the

necessary compatibility condinion

! (inn) M (out) J
YETT 4 8w+ ) Fr=0,
m=1 7j=1

=1

where IFZ(-m") and 552“’*) are the fluxes of the boundary value a over connected components
of the inner and outer boundaries, respectively.
The main purpose of the thesis is to construct an appropriate extension of the boundary

value a which gives the possibility to reduce the nonhomogeneous boundary conditions to

15



the homogeneous ones. This extension is constructed as the sum

. M ¢
A = Blinm) S Bgrolu) + B(flux)’

m=1

)

where B("") extends the boundary value a from the inner boundary T, B2 extend a from
the connected component S of the noncompact outer boundary S, and BY"®) has zero
boundary value over 0f2 and removes the fluxes over the cross sections of outlets to infinity.
The vector fields B&S"" and BU™) are constructed to satisfy Leray—Hopf’s inequalities which
allows to obtain a priori estimates of the solution for arbitrary large fluxes S,(ﬁ"t) and F;.
The construction of vector fields Bﬁfi“t) and BU"?) is based on methods proposed in [16],
[26]. Notice that the Leray—Hopf’s inequality cannot be true, in general, for the vector field
B If the fluxes of the boundary value a over connected components of the boundary do
not vanish, in [28], [3] were constructed counterexamples showing that in bounded domains

Leray—Hopf inequality can be false whatever the choice of the solenoidal extension is taken.
Therefore, we have to suppose that the fluxes ng"”) of a over the compact components I';
of the inner boundary I' are "sufficiently small".

Since the construction of a suitable extension is rather complicated and strongly depends
on geometry of the domain, we start with two examples. First, we consider the nonhomo-
geneous boundary value problem for the stationary Navier—Stokes equations in the domain
with one paraboloidal outlet to infinity, and in the domain consisting of two connected lay-
ers. The next part of the thesis consists of the generalization of these examples for general

domains having paraboloidal and layer type outlets to infinity.
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