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1. Jvadas

Daugiadaleliy sistemy apraSymas daugumoje atvejy yra jmanomas tik makroskopiniame
statistiniame lygyje naudojant statisting fizikg. Kai sgveikos yra netiesinés, sistemos paprastai
laikomos sudétingomis, kadangi didelio skaiiaus tarpusavyje saveikaujaniy sistemos daliy
kolektyvinis elgesys trivialiai neseka i$ individualaus jy sudedamyjy daliy elgesio mikroskopinio
apraSymo. Dazniausiai statistinéje fizikoje tokiy sistemy sudedamosios dalys — tai elektronali,

atomai, molekulés ir kitos mikroskopinés dalelés ar kvazidalelés, tokios kaip fotonai ar fononai.

Vis dél to, statistinés fizikos metodai yra taikomi sprendziant ne vien tik fizikos, bet ir kity
sri¢iy, pavyzdziui, tokiy kaip socialiniy sistemy, finansy, ekonomikos, biologijos, epidemiologijos
problemas, modeliuojant sudétingas sistemas, aprasomas stochastiniais procesais bei agenty
modeliais [1-7]. Savo ruoztu, vystosi sritis, kurioje fizikai naudoja jy sukurtas teorijas ir metodus

spresti finansy ir ekonomikos uzdavinius ar problemas, kuri yra vadinama ekonofizika [8].

Atliekant jvairiy sudétingy ekonominiy ir finansiniy sistemy empiriniy duomeny analizg,
nepaisant pasitlyty modeliy gausos, vis dar néra modeliy pakankamai aprasanciy ir paaiSkinanciy
empiriSkai stebimy statistiniy ypatybiy atsiradimg. Neéra aiSku, kokios universalios sistemos
sudedamyjy daliy elgesio ypatybés gali atkurti tokiems procesams biidingas empirines ypatybes,
fundamentaliai paaiskinti jy kilmg [9, 10].

Viena i$§ problemy — stebimos ilgos atminties interpretavimas, nes yra sunku nustatyti, koks
procesas atsakingas uz Sios statistinés ypatybés atsiradima. PavyzdZiui, tai gali biiti netiesinés
Markovo proceso transformacijos arba trumpeninis Brauno judéjimas, t. y. néra aiSku koks modelis

yra tinkamesnis atitinkamoms empirinéms laiko sekoms aprasyti ar jas pagrjsti [9, 10].

Vienas i$ pastarosios problemos sprendimo budy pasitilyty [11-14] darbuose yra 1§ gyvybés
ir mirties proceso, Kirmano bandos jausmo agenty modelio, i§vesty pirmo kirtimo laiky skirstiniy
tyrimas, kurio specialus atvejis yra vadinamas piky (angl. burst) ar duobiy (angl. inter burst)
trukmiy skirstiniu, kurj naudojant galima nustatyti ar tiriamas reiskinys yra Markovo procesas, o gal
prieSingai, turi tikros ilgos atminties ypatybes. Taciau ir $iuo atveju susiduriama su problema
suskaigiuoti pakankamai tikslias piky ar duobiy trukmiy skirstiniy israiskas. Siame rasto darbe $iai

problemai ir skirsime daugiausiai démesio, siekdami nagrinéjamg bandos jausmo uZdavinj



transformuoti j Beselio procesg aprasancia stochasting lygtj, kurios piky ir duobiy trukmiy skirstiniy

analiziné iSraiSka yra zinoma [9].

Sio rasto darbo tikslas yra parodyti, kad Kirmano gyvybés ir mirties proceso ir panasiy
agenty modeliy pirmo kirtimo laiko (arba piky ar duobiy trukmiy) tikimybés tankio funkcijos
(skirstiniai) gali biiti suskai¢iuojamos skaitmeniniu biidu ir aproksimuojamos analizinémis

iSraiSkomis, gaunamomis Beselio proceso atveju.
Rasto darbo rengimo metu buvo iskelti Sie uzdaviniai:

1. SusipaZinti su agenty modeliavimu grindZiamu gyvybés ir mirties procesais ir tokiy

modeliy makroskopinio apraSymo lygtimis.

2. Susipazinti su netiesiniy stochastiniy lyg¢iy, SDL, aprasanc¢iy makroskoping agenty

sistemy bei gyvybés ir mirties procesy evoliucija, skaitmeninio sprendimo metodais.

3. Naudojant netiesines SDL, aprasancias Kirmano agenty modelio evoliucija, suskaiciuoti

piky ir duobiy trukmiy skirstinius.

4. Parodyti, kad 3 punkte nurodyti skaitmeniskai gauti skirstiniai gali biiti aproksimuojami

analiziSkai dél labai bendry tokiy skirstiniy ypatybiy ir asimptotinio rysio su Beselio procesu.

5. Nustatyti 4 punkte nurodytos aproksimacijos taikymo ribas atliekant skai¢iavimus su

pasirinktomis skirtingomis ribinémis slenkstinémis vertémis.



2. Modeliy skirsty stochastiniams procesams aprasSyti apZvalga ir ilga atmintis

Siame skirsnyje pristatomos pagrindinés modeliy, grindziamy gyvybés ir mirties procesais,
esminés ypatybés, siekiant placiau jsigilinti j raSto darbe nagrin¢jama problema, susijusig su tokiy
modeliy taikymu praktikoje.

Atliekant empiring finansy rinky ar kity socialiniy sistemy analize pastebéta, kad joms yra
budingos tam tikros specifinés statistinés ypatybés. Jos apibendrintai yra vadinamos — stilizuotais
statistiniais faktais arba tiesiog stilizuotais faktais. Keli tokiy ypatybiy pavyzdziai yra investicijy
grazos laiko seky skirstiniy laipsninis pobudis, perteklinis kintamumas, kintamumo klasterizavimas

(angl. volatility clustering), 1étai ggstancios autokoreliacijos ir kt. [9, 10, 15].

Daznai pastarosioms sistemoms modeliuoti yra pasitelkiami agenty modeliai (angl. Agent-
Based Models), kur agentais vadinama abstrakti, supaprastinta sistemoje veikiancio realaus subjekto
teoriné imitacija [9]. Agentais gali biiti modeliuojamos jvairios sudétingos sistemos, tokios kaip
finansy rinkos, gyviny populiacija ekosistemoje ir kt. [16]. Vienas konkreciy tokiy modeliy
pavyzdziy yra Kirmano bandos jausmo agenty modelis, kuris bus placiau nagrinéjamas Siame darbe.
Taip pat, Sio rasto darbo kontekste svarbiausias nagrinéjamas stilizuotas faktas yra skirstiniy ir

autokoreliacijos laipsninis pobudis.

Pastarieji modeliai yra reikSmingi aprasant ekonomines ir socialines sistemas, nes padeda
suprasti, kokios universalios individualiy agenty elgesio ypatybés gali atkurti stilizuotus faktus.
Agenty modeliai puikiai paaiSkina vyksmus individualiame, mikroskopiniame, lygmenyje. Taigi,
tokie modeliai padeda paaiskinti kokios fundamentalios prieZastys lemia sistemos parametrus [9].
Taciau agenty modeliai dazniausiai yra sudétingos struktiiros, turi daug parametry, todél dél tokio
Siy modeliy sudétingumo dazZnai néra aiSku, kuris modelio aspektas yra atsakingas uZz tam tikry

empiriskai stebimy statistiniy ypatybiy atsiradimg [10].

Kita placiai naudojama modeliy rtsis ar Seima — regresinés statistiniy duomeny analizés
stochastiniai modeliai (pvz., ARCH, GARCH, COGARCH, FIGARCH modeliai ir kt.}) [9, 17].
Tokie modeliai lengviau atkuria stilizuotus faktus, tafiau prasCiau paaiSkina arba visiskai

nepaaiskina modeliuojamy vyksmy kilmés, lyginant su agenty modeliais. Tokie modeliai daznai yra

! éia:

ARCH —angl. Auto-Regressive Conditional Heteroskedasticity;

GARCH - angl. Generalized Auto-Regressive Conditional Heteroskedasticity;

COGARCH - angl. Continuous Time Generalized Auto-Regressive Conditional Heteroskedasticity;

FIGARCH - angl. Fractionaly Integrated Generalized Auto-Regressive Conditional Heteroskedasticity.



naudojami atlikti jvairiy akcijy, vertybiniy popieriy ar produkty (elektros energijos, aukso, grudy ir

kt.) kainos ar investicijy grazos kintamumo prognozavimui [17, 18].

Atsizvelgus | minéty dviejy riiSiy modeliy silpnybes ir stiprybes, pradéti plétoti modeliai,
kurie apjungia agenty modeliavimg su stochastiniu apra§ymu [9]. Tam daug pasitarnauja Kirmano

bandos jausmo agenty modelis, kuris yra vienas i§ galimy taikyti gyvybés ir mirties procesy.

Sio modelio pagrindu i§ mikroskopinio aprasymo lygéiy i$vedamos makroskopinio
apraSymo lygtys padeda savaip interpretuoti ilgos atminties problema, atsirandancig dél laipsninio
pobiuidzio autokoreliacijy grynuose Markovo procesuose. Dél to, siekiant tinkamai interpretuoti
empirinius duomenis yra reikalinga turéti tokiy modeliy statistiniy ypatybiy teorinj apra§yma, kuris
suteikia daugiau ziniy apie nagrinéjamas sistemas ir suteikia supratima, kaip modeliy parametrai yra
susije su empiriniais duomenimis [14].

Kaip minéta §io raSto darbo jvade, vienas i§ metody spresti Siame darbe iskelta ilgos
atminties problemg yra piky ir duobiy trukmiy skirstiniy tyrimas [11-14]. Pazymétina, kad tikros
ilgos atminties atskyrimo nuo apgaulingos ilgos atminties koncepcija yra pakankamai nauja, o piky
ir duobiy trukmiy nagrin¢jimo metodas yra pakankamai originalus [14], tod¢l kol kas néra kity
iSvystyty alternatyviy metody Siai problemai spresti.

Piky ir duobiy trukmiy skirstiniy bei piky ir duobiy statistikos apibrézimas jtvirtintas darbe
[19], taciau kitame Saltinyje [9] tam paciam dalykui apiblidinti vartojami burbuly skirstiniy ir
atitinkamai burbuly statistikos terminai. Taip pat [20] darbe atitinkamai vartojamas ir pliipsniy
terminas. Atsizvelgiant ] tai, kad néra jtvirtintos vieningos terminologijos lietuviy kalba, siekiant
iSvengti klaidingo Siy terminy interpretavimo, toliau Siame darbe bus vartojami piky ir duobiy
trukmiy terminai. Platesnis S§iy skirstiniy matematinis apibrézimas ir ypatybés pateikiamos
tolimesnése §io rasto darbo dalyse.

Papildomai paaiSkinama, kad piky ir duobiy trukmiy skirstiniai yra atskiras pirmo kirtimo
laiky skirstiniy atvejis. Pirmasis kirtimo laikas stochastingje sistemoje — tai laikas, per kurj
kintamasis startuodamas nuo pradinés vertés pasiekia ribine slenksting verte. Sis dydis leidzia
matematizuoti daugelj praktiniy uzdaviniy, todél jis yra labai placiai naudojamas jvairiose srityse —
nuo ekonomikos iki ekologijos [21]. Pvz., piky ir duobiy skirstiniy statistikos supratimas yra
reikalingas siekiant efektyviai modeliuoti prekybos veiklg ir investicijy graza pagal jvairias
bendrojo pavidalo SDL variacijas / versijas [12].

Pirmo kirtimo laiky formalizmas (angl. first passage time framework) yra placiai i§vystytas

tiek matematiky, tiek fiziky. Nepaisant to, modeliai, kuriy kirtimo laiky skirstiniai yra aiskiai



zinomi néra daug. Dauguma tokiy modeliy yra palyginti paprasti. Pavyzdziui, Brauno judéjimas,
Geometrinis Brauno judéjimas, Beselio procesas [9].

Visgi, kol kas néra zinomo bendro pobiidzio SDL universalaus sprendimo metodo, kuris
pateikty pakankamai tikslius piky ir duobiy trukmiy skirstinius. Si problema gali biti sprendziama
atliekant kintamyjy pakeitimg ir tiriama procesg transformuojant j tokia lygti, kurios piky ir duobiy
trukmiy skirstiniy analiziné iSraiSka yra Zinoma. Viena i§ tokiy — Beselio procesa apraSanti

lygtis [9].

Siame rasto darbe daugiau démesio tam ir skiriama, stengiantis istirti agenty modeliy, tokiy,
kaip Kirmano modelis, ypatybes ir sickdami parodyti, kad Kirmano ir panasiy agenty modeliy piky
ir duobiy trukmiy (arba pirmo kirtimo laiko) tikimybés tankio funkcijos (skirstiniai) gali buti
suskai¢iuojamos skaitmeniniu biidu ir aproksimuojamos analizinémis iSraisSkomis, gaunamomis

Beselio proceso atveju.

3. Teorinés medzZiagos susijusios su nagrinéjama tema apzZvalga

3.1. Markovo procesai ir Kirmano bandos jausmo agenty modelis

Sis rasto darbas teorinio pobiidZio, todél jame svarbu iddéstyti esminius apibrézimus,
koncepcijas ir pagrindines formules, kuriomis vadovaujantis bus atliekami pagrindiniai skai¢iavimai
susije su rasto darbo tikslu.

Toliau Siame skirsnyje bus pateikiami stochastiniy procesy ir Kirmano bandos jausmo
agenty modelio apibrézimai. Vieni 1§ svarbiausiy stochastiniy procesy fizikoje yra Markovo
procesai [22]. Bendru atveju procesas yra laikomas Markovo procesu, kai galioja Markovo salyga,
uzrasoma tokia salygine tikimybe [22]:

P(xn' tn | Xn—1, tn—lf v X1 tl) = P(xnf tn I Xn-1, tn—l)- (1)

Aptariant $ig formule, galima teigti, kad tai tokie procesai, kurie ,,neturi atminties*. Taigi,
jeigu turime kazkokj vyksma, kuris yra ,,dabarties* biisenoje, tai ,,ateities buisena priklauso tik nuo
dabarties biisenos ir nepriklauso nuo visy ,praeities“ biuseny, t.y. jei turime laikus
t; < t, <--<t,, tai Markovo procesai yra tokie, kuriy biisena laiko momentu t,, priklauso tik
nuo biiseny pasiskirstymo laiko momentu t,_;, o nuo visy kity tolimesniy praeities momenty

nepriklauso. Vienas labiausiai zinomy Markovo procesy yra Brauno judéjimas [22].



Kitas svarbus apibrézimas vartojamas Siame rasto darbe — gyvybés ir mirties procesas (angl.
birth—death process). Tai yra specialusis Markovo proceso atvejis — tolydaus laiko Markovo
procesas, kur peréjimo tikimybes tarp sistemos buseny yra tik dviejy tipy, ,,gimimai‘“ — Kurie
padidina sistemos kintamajj vienetu ir ,,mirtys*, kurie pamazina sistemos kintamgajj vienetu, t. y. kur
biisenos yra charakterizuojamos diskreciais sveikaisiais skaiCiais, o peréjimo tikimybes tarp
sistemos biiseny yra tik diskretis teigiami skaiéiai. Sie procesai literatiiroje taip pat yra vadinami
,,vieno zingsnio procesais® arba ,,generacijos—rekombinacijos* procesais [22] Atvejis, kai egzistuoja
tik pastovios spartos ,,gimimai‘ ir néra ,,mirciy* yra vadinamas Puasono procesu [22, 23]. Sistemy
apraSomy gyvybeés ir mirties procesais pavyzdziai yra kvantinis harmoninis osciliatorius, cheminés

reakcijos, populiacijos augimas ir kt. [22].

Nagrin¢jant Siame rasto darbe numatyta spresti problema yra tikslinga placiau susipazinti su
teorine medziaga susijusia su nagrinéti pasirinktu Kirmano agenty modeliu ir pristatyti esmines jo

formulavimo prielaidas ir ypatybes.

Atsizvelgdamas 1 empirinius socialiniy ir biologiniy sistemy steb¢jimus Kirmanas pasiile

tokias peréjimo tikimybes tarp sistemos biiseny [11, 24]:

p(X > X+1) =(N—X)(o, + hX)At, (2)
p(X - X —1) = X((0, + h(N — X))At, (3)

N — visy agenty (pvz., prekybininky, skruzdziy) skaicius sistemoje (pvz. rinkoje, skruzdziy

kolonijoje);

X — agenty, pasirenkanciy vieng alternatyva (pvz., prekybos strategija, maitinimosi $altinis

skruzdziy atveju) skaicius;
N — X — agenty, pasirenkanciy kit alternatyva skaicius;
At — laiko tarpas per kurj sistema pereina i§ vienos busenos j kitg (angl. time step);

h — dydis, apibiidinantis agenty bandos jausma, kai agentai pakeicia savo pasirinkta

alternatyva dél kity agenty jtakos;

o — dydis apibiidinantis agenty individualuma, kad agentas individualiai pakeis savo pries tai

pasirinktg alternatyva.



Dydzio At verté turéty biti pasirinkta maza, kad per §j laika jvykty tik vieno agento blisenos
pasikeitimas, t. y., galioty salyga:

pX>X+D+pX>X—-1)<1.

Vadovaujantis peréjimo tikimybés (2) ir (3) iSraiSkomis, pastebima, kad sistemos basena X,
momentu t, kai momentu ¢, ji buvo biisenoje X, nepriklauso nuo to, kokia sistemos biisena buvo
prie§ momentg t,. D¢l pastarosios ypatybés Sis modelis yra laikomas Markovo grandine, kadangi
Siame procese sistemos biisena pagal apibrézimg ,neturi atminties®, t. y. peréjimo ] kita biiseng
tikimybé priklauso tik nuo sistemos buisenos pries tai esanciu laiko momentu ir nepriklauso nuo to,

kokia buvo sistemos busena ankstesniais laiko momentais.

Taigi, atsizvelgiant | tai kas iSdéstyta ir j (1) formule, Kirmano bandos jausmo agenty
modelis pagal apibrézimg gali buti laikomas Markovo procesu, o atsizvelgiant j tai, kad pagal (2) ir
(3) formules pateiktos sistemos biisenos yra diskreCios ir peréjimo tikimybé tarp sistemos biiseny

yra teigiamas skaicius, gali buti laikomas ir gyvybés ir mirties procesu.

Siekiant suprasti modelio pritaikyma praktikoje ir jo dinamika, kaip nuo modelio parametry
keiCiasi sistemos biisenos, iSnagrinésime kelis ribinius Sio Kirmano agenty modelio atvejus
pateiktus nagrinétuose moksliniuose darbuose, esant skirtingoms pagrindiniy modelio parametry h
ir o vertéms [9, 24]. Esant atvejui, kai 0, = 0, modelis yra simetrinis ir tokiu atveju vidutiné
kintamojo verte X = % Tada keiCiant o vertes yra gaunami skirtingi agenty elgesio sistemoje

rezimai (zitiréti 1 paveiksla) [9].

Pagal (2) ir (3) formules suskaiCiuoti signalo skirstinai pateikti 1 paveiksle parodo
3 skirtingus elgesio reZimus, kuriy pavidalas priklauso nuo % santykio. Todel patogu atlikti
pazyméjima, kurj toliau naudosime Siame darbe — € = % Matyti, kad pirmuoju a) atveju, kai € < 1
vyrauja bandos jausmas — didzigja laiko dalj dauguma agenty uzima tokig pacig biiseng kaip ir kiti.
Antruoju b) atveju, kai € > 1, matyti vyraujantis individualistinis elgesys — agentai savo biiseng
pasirenka atsitiktinai. Treciuoju c) atveju, kai € = 1, stebimas subalansuotas elgesys — ,.konfliktas*

tarp individualistinio elgesio ir bandos jausmo, kuris sukuria nestabilig sistemos dinamika [9].
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1 pav. Stebimi 3 ribiniai agenty elgesio pagal Kirmano modelj rezimai: a) vyrauja bandos
jausmas (kvadratai, € =0,01), b) subalansuotas elgesys (apskritimai, ¢ =1), c) vyrauja
individualistinis elgesys (trikampiai, € = 100). Kity dydziy vertés yra tokios: h = 1, N = 100 [9].

Nagrinétuose moksliniuose darbuose pateikiamas modelis paaiSkina skruzdziy populiacijos
elgseng, apraso labai bendrg biologinéms bei socialinéms sistemoms bandos jausmo sgveikg tarp
agenty. Atsizvelgiant ] tai, Sis sistemos apraSymas agentais pasirodé tinkamas ekonominémis bei
finansy rinkoms apraSyti [9, 24]. Pazymétina, kad vadovaujantis Siuo mikroskopiniu Kirmano
modeliu yra gaunamos panasios makroskopiniy kintamyjy statistinés ypatybés kaip empiriskai

analizuojant finansy rinkas [10, 25].

Svarbiausia $io modelio ypatybé yra ta, kad jis parodo nuolatinj kitima — stochastinés
fluktuacijos neuzgesta. Dauguma sudétingy sistemy modeliy konverguoja i stabilig biisena, kurioje
ekonoming¢ rinka galiausiai pasiekia pusiausvyra, o pats modelis demonstruoja norimas statistines
ypatybes tik labai konkre¢ioms agenty skaiCiaus vertéms. PavyzdZziui, daznai yra galvojama, kad
finansinés rinkos yra apibudinamos kaip investuotojy kolektyvinés nuotaikos stochastiniai
svyravimai, nulemti iSorinés informacijos srauto. Svyravimai bandos jausmo modelyje, kitaip nei
daugelyje kity modeliy, néra inicijuojami iSoriniy kilmeés veiksniy, bet kyla i§ agenty tarpusavio

sgveikos [9].

Svarbu atkreipti démesj, kad (2) ir (3) formulése pateiktas Kirmano bandos jausmo modelis
yra simetrinis, kai o, = 0,, t.y., pereinamosios biisenos tikimybés generuoja simetrinj agenty

populiacijos skirstinj. Tokios tikimybés tankio funkcijos tre¢iasis momentas yra lygus nuliui.



Bendresniu atveju, darant prielaida, kad individualumo tikimybé o yra skirtinga, agenty grupéms,

gaunama kitokia — asimetriné tikimybés tankio funkcija [25].

Pazymétina, kad nagrinétuose moksliniuose darbuose yra pateikiama ir kitokiy, bendresniy
Sio modelio iSraiSky. Galimos ekstensyvios §io modelio iSraiskos, kai agentai gali saveikauti tik su
gretimais agentais [9, 11-14, 25, 27]. Taip pat naudojant tinkly topologija galima detaliau aprasyti
agenty sgveikas su juos supancia aplinka, kas galimai tiksliau atspindéty realybe [26]. Taip pat, (2)
ir (3) formulése pateikta agenty modelio iSraiSka gali biiti aproksimuojama ir pakei¢iama jvairiomis
tolydzios iSraiSkos SDL, kuriy pritaikymas yra universalesnis siekiant apraSyti empirinius

ekonominiy bei finansy rinky duomenis [9].

3.2. Makroskopinis Kirmano modelio aprasymas

Siekiant gyvybés ir mirties modelius taikyti kuo pla¢iau yra naudinga parodyti kaip (2) ir (3)
formulémis aprasomas Kirmano bandos jausmo modelis, gali biti aproksimuojamas tolydzios

iSraiSkos SDL.

Socialinéms sistemoms aprasSyti daZnai naudojami jvairts stochastiniai modeliai. Tac¢iau
tokiy modeliy pagrindimas iSlieka didelé problema, kadangi labai retai socialiniy sistemy
interpretavimas naudojant agenty ir jy tarpusavio sgveiky modelius gali buti iSsprendziamas
makroskopiniame lygmenyje, uzrasant SDL ar Fokerio ir Planko lygtis. Kirmano bandos jausmo
modelis apibréziamas kaip gyvybés ir mirties procesas yra vienas i§ nedaugelio atvejy, kai agenty
bandos jausmo sagveikomis grindziama pagrindiné kinetiné lygtis (angl. master equation) gali buti

pakeista Fokerio ir Planko lygtimi ar jg atitinkan¢ia SDL [9].

Svarbu yra suprasti kaip i§ Kirmano modelio pagrindinés kinetinés lygties yra iSvedamas
makroskopinis sistemos aprasymas SDL. Sio uzdavinio sprendimo metodas buvo apradytas
daugelyje nagrinéty moksliniy darby [9, 11-14, 25, 27]. Siai uzduoéiai yra naudojamas bendras

gyvybés ir mirties proceso formalizmas.

Pirmiausiai i§ 3.1 skirsnyje aprasytos Markovo grandinés sudaroma pagrindiné kinetiné
lygtis, kuri yra diskreti, nes bendras agenty skai¢ius ribotas. Taciau bendresnis ir vertingesnis yra

apraSymas, kuris nepriklauso nuo agenty skai¢iaus N. Toks apibendrinimas gaunamas riboje, kai
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agenty skaiius N — oo, 0 pagrindinis makroskopinis sistemos kintamasis tampa tolygus x = %

Tokiu atveju peréjimo spartg tarp sistemos buiseny per laiko vienetg uzraSoma taip [9, 11]:
mt(x) = (1 - %)+ hx), (4)
m™(x) = (G + h(1 - x)). (5)

Matyti, kad tarp anks¢iau uzraSyty vieno zingsnio tikimybiy p(X — X + 1) ir naujos jy

formos *, galioja toks sarysis [9, 11]:
p(X - X +1) = N2mE(x)At. (6)

Panaudojus vieno Zingsnio peréjimo tikimybés operatorius E ir E™ yra uzrajoma pagrindiné

kinetiné lygtis [11, 22]:
%W(x; t) = N2{(E— DIz~ (w(x, )] + (E™" = DIr* (w(x, )]}, (7)

¢ia, w(x, t) — tikimybé surasti sistemg makroskopinéje biisenoje x, laiko momentu t.

Pasinaudojant E ir E~1 apibrézimais [22] ir i$skleidziant juos Teiloro eilute iki antrojo nario,

gaunama.:
E[F(O] = f(x + %) ~ f(0) +Ax = f(0) + 252 p (), (®)
E7fGO] = f(x = Ax) ~ f(0) — Ar = f0) + 252 £ (). (©)

Istacius 8 ir 9 iSraiSkas j pagrinding kinetine lygtj (7), gaunama Fokerio ir Planko lygtis:
Swn ) = =N [ (0) = (Ow(x, ) [ 25 [+ () + 7~ (hw(x, )] (10)
Ivedami pazyméjimai, kur A(x) — lygties dreifo narys, o B(x) — lygties difuzijos narys:
A(x) = N{nT(x) —n~(x)} = 0,(1 — x) — 0,x, (11)
B(x)=n"(x) -~ (x) =2hx(1 —x) + %(1 —x)+ %x ~ 2hx(1 — x). (12)

ISvestai Fokerio ir Planko lyg¢iai (10) yra wuzraSoma atitinkama SDL, Ito
interpretacijoje [9, 15]:

dx = A(x)dt + /B(x)dW = [&;(1 — x) — g,x]dt + /2x(1 — x)dW, (13)
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cia:
W — Vynerio procesas, tai tolydinis vienmatis Brauno judéjimas [9];
& =

(o
n

Svarbu parodyti, kaip Kirmano modelj aprasanti (13) SDL ir jos parametrai yra susij¢ su

pacio bendriausio pavidalo SDL iSraiSka naudota nagrinétuose darbuose [9]. Atlikus kintamyjy
x(t)

pakeitimg u = 0O ir perrasius (13 SDL naujam kintamajam Ito interpretacijoje [14, 27]:
du = [& + 1(2 — &) + pydt + Zp(1 + wdw. (14)

Pasinaudojant tuo, kad Siame raSto darbe yra aktualios kintamyjy vertés, kai vyrauja
laipsninio pobudzio désningumai, t.y. u> 1, &, =¢, & =0, (14) formulé perrasoma Ito

interpretacijoje [14, 27]:
du = (n - %),uz’?‘ldt +undw, (15)
cia:
1N — triukSmo netiesiSkumo parametras;

A — laipsninés tikimybés tankio funkcijos laipsnio rodiklis.

(15) lygtis yra laikoma bendraja SDL forma skirta laipsninio pobiidZio statistinéms
ypatybéms modeliuoti arba bendrajg SDL klase [9].

Po kintamyjy pakeitimo, (13) ir (15) lyg€iy parametrai yra susije tokiais rySiais [11]:
3

n= E’ (16)

A= e+ 1 a7

Nagrinétuose moksliniuose darbuose yra parodyta, kad (13) ir (15) gauty SDL israiska
apibendrina Kirmano modelio taikymus investicijy grazai finansy rinkose aprasyti [9, 11-14, 25,

27].
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3.3. Kirmano modelis ir Beselio procesas

Siekiant nagrinéti Siame rasto darbe numatytg problemg, svarbu susipazinti su Beselio
proceso apibrézimu, nes bitent ji véliau Siame rasto darbe naudosime atitinkamai aproksimacijai
iSvesti. Taip pat svarbu susipazinti su Kirmano modelio aprasomo (13) SDE sasaja su Beselio

procesu.

Praeitame 3.2 skirsnyje buvo parodyta, kaip i§ Kirmano modelj aprasanciy peréjimo sparty
tarp sistemos biiseny per laiko vienetg yra iSvedama §j modelj aprasanti SDL. Galima biity manyti,
kad ir kitos vienmatés SDL gali turéti atitinkamus gyvybés ir mirties procesus, kaip buvo parodyta

nagrinétuose moksliniuose darbuose [31].

Beselio procesas yra stochastinis procesas, apibiidinantis N-macio Brauno judéjimo padéties

vektoriaus ilgj (Euklidiné norma), kuris aprasomas tokia lygtimi [9, 12]:

R(t) = ”W(t)N” = [Zv, w2 ). (18)

Sis procesas, taip pat gali biti aprasomas $tai tokia SDL [9, 12]:

dR=EE+dW=(v+1)E+dW, (19)
2 R 2/ R

Ve

cla.
v — Beselio funkcijos eilé;
N — dimensijy skaicius.
Beselio funkcijos eilé yra susijusi su dimensijos skai¢iumi N ir yra lygi [9, 12]:
v="-1. (20)

Yra akivaizdu, kad netiesinés signalo kartu su atitinkama barjero transformacija negali
pakeisti trukmiy, priklausanciy tik nuo susikirtimo taSky laiko skal¢je. Todél piky ir duobiy trukmiy
statistika yra invariantiska $iy transformacijy atzvilgiu. Si ypatybé leidzia nagrinéti trukmiy
statistikg ir po transformacijos, kuri pakeicia multiplikatyvy triukSmga j paprastesnj adityvy. Tuo
tikslu nagrinéjant Kirmano modelj yra naudinga atlikti Lamperti transformacija, kuri leidZia

supaprastinti (13) SDL aprasancig Kirmano modelj ir jg tiesiogiai palyginti su Beselio procesu:
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z(x) =2 arcsin(vx). (21)
(13) SDL pritaikius (21) kintamyjy pakeitimg, taip pat darant prielaidg, kad ¢, = ¢, = ¢
gaunama Stai tokia SDL iSraiska Ito interpretacijoje su adityviu triukSmu:

dz=2

-1
- ctg(zv2)de +dw.  (22)

Pazymétina, kad lygciy (13) ir (22) kintamieji atitinkamai kinta tokiuose réziuose: 0 < x <

13
1,00SZS ﬁ

Specialiu atveju, padarius papildomg prielaida, kai z — 0, matyti, kad (22) lygtis Sioje riboje
1gyja Beselio proceso pavidala:

2&
2

dz =

2dt+dw = (e—3)S+dw.  (23)

Siuo atveju Beselio funkcijos eilé v = £ — 1. Taigi, pasiiilyta idéja dél Kirmano modelio
aproksimavimo Beselio proceso pavidalo SDL turéty galioti asimptotiskai, esant saglyginai mazoms

Z vertéms.

(22) ir (23) SDL yra patogios tuo, kad triuk§mas jose yra adityvus, o pirmg narj galima
interpretuoti kaip narj apibréziant] judéjimo potencialg. Kai triukSmas yra adityvus, atliekant
skai¢iavimus skaitmeniskai galima naudoti pastovy laiko Zingsnj, nes SDL triukSmo narys yra
tiesinis, t.y. lyginant su situacija, jeigu triuk§mo narys biity netiesinis, atliekant skaitmeninius
skaiCiavimus iSvengiama labai dideliy signalo pasikeitimy. Matome, kad (13) SDL gali buti
transformuojama | (22) lygtj. Tai reiskia, kad Sia lygtimi generuojama piky ir duobiy trukmiy

statistika turi bendry bruozy su atitinkama statistika generuojama Beselio proceso.

3.4. Darbe nagrinéjamos SDL ir jy generuojamy piky ir duobiy trukmiy statistinés ypatybés

Siame skirsnyje idéstomos rasto darbe nagrinégjamy SDL ypatybés, piky ir duobiy trukmiy
apibrézimas, jy ypatybés, apibiidinama kas yra laiko seky ilga atmintis, aptariama medZziaga apie jos
apgaulingg pasireiSkimg vienmaciuose Markovo procesuose ir aptariama kaip ta apgaulinguma
diagnozuoti, atsizvelgiant j tai, kad vadovaujantis $ia teorine medziaga bus aptariami pagrindiniai

10 rasto darbo rezultatai.
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Pirmoji svarbi ypatybé yra ta, kad laiko sekos, gaunamos sprendziant (15) lygtj, pasizymi

laipsniniu stacionariu skirstiniu [9]:
Pst (xX)~Cx™* (24)
cia:
C —normavimo konstanta;
A — laipsninés tikimybés tankio funkcijos laipsnio rodiklis.

Pazymétina, kad ta pati (24) formuléje nurodyta ypatybé galioja ir piky ir duobiy trukmiy

skirstiniams [14].

Kita svarbi ypatybé yra procesy atmintis. Laikoma, kad signalas x(t) turi tikrg ilgg atmintj,
jeigu jo galios spektrinis tankis (riboje, kai f — 0) yra laipsninio pobidzio [28]:

1
e’

S(f)~ 0<k<l, (25)

Arba autokoreliacijos funkcija C(7) =< x(t)x(t + t) > asimptotingje riboje, kai T — o

elgiasi kaip laipsninio pobudzio funkcija, [28]:

C()~=, 0<Kk<1. (26)

Toks tikros ilgos atminties apibréZimas, formuluojamas grieZtai matematiniu pagrindu, kelia
praktiniy problemy, nes realios laiko sekos visada yra baigtinés, o jy iSmatuojamas ribinis daznis
visada yra didesnis uz nulj. Todél net i§ empiriniy laiko seky nustacius auk$¢iau minétas laipsninio
pobudzio priklausomybes, licka neaisku ar tos priklausomybés iSlaiko savo ypatybes asimptotiskai,
t.y, kai T > 00 ar f — 0. Kita vertus, paradoksalu, bet vienmatis Markovo procesas, pagal
apibrézima, neturintis ilgos atminties, ir apraSomas (15) formule visgi generuoja auks¢iau aprasytas
laipsninio pobudzio autokoreliacijas ir galios spektrinj tankj tam tikrame pasirinktame laiko ir

dazniy intervale S(f)~1/f17%, kur k = ;7;_/12 [14, 28]. Todél iskyla butinybé surasti priemones,

padedancias praktiSkai atskirti laiko sekas, kuriy demonstruojamos ilgos atminties ypatybeés yra

apgaulingos, t. y., jas generuoja Markovo procesas.
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Siai problemai spresti buvo pasiiilyta pasitelkti piky ir duobiy trukmiy statisting analize [14],
nes tikros ilgos atminties procesai, tokie kaip trupmeninis Brauno jud¢jimas, charakterizuojami
Hursto rodikliu H, generuoja laipsninio pobtdzio trukmiy skirstinius su skirtingu laipsniniu rodikliu
2 — H [22]. Piky ir duobiy trukmés apibiidinamos naudojant signalo x(t) susikirtimg su pasirinkto
auks$cio h, barjeru — ribine slenkstine verte (zr. 1 paveiksle). Trukmé, Kkurig signalo verté yra
didesné nei ribinés slenkstinés vertés (,,barjero vertés) T, = t, — 14, yra piko trukmé, o trukmé,

kurig signalo verté yra mazesné nei ribinés slenkstinés vertés 8, = T3 — T,, duobés trukmeé [9, 12].

:':ﬂ'IE:lI

x(t)

2 pav. Signalo x(t) piky ir duobiy trukmés apibrézimas [9, 12]

2 pav. pavaizduotas signalo x(t) piky ir duobiy trukmés ribinei slenkstinei vertei h,

apibrézimas, ¢ia pazymeéti trys laikai, kai signalas kerta ribing slenkstine verte h,, — 74, 7, T3.

Kitas svarbus aspektas yra tas, kad vienmaciams Markovo procesams, kuriuo tai pat yra ir
Siame raSto darbe tiriamas Kirmano modelis, piky ir duobiy trukmiy skirstiniams yra biidingas 3/2

laipsninis pobiidis, P(T)~T ~3/2 [14].

Esant salygai, kai stochastinis procesas prasideda taSke nykstamai arti auks$ciau kaip
pasirinkta h, riba, tai pirmasis $ios ribos kirtimo laikas, pagal apibrézimg atitinka piko trukme [9].

Atitinkamai esant tokiai salygai, piky skirstinys paprasciausiai yra pirmo kirtimo laiko skirstinys.

Kituose moksliniuose darbuose [14, 32] buvo atlikta piky ir duobiy trukmiy skirstiniy
pavidalo priklausomybés nuo ribinés slenkstinés vertés analizé ir buvo pastebéta, kad

stochastiniams procesams apraSomais (15) SDL néra budinga tikra ilga atmintis, o budinga
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apgaulinga ilga atmintis, t. y. keiCiant ribines slenkstines vertes esant skirtingoms jy vertéms beveik
visame T diapazone skirstiniai yra to paties 3/2 laipsninio pobudzio, i§skyrus didesniy T veréiy
diapazone (pvz., kai h, = 0,4, T > 10~2) skirstiniams yra biidingas eksponentinis apribojimas.
Kaip ir turétume tikétis, keiciant ribines slenkstines vertes (15) formule apraSomiems procesams yra

buidingas tas pats Hursto rodiklis H = % Apibendrinant apibrézimus pateiktus Siame skirsnyje,

vadovaudamiesi (15) SDL generuojamomis statistinémis ypatybémis, galima atlikti skaitmeninj §ios
ir kity netiesiniy SDL sprendimg, siekdami iStirti generuojamy signaly piky ir duobiy trukmiy

skirstinius ir aptarti jy apgaulingos ilgos atminties kilme.

3.5. Analizinis Beselio proceso piky ir duobiy trukmiy skirstiniy gavimas

Auks¢iau 3.2 ir 3.3 skirsniuose i8déstytos SDL gali buti spendZiamos skaitmeniniu btdu,
taCiau siekiant gauti bendresnio pobiidZio rezultatus prasminga rasti tokiy SDL pagrindu gaunamy
piky ir duobiy trukmiy analizines skirstiniy aproksimacijas. Siame skirsnyje parodoma, kaip gauti

Sias aproksimacijas, pasinaudojant Beselio proceso pirmo kirtimo laiky analizinémis iSraiSkomis.

Ankstesniame 3.3 skirsnyje parodyta, kad (13) SDL kintamyjy pakeitimu gali bati
transformuojama j (22) lygtj. Tai reiskia, kad (13) lygties generuojamos piky ir duobiy trukmés
sutampa su trukmémis, generuojamomis (22) lygtimi. Bet to, (22) lygtis mazoms kintamojo vertéms
asimptotiSkai yra tapati Beselio proceso SDL todél galime pasinaudoti Zinomais analiziniais
rezultatais. Vienas i$ tokiy metody pasinaudoti Beselio proceso rezultatais, kurj placiau aptarsime
Siame skirsnyje, yra iSdéstytas ir naudotas raSto darbo rengimo metu nagrinétoje moksliniuose

darbuose [9, 12, 31].

(22) SDL stochastinio proceso kintamasis su Kirmano proceso kintamuoju yra susijes pagal
Lamperti transformacija nurodyta (21) formuléje. Pagal apibrézima, duobés trukmé yra pirmo
kirtimo trukmé, Kuri tesiasi tam tikrg laiko momentg t, kai proceso Kintamasis z kerta ribine
slenksting verte h, := [(h,) i§ apacios, 0 procesas prasideda laiko momentu t = 0 taske z, = z(0),

labai arti, bet Zemiau ribinés slenkstinés vertés. z, = L(x,) < h;)[9, 12].

Duobés trukmé 6, yra apibréZiama, kaip proceso pirmo kirtimo laikas, kai procesas

prasideda be galo arti Zemiau ribinés slenkstinés vertés h, ir yra lygi [9, 12]:
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Op =10, =inf{t —to,z(t) <h},0<h,—z, < 1.  (27)

Beselio proceso prasidedancio taske zo pirmo kirtimo laiky skirstinys, kai 0 < z, < h, yra

lygus [9, 12]:

jv,k ]U(Z_;jv,k)

exp(—22£g,), (28)

2h2

) _ M e
pzohz(gh) - z§ Zk:l Jv+1Uv k)

cia:

h, — Beselio proceso ribiné slenkstiné verte;
Jux — Yrak-tasis v eilés Beselio funkcijos nulis;
J, —pirmojo tipo Beselio funkcija;

05, — Beselio proceso pirmo kirtimo laikas (arba duobés trukmé), esant konkreciai h vertei.

Pazymétina, kad, kai zy = h,, tai p(v) (Hh) — 0, zr. formule (28), nes stochastinis procesas
prasidedantis arti ribinés slenkstinés vertés akimirksniu jg kerta. Siekiant iSvengti tokio

konvergavimo jvedamas skirstinys p;, )(Hh) kaip skirstinio p(v) (Hh) riba [9, 12]:

)
(v) _ Pzohy On)
V(00 = Jim 20 (29)

Siekiant suskaiCiuoti Sig ribg Beselio funkcija ],,(’Zl—0 Jvx) skleidZiama Teiloro eilute

}Zl—o = 1 aplinkoje, apsiribojant dviem pirmaisiais Teiloro eilutés nariais [9, 12]:

VA
]v( Jv k) ~ ]v(jv,k) - (1 - h_0> [v]v(jv,k) _jv,k ]v+1(jv,k)] =
Z
(1 - _)]v k]v+1(]v k) (30)
Taip pat, kai kurie nariai yra atmetami, nes J,(j,x ) = 0 visiems sveikiems k skai¢iams.

(30) formule jstacius j (29) formule gaunama paprastesné pirmo kirtimo laiko skirstinio

iSraiska [9, 12]:

P (6) = Ca X uvkexp(—ﬁ ) (31)
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¢ia, Cy — normavimo konstanta. Si lygtis gali biti toliau supaprastinama, pasinaudojus
ypatybe, kad Beselio nuliai yra vienodai tarpusavyje nutolg (angl. equally spaced), kur sumg galima
pakeisti integralu, tarsi tai biity Rymano suma [9, 12, 31]:

.2
s exo(240n) g enre(20%h)
) ~ © 2 _x — ' 2hz T * V2hg
P (60) ~ Ca [} x?exp (= 550n) dx = Ca . + \ﬁ S| (32)

Pazymétina, kad, kai 6, — 0, (32) iSraiSkos skirstinys diverguoja, todél C, normavimo
konstantos vertés bendru atveju néra galima surasti, o galima surasti tik konkrec¢iu atveju, kai yra
nustatoma konkreti minimali A verté [9, 12]. C, iSraiSkos nustatymas pateiktas 4 §io rasto darbo

dalyje skirtoje skai¢iavimo, modeliavimo rezultatams ir jy aptarimui.

Svarbu atkreipti démesj ] tai, kad esant skirtingoms 6, vertéms vyrauja skirtingi (32)

skirstinio iSraiSkos démenys [9, 12]:

P (8,)~0, /% kai 0 < 8, < jziz (33)
v,1

exp| ——50n 5
) (9@««%, kai 6), > 22, (34)

Joa

Pazymétina, kad (33) lygties atveju, piky trukmiy skirstiniams budingas 3/2 laipsninis
pobidis, o (34) atveju, esant didesnéms 8, vertéms, skirstiniy pavidalams biidingas eksponentinis
nupjovimas. ISvedus piky (duobiy) trukmiy skirstinio iSraiskag (32) t.y. Beselio proceso
aproksimacijg, matyti, kad aproksimacijos iSraiSkos ypatybés yra analogiSkos piky ir duobiy
trukmiy skirstiniams aprasomiems kitoms Siame rasSto darbe nagrinéjamoms SDL, tai reiskia, kad §i

aproksimacija gali biiti naudojama aproksimuojant trukmiy skirstinius ir kitoms SDL.

Taip pat (32) lygtyje nurodyta aproksimacija buvo naudota kituose darbuose [9, 12, 33].
Apibendrinant juos galima teigti, kad skaitmeniskai suskai¢iavus piky ir duobiy trukmiy skirstinius
keiciant proceso ribing slenksting verte h,, naudojant SDL, asimptotiskai aprasanéias Kirmano
agenty modelj, aproksimacija gauta i§ Beselio proceso bendru atveju tiksliai neapraSo nagrinéto
Kirmano modelio ir jj atitinkanc¢ios SDL. Taciau, aproksimacija gerai apraso laipsning piky trukmiy
skirstinio dalj, o specifiniais atvejais gali biiti naudojama ir sudétingesniems procesams nei Beselio
aproksimuoti. Atsizvelgus j [9, 12, 33] pateiktos piky ir duobiy trukmiy skirstiniy analizés
rezultatus ir aproksimacijos tikslumg, galima teigti, kad toks metodas yra tobulintinas siekiant

sukurti tikslesnes aproksimacijas tinkamas nagrinétoms SDL.
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Naujesniame darbe [31] buvo pasitlyta atlikti kitg i§ Beselio proceso gautg aproksimacija,

kuri tiksliau apraso diskretaus pavidalo Kirmano model;.

Siame darbe [31] pasinaudojus Keilsono teorema buvo pasinaudota diskretaus pavidalo
Markovo proceso pirmyjy kirtimo laiky Laplaso transformacija i§ k blisenos j biiseng n, kur

0 < k < n, kuri yra lygi [31]:

L
mw

(e_sghk.n) = —(k) s =0, (35)

l-[k l
=1 +A(k)

A; 7 — neigiamo n-tojo rango gyvybés ir mirties proceso generatoriaus matricos teigiamos

tikrinés vertés. (35) iSraiskos atvirksStinés Laplaso transformacijos nepavyksta atlikti daugumai

ver¢iy nuo k iki n. Tatiau, yra pastebéta, kad kai kuriems maziems n ir k =n — 1 atvirkstiné

Laplaso transformacija yra lygi eksponen¢iy sumai, kuriy tikrinés vertés yra /11@ [31].

Pazymétina, kad §i suma yra panasaus pavidalo, kaip ir (31) iSraiSka. Atsizvelgiant j §j

pana$uma, naudojant ta pacig metodika, buvo pasitlyta $tai tokia aproksimacija [31]:

1 f\ﬂ n
< \/ 2 _ \/ /1(”)) \/ S
1 ’ A(n) exp /1(”) 9 / A exp(—/lgln) Hh)]
2 +
’ 9
( A(n) /1:(171)> h
erfc( A(n)9h> erfc /A%n)6h>

x? exp(—x2%6,) dx =

p(6p) =

+Vr 7 = 1(6,27,20Y),  (36)
cia.
Agn) — pirma, maziausia teigiama tikriné verte;

AE{‘) — paskutine, didZiausia teigiama tikriné verte;
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1(6y, Agn), /1;")) — patogumo tikslais jvestas pazyméjimas.

Atkreipiamas démesys, kad (37) aproksimacija galioja tol, kol //15") kei¢iant i didéja

tiesiSkai. Atrodo, kad tai yra vienintelis biidas gauti laipsninio pavidalo skirstinj p(8) « 05/ 2 kur

S§i ypatybé yra bendra bet kokiam vienmaciam Markovo procesui. Taigi, atrodo, kad pastaroji

laipsninio pobudzio priklausomybé turéty galioti kiekvienam gyvybés ir mirties procesui
pakankamai ilgame 6, intervale, kol //15") kei¢iant i didéja tiesiskai [31].
Pazymétina ir tai, kad (37) formulés pirmos eilés aproksimacija dazniausiai yra

nepakankama aproksimuoti 8;, skirstinio, nes daZzniausiai A, nario jtaka licka nepakankamai jvertina
[31].

Siai problemai spesti, siekiant pagerinti (36) aproksimacija [31] buvo pasidlyta atlikti
papildoma aproksimacija, kur yra integruojama nuo antro ir tolesniy nariy, pirmajj narj jvertinant

atskirai. Tokia 8, skirstinio aproksimacija nuo antro nario yra lygi [31]:

p(6r) ~ pA"” exp(=2776,) + (1 = p) 1(61, 47, 23, (37).
cia.
p — dydis, skirtas jvertinti santykinj pirmos tikrinés vertés svorj (jtaka) 6;, skirstiniui.

p verté nustatoma jvertinant (37) formulés abiejy nariy indélj [31]. Pagal pateiktg iSraiska,
akivaizdziai matyti, kad kai p = 0, 6}, skirstinio pavidalui néra biidingas eksponentinis nupjovimas,

o kai p = 1, 6y, skirstinys — eksponentinis skirstinys.
Nagrinétuoju atveju, pirmasis @, skirstinio momentas 8, (vidutiné duobés trukmé) lygus

[31]:

1 1
Oh=p—<+1—-p)
h=2P D) p '_Ag"h;")

I8 39 iSsireiSkiamas p:

(1= |22
p= (39)
A= AP

(38)
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Pazymétina, kad 8, taip pat ir tolimesni momentai yra tiesiogiai zinomi ir gali biiti tiksliai
gaunami. Taigi, jeigu yra poreikis toliau pagerinti ir patikslinti aproksimacija, galima toliau skaidyti

vélesnius narius i§ sumos ir jvertinti jy santykine jtaka pagal aukstesnius momentus [31].

Rasto darbo rengimo metu buvo iSkelta originali idéja pasinaudojant aukséiau [31] darbe
iSdéstyta aproksimacijos metodika atlikti analogiSka aproksimacija tolydaus proceso atveju, kurig

galima palyginti su skirstiniu gaunamu skaitmeniSkai sprendziant (22) formuléje pateiktg SDL.

Atsizvelgiant j tai, kad (32) formuléje pateiktas skirstinys neapraso 6y, skirstiniy pavidalams
budingo eksponentinio nupjovimo, pasinaudojus (28), (31), (32) ir (36) formuliy pavidaly

panasumais ir (37) formule, nauja 8, skirstinio aproksimacija pazymima taip:

P (00) = Ca [(1 = pIPR) (0) + Zexp (- 2)],  (40)

h
To

cia:

7, —eksponentinio apribojimo parametras. Sis dydis yra papildomai jvedamas parametras, vietoje

tikriniy verciy, nes jos tolydziam atvejui néra Zinomos.
P (8,) — (32) formuléje nurodyta 8y skirstinio israiska.

p — dydis, skirtas jvertinti santykinj pirmojo (40) formulés nario (jtakg) naujai uzraSomam 6

skirstiniui — gy (6).

Pasinaudojant (40) israiska gali buiti gaunama tikslesné (22) SDL aproksimacija. (40)
formulés parametry iSraiSky nustatymas pateiktas 4 Sio raSto darbo dalyje skirtoje skaiciavimo,

modeliavimo rezultatams ir jy aptarimui.

3.4. Pasirinktas SDL sprendimo biidas skaitmeniniu biidu

Siame skirsnyje pateikiamas pasirinktas SDL skaitmeninio skaiiavimo biidas, atsizvelgiant

] tai, kad juo vadovaujantis bus atlieckami vieni i§ pagrindiniy $io rasto darbo skaic¢iavimy.
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Bendroji SDL forma pazymima taip:
dz = A(z)dt + B(z)dW (41)

Pirmasis ir antrasis (41) lygties démuo ir jo Zymé&jimas atitinka (13) formulg. Paprastosioms
diferencialinéms lygtims (PDL) skaitmeniniu budu spresti yra naudojamas Oilerio metodas, o SDL
spresti yra naudojamas modifikuotas Oilerio metodas, kuris vadinamas Oilerio—Marujamos metodu.

Sio metodo iteracija yra lygi [15, 29, 30]:
Ziy1 = Zj + A(Zl)At + B(ZL)AW (42)
Si i3raiska nuo iteracijos israiskos PDL skiriasi tik Vynerio proceso nariu.

Pagal centring ribing teorema bet kokiy atsitiktiniy veiksmy sumos skirstinys didé¢jant jy
skaiCiui arté¢ja link Gauso skirstinio. Taigi, skirstinio standartinis nuokrypis priklauso nuo At

Saknies. Pastargjg (42) formuluote galima pateikti tokia iSraiska [15, 29, 30]:
Ziv1 = A(z)At + B(z)VALE,;, (43)

cia: &; — atsitiktinis Gauso kintamasis (jéga), kurio vidurkis yra nulis, o dispersija 1.
Suskaiciuoti Sio dydzio vertes rasto darbo rengimo metu buvo naudojama speciali funkcija,
integruota C++ programavimo kalbos matematikos bibliotekose (,,generate random gaussian®).
Aproksimacija naudojama pakeisti (42) j (43) israiska vadinama Oilerio—Marujamos aproksimacija
[29, 30].

Pazymétina, kad Siame raSto darbe atliekant piky ir duobiy trukmiy skirstiniy skaiciavimus
yra taikoma nekintanti (vienoda) laiko tarpo per kurj sistema pereina i§ vienos biisenos ] kitg

verté A.

4. SDL, aprasancios Kirmano agenty modelio evoliucija, duobiy trukmiy skaitmeniskai gauty

skirstiniy analizinio aproksimavimo rezultatai

Rasto darbo rengimo metu vadovaujantis 3 dalyje iSdéstytu SDL sprendimo skaitmeniniu
blidu buvo panaudotas C++ programavimo kalba sukurtas kodas, skirtas Sioms SDL spresti. Taip
pat, vadovaujantis 3 skirsnyje iSdéstyta teorine medziaga buvo iSvesta analiziné¢ duobiy trukmiy

skirstinio iSraiSka (40 formulé) ir pateiktos jos parametry israiSkos.
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Siame skirsnyje pristatomi (13) ir (22) SDL skaitmeninio sprendimo bidu gauti piky ir
duobiy trukmiy skirstiniai, kurie lyginami su skirstiniais gaunamais pagal (32) ir (40) formules.

Sio darbo metu atlikti modeliavima pagal (22) lygtj pasirinkta dél $iy priezaséiy:

e lygtis yra tiksli tolydiné gyvybés ir mirties proceso — Kirmano modelio versija, kali
kintamasis yra transformuotas taip, kad triukSmas tapty adityvus;

e lygtis yra supaprastinta, egzistuoja aiSkumas, kurie modelio parametrai lemia
skirstinio pavidala. Lygtis asimptotiS$kai artéja j Beselio procesg, kai kintamasis artéja j nulj.
Palyginimui, (23) lygtis, kuri yra (22) lygties asimptotiné versija, yra Beselio proceso pavidalo
lygtis. Ji nebuvo pasirinkta, nes apraso Kirmano procesg tik mazoms (artimoms nuliui)
Z vertéms.

e kol kas biitent tokia lygtis mokslingje literatiroje nebuvo siejama su Kirmano

modeliu.

Taip pat atlikti skaiiavimai naudojant ir (13) lygtj, siekiant patvirtinti trukmiy
invariantiSkuma atliekant kintamyjy transformacijas ir jsitikinti, kad naudojami SDL skaitmeninio

sprendimo btidai veikia gerai.

Pasinaudojant (42) ir (43) formulémis suskai¢iuotas SDL stochastinis signalas — laiko sekos,
suskaiciuoti piky ir duobiy trukmiy skirstiniai, pagal (32) ir (40) formules nubréztos analizinés piky
trukmiy skirstinio i$raiskos. Atlikus h, — h, pakeitimg pagal (21) iSraiska, nubrézti atitinkami 3—
7 paveikslai.

Rasto darbo metu pasinaudojus ,,Wolfram Mathematica“ programiniu paketu buvo:

e Nustatyta (32) formulés C, verté, integruojant (32) formule pagal laikg, nuo 6, = A,

iki 8;, = oo, kurios verté yra lygi:

=" (3)
h3+2m erfc( \/'Ehz)

cia.

A — normavimo parametras, A= 10~%;
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v, 1 VA
V2h,

= e db.

erfc( ), — Atvirkstiné Gauso paklaidos funkcija. Pagal apibrézima, erfc(a) =

e Nustatyti (40) formulés parametrai. Atsizvelgiant j tai, kad atliekant tolydziai
apraSomo proceso normavimg gaunamos ilgos formuliy iSraiskos, patogumo tikslais yra jvedama

daug pazyméjimy. Zemiau pateikiami esminiai skai¢iavimo etapai.

1. Atlieckamas pazyméjimas:

_ Joa
b . (44)

T 22
2. (32) formulé jstatoma j (40) formulg.

3. Nustatyta (40) formulés C, verté, ja integruojant pagal laika, nuo 6, = A, iki 8, = o,
kurios verté yra lygi:

C~A — Zm

_A 1 (45)
(pe T02Vb3A+(1-p)j3 v erfc(vVbA)

4. Vadovaujantis skirstinio momenty apibrézimu, integruojant (31) formule buvo

suskaiciuoti 1 ir 2 skirstinio momentai:
0),— pirmasis 8, skirstinio momentas (vidutiné duobés trukme).

672 ,— antrasis 6, skirstinio momentas (skirstinio duobiy trukmiy dispersija).

5. UzZraSomi §tai tokie nagrinéjamy skirstiniy sary$iai su momentais:
1y 0nBy, (6,)d6y, = 8y, (46)
[ 025y (8,)d6, =67, (47)

6. Suskaiciavus (46) ir (47) buvo gauta dviejy lyg€iy sistema su dviem nezinomaisiais p ir

T, kurig i8sprendus surastos p ir 7, priklausomybes nuo momenty:

¢1,=0pVr erfc(vbA) + £ (74, 8,)p = 0, (48)
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A

_ _a _n2
(1= p)(as — OF + azpe ™ (13 + Ay +2=%) = 0, (49)
cia.
2e PAA
Cip = Ny — mAerfc(VbA)

A
\/_bE,TA £ e 70 (ty + A — ) + OV erfc(VDA) + ¢y,

f(TOJ )

= VrAercf(vVbA) — 2eb4 \/%,
_ 4 |A (+bdePr
= 3\/;b3/2 erfc(vbA) A%,
_ A b3/2]v1
az _4\/; erfc(VbA)
A

Siekiant i§spresti (48) ir (49) lygtis, jvedama aproksimacija e T = 1 ir randamos p, T,

iSraiSkos, kurios yra lygios:

2VA _pa

(6_ 92) _ 1_(A+§h)6pe (50)
p h»Yh) — VA A b2 . 5. 07V 4+A—F )
@+opcp|© jgl\TO( nOR)+4=8p)

cia:
=mb erfc(NbA), (52)
cro1—(206,— 62h)3b2 ebA\/—erfc(\/E+ b~ z\/‘
7o(6h,6%n) = 12b[(A+8, Wb eb? erfc(bA)—2vA] ’ (51)
cia:

1 3
Cror = A2(—4 + 8bA — 5"V (bA)z erfc(\/bA),

— — —2 . —
S = crop + Cr110n + €11105 + C210F + 12202, + €Oy 07y,
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Croz = —b11A3(16(—1 + 2bA(—4 + bA)) — 8”7 (bA)z(—7 + 8bA) erfe(;/bA) +

23b3e2bAnA3erfc(,/bA)2),
23 5 3
Crz1 = 6b2 A2(48Vb3A — 4beP*\r(1 + 16bA)erfc(VbA) + 19be?P2r(bA)zerfc(VbA)?),
Ciap = 9b14eZbAnA2erfc(\/H)2,

5 3 3
Cr1p = —12bMA2(16(b2A2 + bVA — 4bzePmA(1 + 5bA)erfc(VbA) +

5
7b3e?PArAzerfe(VBA) ),

3 1 3
Cr12 = 12b1eP2VmA%erfc(VDA) (2b3eP2VmA? erf(VbA) + b2Az(8 + 8bA — 2eP2Vr(bA)z —

3”8 (bA)zerfc(vVBA)),

¢ = 36b'3VrA A%ePlerfc(,/bA) (3beP VmhAerfc(VbA) — 4b%) .

Suskai¢iuotus parametrus jstacius j (40) formulg, pagal ja buvo nubrézti duobiy trukmiy

skirstiniai.

Pasinaudojant (22) lygtimi suskaiiuotas stochastinis signalas. Pazymétina, kad minimali

apatiné atspindinti krastiné salyga x,,,;,, = 0, o virSutiné atspindinti krastiné salyga x,,qxs. = 1.

3-7 paveiksluose logaritmingje skaléje pateikti (13) ir (22) SDL signalo x(t) piky ir duobiy
trukmiy skirstiniai esant skirtingoms ribinéms slenkstinéms vertéms h,. Taip pat nubrézti

analogiSki pagal (32) ir (40) formules suskaiciuoti piky ir duobiy trukmiy skirstiniai.

Skaiciavimai rodo, kad pagal pastargsias formules suskaiciuotiems skirstiniams biidinga
analogiska 3/2 laipsnisko pobudzio sritis ir jos apribojimo forma (pavyzdziui, eksponentinis
apribojimas) didesniy trukmiy diapazone, kaip buvo nurodyta kituose darbuose [14, 32]. Pvz., 3

paveikslo atveju 10102 trukmiy diapazone stebimas eksponentinis nupjovimas.

5 paveiksle (kairéje) i$ gauty rezultaty matyti, kad kai ribiné slenkstiné verté h,, = 0,5 pagal
(22) SDL suskaiciuoti piky ir duobiy trukmiy skirstiniy pavidalai sutampa, kaip buvo nurodyta ir
kituose moksliniuose darbuose [14, 32].
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Vadovaujantis (32) lygties ypatybémis aptartomis (33) ir (34) iSraiSkose ir 3—7 paveiksluose
pateiktais skai¢iavimo rezultatus matyti, kad (32) lygtis puikiai tinka aprasyti trumpy 10“-102
duobiy trukmiy sritis, taciau netiksliai apraso ilgy 102-10? duobiy trukmiy sritis. Taigi (32) lygtis
pagal jos apibrézimg tiksliai negali aproksimuoti pagal (13) ar (22) SDL gauty skirstiniy. Toks

rezultatas buvo gautas ir kito [33] rasto darbo metu.

Vadovaujantis (40) formule ir 3—7 paveiksluose pateiktais skai¢iavimo rezultatus matyti, kad
(40) formule kaip ir (32) puikiai tinka apra$yti trumpy 10-107 duobiy trukmiy sritis, taciau, kai
h, > 0,5 netiksliai apraso ilgy 102-10" duobiy trukmiy sritis.

Tai galima paaiskinti vadovaujantis aproksimacijos apibrézimu, kadangi Beselio procesas

aproksimuoja Kirmano modelj tik asimptotiskai, t. y. kai z ar x vertés yra mazos.

Vis dél to, (40) formuléje jtvirtinta duobiy trukmiy skirstinio aproksimacija, kai h, < 0,5
puikiai aproksimuoja pagal (13) ir (22) SDL gautus duobiy trukmiy skirstinius visame trukmiy
diapazone. Taigi, galima teigti, kad 40 formul¢je pateiktas skirstinio aproksimavimo metodas yra
pranasesnis nei (32) formuléje, nes tiksliau aproksimuoja pagal pasirinktas (13) ir (22) SDL gautus

duobiy trukmiy skirstinius.

Atsizvelgiant | tai, kad pagal (13) SDL suskaiCiuota duobiy trukmiy skirstinj galima
aproksimuoti (40) lygtimi, galima teigti, kad net ir labai bendra i§ gyvybés ir mirties proceso,
Kirmano modelio, i§vesta SDL asimptotiskai gali biiti aproksimuojama Beselio proceso iSraiSka.
Taip pat, kad jvairios netiesinés signalo transformacijos neturi jtakos duobiy trukmiy skirstiniy
pavidalui. Sutampantys rezultatai patvirtina, kad skaitmeninis SDL skaiCiavimo algoritmas yra

tinkamas.

Atlikus skaiiavimus, nustatyta, kad nagrinétame [32] moksliniame darbe diskreciam

gyvybés ir mirties procesui pasiiilytas metodas yra tinkamas ir tolydzios SDL atveju, kai h, < 0,5.

Atsizvelgiant ] tai, kad kituose moksliniuose darbuose néra atlickamy skaiciavimy naudojant
(22) SDL aproksimavimo panaSaus pavidalo, kaip (40) lygtimi, platesnis palyginimas su kity

moksliniy darby rezultatais néra atliekamas.

Apibendrinant, galima teigti, kad siekiant sukurti tikslesn¢ darbo metu nagrinéty SDL piky ir
duobiy trukmiy aproksimacijg biity galima tobulinti (40) formul¢je pateikta metoda, pavyzdziui,

naudojant kitokias skai¢iavimo metu naudoty parametry vertes (pvz., naudojant maZesn¢
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normavimo tikslumo parametro A vertg ir vietoje (40) formuléje naudojamo pirmos Beselio nulio

vertés biity galima naudoti pagal Keilsono teorema suskai¢iuotg tikring verte).
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p(T). p(8)

3 pav. Duobiy trukmiy skirstiniy modeliavimo rezultatai. Kairéje — pagal (22) SDL, desinéje —
pagal (13) SDL. Raudona (kryzeliai) spalva pazyméti taskai priskiriami duobiy trukmiy skirstiniui.
Meélyna linija yra pavaizduotas pagal (32) formule apskaiciuotas duobiy trukmiy skirstinys. Zalia
spalva pazymétas pagal (40) formule apskaiciuotas duobiy trukmiy skirstinys. Parametrai: h, =

0,1; p = 0,422; 7o = 0,0486; £ =2;v = ; ji, =

p(T). p(8)

4 pav. Duobiy trukmiy skirstiniy modeliavimo rezultatai. Kairéje — pagal (22) SDL, desinéje —
pagal (13) SDL. Raudona (kryZeliai) spalva paZyméti taskai priskiriami duobiy trukmiy skirstiniui.
Meélyna linija yra pavaizduotas pagal (32) formule apskaiciuotas duobiy trukmiy skirstinys. Zalia
spalva pazymétas pagal (40) formule apskaiciuotas duobiy trukmiy skirstinys. Parametrai: h, =

0,25; p = 0,658; 7o = 0,129 e =2 =~; j1, =.

,1

N | =



p(T), p(o)
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P(T), p(8)

5 pav. Duobiy trukmiy skirstiniy modeliavimo rezultatai. Kairéje — pagal (22) SDL, desinéje —
pagal (13) SDL. Raudona (kryzeliai) spalva pazyméti taskai priskiriami duobiy trukmiy skirstiniui,
o juoda (kryzeliai) piky trukmiy skirstiniui. Mélyna linija yra pavaizduotas pagal (32) formule
apskaiciuotas duobiy trukmiy skirstinys. Zalia spalva pazymétas pagal (40) formule apskaiciuotas

duobiy trukmiy skirstinys. Parametrai: h, = 0,5; p = 0,816; 7, = 0,288; ¢ = %; v = %; jll =

p(T). p(8)
P(T), p(8)

6 pav. Duobiy trukmiy skirstiniy modeliavimo rezultatai. Kairéje — pagal (22) SDL, desinéje —
pagal (13) SDL. Raudona (kryzeliai) spalva pazyméti taskai priskiriami duobiy trukmiy skirstiniui.
Meélyna linija yra pavaizduotas pagal (32) formule apskaiciuotas duobiy trukmiy skirstinys. Zalia
spalva pazymétas pagal (40) formule apskaiciuotas duobiy trukmiy skirstinys. Parametrai: h, =

3 .

0,75; p=0,738; 1y, = 0,724; ¢ = SiV=

N | =
—~.
NI=
=
Il
=]
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piT), p(8)
piT), p(B)

T. 8

7 pav. Duobiy trukmiy skirstiniy modeliavimo rezultatai. Kairéje — pagal (22) SDL, desinéje —

pagal (13) SDL. Raudona (kryzeliai) spalva pazyméti taskai priskiriami duobiy trukmiy skirstiniui.
Meélyna linija yra pavaizduotas pagal (32) formule apskaiciuotas duobiy trukmiy skirstinys. Zalia
spalva pazymétas pagal (40) formule apskaiciuotas duobiy trukmiy skirstinys. Parametrai: hy, =

'1=7T.

0,9; p=0919; 10 =0,724; £ =2;v =7; j

N W
N
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5. ISvados

Skaitmeniskai suskaiciavus Kirmano gyvybés ir mirties proceso duobiy trukmiy skirstinius
keiciant proceso ribing slenksting verte h,, naudojant SDL, asimptotiSkai apraSancias Kirmano

agenty modelj (N — o), gautos §ios pagrindinés rasto darbo i§vados:

1. Parodyta, kad naudota Kirmano gyvybés ir mirties proceso duobiy trukmiy (pirmo Kirtimo
laiky) skirstinio aproksimacija (40 formulé) gauta i$ tolydinio Beselio proceso bendru atveju tiksliai
neapraso nagrinéto Kirmano modelio ir jj atitinkanc¢iy pagal SDL generuojamy skaitmeniniy piky ir

duobiy trukmiy skirstiniy.

2. Parodyta, kad naudota aproksimacija (40 formulé) gerai apraso laipsning piky trukmiy
skirstinio dalj, taip pat ir skirstinio dalj, kuriai biidingas eksponentinis nupjovimas, esant h, < 0,5,
taigi specifiniais atvejais gali buti naudojama ir sudétingesniems procesams nei Beselio

aproksimuoti.

Atsizvelgus ] rasto darbo rengimo metu atliktos piky ir duobiy trukmiy skirstiniy analizés
rezultatus ir aproksimacijos tiksluma, galima teigti, kad Siuos metodus tobulinant ateityje, juos biity
galima panaudoti kituose tyrimuose siekiant sukurti tikslesnes aproksimacijas tinkamas nagrinétoms

SDL ir jas atitinkantiems gyvybés ir mirties procesams.

Taip pat, toliau gilinant Zinias Sia tematika, biity galima testi empirinius finansy rinky ar
produkty rinky tyrimus, pateikiamus duomenis analizuojant, aproksimuojant Siame darbe

nagrinétomis SDL ir jas atitinkanciais gyvybeés ir mirties procesais.
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7. Summary

Kazakevicius, Ignas. First Passage Time of Birth-Death Processes. Indicator of long-
range memory is considered to be a power-law power spectral density in the low frequency field,
but many different stochastic processes may have this characteristic. On this work in order to solve
later mentioned problem we are focusing on the analysis of the burst and inter-burst duration, (a
specific case of the first passsage time) probability density functions (PDF) which can be used to
determine whether a particular complex process of changing the threshold limit retains the
characteristics of a long-range memory. The numerical calculation of burst and inter-burst duration
PDF by changing the threshold value of the process and using the stochastic differential equation
(SDE) asymptotically describing the Kirman Birth-Death process agent-based model has shown that
such PDFs and respective SDE in general case cannot be approximated by approximation derived
from Bessel process. However, it was shown that approximation used in this work can be used to
approximate power-law range of the bursts PDF and in specific cases could be used to approximate

more complex processes than Bessel process.
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8. Rasto darbo bibliografinis aprasas

KAZAKEVICIUS, Ignas. Gyvybés ir mirties procesy pirmo kirtimo laikai: Aplinkos ir
cheminés fizikos studijy programos magistrantiros studijy baigiamasis darbas. Vad. Vygintas

Gontis. Vilnius: Vilniaus universitetas, Fizikos fakultetas, 2019, 39 p.

9. Anotacija

Ilgos atminties pozymiu laikomas laipsninio pobiidZio spektrinis tankis Zemy dazniy srityje,
tadiau daugelis skirtingy stochastiniy procesy gali pasizyméti tokia ypatybe. Siai problemai spresti
Siame rasto darbe yra naudojamas piky (angl. burst) ir duobiy (angl. inter burst) trukmiy, kurios yra
specialusis pirmo kirtimo laiky atvejis, skirstiniy tyrimas, kurj atliekant galima nustatyti ar tam
tikras procesas keiciant ribine slenksting verte iSlaiko ilgos atminties ypatybes ar ne. Skaitmeniskai
suskai¢iavus piky ir duobiy trukmiy skirstinius kei¢iant proceso ribing slenksting verte, naudojant
SDL, asimptoti$kai aprasancias Kirmano gyvybés ir mirties proceso agenty modelj, parodyta, kad
raSto darbo metu naudota aproksimacija gauta 1§ Beselio proceso bendru atveju tiksliai neapraso
nagrinéto Kirmano modelio ir jj atitinkanc¢ios SDL. Taip pat parodyta, kad darbo metu naudota
aproksimacija gerai apraso laipsning¢ piky trukmiy skirstinio dalj, specifiniais atvejais gali biiti

naudojama ir sudétingesniems procesams nei Beselio aproksimuoti.



