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Disertacinio darbo aprasSymas

Moksliné problema ir tyrimo objektas

Pagrindinis disertacijos tyrimo objektas — tiesiniai laiko eiluciy
modeliai su nestacionaria ilgaja atmintimi ir statistikos, susijusios su
§iy modeliy daliniy sumy procesais.

Tikslas ir uZdaviniai

Pagrindinis darbo tikslas — iStirti trupmeniskai integruoty laiko
eiluéiy modeliy su nestacionaria ilgaja atmintimi daliniy sumy ribi-
nius skirstinius ir tam tikras statistikas, susijusias su daliniy sumy
procesais. Uzdavinial yra Sie:

1. Philippe, Surgailis, Viano (2008), (2006) apibrézé kintancius
laike trupmenigkai integruotus filtrus su baigtine dispersija ir nag-
rinéjo jy daliniy sumy ribinius skirstinius. Musy uzdavinys — istirti
tokiy procesy daliniy sumy ribinius skirstinius, kai dispersija be-
galiné, o inovacijos priklauso a-stabiliojo désnio traukos sriciai (1 <
a < 2); jrodyti, kad daliniy sumy procesas konverguoja i tam tikra
a-stabilyji savastingajj procesa su nestacionariaisiais poky¢iais.

2. Surgailis, Teyssiére, Vaiciulis (2008) jvedé poky¢iy santykiy,
arba IR (= Increment Ratio), statistika ir parodé, kad IR statistika
gali buti naudojama tikrinti neparametrinéms hipotezéms apie stacio-
nariosios laiko eilutés ilgaja atmintj bei ilgosios atminties parametra,
d. Musy uzdavinys — apibendrinti §iy autoriy gautus rezultatus (IR
statistikos centrine ribine teoremsa ir poslinkio jvertj), kai stebiniai
aprasomi tiesiniu laiko eilutés modeliu su trendu; praplésti laiko
eiluciy klase, kuriai IR statistika yra pagrista (konverguoja i vidurkj).



Aktualumas

Tlgoji atmintis (long memory), arba tolimoji priklausomybeé (long-
range dependence), yra svarbi laiko eilu¢iy analizés dalis, aktuali
daugelyje mokslo ir taikymo sri¢iy, pavyzdziui, astronomijoje, chemi-
joje, hidrologijoje, finansuose, telekomunikacijose, statistinéje fizikoje
ir kitur (Zr. Beran, 1994, Doukhan, Oppenheim ir Taqqu, 2003,
Palma, 2007, monografijas bei jose esantias nuorodas). Esant il-
gajai atminciai, daryti statistines iSvadas yra Zymiai sunkiau, nes
Cia stebiniai yra stipriai priklausomi ir jy ribiniai désniai gali skirtis
nuo klasikiniy nepriklausomy ir vienodai pasiskirséiusiy atsitiktiniy
dydziy désniy. Daug ilgaja atmintj nagrinéjan¢iy moksliniy darby
skirta stacionariajam atvejui analizuoti. Akivaizdu, kad esant ilgai
(o kartais ir labai ilgai) iméiai, stacionarumo salyga gali buti neten-
kinama ar tiesiog netikroviska. Todél naturalu, kad, esant ilgajai
atmindéiai nagrinéjamos nestacionarios laiko eilutés, ir tai yra svarbu
ne tik teoriniu poziuriu, bet ir paciuose taikymuose. Parametriniai
ir pusiau parametriniai laiko eilu¢iy modeliai su nestacionaria ilgaja
atmintimi turi buti kuriami kartu su tokiy eiluéiy analizés modeliais.

Naturaliausia ir daugiausia tyrinéjama laiko eiluciy klasé — tai
tiesiniai laiko eilu¢iy modeliai. Parametriné FARIMA(p, d, q) klasé
yra viena svarbiausiy stacionariyjy ilgosios atminties procesy klasé.
Todeél sios klasés nestacionarus ir kintantys laike apibendrinimai kelia
didelj susidoméjima.

Gerai zinoma, kad, sutinkamai su invariantikumo principu,
ivairiy testy ir statistiky asimptotinés savybeés priklauso nuo stebiniy
daliniy sumy proceso ribinio skirstinio. Taigi tiesiniy modeliy su
nestacionaria ilgaja atmintimi daliniy sumy proceso ribinio skirstinio
nagrinéjimas yra pagrindinis zingsnis j ju taikymus.

Naujumas ir praktiné verté

Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Disertacijoje gauti kintanciy
laike trupmeniSkai integruoty filtry su begaline dispersija daliniy
sumy ribiniai skirstiniai ir itirtas poky¢iy santykiy (IR) statistikos
elgesys, kai stebiniai aprasomi stacionariuoju Gauso procesu su ne-
atsitiktiniu trendu, anks¢iau nebuvo nagrinéti.



Tyrimy metodika

Daliniy sumy ribinio elgesio jirodymai pagristi vadinamaja
"diskre¢iyjy stochastiniy integraly schema" (kuri jvesta Surgailio
(1981) darbe) ir tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo savybémis.
IR statistikos asimptotinis elgesys pagristas Hermito skleidiniy
metodu ir vadinamosiomis Arcone nelygybémis (7r. Arcone, 1994).

Darbo struktura

Disertacija, paraSyta angly kalba, sudaro jvadas, trys skyriai, i3-
vados, literaturos ir moksliniy publikacijy disertacijos tema saragai,
bei zymenys. Bendra darbo apimtis — 75 puslapiai.

Problemos apZvalga ir svarbiausi rezultatai

1 apibréZimas. Stacionarioji antryjy momenty prasme
(covariance-stationary) laiko eilute (X;) = (X, t € Z) turi ilgaja
atmint] antryjy momenty prasme (covariance long memory) (arba
covariance long—range dependent), jeigu jos kovariacijy suma absoliu-
¢iai diverguoja:

> leov(Xo, Xy)| = o0 (1)

teEL

priesingu atveju procesas (X;) turl trumpagja atmint] antryjy
momenty prasme (covariance short memory).

Beran (1994, p.42) darbe duotas giminingas ilgosios atminties
apibrézimas spektrinio tankio f(\), A € [—m, 7], terminais. Sie
apibrézimai yra pakankamai paprasti ir intuityvus, todél ¢ia pakanka
reikalauti, kad stacionarieji procesai turéty baigtinj antrajj momenta.
Be to, (1) salyga néra labai konstruktyvi, todél, norint analizuoti
stebiniy (X;, 1 <t < N) netiesiniy statistiky ribinius skirstinius (net
jeigu (X;) yra Gauso procesas), butina reikalauti, kad kovariacijy
gesimas tenkiny papildomas salygas.

Visiskal kitoks ilgosios atminties apibrézimas (vadinamas
skirstiniy ilgaja atmintimi (distributional long memory)) pateiktas
Cox (1984), Dehling ir Philipp (2002) bei kituose darbuose.

2 apibrézimas. Grieztai stacionari laiko eiluté (X;) turi skirstiniy
ilgaja atmintj (distributional long memory), jeigu jos atitinkamai
normuotas daliniy sumy procesas silpnai konverguoja i koki nors



atsitiktinj procesa su stacionariaisiais priklausomais pokyéiais. Tai
reikia, kad egzistuoja tokios konstantos Ay — oo (N — o0) ir By
ir toks stochastinis stacionarusis procesas (J(7),7 > 0) # 0 su prik-
lausomais pokyciais, kad

[NT7]
AV (Xe — By) —rpp J(7), (2)

t=1

kai N — oo; ¢ia [a] reiskia realiojo skaiciaus a sveikaja dalj, 0 —¥pp
zZymi baigtiniamaciy skirstiniy silpnajj konvergavima.

Lamperti (1962) parodé, kad su tam tikromis papildomomis
prielaidomis normuotos konstantos (2) auga kaip N (su kokiu nors
H>0),¢t. y.

Ax = L(N)N*, (3)

¢ia L(N)) yra begalybéje létai kintanti funkcija, o ribinis procesas
(J(r),7 > 0) vadinamas savastinguoju su indeksu H (self-similar
with index H). Paskutiné savybé reiskia, kad bet kokiam a > 0
procesy (J(7),7 > 0) ir (a=J(at),7 > 0) baigtiniamadiai skirstiniai
sutampa:

(J(1),7 >0) =ppp (a TJ(ar), 7 >0),

¢ia =ppp Zymi baigtiniamaciy skirstiniy lygybe. Laipsnio rodik-
lis H formuléje (3) vadinamas laiko eilutés (X;) Hursto in-
deksu. Kai dispersija baigtiné EX? < oo, A% = NZ%var(X) =
2 _
E (Zivzl(Xt - EXt)) , 0 empirinio vidurkio dispersija var(X) va-
dinama Aleno dispersija (Allen variance) (zr. Heyde ir Yang, 1997).
3 apibrézimas. (Heyde ir Yang, 1997) Laiko eiluté (X;) su baigtine
dispersija yra tolimai priklausoma Aleno dispersijos prasme (Long-
Range Dependence (Allen Variance), LRD(AV)), jeigu

N 2
lim Nvar(X) = lim N~ 'E (Z(Xt—EXt)> = o0, (4)

N—oo N—oo
t=1

priesingu atveju (X;) yra trumpai priklausoma Aleno dispersijos
prasme (Short-Range Dependence (Allen Variance), SRD(AV)).

Heyde ir Yang (1997) pateiktas LRD(AV) apibréZimas
nereikalauja, kad procesas buty stacionarusis.  Nestacionariojo



proceso su baigtine dispersija Hursto indeksas apibréZiamas taip:

N
H = inf {limsupN_thar<ZXt) = O} (5)
N—oo t=1
(zr. Philippe, Surgailis, Viano, 2006). Heyde ir Yang (1997)
isplété (4) savybe begalinés dispersijos (nestacionariesiems) proce-
sams. Taigi (X;) yra tolimai priklausoma empirinés Aleno dis-
persijos prasme (Long-Range Dependence (Sample Allen Variance),

LRD(SAV)), jeigu

2
(zx)
N
Y X7

Jei (X;) yra stacionarusis procesas, tada (6) i§ esmés sutampa
su stebiniais, kai centriné ribiné teorema nebegalioja (X;) proceso
dalinéms sumoms (7zr. Heyde ir Yang (1997), p. 883).

Auks¢iau paminéti (4)—(6) apibrézimai reik§mingi tik teorigkai,
bet jie néra labai naudingi laiko eilu¢iy su nestacionaria ilggja at-
mintimi modeliavimui ir statistinei analizei. Pavyzdziui, literaturoje
yra paminéti keli "tikrai nestacionariy" laiko eiluciy su ilgaja at-
mintimi modeliai. Philippe, Surgailis, Viano (2006) aptaré ke-
lias beveik periodiskai koreliuoty procesy klases, kurios gautos i§
gerai zinomos FARIMA (trupmenigkai integruotas autoregresijos ir
slenkamojo vidurkio procesas, Fractional Autoregressive Moving Av-
erage) klasés, taikant amplitudine (AM), fazés (FM), atminties (MM)
ir koeficienty (CM) moduliacijas. Idomiausia i§ siy klasiy — (CM)
klasé, dar vadinama kintancia laike FARIMA (tv-FARIMA) klase. Sis
modelis buvo pasiulytas Philippe, Surgailis, Viano (2006) ir (2008)
darbuose ir yra pagrindinis disertacijos pirmojo skyriaus tyrimo ob-
jektas.

Nagrinékime trupmeniskai integruota autoregresinj procesa
FARIMA(p, d, q), kuris apibréziamas skirtumine lygtimi:

e(L)(I — L)dXt =J(L)es; (7)

da (L), (L) atitinkamai yra p ir ¢ laipsnio polinomai, L — postumio
atgal operatorius, o operatorius (I — L)? uzraomas binomine israigka:

(I=L)* == > g(d)L7;
j=0

NeJ



dia o(d) :==11ir
(—d+j) ,.
T(—d) (j>1),

(zr. Brockwell ir Davis, 1991). Papras¢iausiu atveju, kai p = g = 0,
turime procesg FARIMA(0, d, 0):

(I - L)X, = ¢. (8)

Yi(d) ==

Egzistuoja vienintelis (8) lygties stacionarusis sprendinys, kai
ld <1/2,

Xe=D iy, (9)

ia (g¢, t € Z) yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai (n.v.p. a.d.).

Sakysime, kad procesas FARIMA (p,d, q) turi ilggjg atmint, jei
0 < d < 1/2. Zinoma, kad jei 0 < d < 1/2, polinomai 1(-)
tenkina tam tikras salygas ir (e;, t € Z) yra nepriklausomi ir
vienodai pasiskirste a.d., tai FARIMA(p,d,q) proceso X; autoko-
variaciné funkcija gesta kaip 297!, be to, daliniy sumy proce-
sas N—d-1/2 ZEZI] X, pagal pasiskirstyma konverguoja i trupmeninj
Brauno judesj Wy (7) su Hursto indeksu H = d + (1/2). Sis rezul-
tatas yra gautas Davydovo (1970). Astrauskas (1983), Kasahara ir
Maejima (1986), Avram ir Taqqu (1992), Vaiciulis (2004) nagrinéjo
tiesiniy procesy su begaline dispersija daliniy sumy konvergavima,
t. y. jrodé, kad FARIMA(p,d, q) proceso stacionarusis sprendinys
priklauso a-stabiliojo (1 < a < 2) désnio traukos sri¢iai. Pas-
taruoju atveju lygties (7) stacionarusis sprendinys egzistuoja, kai
0 <d<1-1/a, o daliniy sumy proceso N4~/ Zg;] X, ribi-
nis procesas vadinamas trupmeniskai stabiliu judesiu.

Philippe, Surgailis ir Viano (PSV) (2006) apibrézé kintancius laike
tiesinius filtrus

A(d)z; = Z a;(t)xi—;, B(d)x; := Z bj(t)xi—;,  (10)
Jj=0 j=0
¢ia d = (dq,t € Z) priklauso nuo t € Z,

a;(t) = (%)(L‘;“)-~-(7dt‘j§j_1), (11)
o - (St (R0
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ao(t) = bo(t) := 1. Jeigu d; = d yra konstanta, tai akivaizdu, kad

dy/d+1 d+j—-1
o = 0 = ((E5) - (272) — o,

ir (10) sutampa su FARIMA filtru (I — L)~ TFiltrai A(d), B(d)
tenkina apveréiamumo sarysj B(—d)A(d) = A(-d)B(d) = I,
dia —d := (—d;,t € Z) (jrodyma galima rasti Philippe, Surgailio ir
Viano, 2006, darbe).

Tame paciame Philippe, Surgailio ir Viano (2006) darbe nagriné-
jamos kintan¢iy laike trupmenigkai integruojamy procesy

Xy = A(-d)"'Ge; = B(d)Gey = Y (bxg);(t)ei—j, (13)
=0
Y, = B(-d)'Ge = A(d)Ge; = Y (axg);(t)ej, (14)

Jj=0

dalinés sumos. (13) ir (14) (&4, t € Z) yra nepriklausomy ir vienodai
pasiskirs¢iusiy a.d. (arba martingaliniy skirtumy) seka su nuliniu
vidurkiu ir vienetine dispersija, o filtrai
J J
(bxg);(t) =D bi(t)gj—i»  (axg);(t) == ai(t)g;

=0 =0

atitinkamai gauti, naudojant sandaugos operatorius B(d)G, A(d)G.
G yra trumposios atminties filtras su absoliu¢iai sumuojamais koefi-
cientais:

o0 o0 o0
Gxt:Zgja:t,j, Gia Z|gj| < oo ir Zgjyéo.
j=0 j=0 j=0

Philippe, Surgailis, Viano nagrinéjo du sekos d atvejus: (I) kai
beveik periodinés sekos d turi vidurkj d € (0,1/2); (IT) kai d = (dy,t €
Z) yra (asimptotinés) sekos, turinc¢ios ribas dy = lims,1od; €
(0,1/2). Trodyta, kad (I) atveju procesy X; ir Y; dalinés sumos
konverguoja j trupmeninj Brauno judesj (fBm) su Hursto parametru
H = d+ (1/2); (IT) atveju procesy X; ir Y; dalinés sumos konver-
guoja i du skirtingus savastinguosius Gauso procesus, priklausancius
tik nuo asimptotiniy parametry d. ir turin¢ius asimptotiskai sta-
cionarius arba asimptotiskai nykstan¢ius poky¢ius (zr. 1 skyriy, 1.3
apibrézima).

11



Pirmasis darbo tikslas yra praplésti Philippe, Surgailio, Viano
(2006) rezultatus. Sakykime, kad procesai X; ir Y; turi begalines
dispersijas, o €;,t € Z, yra n.v.p. a.d. ir priklauso a-stabiliojo désnio
traukos srifiai (1 < a < 2). Siuo atveju parodysime, kad X; ir Y;
dalinés sumos konverguoja i a-stabilyji savastingaji procesa, kuris
yra Philippe, Surgailio, Viano (2006) darbe nagrinéto Gauso proceso
analogas. Antra, sudarysime tokias beveik periodines ir asimptotines
sekas d = (d,t € Z) (jos atskirai aptartos PSV darbe), reikalaudami,
kad egzistuoty tokios ribos d+ € (0,1 — 1/a), kai 4o0:

dy := lim n*IZdi, d_:= lim nflzd_i, (15)
i=1

=1

tenkinandios papildomas salygas (Zr. 1 skyriy, 1.1 ir 1.2 apibréZimus).
Aigku, dy = limy 4o d; egzistavimas daro jtaka riby (15) egzis-
tavimui, kai d+ = d+. Kita vertus, jeigu seka (d¢,t € Z) yra beveik
periodiné su vidurkiu d, tai egzistuoja (15), kai dy = d_ = d.

Apibendrinsime pagrindinius rezultatus.
Sudarykime nauja kintanc¢iy laike trupmenigkai integruoty filtry
klase su vaidinamuoju "atminties Suoliu" ("change-point in mem-
"
ory"), t. y.

_ d+7 .]el t > tOv
i = { d_, jeit < to, (16)

dia tyg € Z yra fiksuotas sveikasis skaiius ir dy € (0,1/2).
Pastebésime, kad (16) tenkina (15), kai d+ = di. Remiantis $iuo
apibrézimu, (11)—(12) koeficientus galima uZzrasyti taip:

t—k—14d_

i—k ) jei s <t < to;
s<k<t
t—k—1+d_ t—k—1+d . .
a—s(t) = I1 —k —k £, jei s <to <t
s<k<tg to<k<t
t—k—14d .
I —= jeito <s <t
s<k<t
ir
k—s+1+d_ L.
d- Tk—st2 Jjei s <t < to;
s—1<k<t—2
k—stl+d_ k—s+ld+dy . . )
bi—s(t) = d+ II T k—st+2 I1 “host2 o Jers< to < t;
s—1<k<tg to<k<t—2
k—s+1+d L.
d+ B el jei to < s < t.
s—1<k<t—2

12



I8 ¢ia iSplaukia tokios asimptotikos:

(=)t .
won(t) ~ 4 Vo)~ Tran 520
h Puos(—d ) BESS = <
t=s T/ (—d_) T(dy) ’ -
ir
_ L =)t .
bi—s(t) ~ Yee(=dy) gy dy—1,d_—d —
- —dy i (—d_) —dy (t—s)*+ =T+
¢t—s(—d+)—dtwi(—d+) ~ - —d_T(d_) , 80,
kai t — oo.

1 teorema. Tarkime, kad

Y, = A(d)e = Zatfs(t)gs;

s<t

Xy = B(d)e = Y bis(t)es

s<t

yra kintantys laike trupmeniskai integruoti filtrai kaip (13)—(14) su
seka d (16) ir simetrinémis a-stabiliomis inovacijomis (e¢). Tegul

l<a<2, dy €(0,1—(1/)).

Tuomet
[NT]
N4 =/ Z Y: —rwpp ca(J(1)+U(7)), (17)
t=1
[N7]
N4~/ Y X —wpp cpd(7), jei dy >d-, (18)
t=1
[N7]
N—d==/) Z X: —rpp  cgV(7), jei dy <d-, (19)
t=1
[NT]
N-TWIN" X, —epp  en(J(r) + V(71)), jei dy =d_ = d.(20)
t=1

Cia ca, cﬁ yra konstantos, ribiniai procesai J,U,V apibrézti Zemiau kaip
stochastiniai integralai pagal simetring a-stabilyjy Lévy procesq Z realiyjy

13



skaiciy tieséje:

w = ) [y,
v = [z [(w-ntt
vy = [ otz [(o- ot

Procesai (X;) ir (Y%) yra klasikiniai FARIMA (0, d, 0) procesai, kai
néra "atminties Suolio" (t. y. dy = d_ = d), ir §iuo atveju 1 teorema
yra gerai Zinoma. Sj rezultata galima rasti Astrausko (1983), Kasa-
hara ir Maejima (1986), Avram ir Taqqu (1992), Vaiciulio (2004)
ir kity autoriy, nagrinéjusiy stacionariyjy procesy su begaline dis-
persija daliniy sumy silpnaji konvergavima, darbuose. Pabrésime,
kad §iuo atveju ribiniai procesai (17) ir (20) yra trupmeniskai sta-
bilus judesiai (2r. Samorodnitsky and Taqqu (1994)). Kita vertus,
gautas rezultatas atskleidzia gerokai paprastesne parametrine laiko
eilu¢iy modeliy su nestacionaria skirstiniy ilgaja atmintimi (zr. 2
apibrézima) klase: nestacionariis yra ne tik procesai (X;) ir (Y3), bet
ir visi trys ribiniai procesai J + U, J ir V turi nestacionarius (ir prik-
lausomus) poky¢ius, kai d4 # d_. Nelauktas ir stebinantis rezultatas
— tai, kad ribinis procesas V (19) be galo diferencijuojamas tieséje
(0,00) ir yra labai nejprastas daliniy sumy procesy ribiniy teoremuy
atzvilgiu. Kitos 8iy ribiniy procesy savybés pateiktos 1 skyriuje.

Surgailis, Teyssiére, Vaiciulis (J. Multiv. Anal. 99 (2008), 510—
541) (toliau STV) pasiulé poky¢iy santykiy statistika (IR):

N-gmet | SR (X = X0) + S (Xeam — Xo)|

I >
N - 3m k=0 ‘ Zfi}?il(xi+7n - Xt)‘ + ‘ Zfi,?fm+1(xt+7n - Xt)‘

(21)
dia X1, Xo,...,Xn yra stebiniai 0/0 = 1, m = 1,2,... — lango
parametras (7zr. Bruzaité ir Vaiciulis, 2005). IR statistika gali buti
naudojama hipotezéms apie parametra d tikrinti: trumposios at-
minties (d = 0), (stacionarios) ilgosios atminties (0 < d < 1/2)
ir vienetinés Saknies (d = 1). Jeigu proceso X; dalinés sumos
asimptotiskai elgiasi kaip (integruotas) trupmeninis Brauno judesys
su parametru H = d + 1/2, tai IR statistika konverguoja (kai
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N,m,N/m — o0) | vidurkj

(22)

Ad) =B { ] } :

|Z1| + | Z2|

¢ia vektorius (Z1, Z3) pasiskirstes pagal Gauso skirstinj, su nuliniais
vidurkiais, vienetinémis dispersijomis ir kovariacijos koeficientu

79d+.5 + 4d+1.5 -7
2(4 — 49+5)

o(d) := cov(Zy,7Z,) =

Funkcija A(d) i8 (22) grieftai monotoniskai didéja intervale
(—1/2,3/2). Tikslia A(d) iSraiska galima rasti STV darbe. Esant
tam tikroms papildomoms salygoms procesui {X:}, STV gavo IR
statistikos poslinkio (bias) EIR — A(d) gesimo greitj ir jrodé centrine
ribing teorema srityje —1/2 < d < 5/4. Asimptotinés dispersijos
o(d) skaitinés reiksmeés ir grafikas duoti Stoncelio ir Vai€iulio (2008)
darbe. STV parodé, kad IR statistika galima taikyti, norint patikrinti
neparametrine hipoteze apie ilgosios atminties parametra

Hoid:do

su alternatyva Hj : d # dy. Atitinkamo IR testo kritiné sritis yra

[ m
IR — A(do)| > 2za/20(do) N —3m’ (23)

¢ia z, — standartinio normaliojo skirstinio kvantilis.
Disertacijos 2 skyriuje nagrinéjamas atvejis, kai stebiniai apragomi
modeliu su trendu

Xe = gne+ X)) (1<t<N), (24)

¢ia gy, yra létai kintantis deterministinis trendas, o {X?} — Gauso
procesas (stacionarus arba su stacionariais poky¢iais) su ilgaja at-
mintimi. Musy uzdavinys — rasti salygas, kurias turi tenkinti trendas
ir procesas {X}}, kad IR statistika modeliui (24) tenkinty tokia pat
centrine ribine teorema kaip ir STV darbe (procesui be trendo), ir
kartu IR testui galioty tie patys asimptotiniai pasikliautinieji inter-
valai (23).
Suformuluosime pagrindinj STV rezultata.
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A salyga. {X?} yra stacionarusis Gauso procesas su nuliniu
vidurkiu ir spektriniu tankiu f(z),x € [—m, 7], turin¢iu pavidala

fz) = [a]*(co +O(al”))  (z —0);

diacg >0, 0<f<2d+1, de (—1/2,1/2) — tam tikri skai¢iai. Be
to, f(x) yra diferencijuojama intervale (0,7), ir | f'(x)| < C|z| =124
(3C > 0).

B salyga. Poky¢iai {X? — X ;} aprafomi stacionariuoju Gauso
procesu su nuliniu vidurkiu ir spektriniu tankiu

fl@) = |27 (co+O0(al”))  (z—0),

Baco>0,0<8<2d—1, de(1/2,5/4) — tam tikri skaiciai. Be to,
f(z) yra diferencijuojama intervale (0, 7), ir |f/(z)| < C|z|1 =24
(3C > 0).

Zymésime IR statistika be trendo, t. y. X; = X, t=1,...,N.
2 teorema. (7r. STV, 2008)) Tarkime, kad procesas {X}} tenkina
A arba B sqglygas. Jei N,m, N/m — oo, tai

EIR’ —A(d) = O(m™"), (25)
E(IR° — A(d))* = o(1), (26)
(N/m)Y2(IR® — EIR") = N(0,0%(d)), (27)

kur o(d) > 0, = Zymi skirstiniy konvergavimg.

Apibrézkime
k+m
Gm(k) ==V | Y (gn(t+m) — gn(8))],
t=k+1
N—-2m—1

i 1 i .
G =5 ;;J Gi(k)  (i=1,2),

m

V2= B( Y (X0 - X?))2.

t=1
Jei tenkinamos A ir B salygos, tai bet kokiems d € (—1/2,5/4),

d+1/2,
V2

o~ c(d)m T (m = oo);
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¢ia ¢(d) > 0 yra konstanta (tiksli sios konstantos iSraigka duota STV,
(2.20), (2.22)).

Zemiau suformuluota teorema yra disertacinio darbo antrojo sky-
riaus pagrindinis rezultatas.

3 teorema. Tarkime, kad stebiniai X;, t=1,...,N, apibréZiami
modeliu (24) su trendu. Tegul N ir m = m(N) kartu neapréztai
didéja taip, kad m = o(N).

(i) Tegul {X?} tenkina A arba B sqlygg. Tada

EIR - A(d) = O (max (m_ﬂ,@)) .

Be to, jei Gi}n — 0, tuomet

E (IR — A(d))* — 0.

(ii) Tegul {X?} tenkina A arba B sqlygq. Jei

m

Gi = 0((m/N)1/2) (i=1,2), (28)
tai
(N/m)"2(IR —EIR) = N (0,0%(d)),

kur o(d) — ta pati, kaip ir 2 teoremoje.

Isvada. Tegul {X?} tenkina 2 teoremos sglygas, m—° =
o((m/N)/2), o trendas gn(t) — salyge (28). Tada IR testui Hy :
d=dy, do € (=1/2,5/4), do # 1/2, modeliui su trendu galioja tie
patys asimptotiniai pasikliautinieji intervalai (23), kaip ir modeliui
be trendo.

Literaturoje Zzinoma nemazai testy ir grafiniy metody, kurie
neatskiria trendo nuo ilgosios atminties. Sis fenomenas Zinomas
"melagingos ilgosios atminties" ("spurious long memory") pavadini-
mu (7r. Lobato ir Savin (1998)). Todél kyla du naturalus klausimai:
(I) "kiek mazas turi buti trendas, kad duotas testas jo neaptikty?"
ir (II) "kiek didelis turi buti trendas, kad jis Zymiai skirtysi nuo
stacionariyjy stebiniy?".

Bhattacharya, Gupta, Waimire (1983) nagrinéjo Siuos klausimus
R/S statistikai ir silpnai priklausomiems stebiniams. Shimotsu
(2006) apibrézé testa, leidziant] atskirti tikraji ir melagingajj
FARIMA(0,d,0) procesus; taip pat zr. Kinsch (1986), Teverovsky
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ir Tagqu (1997), Diebold ir Inoue (2001), Giraitis, Kokoszka, Leipus
(2001), Leipus ir Viano (2003), Giraitis, Kokoszka, Leipus, Teyssiére
(2003) ir ty straipsniy nuorodas. Giraitis, Kokoszka, Leipus (2001)
nagrinéjo (I) ir (IT) problemas V/S statistikai, giminingai R/S-tipo
statistikai ir (bendram) silpnai priklausomam stacionariajam proce-
sui {X°} (kai d = 0). Jie parodé, kad "mazi trendai" (zr. (I) prob-
lema) turi tenkinti salyga

N 1/2
lgnll2 == (Z g?v(t)> = O(1). (29)
t=1

Kita vertus, jeigu trendas gy tenkina salyga ||gn ||z — oo ir dar kai
kurias papildomas salygas, tai V/S statistika konverguoja j kita riba,
nei atveju be trendo. Taigi trendas §ia statistika apgauna. Hiper-
boliniam trendui

gN(t) = Cl|t+02N|'y, (30)

parametras 7 turi tenkinti atitinkamas salygas, t. y. (I) v < —1/2,
(IT) v > —1/2 (zr. Giraitis, Kokoszka, Leipus, 2001). Kitas svar-
bus pavyzdys — tai vadinamasis "vidurkio suolis" ("change point in
mean"):

A 1<t <[rN],
gn(t) = { pn, [TN]<t<N,

bet kokiam 0 < 7 < 1. Akivaizdu, kad (29) salyga duotam gn (31)
ekvivalenti salygai || = O(N~1/2). Kita vertus, jeigu [un|NY/? —
00, tai tenkinama Giraitis, Kokoszka, Leipus (2001) 2.3 salyga, o V/S
testas neatskiria trumposios atminties nuo trendo.

1 pavyzdys. Nagrinékime regresijos tipo trenda gn (t) = g(t/N);
ia g yra tolygiai diferencijuojama intervale [0, 1] funkcija. Vadinasi,

(31)

kai ||lgn ]2 ~ N1/2 fol g*(T)dr — oo, tai (29) salyga néra tenkinama.
Kita vertus, G, < sup,cjoq1lg'(7)|(m?/NVy) = O(m?/NV,,) =
O(m?®?/N), kai d = 0 (zr. (19)). Tuomet (28) salyga, kai i = 1,
keitiasi j m = o(N'/?). Analogiskai (28) salyga, kai i = 2, iSplaukia
5 m = o(N3/%). Kadangi m~?(N/m)'/? = o(1) salygos reikalauja
(23) be trendo (Zr. 2 teorema, (25), (27), arba igvada), teigiame, kad,
tikrinant hipoteze apie trumpaja atmintj Hy : d = 0, IR testo neveikia
regresinio tipo trendas su parametrais m ~ N*, 1/(1+28) < A <
1/2.
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2 pavyzdys. Nagrinékime hiperbolinj trenda, priklausantj nuo N
ir apibrézta (30). Tarkime, kad —1/2 <~y < 1/2ir¢; > 0 (i = 1,2).
Tada

m
t+coN
= O(mlt+cNP™!) = O(mN'™h),

14 -1

8
gn(t+m) —gn(®)] = alt+m+ N ’

taigi GL, = O(m2N7~1/V,,) = O(m3/2N7~1). Panagiai ir G2, =
O(mPN?7=2), kai V,, ~ const.m/2. Vadinasi, galima daryti
analogiska isvada kaip ir 1 pavyzdyje, kad toks trendas asimptotiskai
ignoruojamas (23) IR testo (dp = 0) su parametrais m ~ N*, 1/(1+
20) < A< (1/2) — 7.

3 pavyzdys. Nagrinékime "Suolio" trenda, apibrézta (31), su
pasirinktu pn. I8 IR statistikos apibrézimo (21) isplaukia, kad

|IR — IR°| < 4m/N. (32)

I5 ¢ia ir i8 2 teoremos (25), (27) isplaukia, kad IR testas asimptotiskai
néra jautrus tokiems "Suoliams" (o kartu ir bet kuriam baigtiniam
tokiy "Suoliy" skai¢iui). Paskutine pastaba galima taikyti keletui
svarbiy trendy. Vienas i§ jy — tai vadinamasis lokalusis trendas, kuris
apibréziamas taip:

¢ia L(t) yra begalybéje létai kintanti funkcija, o skirtumas 77/ — 7/

nepriklauso nuo N. Tuomet

o1 _ Am—+ (7" = 17)

|IR — IR"| < N )

vadinasi, ir lokalusis trendas yra asimptotiskai ignoruojamas IR testo.
Kitas svarbus trendas — tai vadinamasis "$uolio" trendas skalés (kin-
tamumo) modelyje. Reminatis IR statistikos invariantiskumo savybe,
(32) galioja ir 8lam modeliui.

Mes nenagrinéjome (IT) problemos "kiek didelis turi buti trendas,
kad IR statistika ji aptikty?", nes empirinis modeliavimas ir ankstes-
nis aptarimas patvirtina, jog IR statistika néra jautri trendams ir
prastokai juos aptinkanti. Zinoma, yra statistiky (pvz., V/S statis-
tika) geriau tinkanc¢iy Sios problemos sprendimui.
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Disertacijos  trefiajame  skyriuje nagrinéjamas  proceso
( 7(,,1)(7)7 7(,,2)(7)), T € [0,1], silpnasis (baigtiniamadciy skirstiniy
ir funkcinis) konvergavimas.  Cia U\)(r) = A;! 22[5";1] X3,
7(12>(T) = At 21[5";1] Xt4m yra normuoty daliniy sumy, nutolusiy
viena nuo kitos atstumu m taip, kad m, m/n — o0, procesas,
o (X;, t € Z) yra slenkanéiojo vidurkio procesas su nepriklauso-
momis ir vienodai pasiskirs¢iusiomis (arba martingaliniy skirtumuy)
inovacijomis su baigtine dispersija. Skyriuje aptarti slenkanciojo
vidurkio (X}) ilgosios atminties, trumposios atminties ir neigiamo-
sios atminties atvejai. Jrodyta, kad dvimatis daliniy sumy procesas
(Uy(ll)(T)7U7(12)(T)) konverguoja i dvimatj trupmeninj Brauno judesj
su nepriklausomomis komponentémis. Sio skyriaus rezultatas leidzia
irodyti IR-tipo statistikos pagristuma.

ISvados

Dauguma darby, nagrinéjanciy ilgaja atmintj, analizuoja sta-
cionariuosius stebinius arba stebinius su stacionariaisiais poky¢iais.
Jei imtys yra ilgos, tai tokie stebiniai daZnai néra realus. Todél
tiek teorijoje, tiek taikymuose daug svarbesnis nestacionarios ilgosios
atminties arba tiesiniy laiko eilu¢iy modeliy su netacionaria ilgaja
atmintimi nagrinéjimas. Disertacijoje analizuojami tokiy modeliy
daliniy sumy ribiniai skirstiniai bei statistiky su ilgosios atminties
stebiniais ir trendu ribiniai skirstiniai.

Philippe, Surgailis, Viano (2008), (2006) apibrézé kintancius laike
trupmenigkai integruotus filtrus su baigtine dispersija ir nagrinéjo juy
daliniy sumy ribinius skirstinius. Disertacijoje istirti tokiy procesy
daliniy sumy ribiniai skirstiniai, kai dispersija begaliné, teigiant, kad
inovacijos priklauso a-stabiliojo désnio traukos sriciai (1 < a < 2);
irodyta, kad daliniy sumy procesas konverguoja i tam tikra a-stabilyji
savastinga procesa su nestacionariaisiais pokyd¢iais.

Surgailis, Teyssiére, Vaiciulis (2008) jvedé poky€iy santykiy, arba
IR (= Increment Ratio), statistika ir parodé, kad IR statistika gali
buti naudojama tikrinti neparametrinéms hipotezéms apie staciona-
riosios laiko eilutés ilgaja atmintj bei ilgosios atminties parametra
d. Disertacijoje istirtas poky¢iy santykiy (IR) statistikos elgesys, kai
stebiniai apraSomi stacionariuoju Gauso procesu su létai kintanciu
trendu. IR statistikai su trendu jrodyta centriné ribiné teorema, gau-
tas poslinkio jvertis ir rastos salygos deterministiniam trendui, kada
IR statistikai galioja tie patys pasikliautinieji intervalai, kaip ir IR
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statistikai be trendo. Be to, jrodytas IR-tipo statistikos pagristumas
tiesiniams procesams su ilgaja, trumpaja ir neigiamaja atmintimi. Sio
fakto jrodymas pagristas nutolusiy daliniy sumy asimptotine neprik-
lausomybe.
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Aprobacija

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Lietuvos matematiky
draugijos konferencijose (2005, 2006, 2007, 2008 m.), devintojoje
tarptautingje Vilniaus tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos
konferencijoje (Vilnius, Lietuva, 2006 m. birZelio 26-30 d.).

Disertacijos tema skaityti pranesimai Matematikos ir informatikos
instituto Tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos seminare, Vil-
niaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto Ekonometri-
jos seminare ir Siauliq universiteto Matematikos ir informatikos fakul-
teto seminare.

Nuosirdziai dékoju moksliniam vadovui prof. habil. dr. D. Sur-
gailiui uz nuofirdy bendravima, palaikyma, pakantuma, mokslinio
savarankiSkumo ugdyma, dr. M. Vai¢iuliui uz nuolatinj rupestj,
prof. habil. dr. V. Paulauskui uz pagalba ruoSiantis disertacijos gy-
nimui. Dékoju Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos
fakulteto tarybai, visiems Siauliq universiteto Matematikos ir Infor-
matikos katedry bendradarbiams. Esu dékinga savo vyrui, tévams,
artimiesiems ir draugams uz visokeriopa parama doktoranturos
studijy metu. Taip pat nuogirdziai dékoju Siauliy universitetui,
Matematikos ir informatikos institutui uz finansine parama.
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Summary

Philippe, Surgailis and Viano (C.R. Acad. Sci. Paris. Ser. I
342, 269-274, 2006; Theory Probab. Appl., 2008, to appear) in-
troduced a new class of time-varying fractionally integrated filters
A(d)zy = X272 a;(xe—j, B(d)zy = 3272, bj(t)z—; depending on
arbitrary given sequence d = (d;, t € Z) of real numbers, such that
A(d)™! = B(—d), B(d)~™! = A(—d) and such that when d; = d
is a constant, A(d) = B(d) = (1 — L)% is the usual fractional
differencing operator. Philippe et al. studied partial sums limits
of (nonstationary) filtered white noise processes X; = B(d)e; and
Y: = A(d)e; in the case when (1) d is almost periodic having a mean
value d € (0,1/2), or (2) d admits limits d+ = lim; .+ d; € (0,1/2)
at t = *oo. Chapter 1 is devoted to extend the above mentioned
results of Philippe et al. into two directions. Firstly, we consider
the class of time-varying processes with infinite variance, assum-
ing that e, t € Z are iid rv’s in the domain of attraction of a-
stable law (1 < a < 2). Secondly, we combine the classes (1)
and (2) of sequences d = (di, t € Z) into a single class of se-
quences d = (d;, t € Z) admitting possibly different Cesaro limits
dy € (0,1 — (1/a)) at £oo. We show that partial sums of X; and
Y; converge to some a-stable self-similar processes depending on the
asymptotic parameters d+ and having asymptotically stationary or
asymptotically vanishing increments.

Chapter 2 carries on an investigation into the Increment Ratio
statistic introduced by Surgailis, Vai¢iulis, Teyssiére (2008). We here
concentrate on conditions for the trend gy + and the stationary Gaus-
sian component X{ guaranteeing that the limit distribution of the
Increment Ratio statistic under the model X; = X} + gy follows
the same central limit theorem as in the absence of trend. Proposed
statistical test for testing nonparametric hypotheses for d-integrated
(—1/2 < d < 5/4) behavior of time series X; which is perturbed by
deterministic trend. A short discussion on a models with structural
changes in parameters is included.

In Chapter 3 we discuss the joint weak convergence (f.d.d. and
functional) of the vector-valued process (U,(Ll)(T), Uy(lz)(T))7 T €[0,1],
where U,(Ll)(T) = A1 Zyjl] X, UP(r) = A7} ZE Xiim are
the normalized partial sums processes separated by a large lag
(m, m/n — o0) and (X¢, ¢ € Z) is stationary moving average process
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in iid (or martingale difference) innovations with finite variance. The
cases of long memory, short memory and negative memory moving
average (X;) are discussed. We show that in each cases the bivariate
partial sums process (U7(Ll)(7'), 2 (7)) tends to bivariate fractional
Brownian motion with mutually independent components. The re-
sult is not closely related to the topic of the thesis, but it is applied
to prove consistency of certain increment type statistics in moving
averages observations.
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