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Disertacinio darbo apra²ymas

Mokslin
e problema ir tyrimo objektas

Pagrindinis disertacijos tyrimo objektas � tiesiniai laiko eilu£iu�
modeliai su nestacionaria ilg¡ja atmintimi ir statistikos, susijusios su
²iu� modeliu� daliniu� sumu� procesais.

Tikslas ir uºdaviniai

Pagrindinis darbo tikslas � i²tirti trupmeni²kai integruotu� laiko
eilu£iu� modeliu� su nestacionaria ilg¡ja atmintimi daliniu� sumu� ribi-
nius skirstinius ir tam tikras statistikas, susijusias su daliniu� sumu�
procesais. Uºdaviniai yra ²ie:

1. Philippe, Surgailis, Viano (2008), (2006) apibr
eº
e kintan£ius
laike trupmeni²kai integruotus �ltrus su baigtine dispersija ir nag-
rin
ejo ju� daliniu� sumu� ribinius skirstinius. M	usu� uºdavinys � i²tirti
tokiu� procesu� daliniu� sumu� ribinius skirstinius, kai dispersija be-
galin
e, o inovacijos priklauso α-stabiliojo d
esnio traukos sri£iai (1 <
α < 2); i�rodyti, kad daliniu� sumu� procesas konverguoja i� tam tikr¡
α-stabilu�ji� savasting¡ji� proces¡ su nestacionariaisiais poky£iais.

2. Surgailis, Teyssière, Vai£iulis (2008) i�ved
e poky£iu� santykiu�,
arba IR (= Increment Ratio), statistik¡ ir parod
e, kad IR statistika
gali b	uti naudojama tikrinti neparametrin
ems hipotez
ems apie stacio-
nariosios laiko eilut
es ilg¡j¡ atminti� bei ilgosios atminties parametr¡
d. M	usu� uºdavinys � apibendrinti ²iu� autoriu� gautus rezultatus (IR
statistikos centrin¦ ribin¦ teorem¡ ir poslinkio i�verti�), kai stebiniai
apra²omi tiesiniu laiko eilut
es modeliu su trendu; prapl
esti laiko
eilu£iu� klas¦, kuriai IR statistika yra pagri�sta (konverguoja i� vidurki�).
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Aktualumas

Ilgoji atmintis (long memory), arba tolimoji priklausomyb
e (long-
range dependence), yra svarbi laiko eilu£iu� analiz
es dalis, aktuali
daugelyje mokslo ir taikymo sri£iu�, pavyzdºiui, astronomijoje, chemi-
joje, hidrologijoje, �nansuose, telekomunikacijose, statistin
eje �zikoje
ir kitur (ºr. Beran, 1994, Doukhan, Oppenheim ir Taqqu, 2003,
Palma, 2007, monogra�jas bei jose esan£ias nuorodas). Esant il-
gajai atmin£iai, daryti statistines i²vadas yra ºymiai sunkiau, nes
£ia stebiniai yra stipriai priklausomi ir ju� ribiniai d
esniai gali skirtis
nuo klasikiniu� nepriklausomu� ir vienodai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu�
dydºiu� d
esniu�. Daug ilg¡j¡ atminti� nagrin
ejan£iu� moksliniu� darbu�
skirta stacionariajam atvejui analizuoti. Akivaizdu, kad esant ilgai
(o kartais ir labai ilgai) im£iai, stacionarumo s¡lyga gali b	uti neten-
kinama ar tiesiog netikrovi²ka. Tod
el nat	uralu, kad, esant ilgajai
atmin£iai nagrin
ejamos nestacionarios laiko eilut
es, ir tai yra svarbu
ne tik teoriniu poºi	uriu, bet ir pa£iuose taikymuose. Parametriniai
ir pusiau parametriniai laiko eilu£iu� modeliai su nestacionaria ilg¡ja
atmintimi turi b	uti kuriami kartu su tokiu� eilu£iu� analiz
es modeliais.

Nat	uraliausia ir daugiausia tyrin
ejama laiko eilu£iu� klas
e � tai
tiesiniai laiko eilu£iu� modeliai. Parametrin
e FARIMA(p, d, q) klas
e
yra viena svarbiausiu� stacionariu�ju� ilgosios atminties procesu� klas
e.
Tod
el ²ios klas
es nestacionar	us ir kintantys laike apibendrinimai kelia
dideli� susidom
ejim¡.

Gerai ºinoma, kad, sutinkamai su invarianti²kumo principu,
i�vairiu� testu� ir statistiku� asimptotin
es savyb
es priklauso nuo stebiniu�
daliniu� sumu� proceso ribinio skirstinio. Taigi tiesiniu� modeliu� su
nestacionaria ilg¡ja atmintimi daliniu� sumu� proceso ribinio skirstinio
nagrin
ejimas yra pagrindinis ºingsnis i� ju� taikymus.

Naujumas ir praktin
e vert
e

Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Disertacijoje gauti kintan£iu�
laike trupmeni²kai integruotu� �ltru� su begaline dispersija daliniu�
sumu� ribiniai skirstiniai ir i²tirtas poky£iu� santykiu� (IR) statistikos
elgesys, kai stebiniai apra²omi stacionariuoju Gauso procesu su ne-
atsitiktiniu trendu, anks£iau nebuvo nagrin
eti.
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Tyrimu� metodika

Daliniu� sumu� ribinio elgesio i�rodymai pagri�sti vadinam¡ja
"diskre£iu�ju� stochastiniu� integralu� schema" (kuri i�vesta Surgailio
(1981) darbe) ir tikimybiniu� matu� silpnojo konvergavimo savyb
emis.
IR statistikos asimptotinis elgesys pagri�stas Hermito skleidiniu�
metodu ir vadinamosiomis Arcone nelygyb
emis (ºr. Arcone, 1994).

Darbo strukt	ura

Disertacij¡, para²yt¡ anglu� kalba, sudaro i�vadas, trys skyriai, i²-
vados, literat	uros ir moksliniu� publikaciju� disertacijos tema s¡ra²ai,
bei ºymenys. Bendra darbo apimtis � 75 puslapiai.

Problemos apºvalga ir svarbiausi rezultatai

1 apibr
eºimas. Stacionarioji antru�ju� momentu� prasme
(covariance-stationary) laiko eilut
e (Xt) = (Xt, t ∈ Z) turi ilg¡j¡
atminti� antru�ju� momentu� prasme (covariance long memory) (arba
covariance long�range dependent), jeigu jos kovariaciju� suma absoliu-
£iai diverguoja: ∑

t∈Z
|cov(X0, Xt)| = ∞; (1)

prie²ingu atveju procesas (Xt) turi trump¡j¡ atminti� antru�ju�
momentu� prasme (covariance short memory).

Beran (1994, p. 42) darbe duotas giminingas ilgosios atminties
apibr
eºimas spektrinio tankio f(λ), λ ∈ [−π, π], terminais. �ie
apibr
eºimai yra pakankamai paprasti ir intuityv	us, tod
el £ia pakanka
reikalauti, kad stacionarieji procesai tur
etu� baigtini� antr¡ji� moment¡.
Be to, (1) s¡lyga n
era labai konstruktyvi, tod
el, norint analizuoti
stebiniu� (Xt, 1 ≤ t ≤ N) netiesiniu� statistiku� ribinius skirstinius (net
jeigu (Xt) yra Gauso procesas), b	utina reikalauti, kad kovariaciju�
gesimas tenkinu� papildomas s¡lygas.

Visi²kai kitoks ilgosios atminties apibr
eºimas (vadinamas
skirstiniu� ilg¡ja atmintimi (distributional long memory)) pateiktas
Cox (1984), Dehling ir Philipp (2002) bei kituose darbuose.
2 apibr
eºimas. Grieºtai stacionari laiko eilut
e (Xt) turi skirstiniu�
ilg¡j¡ atminti� (distributional long memory), jeigu jos atitinkamai
normuotas daliniu� sumu� procesas silpnai konverguoja i� koki� nors
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atsitiktini� proces¡ su stacionariaisiais priklausomais poky£iais. Tai
rei²kia, kad egzistuoja tokios konstantos AN → ∞ (N → ∞) ir BN

ir toks stochastinis stacionarusis procesas (J(τ), τ ≥ 0) 6≡ 0 su prik-
lausomais poky£iais, kad

A−1
N

[Nτ ]∑
t=1

(Xt −BN ) →FDD J(τ), (2)

kai N →∞; £ia [a] rei²kia realiojo skai£iaus a sveik¡j¡ dali�, o →FDD

ºymi baigtiniama£iu� skirstiniu� silpn¡ji� konvergavim¡.
Lamperti (1962) parod
e, kad su tam tikromis papildomomis

prielaidomis normuotos konstantos (2) auga kaip NH (su kokiu nors
H > 0), t. y.

AN = L(N)NH ; (3)
£ia L(N)) yra begalyb
eje l
etai kintanti funkcija, o ribinis procesas
(J(τ), τ ≥ 0) vadinamas savastinguoju su indeksu H (self-similar
with index H). Paskutin
e savyb
e rei²kia, kad bet kokiam a > 0
procesu� (J(τ), τ ≥ 0) ir (a−HJ(aτ), τ ≥ 0) baigtiniama£iai skirstiniai
sutampa:

(J(τ), τ ≥ 0) =FDD (a−HJ(aτ), τ ≥ 0),

£ia =FDD ºymi baigtiniama£iu� skirstiniu� lygyb¦. Laipsnio rodik-
lis H formul
eje (3) vadinamas laiko eilut
es (Xt) Hursto in-
deksu. Kai dispersija baigtin
e EX2

t < ∞, A2
N = N2var(X̄) =

E
(∑N

t=1(Xt −EXt)
)2

, o empirinio vidurkio dispersija var(X̄) va-
dinama Aleno dispersija (Allen variance) (ºr. Heyde ir Yang, 1997).
3 apibr
eºimas. (Heyde ir Yang, 1997) Laiko eilut
e (Xt) su baigtine
dispersija yra tolimai priklausoma Aleno dispersijos prasme (Long-
Range Dependence (Allen Variance), LRD(AV)), jeigu

lim
N→∞

Nvar(X̄) = lim
N→∞

N−1E

(
N∑

t=1

(Xt − EXt)

)2

= ∞, (4)

prie²ingu atveju (Xt) yra trumpai priklausoma Aleno dispersijos
prasme (Short-Range Dependence (Allen Variance), SRD(AV)).

Heyde ir Yang (1997) pateiktas LRD(AV) apibr
eºimas
nereikalauja, kad procesas b	utu� stacionarusis. Nestacionariojo
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proceso su baigtine dispersija Hursto indeksas apibr
eºiamas taip:

H = inf

{
lim sup
N→∞

N−2hvar
( N∑

t=1

Xt

)
= 0

}
(5)

(ºr. Philippe, Surgailis, Viano, 2006). Heyde ir Yang (1997)
i²pl
et
e (4) savyb¦ begalin
es dispersijos (nestacionariesiems) proce-
sams. Taigi (Xt) yra tolimai priklausoma empirin
es Aleno dis-
persijos prasme (Long-Range Dependence (Sample Allen Variance),
LRD(SAV)), jeigu

(∑N
t=1 Xt

)2

∑N
t=1 X2

t

→P ∞. (6)

Jei (Xt) yra stacionarusis procesas, tada (6) i² esm
es sutampa
su stebiniais, kai centrin
e ribin
e teorema nebegalioja (Xt) proceso
dalin
ems sumoms (ºr. Heyde ir Yang (1997), p. 883).

Auk²£iau pamin
eti (4)�(6) apibr
eºimai reik²mingi tik teori²kai,
bet jie n
era labai naudingi laiko eilu£iu� su nestacionaria ilg¡ja at-
mintimi modeliavimui ir statistinei analizei. Pavyzdºiui, literat	uroje
yra pamin
eti keli "tikrai nestacionariu�" laiko eilu£iu� su ilg¡ja at-
mintimi modeliai. Philippe, Surgailis, Viano (2006) aptar
e ke-
lias beveik periodi²kai koreliuotu� procesu� klases, kurios gautos i²
gerai ºinomos FARIMA (trupmeni²kai integruotas autoregresijos ir
slenkamojo vidurkio procesas, Fractional Autoregressive Moving Av-
erage) klas
es, taikant amplitudin¦ (AM), faz
es (FM), atminties (MM)
ir koe�cientu� (CM) moduliacijas. I�domiausia i² ²iu� klasiu� � (CM)
klas
e, dar vadinama kintan£ia laike FARIMA (tv-FARIMA) klase. �is
modelis buvo pasi	ulytas Philippe, Surgailis, Viano (2006) ir (2008)
darbuose ir yra pagrindinis disertacijos pirmojo skyriaus tyrimo ob-
jektas.

Nagrin
ekime trupmeni²kai integruot¡ autoregresini� proces¡
FARIMA(p, d, q), kuris apibr
eºiamas skirtumine lygtimi:

ϕ(L)(I − L)dXt = ϑ(L)εt; (7)

£ia ϕ(L), ϑ(L) atitinkamai yra p ir q laipsnio polinomai, L � post	umio
atgal operatorius, o operatorius (I−L)d uºra²omas binomine i²rai²ka:

(I − L)d :=
∞∑

j=0

ψj(d)Lj ;
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£ia ψ0(d) := 1 ir

ψj(d) :=
Γ(−d + j)
j!Γ(−d)

(j ≥ 1),

(ºr. Brockwell ir Davis, 1991). Papras£iausiu atveju, kai p = q = 0,
turime proces¡ FARIMA(0, d, 0):

(I − L)dXt = εt. (8)
Egzistuoja vienintelis (8) lygties stacionarusis sprendinys, kai

|d| < 1/2,

Xt =
∞∑

j=0

ψj(d)εt−j , (9)

£ia (εt, t ∈ Z) yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai
dydºiai (n.v.p. a.d.).

Sakysime, kad procesas FARIMA(p, d, q) turi ilg¡j¡ atminti�, jei
0 < d < 1/2. �inoma, kad jei 0 < d < 1/2, polinomai ψ(·)
tenkina tam tikras s¡lygas ir (εt, t ∈ Z) yra nepriklausomi ir
vienodai pasiskirst¦ a.d., tai FARIMA(p, d, q) proceso Xt autoko-
variacin
e funkcija gesta kaip t2d−1, be to, daliniu� sumu� proce-
sas N−d−1/2

∑[Nτ ]
t=1 Xt pagal pasiskirstym¡ konverguoja i� trupmenini�

Brauno judesi� WH(τ) su Hursto indeksu H = d + (1/2). �is rezul-
tatas yra gautas Davydovo (1970). Astrauskas (1983), Kasahara ir
Maejima (1986), Avram ir Taqqu (1992), Vai£iulis (2004) nagrin
ejo
tiesiniu� proces�u su begaline dispersija daliniu� sumu� konvergavim¡,
t. y. i�rod
e, kad FARIMA(p, d, q) proceso stacionarusis sprendinys
priklauso α-stabiliojo (1 < α < 2) d
esnio traukos sri£iai. Pas-
taruoju atveju lygties (7) stacionarusis sprendinys egzistuoja, kai
0 < d < 1 − 1/α, o daliniu� sumu� proceso N−d−1/α

∑[Nτ ]
t=1 Xt ribi-

nis procesas vadinamas trupmeni²kai stabiliu judesiu.
Philippe, Surgailis ir Viano (PSV) (2006) apibr
eº
e kintan£ius laike

tiesinius �ltrus

A(d)xt :=
∞∑

j=0

aj(t)xt−j , B(d)xt :=
∞∑

j=0

bj(t)xt−j , (10)

£ia d = (dt, t ∈ Z) priklauso nuo t ∈ Z,

aj(t) :=
(dt−1

1

)(dt−2 + 1
2

)
· · ·

(dt−j + j − 1
j

)
, (11)

bj(t) :=
(dt−1

1

)(dt−j + 1
2

)
· · ·

(dt−2 + j − 1
j

)
, j ≥ 1, (12)
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a0(t) = b0(t) := 1. Jeigu dt = d yra konstanta, tai akivaizdu, kad

aj(t) = bj(t) =
(d

1

)(d + 1
2

)
· · ·

(d + j − 1
j

)
= ψj(−d),

ir (10) sutampa su FARIMA �ltru (I − L)−d. Filtrai A(d), B(d)
tenkina apver£iamumo s¡ry²i� B(−d)A(d) = A(−d)B(d) = I,
£ia −d := (−dt, t ∈ Z) (i�rodym¡ galima rasti Philippe, Surgailio ir
Viano, 2006, darbe).

Tame pa£iame Philippe, Surgailio ir Viano (2006) darbe nagrin
e-
jamos kintan£iu� laike trupmeni²kai integruojamu� procesu�

Xt = A(−d)−1Gεt = B(d)Gεt =
∞∑

j=0

(b ? g)j(t)εt−j , (13)

Yt = B(−d)−1Gεt = A(d)Gεt =
∞∑

j=0

(a ? g)j(t)εt−j , (14)

dalin
es sumos. (13) ir (14) (εt, t ∈ Z) yra nepriklausomu� ir vienodai
pasiskirs£iusiu� a.d. (arba martingaliniu� skirtumu�) seka su nuliniu
vidurkiu ir vienetine dispersija, o �ltrai

(b ? g)j(t) :=
j∑

i=0

bi(t)gj−i, (a ? g)j(t) :=
j∑

i=0

ai(t)gj−i

atitinkamai gauti, naudojant sandaugos operatorius B(d)G, A(d)G.
G yra trumposios atminties �ltras su absoliu£iai sumuojamais koe�-
cientais:

Gxt =
∞∑

j=0

gjxt−j , £ia
∞∑

j=0

|gj | < ∞ ir
∞∑

j=0

gj 6= 0.

Philippe, Surgailis, Viano nagrin
ejo du sekos d atvejus: (I) kai
beveik periodin
es sekos d turi vidurki� d̄ ∈ (0, 1/2); (II) kai d = (dt, t ∈
Z) yra (asimptotin
es) sekos, turin£ios ribas d± = limt→±∞ dt ∈
(0, 1/2). I�rodyta, kad (I) atveju procesu� Xt ir Yt dalin
es sumos
konverguoja i� trupmenini� Brauno judesi� (fBm) su Hursto parametru
H = d̄ + (1/2); (II) atveju procesu� Xt ir Yt dalin
es sumos konver-
guoja i� du skirtingus savastinguosius Gauso procesus, priklausan£ius
tik nuo asimptotiniu� parametru� d± ir turin£ius asimptoti²kai sta-
cionarius arba asimptoti²kai nykstan£ius poky£ius (ºr. 1 skyriu�, 1.3
apibr
eºim¡).
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Pirmasis darbo tikslas yra prapl
esti Philippe, Surgailio, Viano
(2006) rezultatus. Sakykime, kad procesai Xt ir Yt turi begalines
dispersijas, o εt, t ∈ Z, yra n.v.p. a.d. ir priklauso α-stabiliojo d
esnio
traukos sri£iai (1 < α < 2). �iuo atveju parodysime, kad Xt ir Yt

dalin
es sumos konverguoja i� α-stabilu�ji� savasting¡ji� proces¡, kuris
yra Philippe, Surgailio, Viano (2006) darbe nagrin
eto Gauso proceso
analogas. Antra, sudarysime tokias beveik periodines ir asimptotines
sekas d = (dt, t ∈ Z) (jos atskirai aptartos PSV darbe), reikalaudami,
kad egzistuotu� tokios ribos d̄± ∈ (0, 1− 1/α), kai ±∞:

d̄+ := lim
n→∞

n−1
n∑

i=1

di, d̄− := lim
n→∞

n−1
n∑

i=1

d−i, (15)

tenkinan£ios papildomas s¡lygas (ºr. 1 skyriu�, 1.1 ir 1.2 apibr
eºimus).
Ai²ku, d± = limt→±∞ dt egzistavimas daro i�tak¡ ribu� (15) egzis-
tavimui, kai d̄± = d±. Kita vertus, jeigu seka (dt, t ∈ Z) yra beveik
periodin
e su vidurkiu d̄, tai egzistuoja (15), kai d̄+ = d̄− = d̄.

Apibendrinsime pagrindinius rezultatus.
Sudarykime nauj¡ kintan£iu� laike trupmeni²kai integruotu� �ltru�

klas¦ su vaidinamuoju "atminties ²uoliu" ("change-point in mem-
ory"), t. y.

dt =
{

d+, jei t ≥ t0;
d−, jei t < t0, (16)

£ia t0 ∈ Z yra �ksuotas sveikasis skai£ius ir d± ∈ (0, 1/2).
Pasteb
esime, kad (16) tenkina (15), kai d̄± = d±. Remiantis ²iuo
apibr
eºimu, (11)�(12) koe�cientus galima uºra²yti taip:

at−s(t) =





∏
s≤k<t

t−k−1+d−
t−k

, jei s < t ≤ t0;
∏

s≤k<t0

t−k−1+d−
t−k

∏
t0≤k<t

t−k−1+d+
t−k

, jei s < t0 < t;
∏

s≤k<t

t−k−1+d+
t−k

, jei t0 ≤ s < t

ir

bt−s(t) =





d−
∏

s−1<k≤t−2

k−s+1+d−
k−s+2

, jei s < t ≤ t0;

d+

∏
s−1<k<t0

k−s+1+d−
k−s+2

∏
t0≤k≤t−2

k−s+1+d+
k−s+2

, jei s < t0 < t;

d+

∏
s−1<k≤t−2

k−s+1+d+
k−s+2

, jei t0 ≤ s < t.

12



I² £ia i²plaukia tokios asimptotikos:

at−s(t) ∼




ψt−s(−d+) ∼ (t−s)
d+−1

Γ(d+)
, s ≥ 0;

ψt−s(−d−)
ψt(−d+)

ψt(−d−)
∼ (t−s)

d−−1
t
d+−d−

Γ(d+)
, s ≤ 0,

ir

bt−s(t) ∼




ψt−s(−d+) ∼ (t−s)
d+−1

Γ(d+)
, s ≥ 0;

ψt−s(−d+)
−d+ψt(−d−)

−d−ψt(−d+)
∼ −d+(t−s)

d+−1
t
d−−d+

−d−Γ(d−)
, s ≤ 0,

kai t →∞.
1 teorema. Tarkime, kad

Yt = A(d)εt =
∑

s≤t

at−s(t)εs,

Xt = B(d)εt =
∑

s≤t

bt−s(t)εs

yra kintantys laike trupmeni²kai integruoti �ltrai kaip (13)�(14) su
seka d (16) ir simetrin
emis α-stabiliomis inovacijomis (εt). Tegul

1 < α ≤ 2, d± ∈ (0, 1− (1/α)).

Tuomet

N−d+−(1/α)

[Nτ ]∑
t=1

Yt →FDD cA(J(τ) + U(τ)), (17)

N−d+−(1/α)

[Nτ ]∑
t=1

Xt →FDD c+
BJ(τ), jei d+ > d−, (18)

N−d−−(1/α)

[Nτ ]∑
t=1

Xt →FDD c−BV (τ), jei d+ < d−, (19)

N−d−(1/α)

[Nτ ]∑
t=1

Xt →FDD cB(J(τ) + V (τ)), jei d+ = d− = d.(20)

�ia cA, c±B yra konstantos, ribiniai procesai J, U, V apibr
eºti ºemiau kaip
stochastiniai integralai pagal simetrini� α-stabilu�ji� Lévy proces¡ Z realiu�j�u
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skai£iu� ties
eje:

J(τ) =

∫ τ

0

Z(dx)

∫ τ

x

(y − x)d+−1dy,

U(τ) =

∫ 0

−∞
Z(dx)

∫ τ

0

(y − x)d−−1yd+−d−dy,

V (τ) =

∫ 0

−∞
(−x)d−−d+Z(dx)

∫ τ

0

(y − x)d+−1dy.

Procesai (Xt) ir (Yt) yra klasikiniai FARIMA(0, d, 0) procesai, kai
n
era "atminties ²uolio" (t. y. d+ = d− = d), ir ²iuo atveju 1 teorema
yra gerai ºinoma. �i� rezultat¡ galima rasti Astrausko (1983), Kasa-
hara ir Maejima (1986), Avram ir Taqqu (1992), Vai£iulio (2004)
ir kitu� autoriu�, nagrin
ejusiu� stacionariu�ju� procesu� su begaline dis-
persija daliniu� sumu� silpn¡ji� konvergavim¡, darbuose. Pabr
e²ime,
kad ²iuo atveju ribiniai procesai (17) ir (20) yra trupmeni²kai sta-
bil	us judesiai (ºr. Samorodnitsky and Taqqu (1994)). Kita vertus,
gautas rezultatas atskleidºia gerokai paprastesn¦ parametrin¦ laiko
eilu£iu� modeliu� su nestacionaria skirstiniu� ilg¡ja atmintimi (ºr. 2
apibr
eºim¡) klas¦: nestacionar	us yra ne tik procesai (Xt) ir (Yt), bet
ir visi trys ribiniai procesai J + U, J ir V turi nestacionarius (ir prik-
lausomus) poky£ius, kai d+ 6= d−. Nelauktas ir stebinantis rezultatas
� tai, kad ribinis procesas V (19) be galo diferencijuojamas ties
eje
(0,∞) ir yra labai nei�prastas daliniu� sumu� procesu� ribiniu� teoremu�
atºvilgiu. Kitos ²iu� ribiniu� procesu� savyb
es pateiktos 1 skyriuje.

Surgailis, Teyssière, Vai£iulis (J. Multiv. Anal. 99 (2008), 510�
541) (toliau STV) pasi	ul
e poky£iu� santykiu� statistik¡ (IR):

IR :=
1

N − 3m

N−3m−1∑

k=0

∣∣∣ ∑k+m
t=k+1(Xt+m −Xt) +

∑k+2m
t=k+m+1(Xt+m −Xt)

∣∣∣
∣∣∣ ∑k+m

t=k+1(Xt+m −Xt)
∣∣∣ +

∣∣∣ ∑k+2m
t=k+m+1(Xt+m −Xt)

∣∣∣
(21)

£ia X1, X2, . . . , XN yra stebiniai 0/0 = 1, m = 1, 2, . . . � lango
parametras (ºr. Bruºait
e ir Vai£iulis, 2005). IR statistika gali b	uti
naudojama hipotez
ems apie parametr¡ d tikrinti: trumposios at-
minties (d = 0), (stacionarios) ilgosios atminties (0 < d < 1/2)
ir vienetin
es ²aknies (d = 1). Jeigu proceso Xt dalin
es sumos
asimptoti²kai elgiasi kaip (integruotas) trupmeninis Brauno judesys
su parametru H = d + 1/2, tai IR statistika konverguoja (kai
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N, m,N/m →∞) i� vidurki�

Λ(d) := E
[ |Z1 + Z2|
|Z1|+ |Z2|

]
; (22)

£ia vektorius (Z1, Z2) pasiskirst¦s pagal Gauso skirstini�, su nuliniais
vidurkiais, vienetin
emis dispersijomis ir kovariacijos koe�cientu

%(d) := cov(Z1, Z2) =
−9d+.5 + 4d+1.5 − 7

2(4− 4d+.5)
.

Funkcija Λ(d) i² (22) grieºtai monotoni²kai did
eja intervale
(−1/2, 3/2). Tiksli¡ Λ(d) i²rai²k¡ galima rasti STV darbe. Esant
tam tikroms papildomoms salygoms procesui {Xt}, STV �gavo IR
statistikos poslinkio (bias) EIR−Λ(d) gesimo greiti� ir i�rod
e centrin¦
ribin¦ teorem¡ srityje −1/2 < d < 5/4. Asimptotin
es dispersijos
σ(d) skaitin
es reik²m
es ir gra�kas duoti Stoncelio ir Vai£iulio (2008)
darbe. STV parod
e, kad IR statistik¡ galima taikyti, norint patikrinti
neparametrin¦ hipotez¦ apie ilgosios atminties parametr¡

H0 : d = d0

su alternatyva H1 : d 6= d0. Atitinkamo IR testo kritin
e sritis yra

|IR− Λ(d0)| > zα/2σ(d0)
√

m

N − 3m
, (23)

£ia zα � standartinio normaliojo skirstinio kvantilis.
Disertacijos 2 skyriuje nagrin
ejamas atvejis, kai stebiniai apra²omi

modeliu su trendu

Xt = gN,t + X0
t (1 ≤ t ≤ N), (24)

£ia gN,t yra l
etai kintantis deterministinis trendas, o {X0
t } � Gauso

procesas (stacionarus arba su stacionariais poky£iais) su ilg¡ja at-
mintimi. M	usu� uºdavinys � rasti s¡lygas, kurias turi tenkinti trendas
ir procesas {X0

t }, kad IR statistika modeliui (24) tenkintu� toki¡ pat
centrin¦ ribin¦ teorem¡ kaip ir STV darbe (procesui be trendo), ir
kartu IR testui galiotu� tie patys asimptotiniai pasikliautinieji inter-
valai (23).

Suformuluosime pagrindini� STV rezultat¡.
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A s¡lyga. {X0
t } yra stacionarusis Gauso procesas su nuliniu

vidurkiu ir spektriniu tankiu f(x), x ∈ [−π, π], turin£iu pavidal¡

f(x) = |x|−2d
(
c0 + O(|x|β)

)
(x → 0);

£ia c0 > 0, 0 < β < 2d + 1, d ∈ (−1/2, 1/2) � tam tikri skai£iai. Be
to, f(x) yra diferencijuojama intervale (0, π), ir |f ′(x)| ≤ C|x|−1−2d

(∃C > 0).
B s¡lyga. Poky£iai {X0

t − X0
t−1} apra²omi stacionariuoju Gauso

procesu su nuliniu vidurkiu ir spektriniu tankiu

f(x) = |x|2−2d
(
c0 + O(|x|β)

)
(x → 0),

£ia c0 > 0, 0 < β < 2d− 1, d ∈ (1/2, 5/4) � tam tikri skai£iai. Be to,
f(x) yra diferencijuojama intervale (0, π), ir |f ′(x)| ≤ C|x|1−2d

(∃C > 0).
�ym
esime IR0 statistik¡ be trendo, t. y. Xt = X0

t , t = 1, . . . , N .
2 teorema. (ºr. STV, 2008)) Tarkime, kad procesas {X0

t } tenkina
A arba B s¡lygas. Jei N,m, N/m →∞, tai

EIR0 − Λ(d) = O(m−β), (25)
E

(
IR0 − Λ(d)

)2
= o(1), (26)

(N/m)1/2(IR0 − EIR0) ⇒ N (0, σ2(d)), (27)

kur σ(d) > 0, ⇒ ºymi skirstiniu� konvergavim¡.
Apibr
eºkime

Gm(k) := V −1
m

∣∣∣∣
k+m∑

t=k+1

(gN (t + m)− gN (t))
∣∣∣∣,

Gi
m :=

1
N − 2m

N−2m−1∑

k=0

Gi
m(k) (i = 1, 2),

V 2
m := E

( m∑
t=1

(X0
t+m −X0

t )
)2

.

Jei tenkinamos A ir B s¡lygos, tai bet kokiems d ∈ (−1/2, 5/4),
d 6= 1/2,

V 2
m ∼ c(d)m1+2d (m →∞);
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£ia c(d) > 0 yra konstanta (tiksli ²ios konstantos i²rai²ka duota STV,
(2.20), (2.22)).

�emiau suformuluota teorema yra disertacinio darbo antrojo sky-
riaus pagrindinis rezultatas.
3 teorema. Tarkime, kad stebiniai Xt, t = 1, . . . , N , apibr
eºiami
modeliu (24) su trendu. Tegul N ir m = m(N) kartu neapr
eºtai
did
eja taip, kad m = o(N).
(i) Tegul {X0

t } tenkina A arba B s¡lyg¡. Tada

EIR− Λ(d) = O
(
max

(
m−β , G2

m

))
.

Be to, jei G1
m → 0, tuomet

E (IR− Λ(d))2 → 0.

(ii) Tegul {X0
t } tenkina A arba B s¡lyg¡. Jei

Gi
m = o

(
(m/N)1/2

)
(i = 1, 2), (28)

tai

(N/m)1/2 (IR − EIR) ⇒ N (
0, σ2(d)

)
,

kur σ(d) � ta pati, kaip ir 2 teoremoje.
I²vada. Tegul {X0

t } tenkina 2 teoremos s¡lygas, m−β =
o((m/N)1/2), o trendas gN (t) � s�alyg¡ (28). Tada IR testui H0 :
d = d0, d0 ∈ (−1/2, 5/4), d0 6= 1/2, modeliui su trendu galioja tie
patys asimptotiniai pasikliautinieji intervalai (23), kaip ir modeliui
be trendo.

Literat	uroje ºinoma nemaºai testu� ir gra�niu� metodu�, kurie
neatskiria trendo nuo ilgosios atminties. �is fenomenas ºinomas
"melagingos ilgosios atminties" ("spurious long memory") pavadini-
mu (ºr. Lobato ir Savin (1998)). Tod
el kyla du nat	ural	us klausimai:
(I) "kiek maºas turi b	uti trendas, kad duotas testas jo neaptiktu�?"
ir (II) "kiek didelis turi b	uti trendas, kad jis ºymiai skirtu�si nuo
stacionariu�ju� stebiniu�?".

Bhattacharya, Gupta, Waimire (1983) nagrin
ejo ²iuos klausimus
R/S statistikai ir silpnai priklausomiems stebiniams. Shimotsu
(2006) apibr
eº
e test¡, leidºianti� atskirti tikr¡ji� ir melaging¡ji�
FARIMA(0,d,0) procesus; taip pat ºr. Künsch (1986), Teverovsky
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ir Taqqu (1997), Diebold ir Inoue (2001), Giraitis, Kokoszka, Leipus
(2001), Leipus ir Viano (2003), Giraitis, Kokoszka, Leipus, Teyssière
(2003) ir tu� straipsniu� nuorodas. Giraitis, Kokoszka, Leipus (2001)
nagrin
ejo (I) ir (II) problemas V/S statistikai, giminingai R/S-tipo
statistikai ir (bendram) silpnai priklausomam stacionariajam proce-
sui {X0} (kai d = 0). Jie parod
e, kad "maºi trendai" (ºr. (I) prob-
lem¡) turi tenkinti s¡lyg¡

‖gN‖2 :=

(
N∑

t=1

g2
N (t)

)1/2

= O(1). (29)

Kita vertus, jeigu trendas gN tenkina s¡lyg¡ ‖gN‖2 →∞ ir dar kai
kurias papildomas s¡lygas, tai V/S statistika konverguoja i� kit¡ rib¡,
nei atveju be trendo. Taigi trendas ²i¡ statistik¡ apgauna. Hiper-
boliniam trendui

gN (t) = c1|t + c2N |γ , (30)

parametras γ turi tenkinti atitinkamas s¡lygas, t. y. (I) γ < −1/2,
(II) γ > −1/2 (ºr. Giraitis, Kokoszka, Leipus, 2001). Kitas svar-
bus pavyzdys � tai vadinamasis "vidurkio ²uolis" ("change point in
mean"):

gN (t) =
{

0, 1 ≤ t ≤ [τN ],
µN , [τN ] < t ≤ N , (31)

bet kokiam 0 < τ < 1. Akivaizdu, kad (29) s¡lyga duotam gN (31)
ekvivalenti s¡lygai |µN | = O(N−1/2). Kita vertus, jeigu |µN |N1/2 →
∞, tai tenkinama Giraitis, Kokoszka, Leipus (2001) 2.3 s¡lyga, o V/S
testas neatskiria trumposios atminties nuo trendo.

1 pavyzdys. Nagrin
ekime regresijos tipo trend¡ gN (t) = g(t/N);
£ia g yra tolygiai diferencijuojama intervale [0, 1] funkcija. Vadinasi,
kai ‖gN‖2 ∼ N1/2

∫ 1

0
g2(τ)dτ → ∞, tai (29) s¡lyga n
era tenkinama.

Kita vertus, G1
m ≤ supτ∈[0,1] |g′(τ)|(m2/NVm) = O(m2/NVm) =

O(m3/2/N), kai d = 0 (ºr. (19)). Tuomet (28) s¡lyga, kai i = 1,
kei£iasi i� m = o(N1/2). Analogi²kai (28) s¡lyga, kai i = 2, i²plaukia
i² m = o(N3/5). Kadangi m−β(N/m)1/2 = o(1) s¡lygos reikalauja
(23) be trendo (ºr. 2 teorem¡, (25), (27), arba i²vad¡), teigiame, kad,
tikrinant hipotez¦ apie trump¡j¡ atminti� H0 : d = 0, IR testo neveikia
regresinio tipo trendas su parametrais m ∼ Nλ, 1/(1 + 2β) < λ <
1/2.
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2 pavyzdys. Nagrin
ekime hiperbolini� trend¡, priklausanti� nuo N
ir apibr
eºt¡ (30). Tarkime, kad −1/2 < γ < 1/2 ir ci > 0 (i = 1, 2).
Tada

|gN (t + m)− gN (t)| = c1|t + m + c2N |γ
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣1 +

m

t + c2N

∣∣∣∣
β

− 1

∣∣∣∣∣
= O

(
m|t + c2N |γ−1

)
= O(mNγ−1),

taigi G1
m = O(m2Nγ−1/Vm) = O(m3/2Nγ−1). Pana²iai ir G2

m =
O(m3N2γ−2), kai Vm ∼ const.m1/2. Vadinasi, galima daryti
analogi²k¡ i²vad¡ kaip ir 1 pavyzdyje, kad toks trendas asimptoti²kai
ignoruojamas (23) IR testo (d0 = 0) su parametrais m ∼ Nλ, 1/(1+
2β) < λ < (1/2)− γ.

3 pavyzdys. Nagrin
ekime "²uolio" trend¡, apibr
eºt¡ (31), su
pasirinktu µN . I² IR statistikos apibr
eºimo (21) i²plaukia, kad

|IR− IR0| ≤ 4m/N. (32)

I² £ia ir i² 2 teoremos (25), (27) i²plaukia, kad IR testas asimptoti²kai
n
era jautrus tokiems "²uoliams" (o kartu ir bet kuriam baigtiniam
tokiu� "²uoli�u" skai£iui). Paskutin¦ pastab¡ galima taikyti keletui
svarbiu� trendu�. Vienas i² ju� � tai vadinamasis lokalusis trendas, kuris
apibr
eºiamas taip:

gN (t) = L(t)
{

1, τ ∈ [τ ′, τ ′′],
0, τ /∈ [τ ′, τ ′′],

£ia L(t) yra begalyb
eje l
etai kintanti funkcija, o skirtumas τ ′′ − τ ′

nepriklauso nuo N . Tuomet

|IR− IR0| ≤ 4m + (τ ′′ − τ ′)
N

,

vadinasi, ir lokalusis trendas yra asimptoti²kai ignoruojamas IR testo.
Kitas svarbus trendas � tai vadinamasis "²uolio" trendas skal
es (kin-
tamumo) modelyje. Reminatis IR statistikos invarianti²kumo savyb¦,
(32) galioja ir ²iam modeliui.

Mes nenagrin
ejome (II) problemos "kiek didelis turi b	uti trendas,
kad IR statistika ji� aptiktu�?", nes empirinis modeliavimas ir ankstes-
nis aptarimas patvirtina, jog IR statistika n
era jautri trendams ir
prastokai juos aptinkanti. �inoma, yra statistiku� (pvz., V/S statis-
tika) geriau tinkan£iu� ²ios problemos sprendimui.
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Disertacijos tre£iajame skyriuje nagrin
ejamas proceso
(U (1)

n (τ), U (2)
n (τ)), τ ∈ [0, 1], silpnasis (baigtiniama£iu� skirstiniu�

ir funkcinis) konvergavimas. �ia U
(1)
n (τ) := A−1

n

∑[nτ ]
t=1 Xt,

U
(2)
n (τ) := A−1

n

∑[nτ ]
t=1 Xt+m yra normuotu� daliniu� sumu�, nutolusiu�

viena nuo kitos atstumu m taip, kad m, m/n → ∞, procesas,
o (Xt, t ∈ Z) yra slenkan£iojo vidurkio procesas su nepriklauso-
momis ir vienodai pasiskirs£iusiomis (arba martingaliniu� skirtumu�)
inovacijomis su baigtine dispersija. Skyriuje aptarti slenkan£iojo
vidurkio (Xt) ilgosios atminties, trumposios atminties ir neigiamo-
sios atminties atvejai. I�rodyta, kad dvimatis daliniu� sumu� procesas
(U (1)

n (τ), U (2)
n (τ)) konverguoja i� dvimati� trupmenini� Brauno judesi�

su nepriklausomomis komponent
emis. �io skyriaus rezultatas leidºia
i�rodyti IR-tipo statistikos pagri�stum¡.

I²vados

Dauguma darbu�, nagrin
ejan£iu� ilg¡j¡ atminti�, analizuoja sta-
cionariuosius stebinius arba stebinius su stacionariaisiais poky£iais.
Jei imtys yra ilgos, tai tokie stebiniai daºnai n
era real	us. Tod
el
tiek teorijoje, tiek taikymuose daug svarbesnis nestacionarios ilgosios
atminties arba tiesiniu� laiko eilu£iu� modeliu� su netacionaria ilg¡ja
atmintimi nagrin
ejimas. Disertacijoje analizuojami tokiu� modeliu�
daliniu� sumu� ribiniai skirstiniai bei statistiku� su ilgosios atminties
stebiniais ir trendu ribiniai skirstiniai.

Philippe, Surgailis, Viano (2008), (2006) apibr
eº
e kintan£ius laike
trupmeni²kai integruotus �ltrus su baigtine dispersija ir nagrin
ejo ju�
daliniu� sumu� ribinius skirstinius. Disertacijoje i²tirti tokiu� procesu�
daliniu� sumu� ribiniai skirstiniai, kai dispersija begalin
e, teigiant, kad
inovacijos priklauso α-stabiliojo d
esnio traukos sri£iai (1 < α < 2);
i�rodyta, kad daliniu� sumu� procesas konverguoja i� tam tikr¡ α-stabilu�ji�
savasting¡ proces¡ su nestacionariaisiais poky£iais.

Surgailis, Teyssière, Vai£iulis (2008) i�ved
e poky£iu� santykiu�, arba
IR (= Increment Ratio), statistik¡ ir parod
e, kad IR statistika gali
b	uti naudojama tikrinti neparametrin
ems hipotez
ems apie staciona-
riosios laiko eilut
es ilg¡j¡ atminti� bei ilgosios atminties parametr¡
d. Disertacijoje i²tirtas poky£iu� santykiu� (IR) statistikos elgesys, kai
stebiniai apra²omi stacionariuoju Gauso procesu su l
etai kintan£iu
trendu. IR statistikai su trendu i�rodyta centrin
e ribin
e teorema, gau-
tas poslinkio i�vertis ir rastos s¡lygos deterministiniam trendui, kada
IR statistikai galioja tie patys pasikliautinieji intervalai, kaip ir IR
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statistikai be trendo. Be to, i�rodytas IR-tipo statistikos pagri�stumas
tiesiniams procesams su ilg¡ja, trump¡ja ir neigiam¡ja atmintimi. �io
fakto i�rodymas pagri�stas nutolusiu� daliniu� sumu� asimptotine neprik-
lausomybe.
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Aprobacija

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Lietuvos matematiku�
draugijos konferencijose (2005, 2006, 2007, 2008 m.), devintojoje
tarptautin
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niaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto Ekonometri-
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teto seminare.

Nuo²irdºiai d
ekoju moksliniam vadovui prof. habil. dr. D. Sur-
gailiui uº nuo²irdu� bendravim¡, palaikym¡, pakantum¡, mokslinio
savaranki²kumo ugdym¡, dr. M. Vai£iuliui uº nuolatini� r	upesti�,
prof. habil. dr. V. Paulauskui uº pagalb¡ ruo²iantis disertacijos gy-
nimui. D
ekoju Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos
fakulteto tarybai, visiems �iauliu� universiteto Matematikos ir Infor-
matikos katedru� bendradarbiams. Esu d
ekinga savo vyrui, t
evams,
artimiesiems ir draugams uº visokeriop¡ param¡ doktorant	uros
studiju� metu. Taip pat nuo²irdºiai d
ekoju �iauliu� universitetui,
Matematikos ir informatikos institutui uº �nansin¦ param¡.
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Summary

Philippe, Surgailis and Viano (C.R. Acad. Sci. Paris. Ser. I
342, 269-274, 2006; Theory Probab. Appl., 2008, to appear) in-
troduced a new class of time-varying fractionally integrated �lters
A(d)xt =

∑∞
j=0 aj(t)xt−j , B(d)xt =

∑∞
j=0 bj(t)xt−j depending on

arbitrary given sequence d = (dt, t ∈ Z) of real numbers, such that
A(d)−1 = B(−d), B(d)−1 = A(−d) and such that when dt ≡ d
is a constant, A(d) = B(d) = (1 − L)d is the usual fractional
di�erencing operator. Philippe et al. studied partial sums limits
of (nonstationary) �ltered white noise processes Xt = B(d)εt and
Yt = A(d)εt in the case when (1) d is almost periodic having a mean
value d̄ ∈ (0, 1/2), or (2) d admits limits d± = limt→±∞ dt ∈ (0, 1/2)
at t = ±∞. Chapter 1 is devoted to extend the above mentioned
results of Philippe et al. into two directions. Firstly, we consider
the class of time-varying processes with in�nite variance, assum-
ing that εt, t ∈ Z are iid rv's in the domain of attraction of α-
stable law (1 < α < 2). Secondly, we combine the classes (1)
and (2) of sequences d = (dt, t ∈ Z) into a single class of se-
quences d = (dt, t ∈ Z) admitting possibly di�erent Cesaro limits
d̄± ∈ (0, 1 − (1/α)) at ±∞. We show that partial sums of Xt and
Yt converge to some α-stable self-similar processes depending on the
asymptotic parameters d̄± and having asymptotically stationary or
asymptotically vanishing increments.

Chapter 2 carries on an investigation into the Increment Ratio
statistic introduced by Surgailis, Vai£iulis, Teyssière (2008). We here
concentrate on conditions for the trend gN,t and the stationary Gaus-
sian component X0

t guaranteeing that the limit distribution of the
Increment Ratio statistic under the model Xt = X0

t + gN,t follows
the same central limit theorem as in the absence of trend. Proposed
statistical test for testing nonparametric hypotheses for d-integrated
(−1/2 < d < 5/4) behavior of time series Xt which is perturbed by
deterministic trend. A short discussion on a models with structural
changes in parameters is included.

In Chapter 3 we discuss the joint weak convergence (f.d.d. and
functional) of the vector-valued process (U (1)

n (τ), U (2)
n (τ)), τ ∈ [0, 1],

where U
(1)
n (τ) := A−1

n

∑[nτ ]
t=1 Xt, U

(2)
n (τ) := A−1

n

∑[nτ ]
t=1 Xt+m are

the normalized partial sums processes separated by a large lag
(m, m/n →∞) and (Xt, t ∈ Z) is stationary moving average process
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in iid (or martingale di�erence) innovations with �nite variance. The
cases of long memory, short memory and negative memory moving
average (Xt) are discussed. We show that in each cases the bivariate
partial sums process (U (1)

n (τ), U (2)
n (τ)) tends to bivariate fractional

Brownian motion with mutually independent components. The re-
sult is not closely related to the topic of the thesis, but it is applied
to prove consistency of certain increment type statistics in moving
averages observations.
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