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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

Moksliné problema ir tyrimo objektas. Siekiant aprasyti skysc¢iy mechanines savybes
naudojamos matematinés-fizikos lygtys. Nagrinéjant ne-Niutoninius skys¢ius ilga laika pakako
Navjé-Stokso matematinio modelio, tac¢iau tobuléjant bioinzinerijai ir maisto pramonei buvo
atrastiir sukurti vis nauji skysciai. Pavyzdziui geliai, dazai, aliejai, geologiniai skys¢iai ir pan.
Sie skysciai pasizymi itin stipriomis viskoelastinémis savybémis, kurias norint aprasti buvo
butina sukurti naujus ne-Niutoniniy skysc¢iy matematinius modelius. Vienas jy - antrojo laip-
snio skys¢iy tekéjimo uzdavinys. Jis priskiriamas Rivlin-Erikseno diferencialinio tipo skysciy
uzdaviniams (7r. [11], [21]) ir apraSo platy spektra viskoelastiniy skys¢iy su polimeriniais
priedais.

Disertacijoje nagrinéjama antrojo laispnio skysc¢iy tekéjimo problema, aprasyta vektoriniy
lygciy sistema:

0 _
—(u— aAu) — vAu + curl(u — aAu) x u+ Vp = f,

ot
diva = 0, (1)

11|ST = O, U(I‘, 0) = UO<SL’),

ﬁ:oz(u-Au—i—iA:A)—%(u'u)—l—p,

ST =9Il x (0, T), II skys€io tekéjimo sritis, u ir p atitinkamai skys¢io greitis ir slégis, f - sritj
veikiancios iSorés jégos, ugy pradinis greitis, v, o zinomos teigiamos konstantos, A - matrica
su komponentémis
ou; Ou;
895]- 8%
irA: A= Z(AZ])Z
4,3

Atskiri (1) uzdavinio atvejai buvo nagrinéti daugelio autoriy (pvz. [1], [3], [4], [7], [12],
[13], [14] ir kt.). D. Cioranescu ir V. Quazar straipsniuose [5], [6] jrodé, kad 8is uzdavinys
turi globaly sprendinj dvimatéje apréztoje srityje, o trimatéje srityje egzistuoja lokalus
sprendinys.

Disertacijoje nagrinéjame antrojo laipsnio skyséiy tekéjimo (1) uzdavinj begaliniame
vamzdyje I = {z € R : 2/ € o x R} su papildomai uzduota srauto salyga F'(t) per
skerspjuvij o'

Jun(@', xn, t)da' = F(t). (2)

Dvimateje juostoje ir trimaciame sukimosi cilindre tariame, kad skyscio pradinio greicio
ir iSorés jégy vektoriai nepriklauso nuo x,, koordinatés ir yra tokios formos

uo(z) = (0, ..., un,(2"), £z, t) = (0, ..., fu(z',1)).
(1) uzdavinio sprendinio ieskome pavidalu

u(z,t) = (0,...,u,(2', 1))

d d
—5,5),jein:2ira:{m’:(ml,xg) e R?: |2'| < 1}, jein = 3.

o=



ir reikalaujame, kad jis tenkinty (2) srauto salyga. Tokj sprendinj vadiname Puazeilio tipo
sprendiniu.

Kai o = 0, tai (1) uzdavinys sutampa su Navjé-Stokso uzdaviniu. Nestacionaraus Navjé-
Stokso uzdavinio Puazeilio tipo sprendiniai buvo nagrinéti straipsniuose [8], [9], [15]-[18].
Periodinis pagal laika Navjeé-Stokso uzdavinys buvo analizuotas [2] ir [9] darbuose.

Pagrindinis skirtumas tarp antrojo laipsnio skysciy tekéjimo ir Navjé-Stokso lygciy yra
tas, kad Navjé-Stokso lygtyse netiesinio nario eilé yra zemesné uz tiesinio nario, tuo tarpu
antrojo laipsnio skysciy tekéjimo lygtyse - atvirksciai. Trimaciame vamzdyje nejmanoma
rasti kryptinio (kurio tik paskutiné komponenté nelygi nuliui) Puazeilio tipo sprendinio,
kaip tai daroma Navjé-Stokso lygtims. Todél disertacijoje ieSkome Puazeilio tipo sprendinio,
turincio visas tris komponentes. Rezultatai, analogiski musy gautiems, stacionarios sistemos
atveju buvo gauti straipsniuose [19] ir [20].

Spresdami uzdavinj trimaciame vamzdyje remiamés D. Cioranescu, V. Girault ir E. H.
Quazar idéjomis [4]-|6]. Kaip ir [4]-[6] darbuose, mes naudojame Galiorkino metoda ir spe-
cialias bazes, tatiau skirtingai nei [4]-[6], siekiant uztikrinti srauto salyga, mes sprendZiame
atvirkstinj uzdavinj su nezinoma desniaja puse, susieta su slégio gradientu.

Tikslas ir uZdaviniai. Disertacijos tikslas yra iSanalizuoti antrojo laipsnio skysciy
tekéjimo problemos sprendinio egzistavima ir vienatj su uzduota srauto salyga Siais atvejais:

e pradinis ir krastinis uzdavinys dvimatéje juostoje,

e pradinis ir krastinis uzdavinys trimac¢iame sukimosi cilindre,

e periodinis pagal laika uzdavinys dvimateéje juostoje,

e pradinis ir krastinis uzdavinys trimaciame vamzdyje.

Tyrimo metodai. Disertacijoje taikome funkcinés analizés metodus ir Sobolevo erdviy
savybes. Konstruojant aproksimuojancius sprendinius naudojame Galiorkino metodg su
specialiomis bazémis.

Naujumas. Visi disertacijoje pateikti rezultatai yra nauji. Puazeilio tipo sprendiniai
nestacionariam antrojo laipsnio skysc¢iy tekéjimo uzdaviniui su papildomai uzduota srauto
salyga anksc¢iau nebuvo nagrinéti. Egzistavimo rezultatai ir sprendiniy jverciai yra nauji.

Darbo struktura. Disertacija parasyta angly kalba. Ja sudaro jvadas, 5 skyriai, iSvados
ir moksliniy publikacijy disertacijos tema sarasas. Bendra darbo apimtis 102 puslapiai.

PROBLEMOS APZVALGA IR PAGRINDINIAI REZULTATAI

Pirmajame skyriuje pateikiami pagrindiniai Zyméjimai ir naudojamos teoremos.

Antrajame skyriuje nagrinéjamas antrojo laipsnios skyscio tekéjimo (1) uzdavinys su
papildomai uzduota srauto (2) salyga, dvimatéje begalinéje juostoje IT = {x € R? : (21, 75) €
o xR}, kur o = (—=, =). Tarkime, kad pradiné salyga ug(z) ir iSorés jégos f(z, t) nepriklauso

nuo x, koordinatés ir yra tokios formos

uo () = (0,uo(z1)), £z, 1) = (0, f(21,1)).



Sakykime, kad yra patenkinta butinoje suderinamumo salyga
/2
f Uo(.ﬁl,’l)dxl = F(O)
—d/2

Apibrézimas. (1), (2) uZdavinio sprendinys (u(x,t),p(x,t)) turintis pavidalg

u(z,t) = (0,U(z1,1)),

- €1 0 02U (y,t) 3
Plat) =02 = [ U005 (U0:0-a=5 5 )yl @)

vadinamas Puazeilio tipo sprendiniu. Cia po(t) bet kokia funkcija.

[rasius (3) israigkas j (1), (2) sistemg gauname atvirkstinj uzdavinj srityje o = o x (0, T):

e 0*U 0*U

E(Ud— Oéa—l,%)d— o q(t) + f,
U(_ﬁ’t) :U(§,t> :O, U(ZEl,O) :Uo(l'l), (4)
/
dfz U(Il,t)dl‘l = F(t),
\ —d/2

¢ia funkcijos ug(z1), f(x1,t) ir F(t) yra zinomos, o U(x,t) ir ¢(t) ieSkomos.
0*u
8I18t

Apibrézimas. (4) uZdavinio silpnuoju sprendiniu vadiname funkcijy porg (U,q) €
M(oT) x Ly(0,T), tenkinanciq integraline tapatybe

Naudosime funkcijy erve M(o7) = {u: v e Wy (a7), € Ly(o™)}.

t Cl}' , L1, a L1,
Off 1 ) )d$1d7+040ff 37'(8;1 7) 775%711 T)darldT
t
+fo Ulzy,T (:vl,T)dxldT:fq f77 x1, T)dadT
5L On Oxy 0

t °
+ [ [ flay, (s, T)daodr Wy € WyP(oT), Vit € [0, 7],
0o

pradine U(x1,0) = ug(x1) ir srauto (43) sqlygas.
Skyriaus pagrindiniai rezultatai suformuluoti zemiau pateiktose teoremose.

1 teorema. Tarkime f € Ly(oT),ug € Wi(o), F € WE(0,T). Tada egzistuoja vienintelis
(4) uZdavinio silpnasis sprendinys (U,q) € M(o") x Ly(0,T) ir teisingas jvertis

2 2
mas U Oy o)+ 112 g +H H i lallzzom

< C(HFHWg(o,T) + HfHLQ(gT + HUOHW(J )



ou

Jei ug € Wi(o) N W(o), tai U € Wi (oT), >

beveik visur srityje ol ir

€ W2(o1), (4) lygtys yra patenkintos

< c<||F|| - ||f||L2(UT + ||uo||W2<U )
Tegul WéjM(O, 00), i > 0, yra eksponentiskai nykstanc¢iy funkeijy erdvé su baigtine norma
Il 0,00 = Il exp(ut) () w3 0,00)-

2 teorema. Turkime, kad f(z1,t) =0, ug € Wi(o) ir F € W;,,(0,00), kur > 0. Tada
(4) uZdavinio sprendiniui (U, q) galioja jvertis

d/2 oU (x,
exp(r) [ (Uo7 + [P0
—d/2
¢ df2 o 10U, 7) 12 0°U(21,7) 2
+b[_21[/2 exp(7°t) (| o "+ 97,07 ") dedr

t
+ [ew(rn)ld™@Fdr < e(I1F1y oo + luolie)-

Cia
v

min (1,24), jei min (1,2u) < R
T = vr? L v
o 0, jei min (1,2u) > R

0 0 > 0 pakankamai mazas dydis.
Irodoma, kad skysc¢io tekéjimo srautas F(t) ir slégio gradientas ¢(t) yra susieti Voltero
integraline lygtimi ir galioja jvertis:

gl a0y < (1 F a0y + 1 | 2aory + 1wl £o(o)) -

Trefiajame skyriuje (1), (2) uzdavinys nagrinéjamas begaliniame sukimosi cilindre
O={r=(2,23) € R®: (2/,23) € 0 x R}.
Tarkime ug(x) ir f(x,t) isreiksti tokiu pavidalu:

ug(x) = (0,0, u0(r)), £z, t) = (0,0, f.(r 1)),

¢ia (r,,2) yra cilindrinés koordinatés R? erdvéje. Be to, tarkime, kad yra patenkinta

butinoji suderinamumo salyga:
[ uzoda’ = F(0).

(1), (2) uzdavinio sprendinio ieskome Puazeilio tipo pavidalu:
u(r,p, z,t) = (0,0,U(r,t)),

plroz,t)=a [ 71“6?7’( <8U8(77:, t>>2>dr—q(t)z+p0(t).

8



Iragius Sias iSraiSkas j (1), (2) sistema gauname atvirkstinj uzdavinj srityje o:

0 0?U 10U 82U 19U
U(Oét) —U(R =0, U(r,0)= uzo( ), (5)

27rf7"U(7", t)dr = F(t).

Apibrézimas. Funkcijy porg (U,q) € M(cT) x Ly(0,T) vadiname silpnuoju (5) uz-
davinio sprendiniu, jei ji tenkina mtegmlmg tapatybe

j!% (r, T)d’r’dT—i-ozbef o 87'(87‘ )(87](67; ) %7](7’, 7))drdr

LRQU(r,) nlr7) ] b
+ubfof By ( 5 —;U(T,T))deT—qu OfnrrdrdT

t R .
+ [ [ f(r (e, T)drdr Yy € Wy 0 (0T,
00
pradine U(r,0) = u,(r) ir srauto (53) sglygas.
(5) uzdavinio sprendiniui gauname analogiskus rezultatus kaip ir dvimadiu atveju.

3 teorema. Tarkime f. € Ly(o7),u € Wi(0), F € WX0,T). Tada (5) uidaviniui
egzistuoja vienintelis silpnasis sprendinys (U, q) € M(oT) x Ly(0,T) ir galioja jvertis

2 2
e UG )l + IV 11(UT)+|| Y || @r) T lallzam)

< C(HF”WI 0,7) + HszL2 oT) + Huz(JHmﬂ g))

ou

Jei umg € Wi(o)NWE(o), tai U € W2 (oT), B

beveik visur srityje ot. Be to

e W2(oT) ir (5) lygtys yra patenkintos

2 2
i [1UC Dl o) + 1012 ) ek T ||W2 oy T llallza0.m)

< c(I1F Iy 0.0y + 1107, oy + N0l o)

4 teorema. Tarkime f.(r,t) = 0, uo € Wi(o) ir F € W;,(0,00), > 0. Tada (5)
uZdavinio sprendiniui (U, q) galioja jvertis

R oU(r,t
exp(v*t f( ! ;: ) ‘2) rdr
T (9U(7” ) 02U (r,7) ¢
+Ofbf (‘T’TP ‘TQ;'T‘Q) rdrdT+bfexp('y*7)|q(N)(T)|2dT
< ¢( \FH ooy T la0llfys ) -

Cia
~J min (1,2,u), jer min (1, 2u) <l
"= p3 =6, jei min(1,2u) > u2,

9



w1 yra pirmoji teigiama lygties Jo(p) = 0 Beselio funkcijai Saknis, 6 > 0 pakankamai maZas
skaicius.

Ketvirtajame skyriuje dvimatéje begalinéje juostoje II = {x € R? : (z1,20) €
(—g, g) x R} analizuojamas periodinis pagal laika antrojo laipsnio skys¢iy tekéjimo uz-
davinys

é(?t(u — aAu) — vAu + curl(u — aAu) + Vp ={,
diva = 0, (6)

ulonix(0,27) =0, u(z,0) =u(z,2n),
su periodine srauto salyga
/2

[ wle.0=F@©, PO =Fen, (7
—a/2
(6), (7) uzdavinio sprendinio (u(x,t),p(z,t)) ieskome Puazeilio tipo pavidalu
u@wzmvwb» 2
_ B 3 0°U (y,t)

—d/2
¢ia U(xy,t) ir ¢(t) yra periodinés pagal laika funkcijos:
U(xb 0) = U(xlv 27T), q(O) = Q(Qﬂ-)a
0 po(t) - bet kokia funkcija.

d d
Irasius sprendinio i$raiska j (6), (7) sistema gauname atvirkstinj uzdavinj intervale (—5, 5)

(0 0*U 0*U

A T R
V40 =U(G0 =0, U0 = Ve, 2m), ®)
d/2
f U(zy,t)dxy = F(1).
| —d/2

Pagrindinis §io skyriaus rezultatas:

5 teorema. Tarkime F € W}(0,27) yra 27 periodiné funkcija. Tada egzistuoja vien-
intelis (8) uZdavinio 2m-periodinis sprendinys (U(x1,t),q(t)) € ng((_iv 4) x (0,2m)) x
Ls(0,27), kuriam galioja jvertis

ou 02U,
||U||W22‘1((—%,%)><(0,277)) + ||a_x1||W21‘1((—%,%)><(0,277)) +ll5= O ||L2 (—4,9)%(0,2m)) < C||F||W21(0,27r)'

(8) uzdavinio sprendinys gali buti isreik$tas Furjé eilutémis
(c)

Uler,t) = 22 go(an)

i:) ((qn Pal(@1) + 4 0n (1)) cos(nt) + (a8 on(@1) — 45 ¥n(21)) Sin(nt)>,

&

( 0
07 Z (qn cos(nt) +q£)51n(nt))

q(t) =

10



¢ia (1), Yn(z1), n=0,1,2, ... yra §iy uzdaviniy sprendiniai

—nip, —anyll — vl =1
—ne, +angl + vl =0
%(—%) = wn(g) =0
Yn(—5) = ¥n(5) =0,

F(c) 00
F(t) = % +) (F cos(nt) + F sin(nt)),
n=1

o koeficientai ¢\, ¢\ isreiksti formulémis

o P40 anFy) — 0, FY
e

Penktajame syriuje nagrinéjanas (1), (2) uzdavinys begaliniame vamzdyje 1T = {x =
(', z23) € R3: 2’ € 0 C R?, 13 € R}, kurio skerspjuvio o krastas do yra C* klasés.

Sioje srityje neimanoma rasti kryptinio (1), (2) uzdavinio Puazeilio tipo sprendinio, net
jei pradinio greicio ir iSorés jégy vektoriai yra kryptiniai, todél nagrinéjamas bendresnis
atvejis, kai ug ir f nepriklauso nuo koordinates xs:

1.10(17) = (U’Ol(‘rl>’ UOQ(‘T’)7 U0<CL’/)), f(I7 t) = (fl (xlv t)a fQ(x/a t)7 f3($/7 t))
ir (1), (2) uzdavinio Puazeilio typo sprendinys (u(x,t), p(z,t)) turi visas tris komponentes:

u(z,t) = (Ui (2, 1), Us(2', 1), Us(a', 1)),
p(z,t) = pla’,t) — qt)zs + po(t).

(9)
Tariame, kad yra patenkinta butinoji suderinamumo salyga

[ vo(z)dz’ = F(0).
[rasius (9) iSraiskas i (1), (2) lygtis gauname atvirkstinj uzdavinj srityje o7 = o x (0,7):
(
%(U’ — aAU") —vAU + curl(U" — aAU’) x U’
—U3(V(U3 — OéAUg)) + Vﬁ: f/,

divU’ =0,
Ulsps =0, U'(2/,0) =uj(2),

(10)

0
5;(Us = alUs) —vAUs + (U V)(Us — alUs) = f5 +q(t),

U3|80’ - 07 U3(x/7 O) - UO(:LJ>7

[ Ul s’ = F (1),
\ o
¢ia /(2 t) = (fi(a,t), fo(2', 1), U'(2/,t) = (Ur(2',t),Us(2',t)). (10) sistemoje funkcijos
ug(z’), f(2/,t) ir F(t) yra zinomos, o U(2/,t), p(a',t) ir q(t) ieSkomos.

Tarkime o C R? yra aprézta sritis. Apibrégime funkcijy erdve
X(0)={u:ueWko),V(u—alu) € Ly(o)},

11



sunorma [[ull%,, =l + IV (u—aAu)ll,,
Analogiskai dvimaciams vektoriams naudojama erdveé

V(o) = {u:ue Wi(o),curl(u — aAu) € Ly(c),divu = 0},

sunorma [l = [[ull2y,, + llewrl(n — adu)[2, .

Tuo atveju, kal srities o krastas do € C3, erdvés X(o) ir V(o) yra ekvivalendios erdvei
W3 (o) N W3 (o).
Ivedame erdves srityje o x (0,7):

0 —u € Ly(o7), V 0 Ju € Ly(07), ulp, =01},

WD ={u: D € Ly(7),|a| < 3, P

0
Su norma HUH%/(UT ‘Z|) HDQUHLQ oT) +|| UH UT)"‘HV UHL2 (cT) Ir
a|<3

V(eT) = {u:ueW(oT), divau =0}

Disertacijoje sukonstruojamos specialios bazés erdveése 29(0) ir )o)(a). Uzdavinys sprendzia-
mas Galiorkino aproksimacijy metodu.

_Apibrézimas.(10) uZdavinio silpnuoju sprendiniu vadiname porq (U, q) = (U',Us, q) €
V(eT) x W(oT) x Ly(0,T), tenkinancig pradine sqlygg U(z',0) = ug(x’), srauto sqlygq

[ Us(a!, t)da' = F(t)
ir integraline tapalybe

t t t
ff(%U.n+avaﬁTU-Vn)dx’dT+yffVU-Vndx/dT—i—ff(U~V)U-ndx’dT
0o 0o 0o

¢ ¢ ¢
+a [ [(U-V)n - AUdddr —a [ [(n-V)U- AUdz'dr = [ [ qnsda’dr
0o 0o 0o

t o
+ [ [f-mdz'dr ¥n=(n,n3) € Wy (07) kai divey’ = 0, Vt € [0, T].
0o

Skyriaus rezultatai apibendrinti teoremoje.

6 teorema. Tarkime do € C*, u}, vy € W3(0) N Wi(0), F € WE(0,T), f' € Ly(o7),
curlf' € Ly(oT), f3 € Wy (aT) ir patenkinta butinoji suderinamumo sqlyga

0) = [ wo(a)da’
Tarkime duomenys tenkina sglygas

1€, )+ w1 g, + 14613y, < o
1My 0,y + 13150 gy + lv0ll% ) < #2065,

po konstanta (Zr. disertacijoje), 8o pakankamai mazas:

Cs0p < 1.
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Tuomet egzistuoja vienintelis (10) uzdavinio silpnasis sprendinys (U',Us,q) € V(o7T) x
W(oT) x Ly(0,T), kuriam galioja jvertis
sup. (15, + U113

tel0,T
< c(Hf’HLZ(oT el €12 oy + gl

(Hf3H2 WhO(oT) + ”UOH + ”FHW1 0,7) )X
< (L4 1 fsll 0 pr) + Hvo||2 +IE s 0))-

2 o) F NI o+ 101y + o

Ieskant aproksimuojanciy sprendinio jverciy jrodoma, kad greicio vektoriaus komponenteé
U’ yra antriné lyginant su Us komponente.

ISVADOS

Antrojo laipsnio skysciy tekéjimo uzdavinys su papildomai uzduota srauto salyga iSna-
grinétas trijose skirtingose srityse:

e dvimatéje begalinéje juostoje,
e trimaciame begaliniame sukimosi cilindre,
e trimaciame begaliniame vamzdyje su bet kokiu skerspjuviu.

Pirmais dviem atvejais jrodytas kryptinio Puazeilio tipo sprendinio egzistavimas ir rastas
sarysis tarp srauto ir slégio gradiento.

Analogigki rezultatai gauti periodinéje pagal laika begalinéje juostoje.

Parodyta, kad begaliniame trimaciame vamzdyje, su bet kokiu skrspjuviu, kryptinis
Puazeilio tipo sprendinys neegzistuoja net jei pradiniai duomenys yra kryptiniai. Darbe
irodyta, kad esant maziems pradiniams duomenims egzistuoja vienintelis uzdavinio sprendinys,
priklausantis nuo visy trijy komponenciy (ul(xl, To, 1), ug(1, 2, t), usz(x1, T2, t))
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SUMMARY

The second grade fluid flow problem

0 _
a(u —aAu) — vAu+ curl(u — cAu) x u+ Vp = f,
diva = 0,

ulgr =0, u(z,0) =uy(z),
[ undz’ = F(t)

was studied in three different unbounded domains:
e the two-dimensional channel,
e the three-dimensional axially symmetric pipe,
e the three-dimensional pipe with an arbitrary cross section.

In the first two cases the existence of a unique unidirectional Poiseuille type solution is
proved and the relation between the flux of the velocity field and the pressure drop (the
gradient of the pressure) is found.

The analogous results were obtained for the time periodic problem

%(u — aAu) — vAu + curl(u — cAu) x u+ Vp =1,

divu = 0,

g

in the two-dimensional channel.
It is shown that in the three-dimensional pipe with an arbitrary cross section the unidirec-

tional solution does not exists even if data are unidirectional. However, for sufficiently small
data in this case exists a unique solution having all three components (u1 (21, T2, ), ug(z1, X2, 1),
ug(xl,xg,t)) of the velocity field u and the velocity components (ul,uQ) perpendicular to
the zs-axis of the cylinder are secondary comparing with ug.
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