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DISERTACINIO DARBO APRA�YMAS

Mokslin
e problema ir tyrimo objektas. Siekiant apra²yti skys£iu� mechanines savybes
naudojamos matematin
es-�zikos lygtys. Nagrin
ejant ne-Niutoninius skys£ius ilg¡ laik¡ pakako
Navj
e-Stokso matematinio modelio, ta£iau tobul
ejant bioinºinerijai ir maisto pramonei buvo
atrasti ir sukurti vis nauji skys£iai. Pavyzdºiui geliai, daºai, aliejai, geologiniai skys£iai ir pan.
�ie skys£iai pasiºymi itin stipriomis viskoelastin
emis savyb
emis, kurias norint apra²ti buvo
b	utina sukurti naujus ne-Niutoniniu� skys£iu� matematinius modelius. Vienas ju� - antrojo laip-
snio skys£iu� tek
ejimo uºdavinys. Jis priskiriamas Rivlin-Erikseno diferencialinio tipo skys£iu�
uºdaviniams (ºr. [11], [21]) ir apra²o platu� spektr¡ viskoelastiniu� skys£iu� su polimeriniais
priedais.

Disertacijoje nagrin
ejama antrojo laispnio skys£iu� tek
ejimo problema, apra²yta vektoriniu�
lyg£iu� sistema: 

∂

∂t
(u− α∆u)− ν∆u+ curl(u− α∆u)× u+∇p̃ = f,

divu = 0,
u|ST = 0, u(x, 0) = u0(x),

(1)

£ia
p̃ = α(u ·∆u+

1

4
A : A)− 1

2
(u · u) + p,

ST = ∂Π×(0, T ), Π skys£io tek
ejimo sritis, u ir p atitinkamai skys£io greitis ir sl
egis, f - sriti�
veikian£ios i²or
es j
egos, u0 pradinis greitis, ν, α ºinomos teigiamos konstantos, A - matrica
su komponent
emis

Aij =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

ir A : A =
∑
i,j

(Aij)
2.

Atskiri (1) uºdavinio atvejai buvo nagrin
eti daugelio autoriu� (pvz. [1], [3], [4], [7], [12],
[13], [14] ir kt.). D. Cioranescu ir V. Quazar straipsniuose [5], [6] i�rod
e, kad ²is uºdavinys
turi globalu� sprendini� dvimat
eje apr
eºtoje srityje, o trimat
eje srityje egzistuoja lokalus
sprendinys.

Disertacijoje nagrin
ejame antrojo laipsnio skys£iu� tek
ejimo (1) uºdavini� begaliniame
vamzdyje Π = {x ∈ Rn : x′ ∈ σ × R} su papildomai uºduota srauto s¡lyga F (t) per
skerspj	uvi� σ1: ∫

σ

un(x′, xn, t)dx
′ = F (t). (2)

Dvimat
eje juostoje ir trima£iame sukimosi cilindre tariame, kad skys£io pradinio grei£io
ir i²or
es j
egu� vektoriai nepriklauso nuo xn koordinat
es ir yra tokios formos

u0(x) = (0, ..., un(x′)), f(x, t) = (0, ..., fn(x′, t)).

(1) uºdavinio sprendinio ie²kome pavidalu

u(x, t) = (0, ..., un(x′, t))

1σ = (−d
2
,
d

2
), jei n = 2 ir σ = {x′ = (x1, x2) ∈ R2 : |x′| < 1}, jei n = 3.
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ir reikalaujame, kad jis tenkintu� (2) srauto s¡lyg¡. Toki� sprendini� vadiname Puazeilio tipo
sprendiniu.

Kai α = 0, tai (1) uºdavinys sutampa su Navj
e-Stokso uºdaviniu. Nestacionaraus Navj
e-
Stokso uºdavinio Puazeilio tipo sprendiniai buvo nagrin
eti straipsniuose [8], [9], [15]-[18].
Periodinis pagal laik¡ Navj
e-Stokso uºdavinys buvo analizuotas [2] ir [9] darbuose.

Pagrindinis skirtumas tarp antrojo laipsnio skys£iu� tek
ejimo ir Navj
e-Stokso lyg£iu� yra
tas, kad Navj
e-Stokso lygtyse netiesinio nario eil
e yra ºemesn
e uº tiesinio nario, tuo tarpu
antrojo laipsnio skys£iu� tek
ejimo lygtyse - atvirk²£iai. Trima£iame vamzdyje nei�manoma
rasti kryptinio (kurio tik paskutin
e komponent
e nelygi nuliui) Puazeilio tipo sprendinio,
kaip tai daroma Navj
e-Stokso lygtims. Tod
el disertacijoje ie²kome Puazeilio tipo sprendinio,
turin£io visas tris komponentes. Rezultatai, analogi²ki m	usu� gautiems, stacionarios sistemos
atveju buvo gauti straipsniuose [19] ir [20].

Spr¦sdami uºdavini� trima£iame vamzdyje remiam
es D. Cioranescu, V. Girault ir E. H.
Quazar id
ejomis [4]-[6]. Kaip ir [4]-[6] darbuose, mes naudojame Galiorkino metod¡ ir spe-
cialias bazes, ta£iau skirtingai nei [4]-[6], siekiant uºtikrinti srauto s¡lyg¡, mes sprendºiame
atvirk²tini� uºdavini� su neºinoma de²niaja puse, susieta su sl
egio gradientu.

Tikslas ir uºdaviniai. Disertacijos tikslas yra i²analizuoti antrojo laipsnio skys£iu�
tek
ejimo problemos sprendinio egzistavim¡ ir vienati� su uºduota srauto s¡lyga ²iais atvejais:

• pradinis ir kra²tinis uºdavinys dvimat
eje juostoje,

• pradinis ir kra²tinis uºdavinys trima£iame sukimosi cilindre,

• periodinis pagal laik¡ uºdavinys dvimat
eje juostoje,

• pradinis ir kra²tinis uºdavinys trima£iame vamzdyje.

Tyrimo metodai. Disertacijoje taikome funkcin
es analiz
es metodus ir Sobolevo erdviu�
savybes. Konstruojant aproksimuojan£ius sprendinius naudojame Galiorkino metod¡ su
specialiomis baz
emis.

Naujumas. Visi disertacijoje pateikti rezultatai yra nauji. Puazeilio tipo sprendiniai
nestacionariam antrojo laipsnio skys£iu� tek
ejimo uºdaviniui su papildomai uºduota srauto
s¡lyga anks£iau nebuvo nagrin
eti. Egzistavimo rezultatai ir sprendiniu� i�ver£iai yra nauji.

Darbo strukt	ura. Disertacija para²yta anglu� kalba. J¡ sudaro i�vadas, 5 skyriai, i²vados
ir moksliniu� publikaciju� disertacijos tema s¡ra²as. Bendra darbo apimtis 102 puslapiai.

PROBLEMOS AP�VALGA IR PAGRINDINIAI REZULTATAI

Pirmajame skyriuje pateikiami pagrindiniai ºym
ejimai ir naudojamos teoremos.
Antrajame skyriuje nagrin
ejamas antrojo laipsnios skys£io tek
ejimo (1) uºdavinys su

papildomai uºduota srauto (2) s¡lyga, dvimat
eje begalin
eje juostoje Π = {x ∈ R2 : (x1, x2) ∈
σ×R}, kur σ = (−d

2
,
d

2
). Tarkime, kad pradin
e s¡lyga u0(x) ir i²or
es j
egos f(x, t) nepriklauso

nuo x2 koordinat
es ir yra tokios formos

u0(x) = (0, u0(x1)), f(x, t) = (0, f(x1, t)).
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Sakykime, kad yra patenkinta b	utinoje suderinamumo s¡lyga

d/2∫
−d/2

u0(x1)dx1 = F (0).

Apibr
eºimas. (1), (2) uºdavinio sprendinys (u(x, t), p̃(x, t)) turintis pavidal¡

u(x, t) = (0, U(x1, t)),

p̃(x, t) =−q(t)x2 −
x1∫
−d/2

U(y, t)
∂

∂y

(
U(y, t)−α∂

2U(y, t)

∂y2

)
dy+p0(t), (3)

vadinamas Puazeilio tipo sprendiniu. �ia p0(t) bet kokia funkcija.

I�ra²ius (3) i²rai²kas i� (1), (2) sistem¡ gauname atvirk²tini� uºdavini� srityje σT = σ×(0, T ):

∂

∂t
(U − α∂

2U

∂x2
1

)− ν ∂
2U

∂x2
1

= q(t) + f,

U(−d
2
, t) = U(

d

2
, t) = 0, U(x1, 0) = u0(x1),

d/2∫
−d/2

U(x1, t)dx1 = F (t),

(4)

£ia funkcijos u0(x1), f(x1, t) ir F (t) yra ºinomos, o U(x1, t) ir q(t) ie²komos.

Naudosime funkciju� erv¦M(σT ) = {u : u ∈ W̊ 1,1
2 (σT ),

∂2u

∂x1∂t
∈ L2(σT )}.

Apibr
eºimas. (4) uºdavinio silpnuoju sprendiniu vadiname funkciju� por¡ (U, q) ∈
M(σT )× L2(0, T ), tenkinan£i¡ integralin¦ tapatyb¦

t∫
0

∫
σ

∂U(x1, τ)

∂τ
η(x1, τ)dx1dτ + α

t∫
0

∫
σ

∂2U(x1, τ)

∂τ∂x1

∂η(x1, τ)

∂x1

dx1dτ

+ν
t∫

0

∫
σ

∂U(x1, τ)

∂x1

∂η(x1, τ)

∂x1

dx1dτ =
t∫

0

q(τ)
∫
σ

η(x1, τ)dx1dτ

+
t∫

0

∫
σ

f(x1, τ)η(x1, τ)dx1dτ ∀η ∈ W̊ 1,0
2 (σT ),∀t ∈ [0, T ],

pradin¦ U(x1, 0) = u0(x1) ir srauto (43) s¡lygas.

Skyriaus pagrindiniai rezultatai suformuluoti ºemiau pateiktose teoremose.

1 teorema. Tarkime f ∈ L2(σT ), u0 ∈ W̊ 1
2 (σ), F ∈ W 1

2 (0, T ). Tada egzistuoja vienintelis
(4) uºdavinio silpnasis sprendinys

(
U, q
)
∈M(σT )× L2(0, T ) ir teisingas i�vertis

max
t∈[0,T ]

‖U(·, t)‖2
W 1

2 (σ)
+ ‖U‖2

W 1,1
2 (σT )

+
∥∥∥∂U
∂t

∥∥∥2

W 1
2 (σT )

+ ‖q‖L2(0,T )

≤ c
(
‖F‖2

W 1
2 (0,T )

+ ‖f‖2
L2(σT ) + ‖u0‖2

W 1
2 (σ)

)
.
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Jei u0 ∈ W̊ 1
2 (σ) ∩W 2

2 (σ), tai U ∈ W 2,1
2 (σT ),

∂U

∂t
∈ W 2

2 (σT ), (4) lygtys yra patenkintos

beveik visur srityje σT ir

max
t∈[0,T ]

‖U(·, t)‖2
W 2

2 (σ)
+ ‖U‖2

W 2,1
2 (σT )

+ ‖∂U
∂t
‖2
W 2

2 (σT )
+ ‖q‖L2(0,T )

≤ c
(
‖F‖2

W 1
2 (0,T )

+ ‖f‖2
L2(σT ) + ‖u0‖2

W 2
2 (σ)

)
.

TegulW l
2,µ(0,∞), µ > 0, yra eksponenti²kai nykstan£iu� funkciju� erdv
e su baigtine norma

‖F‖Wl
2,µ(0,∞) = ‖ exp(µt)F (t)‖W l

2(0,∞).

2 teorema. Tarkime, kad f(x1, t) = 0, u0 ∈ W̊ 1
2 (σ) ir F ∈ W1

2,µ(0,∞), kur µ > 0. Tada
(4) uºdavinio sprendiniui

(
U, q
)
galioja i�vertis

exp(γ∗t)
d/2∫
−d/2

(
|U(x1, t)|2 +

∣∣∂U(x1, t)

∂x1

∣∣2)dx1

+
t∫

0

d/2∫
−d/2

exp(γ∗t)
(∣∣∂U(x1, τ)

∂τ

∣∣2 +
∣∣∂2U(x1, τ)

∂x1∂τ

∣∣2)dx1dτ

+
t∫

0

exp(γ∗τ)|q(N)(τ)|2dτ ≤ c
(
‖F‖2

Wl
2,µ(0,∞)

+ ‖u0‖2
W 1

2 (σ)

)
.

�ia

γ∗ =


min

(
1, 2µ

)
, jei min

(
1, 2µ

)
<
νπ2

d2
,

νπ2

d2
− δ, jei min

(
1, 2µ

)
≥ νπ2

d2
,

o δ > 0 pakankamai maºas dydis.

I�rodoma, kad skys£io tek
ejimo srautas F (t) ir sl
egio gradientas q(t) yra susieti Voltero
integraline lygtimi ir galioja i�vertis:

‖q‖L2(0,T ) ≤ c
(
‖F ′‖L2(0,T ) + ‖f‖L2(σT ) + ‖u0‖L2(σ)

)
.

Tre£iajame skyriuje (1), (2) uºdavinys nagrin
ejamas begaliniame sukimosi cilindre
Π = {x = (x′, x3) ∈ R3 : (x′, x3) ∈ σ × R}.

Tarkime u0(x) ir f(x, t) i²reik²ti tokiu pavidalu:

u0(x) = (0, 0, uz0(r)), f(x, t) = (0, 0, fz(r, t)),

£ia (r, ϕ, z) yra cilindrin
es koordinat
es R3 erdv
eje. Be to, tarkime, kad yra patenkinta
b	utinoji suderinamumo s¡lyga: ∫

σ

uz0dx
′ = F (0).

(1), (2) uºdavinio sprendinio ie²kome Puazeilio tipo pavidalu:

u(r, ϕ, z, t) = (0, 0, U(r, t)),

p̃(r, z, t) = α
∫ 1

r

∂

∂r

(
r
(∂U(r, t)

∂r

)2)
dr − q(t)z + p0(t).
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I�ra²ius ²ias i²rai²kas i� (1), (2) sistem¡ gauname atvirk²tini� uºdavini� srityje σ:
∂

∂t
(U − α(

∂2U

∂r2
+

1

r

∂U

∂r
))− ν(

∂2U

∂r2
+

1

r

∂U

∂r
) = q(t) + fz,

U(0, t) = U(R, t) = 0, U(r, 0) = uz0(r),

2π
R∫
0

rU(r, t)dr = F (t).

(5)

Apibr
eºimas. Funkciju� por¡
(
U, q
)
∈ M(σT ) × L2(0, T ) vadiname silpnuoju (5) uº-

davinio sprendiniu, jei ji tenkina integralin¦ tapatyb¦

t∫
0

R∫
0

∂U(r, τ)

∂τ
η(r, τ)drdτ + α

t∫
0

R∫
0

∂2U(r, τ)

∂τ∂r

(∂η(r, τ)

∂r
− 1

r
η(r, τ)

)
drdτ

+ν
t∫

0

R∫
0

∂U(r, τ)

∂r

(∂η(r, τ)

∂r
− 1

r
η(r, τ)

)
drdτ =

t∫
0

q(τ)
R∫
0

η(r, τ)drdτ

+
t∫

0

R∫
0

fz(r, τ)η(r, τ)drdτ ∀η ∈ W̊ 1,0
2 (σT ),

pradin¦ U(r, 0) = uz0(r) ir srauto (53) s¡lygas.

(5) uºdavinio sprendiniui gauname analogi²kus rezultatus kaip ir dvima£iu atveju.

3 teorema. Tarkime fz ∈ L2(σT ), uz0 ∈ W̊ 1
2 (σ), F ∈ W 1

2 (0, T ). Tada (5) uºdaviniui
egzistuoja vienintelis silpnasis sprendinys

(
U, q
)
∈M(σT )× L2(0, T ) ir galioja i�vertis

max
t∈[0,T ]

‖U(·, t)‖2
W 1

2 (σ)
+ ‖U‖2

W 1,1
2 (σT )

+ ‖∂U
∂t
‖2
W 1

2 (σT )
+ ‖q‖L2(0,T )

≤ c
(
‖F‖2

W 1
2 (0,T )

+ ‖fz‖2
L2(σT ) + ‖uz0‖2

W 1
2 (σ)

)
.

Jei uz0 ∈ W̊ 1
2 (σ)∩W 2

2 (σ), tai U ∈ W 2,1
2 (σT ),

∂U

∂t
∈ W 2

2 (σT ) ir (5) lygtys yra patenkintos

beveik visur srityje σT . Be to

max
t∈[0,T ]

‖U(·, t)‖2
W 2

2 (σ)
+ ‖U‖2

W 2,1
2 (σT )

+ ‖∂U
∂t
‖2
W 2

2 (σT )
+ ‖q‖L2(0,T )

≤ c
(
‖F‖2

W 1
2 (0,T )

+ ‖fz‖2
L2(σT ) + ‖uz0‖2

W 2
2 (σ)

)
.

4 teorema. Tarkime fz(r, t) = 0, uz0 ∈ W̊ 1
2 (σ) ir F ∈ W1

2,µ(0,∞), µ > 0. Tada (5)
uºdavinio sprendiniui

(
U, q
)
galioja i�vertis

exp(γ∗t)
R∫
0

(
|U(r, t)|2 +

∣∣∂U(r, t)

∂r

∣∣2) rdr
+

t∫
0

R∫
0

exp(γ∗τ)
(∣∣∂U(r, τ)

∂τ

∣∣2 +
∣∣∂2U(r, τ)

∂r∂τ

∣∣2) rdrdτ +
t∫

0

exp(γ∗τ)|q(N)(τ)|2dτ

≤ c
(
‖F‖2

Wl
2,µ(0,∞)

+ ‖uz0‖2
W 1

2 (σ)

)
.

�ia

γ∗ =

{
min

(
1, 2µ

)
, jei min

(
1, 2µ

)
< µ2

1,
µ2

1 − δ, jei min
(
1, 2µ

)
≥ µ2

1,
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µ1 yra pirmoji teigiama lygties J0(µ) = 0 Beselio funkcijai ²aknis, δ > 0 pakankamai maºas
skai£ius.

Ketvirtajame skyriuje dvimat
eje begalin
eje juostoje Π = {x ∈ R2 : (x1, x2) ∈
(−d

2
,
d

2
) × R} analizuojamas periodinis pagal laik¡ antrojo laipsnio skys£iu� tek
ejimo uº-

davinys 
∂

∂t
(u− α∆u)− ν∆u+ curl(u− α∆u) +∇p = f,

divu = 0,
u|∂Π×(0,2π) = 0, u(x, 0) = u(x, 2π),

(6)

su periodine srauto s¡lyga
d/2∫

−d/2

u2(x, t) = F (t), F (0) = F (2π). (7)

(6), (7) uºdavinio sprendinio (u(x, t), p̃(x, t)) ie²kome Puazeilio tipo pavidalu

u(x, t) = (0, U(x1, t)),

p̃(x, t) = −q(t)x2 −
x1∫
−d/2

U(y, t)
∂

∂y

(
U(y, t)− α∂

2U(y, t)

∂y2

)
dy + p0(t),

£ia U(x1, t) ir q(t) yra periodin
es pagal laik¡ funkcijos:

U(x1, 0) = U(x1, 2π), q(0) = q(2π),

o p0(t) - bet kokia funkcija.

I�ra²ius sprendinio i²rai²k¡ i� (6), (7) sistem¡ gauname atvirk²tini� uºdavini� intervale (−d
2
,
d

2
):

∂

∂t
(U − α∂

2U

∂x2
1

)− ν ∂
2U

∂x2
1

= q(t),

U(−d
2
, t) = U(d

2
, t) = 0, U(x1, 0) = U(x1, 2π),

d/2∫
−d/2

U(x1, t)dx1 = F (t).

(8)

Pagrindinis ²io skyriaus rezultatas:

5 teorema. Tarkime F ∈ W 1
2 (0, 2π) yra 2π periodin
e funkcija. Tada egzistuoja vien-

intelis (8) uºdavinio 2π-periodinis sprendinys (U(x1, t), q(t)) ∈ W 2,1
2 ((−d

2
, d

2
) × (0, 2π)) ×

L2(0, 2π), kuriam galioja i�vertis

||U ||W 2,1
2 ((− d

2
, d
2

)×(0,2π)) + || ∂U
∂x1

||W 1,1
2 ((− d

2
, d
2

)×(0,2π)) + ||∂
2Ut
∂x2

1

||L2((− d
2
, d
2

)×(0,2π)) ≤ c||F ||W 1
2 (0,2π).

(8) uºdavinio sprendinys gali b	uti i²reik²tas Furj
e eilut
emis

U(x1, t) =
q

(c)
0

2
ϕ0(x1)

+
∞∑
n=1

((
q

(c)
n ϕn(x1) + q

(s)
n ψn(x1)

)
cos(nt) + (

(
q

(s)
n ϕn(x1)− q(c)

n ψn(x1)
)

sin(nt)
)
,

q(t) =
q

(c)
0

2
+
∞∑
n=1

(
q

(c)
n cos(nt) + q

(s)
n sin(nt)

)
,
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£ia ϕn(x1), ψn(x1), n = 0, 1, 2, ... yra ²iu� uºdaviniu� sprendiniai
−nψn − αnψ′′n − νϕ′′n = 1
−nϕn + αnϕ′′n + νψ′′n = 0
ϕn(−d

2
) = ϕn(d

2
) = 0

ψn(−d
2
) = ψn(d

2
) = 0,

F (t) =
F

(c)
0

2
+
∞∑
n=1

(
F (c)
n cos(nt) + F (s)

n sin(nt)
)
,

o koe�cientai q(c)
n , q(s)

n i²reik²ti formul
emis

q(c)
n =

anF
(c)
n + bn

(s)
n

a2
n + b2

n

, q(s)
n =

anF
(s)
n − bnF (c)

n

a2
n + b2

n

.

Penktajame syriuje nagrin
ejanas (1), (2) uºdavinys begaliniame vamzdyje Π = {x =
(x′, x3) ∈ R3 : x′ ∈ σ ⊂ R2, x3 ∈ R}, kurio skerspj	uvio σ kra²tas ∂σ yra C4 klas
es.

�ioje srityje nei�manoma rasti kryptinio (1), (2) uºdavinio Puazeilio tipo sprendinio, net
jei pradinio grei£io ir i²or
es j
egu� vektoriai yra kryptiniai, tod
el nagrin
ejamas bendresnis
atvejis, kai u0 ir f nepriklauso nuo koordinat
es x3:

u0(x) = (u01(x′), u02(x′), v0(x′)), f(x, t) = (f1(x′, t), f2(x′, t), f3(x′, t)).

ir (1), (2) uºdavinio Puazeilio typo sprendinys (u(x, t), p(x, t)) turi visas tris komponentes:

u(x, t) = (U1(x′, t), U2(x′, t), U3(x′, t)),
p(x, t) = p̃(x′, t)− q(t)x3 + p0(t).

(9)

Tariame, kad yra patenkinta b	utinoji suderinamumo s¡lyga∫
σ

v0(x′)dx′ = F (0).

I�ra²ius (9) i²rai²kas i� (1), (2) lygtis gauname atvirk²tini� uºdavini� srityje σT = σ × (0, T ):

∂

∂t
(U′ − α4U′)− ν4U′ + curl(U′ − α4U′)×U′

−U3(∇(U3 − α4U3)) +∇p̃ = f ′,
divU′ = 0,
U′|∂σ = 0, U′(x′, 0) = u′0(x′),

∂

∂t
(U3 − α4U3)− ν4U3 + (U′ · ∇)(U3 − α4U3) = f3 + q(t),

U3|∂σ = 0, U3(x′, 0) = v0(x′),∫
σ

U3(x′, t)dx′ = F (t),

(10)

£ia f ′(x′, t) = (f1(x′, t), f2(x′, t)),U′(x′, t) = (U1(x′, t), U2(x′, t)). (10) sistemoje funkcijos
u0(x′), f(x′, t) ir F (t) yra ºinomos, o U(x′, t), p̃(x′, t) ir q(t) ie²komos.

Tarkime σ ⊂ R2 yra apr
eºta sritis. Apibr
e²ime funkciju� erdv¦

X̊ (σ) = {u : u ∈ W̊ 1
2 (σ),∇(u− α∆u) ∈ L2(σ)},

11



su norma ‖u‖2
X̊ (σ)

= ‖u‖2
W 1

2 (σ)
+ ‖∇(u− α∆u)‖2

L2(σ).

Analogi²kai dvima£iams vektoriams naudojama erdv
e

Y̊(σ) = {u : u ∈ W̊ 1
2 (σ), curl(u− α∆u) ∈ L2(σ), divu = 0},

su norma ‖u‖2
Y̊(σ)

= ‖u‖2
W 1

2 (σ)
+ ‖curl(u− α∆u)‖2

L2(σ).

Tuo atveju, kai srities σ kra²tas ∂σ ∈ C3, erdv
es X̊ (σ) ir Y̊(σ) yra ekvivalen£ios erdvei
W 3

2 (σ) ∩ W̊ 1
2 (σ).

I�vedame erdves srityje σ × (0, T ):

W̊(σT)={u : Dα
xu ∈ L2(σT), |α| ≤ 3,

∂

∂t
u ∈ L2(σT),∇ ∂

∂t
u ∈ L2(σT), u|∂σ=0},

su norma ‖u‖2
W̊(σT )

=
∑
|α|≤3

‖Dα
xu‖2

L2(σT ) + ‖ ∂
∂t
u‖2

L2(σT ) + ‖∇ ∂

∂t
u‖2

L2(σT ) ir

V̊(σT ) = {u : u ∈ W̊(σT ), divu = 0}.

Disertacijoje sukonstruojamos specialios baz
es erdv
ese X̊ (σ) ir Y̊(σ). Uºdavinys sprendºia-
mas Galiorkino aproksimaciju� metodu.

Apibr
eºimas.(10) uºdavinio silpnuoju sprendiniu vadiname por¡ (U, q) = (U′, U3, q) ∈
V̊(σT )× W̊(σT )× L2(0, T ), tenkinan£i¡ pradin¦ s¡lyg¡ U(x′, 0) = u0(x′), srauto s¡lyg¡∫

σ

U3(x′, t)dx′ = F (t)

ir integralin¦ tapatyb¦

t∫
0

∫
σ

(
∂

∂τ
U · η + α∇ ∂

∂τ
U · ∇η)dx′dτ + ν

t∫
0

∫
σ

∇U · ∇ηdx′dτ +
t∫

0

∫
σ

(U · ∇)U · ηdx′dτ

+α
t∫

0

∫
σ

(U · ∇)η · 4Udx′dτ − α
t∫

0

∫
σ

(η · ∇)U · 4Udx′dτ =
t∫

0

∫
σ

qη3dx
′dτ

+
t∫

0

∫
σ

f · ηdx′dτ ∀η = (η′, η3) ∈ W̊ 1,0
2 (σT ) kai divη′ = 0, ∀t ∈ [0,T].

Skyriaus rezultatai apibendrinti teoremoje.

6 teorema. Tarkime ∂σ ∈ C4, u′0, v0 ∈ W 3
2 (σ) ∩ W̊ 1

2 (σ), F ∈ W 1
2 (0, T ), f ′ ∈ L2(σT ),

curl f ′ ∈ L2(σT ), f3 ∈ W 1,0
2 (σT ) ir patenkinta b	utinoji suderinamumo s¡lyga

F (0) =
∫
σ

v0(x′)dx′.

Tarkime duomenys tenkina s¡lygas

‖f ′‖2
L2(σT ) + ‖curl f ′‖2

L2(σT ) + ‖u′0‖2
Y̊(σ)
≤ µ0δ

2
0,

‖F‖2
W 1

2 (0,T )
+ ‖f3‖2

W 1,0
2 (σT )

+ ‖v0‖2
X̊ (σ)
≤ µ0δ

2
0,

µ0 konstanta (ºr. disertacijoje), δ0 pakankamai maºas:

C3δ0 ≤ 1.
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Tuomet egzistuoja vienintelis (10) uºdavinio silpnasis sprendinys (U′, U3, q) ∈ V̊(σT ) ×
W̊(σT )× L2(0, T ), kuriam galioja i�vertis

sup
t∈[0,T ]

(
‖U′‖2

Y̊(σ)
+ ‖U3‖2

X̊ (σ)

)
+ ‖U′‖2

V̊(σT )
+ ‖U3‖2

W̊(σT )
+ ‖q‖2

L2(0,T )

≤ c
(
‖f ′‖2

L2(σT ) + ‖curl f ′‖2
L2(σT ) + ‖u′0‖2

Y̊(σ)

+
(
‖f3‖2

W 1,0
2 (σT )

+ ‖v0‖2
X̊ (σ)

+ ‖F‖2
W 1

2 (0,T )

)
×

×
(
1 + ‖f3‖2

W 1,0
2 (σT )

+ ‖v0‖2
X̊ (σ)

+ ‖F‖2
W 1

2 (0,T )

))
.

Ie²kant aproksimuojan£iu� sprendinio i�ver£iu� i�rodoma, kad grei£io vektoriaus komponent
e
U′ yra antrin
e lyginant su U3 komponente.

I�VADOS

Antrojo laipsnio skys£iu� tek
ejimo uºdavinys su papildomai uºduota srauto s¡lyga i²na-
grin
etas trijose skirtingose srityse:

• dvimat
eje begalin
eje juostoje,

• trima£iame begaliniame sukimosi cilindre,

• trima£iame begaliniame vamzdyje su bet kokiu skerspj	uviu.

Pirmais dviem atvejais i�rodytas kryptinio Puazeilio tipo sprendinio egzistavimas ir rastas
s¡ry²is tarp srauto ir sl
egio gradiento.

Analogi²ki rezultatai gauti periodin
eje pagal laik¡ begalin
eje juostoje.
Parodyta, kad begaliniame trima£iame vamzdyje, su bet kokiu skrspj	uviu, kryptinis

Puazeilio tipo sprendinys neegzistuoja net jei pradiniai duomenys yra kryptiniai. Darbe
i�rodyta, kad esant maºiems pradiniams duomenims egzistuoja vienintelis uºdavinio sprendinys,
priklausantis nuo visu� triju� komponen£iu�

(
u1(x1, x2, t), u2(x1, x2, t), u3(x1, x2, t)

)
.
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SUMMARY

The second grade �uid �ow problem
∂

∂t
(u− α∆u)− ν∆u+ curl(u− α∆u)× u+∇p̃ = f,

divu = 0,
u|ST = 0, u(x, 0) = u0(x),∫
σ

undx
′ = F (t)

was studied in three di�erent unbounded domains:

• the two-dimensional channel,

• the three-dimensional axially symmetric pipe,

• the three-dimensional pipe with an arbitrary cross section.

In the �rst two cases the existence of a unique unidirectional Poiseuille type solution is
proved and the relation between the �ux of the velocity �eld and the pressure drop (the
gradient of the pressure) is found.

The analogous results were obtained for the time periodic problem
∂

∂t
(u− α∆u)− ν∆u+ curl(u− α∆u)× u+∇p̃ = f,

divu = 0,
u|ST = 0, u(x, 0) = u(x, 2π)∫
σ

undx
′ = F (t), F (0) = F (2π)

in the two-dimensional channel.
It is shown that in the three-dimensional pipe with an arbitrary cross section the unidirec-

tional solution does not exists even if data are unidirectional. However, for su�ciently small
data in this case exists a unique solution having all three components

(
u1(x1, x2, t), u2(x1, x2, t),

u3(x1, x2, t)
)
of the velocity �eld u and the velocity components

(
u1, u2

)
perpendicular to

the x3-axis of the cylinder are secondary comparing with u3.
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