[VADAS

Sprendziant bet koki matematinés statistikos uzdavini, svarbu yra tinkamai parinkti statistini
modeli, ty. tikimybiniy skirstiniy Seima, kurios rémuose Sis uzdavinys sprendziamas.
Netinkamai parinkus statistini modelj, galima gauti klaidingas iSvadas. Statistinio modelio
parinkima palengvina profesinés zinios apie stebima atsitiktini dydj (toliau Siame darbe - a.d.) ir
jo skirstinio charakteringas savybes, o taip pat vizualus empiriniy ir teoriniy charakteristiky
grafiky palyginimas. Abejotinais atvejais taikomi statistiniai turimy duomeny ir bandomy

teoriniy modeliy suderinamumo hipoteziy tikrinimo kriteriai.
Vienas i§ universaliu, nepriklausan¢iy nuo skirstinio pavidalo tokio tipo kriterijy yra y°

kriterijus suderinamumo hipoezéms tikrinti. Jis tampa nepriklausomas nuo stebimojo a.d.
skirstinio, per¢jus prie polinominio skirstinio: kriterijaus statistika priklauso tik nuo imties
rezultaty patekimo { tam tikras aibes dazniy. Apie y° kriterijaus svarba liudija kad ir tai, jog
2001 metais Rusijoje ivestas valstybinis standartas ,,Empirinio skirstinio suderinamumo su
teoriniu tikrinimo taisyklés. y° tipo kriterijai (P 50.1.033 - 2001), kuris reglamentuoja ’
kriterijy taikyma.

Peréjus prie polinominio skirstinio suderinamumo hipotezé kei¢iama hipoteze apie gautojo
polinominio skirstinio tikimybiy vektoriaus lygybe duotam vektoriui (paprastoji suderinamumo
hipoteze), arba apie galimybe tikimybiy vektoriy iSreiksti duoto pavidalo funkcijomis nuo tam
tikry parametry (sudétiné suderinamumo hipotezé). Kriterijus grindziamas tuo, kad tam tikra
kvadratiné polinominio atsitiktinio vektoriaus forma X~ asimptotiskai (augant imties didumui n)
artéja i y° skirstini. Taigi y° tipo kriterijai yra apytiksliai. Juy tikslumas priklauso nuo imties
didumo n ir nuo statistikos X konvergavimo i ribini désnj grei¢io.

Yra daug moksliniy straipsniy ir knygu, kuriose nagrinéjama y° tipo kriteriju savybés ir ju
taikymo aspektai. Tiriama S$iy kriterijy tikslumo priklausomybé nuo imties didumo n, nuo
stebimo dydzio reikSmiy aibés padalijimo 1 intervalus taisykliy ir tokiy intervaly skaiciaus, nuo
parametry vertinimo metody ir kt. Susisteminta ir gana i§sami bibliografija Siais klausimais yra

pateikta anks¢iau minétame standarte. Literatiiros sarasas iS Sio standarto pateikiamas 1 priede.

Tadiau nezinomi darbai, kuriuose y° statistika biity modifikuojama taip, kad aproksimacija
biity tikslesné. Tada ir y* kriterijus suderinamumo hipotezéms tikrinti biity tikslesnis.

Siame darbe daromas bandymas modifikuoti y* statistika taip, kad modifikuotos statistikos
skirstinys biity tiksliau aproksimuojamas ir remiantis tuo, sukonstruoti modifikuota y* kriteriju.

Nors praktiskai svarbesnis yra sudétiniy suderinamumo hipoteziy atvejis, taCiau Siame etape
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apsiribojame tik paprastosiomis suderinamumo hipotezémis. Jeigu pateikiamas pasiiilymas
pasiteisins, tai ji reikéty pritaikyti su atitinkamais pakeitimais ir sudétiniy suderinamumo
hipoteziy atveju. Tikrinant paprastaja suderinamumo hipotezg, statistikos X skirstinys
aproksimuojamas x> skirstiniu su k-1 laisvés laipsniy; ¢ia k — intervaly, { kuriuos suskirstytos
stebimo a.d. reik§més, skai¢ius. Suderinamumo hipotezé atmetama o lygmens apytiksliu y”
kriterijumi, kai X >X_(k-1).

Sitilomas kriterijaus patikslinimo budas, kurio esmé yra tokia: gauname statistikos X trijy
pirmyju momenty iSraiskas; atlickame transformacija Y =a+bX] ir ad. Y skirstinj
aproksimuojame y° skirstiniu su @ laisvés laipsniy; parametrai a, b, @ parenkami taip, kad
statistikos Y vidurkis dispersija ir tre¢ias centrinis momentas sutapty su a.d. y. atitinkamais
momentais, t.y. buty lygiis @, 2w, 8w. Modifikuotas « lygmens apytikslis kriterijus atmeta
paprastaja suderinamumo hipotezg, kai ¥ > y2 (o).

Darbo tikslai:

e Pagal nurodyta literatiira ([1], [2], [3]) i$nagrinéti x> tipo kriterijy konstravimo
teorinius ir taikomuosius aspektus;

e Aptarti empiriniy charakteristiky grafinio vaizdavimo metodus ir $iy grafiky vizualini
palyginima su atitinkamomis teorinémis charakteristikomis; kartu aptarti intervaly, 1
kuriuos sugrupuojamos stebimojo atsitiktinio dydzio reikSmés, pavidala ir skaiCiy;

e Gauti statistikos X’ vidurkio, dispersijos ir tretiojo centrinio momento israiskas;
patyrinéti momenty savybes remiantis gautomis iSraiSkomis;

e Sukurti makroprograma SAS paketo rémuose pirmiesiems trims statistikos X
momentams skaiciuoti;

e Sukurti makroprograma SAS paketo rémuose a.d. X’ reikiméms modeliuoti;
sukonstruoti kriteriju suderinamumo hipotezei tikrinti remiantis modeliuotomis
reikSmémis;

e Sukonstruoti modifikuota apytiksli kriteriju, grindziama statistika V;

e Naudojant statistikos Xf modeliuotas reikSmes, atlikti kriteriju, grindziamy
statistikomis X_ ir V, palyginima, kai tikrinamoji hipotezé teisinga ir kai ji
neteisinga.

Diplominio darbo medziaga suskirstyta 1 5 skyrelius. Pirmajame aprasomas polinominis

skirstinys bei jo pagrindu sudarytas y° kriterijus suderinamumo hipotezéms tikrinti. Antrajame



skyrelyje aptariamos suderinamumo hipoteziy tikrinimo taisyklés, naudojant y* kriteriju, bei
optimalaus intervaly, | kuriuos suskaidomi turimi duomenys, skaiCiaus parinkimo klausimas.
Tre¢iajame skyrelyje apskai¢iuojami pirmieji trys statistikos X momentai, atlickama jy
elgsenos analizé priklausomai nuo imties dydzio n ir jvedama statistikos X korekcija,
sutapatinant pirmuosius tris momentus su teorinémis ju reikSmémis. Ketvirtame skyrelyje
pasitlomas dar vienas kriterijus suderinamumo hipotezéms tikrinti. Jis remiasi SAS paketu
modeliuotomis a.d. X reikSmémis ir nereikalauja sudarinéti statistikos bei skai¢iuoti papildomy
parametry. Galiausiai penktajame skyrelyje atlieckamas triju pasitlyty kriterijuy tikslumo
palyginimas. Yra lyginamas kriteriju reikSmingumo lygmuo ir kriterijaus galia, kai tikrinamoji

hipotezé neteisinga.



1. POLINOMINIS SKIRSTINYS IR ¥ 2 KRITERIJUS

1.1. Polinominis skirstinys

Nagrinékime nepriklausomy eksperimenty schema, targ, kad kiekviename bandyme gali
tvykti nesutaitkomi jvykiai 4,, ..., 4., kuriy skaicius k>2. [vykio 4, tikimybé kiekviename
bandyme pastovi ir lygi p,,beto p,+...+ p, =1 ir bandymai yra nepriklausomi. Tiksliau, su bet
kuriuo natiiraliuoju n ir 1=1, ..., k, j=1, ..., n, fvykio A.IﬂﬂA: tikimybe lygi ivykiy 4, ,...,

4, tikimybiy sandaugai:

P{4 .4, }=P{4}-.-P{4}.
Tarkime, kad atlikta n tokiy bandymy ir U, Zymi jvykio 4,, i=1, 2,...k, vykimy skaiciy.
Tada atsitiktinio vektoriaus (toliau Zymésime a.v.) U= (U,,U,,...,U,)" skirstinys vadinamas k-
maciu polinominiu su parametrais n ir p= ( Dises Pi )T. Sutrumpintai zymésime X~P, (n,p):

n!

P{U =m,..U =m, —p e (1.1)
m m_!

npp=—
e m,

éia 0<m; <n,j=l,...k, m +..+m, =n.

Generuojanciosios funkcijos daugiamatis analogas yra

y/(s) = l//(sl,...,sk) = E(Slu‘ S ) = (pls1 +...+ s, )n . (1.2)

Matome, kad a.v. U=U Dy +Uu™ yra suma vienodai pasiskirs¢iusiy nepriklausomy a.v.;
gia U ~P, (l,p) , ty. atsitiktinis vektorius, igyjantis reikSmes (1,0,...,0)", (0.1,...,0)"....,
(0,0,...,1)" atitinkamai su tikimybémis Diseees Dy

Akivaizdu, kad koordinatés U, arba keliy koordinaciy sumos marginalieji skirstiniai yra
binominiai. A.v., sudaryto i§ r<k atsitiktinio vektoriaus U koordinaciy, skirstinys yra r-matis
polinominis. Jeigu kelios a.v. U koordinatés yra fiksuotos, tai likusiy koordinaciy skirstinys taip
pat polinominis.

Atsitiktinio dydzio U; vidurkis ir dispersija atitinkamai yra

EU, =np,, VU, =np,(1-p,), i=1,...k
o a.d. kovariacija galime rasti, pavyzdZiui, i§ (1.2) formulés:

Cov(U,U, ) =v!, (L)) =7 (L ), (L l) =—npyp,

Gai#j,i j=1,..k



Taigi atsitiktinio vektoriaus U kovariacijy matrica 2 yra tokio pavidalo:
V(U)=Z=n(P—ppT);
¢ia P — diagonalioji matrica, kurios elementai yra p,,p,,...,p,. Lengva patikrinti, kad

Rang(2 )=k-1,nes p, +...+ p, =1.
1.2. y? kriterijus

z* kriterijus grindziamas pateikiamomis teoremomis (Zr. [2]):

1Teorema.Tegu p>0,i=1,.., k. Apibrézkime

k _ 2 k 2
XnZ:Z(Ul npz) :ZU_l_n. (1.3)
i=1 np; i=1 Np;

Tada atsitiktinio dydzio X tikimybinis skirstinys silpnai konverguoja i chi-kvadrato skirstini
su k-1 laisvés laipsniy, kai n — 0.

2 T e orem a. Tarkime, kad tikimybés p; yra tam tikros nezinomy parametry 6,,6,,...,0,
funkcijos ( D, =D, (491,...,6’3)), kurios kiekviename s-macio neiSsigimusio intervalo ® taske

tenkina salygas:

b) p, (01,...,@) >c?>0,i=1,..k;

) ) ) L ) op, op? . )
c) egzistuoja tolydZios dalinés iSvestinés P , P, (=1,....k; j,I=1,....s);
06, 00,00,

Pp:

d) matricos D= ,i=1,.,kj=1,..,s, rangas lygus s.

j
Tarkime, kad » karty atlikome pirmame skyrelyje aprasyta bandyma, kuriame tikimybe¢, kad

ivyks ivykis 4, , lygi p’ = p, (6710,...,93 ) ,Cla @) = (910,...,3? ) yra vidinis intervalo ® taSkas.
Parametro @ ivertinj galima gauti modifikuotuoju y’ minimumo metodu, t.y. ivertinys yra

lyg€iy sistemos

) b
-—+=0,)=1,...,s (1.4)
pl.(491,...,9s) 00,

1

£V, —np,(6,....0
=1

sprendinys.



Kai minétos salygos patenkintos, lyg€iy sistema (1.4) turi vienintelj sprendini 0, kuris pagal

k (V[—npi(él,...,és))2
tikimybg konverguoja i 6,, kai n—oo. Statistika X =X (p)=> . . )

asimptotiskai pasiskirsciusi pagal chi-kvadrato skirstini su k-1-s laisvés laipsniy.

Tarkime, kad tikriname hipotez¢ H: p,=p,, . Py =Pio (€1@ pyg,..., Py, yra duoti
skaiciai, tokie, kad p,, +...+ p,, =1), kai alternatyva yra H: p, # p,, hors vienam i=1...k.

Jeigu p,, >0 ir hipotezé H teisinga, tai statistika

X2=Zk:(Ui—”Pfo) s 2 (k-1). (1.5)

n—

Hipotezé H atmetama apytiksliu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai teisinga nelygybé
X: > 2 (k-1), (1.6)
Gia y, (k—1) yra x* skirstinio su k—1 laisvés laispniy & kritiné reik§mé.

. . . . . . 2 . . . . . . 2 . . .
Jeigu hipoteze neteisinga, tai a.d. y~ skirstinys aproksimuojamas necentriniu y~ skirstiniu su

k-1 laisvés laipsniy ir necentriSkumo parametru

k ) 2
5=y (PPa) (1.7)
i=1 P
Taigi apytikslio kriterijaus galios funkcija
B(8)=P{x; s> 2. (k-1)}, (1.8)

Ga g, yra ad. turintis necentrini y° skirstinj su k-1 laisvés laipsniy ir necentriskumo
parametru o .

Analogiskai formuluojami kriterijai, tikrinant sudétingasias hipotezes H: p, = p,(,,...,6,)

apie tai, kad tikimybés p, gali buti iSreikStos funkcijomis p, (491,-..,6’5) nuo nezZinomy parametry
0,...0 , s<k-l.

Kadangi Siame darbe apsiribosime paprastosiomis hipotezémis, tai kriterijaus formuluoti

nepatariame.



2. PAPRASTOSIOS SUDERINAMUMO HIPOTEZES TIKRINIMAS y4 2 SUDERINAMUMO

KRITERIJUMI
2.1. Paprastoji suderinamumo hipotezé

Tarkime X=(X,,X,,....,X,)" yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X ~F eG < F, kurio

pasiskirstymo funkcija F priklauso tam tikrai pasiskirstymo funkcijy aibei F.
Neparametrine hipoteze vadiname tvirtinima
Hy:X~Fe Foc T,
kad a.d. X pasiskirstymo funkcija priklauso tam tikram funkcijy aibés F poaibiui Fp .
Paprastaja suderinamumo hipoteze vadiname tvirtinima

Hy: X ~F(x)=F/(x)cF, 2.1

¢ia F (x) yra pilnai nusakyta (Zinoma) pasiskirstymo funkcija i§ aibés F.
2.2. x? Kriterijus

Tarkime, kad paprastoji imtis X=(X,,X,,..,X,)" gauta stebint a.d. X su pasiskirstymo
funkcija F(x).
Suskirstykime X galimy reikSmiy sritj { k intervaly taSkais —oo=a,<a, <..<a, =o©.

Pazymékime U, stebéjimy, patekusiy { intervalg (a a ] skaiciy:

i—1°"%

U, = Zn“l(wt] (X,). Uj+..+U, =n,
I=

o p=P {X e(a a ]} =F (ai)—F (aH) patekimo | i-taji intervala tikimybg. Tada a.v.

i—1>™%
uv=U,,...U k)T turi polinominj skirsting
T T
U:(Ul,...,Uk) ~Pk(n,p), p:(pl,...,pk) ) (2.2)
Vietoje (2.1) hipotezés H |, tikriname hipotezg
Hi: p,=pg, i=L...k, (2.3)
kad polinominio skirstinio (2.2) tikimybés p, yra lygios skaiiams p,, , gautiems naudojant

hipoteting pasiskirstymo funkcijg £ :



Dio = P{X IS (al._],al.]|Ho} =F, (al.)—FO (al._l), i=1,..k.
Hipotezei H, tikrinti galime pritaikyti 1.2. skyrelyje pateikta apytiksli kriterijy (1.6).

Sudarome statistika

k _ 2
X! = Z Wi =npi)” ) (2.4)
i=1 NPy

Hipotez¢ H, atmetama apytiksliu reikSmingumo lygmens e« kriterijumi, kai teisinga

nelygybé
X2 > 2 (k-1). 2.5)

Pastebésime, kad hipotezés H, ir H; néra ekvivalencios. Hipotezé H, tvirtina tik, kad
pasiskirstymo funkcijos pokytis i-tajame intervale lygus p,,, taciau nereglamentuoja jos elgesio
intervalo viduje. Norint suartinti hipotezes H, ir H,, reikéty abscisiy aSies padalijima i
intervalus padaryti kuo smulkesni. Taciau, i§ kitos pusés, kriterijus (2.5) yra apytikslis ir jo
tikslumas priklauso nuo to, kaip gerai a.d. X skirstinys aproksimuojamas x° skirstiniu. Jeigu
imties didumas n yra mazas, o hipotetinés tikimybés p,, mazos, tai ,imant smulkius intervalus,
patekusiy i juos stebé&jimy skai¢iai U, igis mazas reikSmes ir aproksimacija y* skirstiniu bus
netiksli.

Praktiskai taikant »° kriteriju matematinés statistikos knygose (Zr., pvz.[1]),
rekomenduojama, kad a.d. U, realizacijos buty ne mazesnés uz 5 (kai kuriose knygose pvz. [4],
ne mazesnés uz 10).

Lieka atviras klausimas, kaip parinkti abscisiy aSies suskaidymo | intervalus taskus a; (tuo
paciu ir hipotetines tikimybes p,,). Suprantama, kad nuo suskaidymo gali priklausyti gaunamos

i$vados: esant vienam suskaidymui hipotezé gali buti atmesta, o kitam priimta, remiantis tais

paciais statistiniais duomenimis.
2.3. Intervaly skaiciaus ir suskaidymo tasky parinkimas

Praktiskai statistinis modelis daznai parenkamas vizualiai palyginant stebimo a.d. teorines
charakteristikas (pasiskirstymo funkcija, tanki ir pan.) su jy empiriniais analogais. ApraSomojoje
statistikoje yra pateikiami {vairls duomeny grafinio vaizdavimo metodai, stengiantis juos
pavaizduoti taip, kad vaizdziau buty galima palyginti su atitinkamomis teorinémis
charakteristikomis. Be to, tinkamo modelio parinkima gali palengvinti profesinés Zinios apie

stebima a.d. X. Abejotinais atvejais yra taikomi statistiniai turimy duomeny atitikimo



hipotetiniams teoriniams modeliams kriterijai. Vieni 1§ universaliy ir praktikoje daznai
naudojamy yra x> tipo kriterijai. Pagrindinis ju triikumas yra tai, kad jie reikalauja duomeny
grupavimo, todél imtis turéty biiti pakankamai didelé. Mazoms imtims naudojami Kolmogorovo

ar @ kriterijai, kurie taikomi negrupuotiems duomenims.

Trumpai aptarsime grafinius duomeny vaizdavimo metodus, kurie tam tikra prasme susij¢ su

intervaly parinkimu taikant y* kriterijy.
2.3.1 Diskretusis atvejis

Tarkime, kad paprastoji imtis X=(X,,X,,...,X,)" , gauta stebint diskretyji a.d. X, kurio
galimos reikSmés b,,b,,..., 0 ju igijimo tikimybés p,=P{X =5}, i=12,.. Tikimybiy p,

[vertiniai

=
Tikimybinio skirstinio empirini analoga galima pavaizduoti stulpeline diagrama: aukscio
d;/n stulpeliai vir§ taSky b,; €ia d, yra a.d. D, realizacija. Jeigu hipotetini skirstini nusako

tikimybés p,, =P {X =b |H0} , tai greta stulpeliy d,/n galima pavaizduoti stulpelius aukscio

p;-
Pav. 2.1 yra pateikta stulpeliné diagrama, kai statistiniai duomenys gauti »n=200
modeliuojant Puasono a.d. X ~P (ﬂ) , Greta stulpeliy auks¢io d,/n yra pavaizduotos Puasono

skirstinio tikimybés p, = —'~e% , 1=0,1,2,... (Sviesis stulpeliai).
m.

30% -
25% -
20% -
15% -
10% -
5% -

[ 4 7

0 1 2 3 4 5 6 >6




2.1 pav. Stulpeliné diagrama

Vizualiai palyging d,/n ir p,, galime priimti sprendima apie modelio tinkamuma. Abejotinu
atveju tikriname sudarinamumo hipoteze, pavyzdziui, taikydami y* kriterijuy.

Jeigu a.d. X igyjamuy reikSmiy skaiCius baigtinis ir lygus k, o hipotetinés tikimybés néra
mazos (t.y. d, 25), tai remdamiesi a.v. U=(U,,...,U,)" =(D,,...,D,)" tikriname hipotezg H, :
P, =Py, i =L,....k, kriterijumi (2.5).

Jeigu galimy reikSmiy skaiCius didelis ar begalinis (pvz. Puasono neigiamas binominis
skirstinys ir pan.), tai kraStines reikSmes tenka apjungti. Tiksliau nagrinéjame vektoriy

U=(U,..,U)", kuriame U, =>'D,, U,=D;,,,j=2,...,k=1, U = > D,. Remdamiesi

i<R iR +k

vektoriumi U tikriname hipotezg H: p, ZZP,»O s D, =Pjos J=2,k=1, p, = z Dio -

i</ i>l+k
Taigi diskretaus skirstinio atveju intervaly skaiCius k ir abscisiy aSies padalijimas i intervalus

nusakomas beveik vienareikSmiskai pagal apraSytaja procediira ir nesukelia sunkumy.

2.3.2. Tolydusis atvejis

Tarkime, kad paprastoji imtis X=(X,, X,,...,X,)" yra gauta stebintad. X ~FeF ;&a F
kokia nors absoliuciai tolydziy skirstiniy pasiskirstymo funkcijy aibé. Tikriname hipotezg
H,: X ~F(x)=F,(x) atba X ~ f(x)=f,(x)=F(x); ¢a F(x) (fo (x)) yra pilnai nusakyta
(Zinoma) absoliuciai tolydaus skirstinio pasiskirstymo funkcija (tankis).

Pradzioje aptarsime grafinius duomeny vaizdavimo biidus, kurie jgalina vizualiai palyginti
empirines ir teorines charakteristikas. D¢l vaizdumo aptarima pavaizduosime konkreciu
pavyzdziu.

2 priede yra paprastosios didumo 7 =200 imties, gautos modeliuojant a.d. X ~N (1,1),

realizacija.

1) Empiriné pasiskirstymo funkcija. Tegu x=(x1,...,x”)T yra atsitiktinés imties

X =(X1,...,Xn)T realizacija. Priskirkime kiekvienai stebétai reikSmei x, tikimybg 1/n ir

sudarykime gauto diskretaus skirstinio pasiskirstymo funkcija

F (x):ix):lil(m,x](xi),xeR. (2.6)

n
n niz

Pasiskirstymo funkcija £, (x) yra atsitiktinés funkcijos
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vadinamos empirine pasiskirsymo funkcija, realizacija.

3 teorema (Glivenkos-Kantelio). Jei /" yra bet kuri pasiskirstymo funkcija, tai

sup‘ﬁn (x)—F(x)‘L)O, kai n—> o0,
xeR

1:2 (x) —)F(x).

IS Sios teoremos iSplaukia, kad empirin¢ pasiskirstymo funkcija yra geras teorinés

pasiskirstymo funkcijos analogas. Todél esant teisingai hipotezei H,, jos realizacija F, (x)

turéty biti artima funkcijai £ (x) Pavaizdave funkcijy F, (x) ir F, (x) grafikus, galima daryti

preliminarig i§vada apie hipotezés H, teisinguma.

2.2 pav. yra pateiktas empirinés pasiskirstymo funkcijos realizacijos F, (x), sukonstruotos

pagal 2 priedo duomenis, grafikas. Kartu yra pateiktas ir modeliuoto a.d. X pasiskirstymo

funkcijos Fy (x)=®(x—1) grafikas.

081

081

0.41

031

027

011

0.01

2.2 pav. Empiriné ir teoriné pasiskirstymo funkcijos

2) Histograma. Charakteringasias skirstinio savybes geriau atspindi tankio funkcija, todél

paprastai yra lyginamas empirinis tankio analogas (histograma) su teoriniu tankiu.
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Histograma konstruojama tokiu biidu: a.d. X galimy reikSmiy sritis sudalinama { vienodo ilgio
h intervalus (a,,,q,]. Jeigu h=a, —a, , yra mazas, tai su bet kurivo x €(a, ,q,]

a;

F(ai)_F(ai—l)= If(y)dyzf(x)h,

aj

todél tankio reikSmé nedaug skiriasi nuo

J (x) :%I:Fn (ai)_F; (ai—l ):l = LG‘,l(a,;],al] (xj) = ;

nh ‘3

Gia n, yra skai¢ius tu x;, kurie priklauso intervalui (g, ;,q,].
Funkcijos f, (x) grafikas yra vadinamas histograma.

Jeigu n yra fiksuotas, tai svarbu tinkamai parinkti h. Jei h labai mazas, tai kiekviename

intervale bus po 0 ar 1 i§ x,. Gauname aukStus stulpelius, atitinkanCius 1 ir intervalus be

stulpeliy, atitinkancius 0 (Zr. 2.3 pav.). Jei h didelis, tai turime du ar tris placius stulpelius (zr. 2.4

pav.). Abiem atvejais sunku ka nors pasakyti apie tankio pavidala.

s
= -
4— — — —
g
= 3 » - oy
[0
=% "’ \\
_— _— — - \ —
/1
2— p— p— p— p—
’ N
17 -
’J
TR Il
0 | | | | |

=14603339 =0.9503339 =0.5003339 —0.0203339 0.45966606 0.95966606 141966506 1.899965506 237966606 2.55966606 3.33966508
t

2.3 pav. Histograma ir teorinis tankis, 7 = 0,08
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25 7

20

15

Percent

10 7

0= ; \

-19803832 =13203832 =07303382 =01303339 041966808 101966605 1£1988608 2.21966606 231986608 341966808
t

2.4 pav. Histograma ir teorinis tankis, # = 0,6

Kai kuriuose statistiniuose paketuose naudojama taisyklé (pagal nutyl¢jima): jei n<25,

imami k =35 intervalai. Jei n>25, imama k =[1+Inn], bet ne daugiau 21 intervalo.

Parinkus intervaly skaiciy, grupavimo intervaly galais imama

a,=-o, a,=x,, +h, a,=x_, +2h,..,a,_,=x, —h, a =w0; (2.7)
dia x,;, ir x,,, yra ektremaliosios imties reik§meés, o h=(x,,, —x,;, )/ k.

2.4 pav. yra pateiktas f, (x) grafikas pagal 2 priedo duomenis imant h=0,6

13



20
40
30
g
2
i
o
20
10
__/
0 —y—
-2.5803332 -1.3808352 -0.1808332 1.01968608 221986808 3.41266608

2.5 pav. Histograma ir teorinis tankis, h = 1,2

Daznai sprendimas apie modelio tinkamuma priimamas vizualiai palyginus tankj f (x) ir
histograma f, (x) Abejotinais atvejais nuspresti apie modelio tinkamuma galime remdamiesi

statistiniu suderinamumo kriterijumi.

z* suderinamumo kriterijus konstruojamas tokiu biidu: apibréziame atsitiktinius dydzius

i=1,.k; UI:;I(OO’GI](XJ.), Uizgl(awai]()(j), =2,k —; Ukzgl(am](xj).

Remdamiesi polinominiu vektoriumi U =(U,,...,U,)" vietoje hipotezés H, tikriname
hipotezg H,: p, = p,y, i=1,....k;

o= [ s = [0 1221, = ()

Tuo tikslu apskaiciuojame statistikos (2.4) reikSmg ir patikriname nelygybe (2.5).

2.1 P astab a. ApraSytas kriterijus néra visai korektiSkas. Intervaly parinkimas pagal (2.4)
ar panaSia taisykle reiSkia, kad intervaly galai a, priklauso nuo stebéjimy X, X,,..., X, . Tai
reiSkia, kad ir hipotetinés tikimybés p,, priklauso nuo imties. Tuo tarpu 1 teoremos tvirtinimas

yra gautas, tariant, kad p,, yra konstantos.
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22 Pastab a.Jeigu tankis f (x) yra unimodalus ir maz¢ja, kai argumentas x tolsta nuo

modos i kairg ir deSing, tai sudarant 2.3 pav. pavaizduota histograma gausime, kad vidiniuose
intervaluose steb&jimy skaicius didelis, o tolstant nuo centro stebéjimy skaiciai bus mazi. Taip
grupuojant duomenis prarandama zymiai daugiau informacijos, negu tuo atveju, kai stebéjimuy

skaiciai intervaluose pasiskirste tolygiau. Suprantama, kad tada intervaly ilgiai nebus vienodi.

3) Tikimybiné kreivé. IS tikimybiy teorijos kurso Zinome, kad a.d. ¥ = £ (X ) ~U (O,l) turi
tolyguji intervale (0,1) skirstinj, jeigu a.d. X pasiskirstymo funkcija F,(x) absoliuciai tolydi.
Taigi , jei hipotezé¢ H, teisinga, a.v. Y=(Y1,...,Y,1)T, Y:FO(XZ.), i=1,..,n, galime traktuoti

kaip paprastaja imti, gauta stebinta.d. ¥ ~ U (0,1). Atsitiktinio dydzio Y pasiskirstymo funkcija

0, kai y<Q0,
G(y)z Y, kai 0<y<]1, (2.8)
1, kai y>1;

o tankio funkcija

1, kai ye (O,l),

2.9
0, kai y(0,1). @9)

g(y)=G'(y)={

Jeigu remdamiesi imtimi (Y,...,Y, )T sudarysime empiring pasiskirstymo funkcija G, (1), tai
jos realizacijy palyginimas su G( y) bus Zymiai vaizdesnis, nei lyginant F, (x) ir F, (x)
Pavyzdziui, galime atidéti taSkus ( Vi,i/ n), i=1..,n. Tada esant teisingai hipotezei, Sie

taskai bus iSsidéstg apie tiesg 1S (pav. 2.6). Tokio tipo grafikas vadinamas tikimybine kreive.

Pav. 2.6 yra pateikta tikimybiné kreive, sudaryta remiantis 2 priedo duomenimis.
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2.6 pav. Tikimybiné kreivé

4) Transformuoty duomeny histograma. Jeigu remdamiesi transformuotais duomenimis
Y,,...,Y sudarysime histograma, tai ja reikés lyginti su paprasto pavidalo tankiu g( y). Toks
palyginimas, matyt, bus Zymiai vaizdesnis, negu lyginant histograma f, (x) su tankiu f; (x)
pagal 2.5 pav. Tada transformuotiems dydZiams grupavimo intervaly galai bus

¢ =0, ¢ =<D(ai —1) ,i=1..,k-1;c =1;
intervaly ilgiai
h=®(a,—1)-®(a,, 1),

ir tansformuoty dydZziy histograma

gn(y):%,kai ye(ci_l,ci], i=1..,k. (2.10)

1

2.7 pav. yra pateiktas g, ( y) grafikas kartu su teoriniu tankiu (2.9).
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2.7 pav. Transformuoty dydZiy histograma, kai intervaly dydZiai nevienodi

IS Sio paveiksliuko dar akivaizdziau matome, kad statistiniai duomenys naudojami

stebéje ad. Y ~U (0,1), tai , suprantama, intervala (O,l) bitume suskaid¢ i vienodo ilgio

intervalus.
2.8 pav. yra pateikta transformuoty dydziy histograma, kai imam &k =10 vienodo ilgio ~2=1/10

intervaly pagal 2 priedo duomenis
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2.8 pav. Transformuoty dydziy histograma, kai grupavimo intervaly ilgiai vienodi

Jeigu griSime atgal prie a.d. X,,....X, , tai vietoje 2.6 pav. gausime 2.3 tipo histograma,
kurioje intervaly ilgiai néra vienodi (vienody tikimybiy intervalai). Grupavimo intervaly galais

bus taskai
a =1+®-l(éj—1+z,/k, i=1,..,k-1; 2.11)

¢ia z;, yra standartinio normaliojo skirstinio ¢ kritiné reikSmé.
Miisy nuomone, histogramos ir teorinio tankio palyginimas 2.8 pav. yra vaizdesnis, negu pav.

2.7 ir tuo labiau negu pav. 2.5. Jeigu vizualiai palyginus g, () ir g(») kyla abejonés dél

. ) . o . . , |
modelio f (x) tinkamumo, tai galima tikrinti suderinamumo hipoteze H;: p, = z ,i=1..k,

kriterijumi (2.5). Statistikos (2.4) iSraiSka yra paprastesné

gl

Duomeny klasifikavimas naudojant vienody tikimybiy intervalus turi privalumy. Akivaizdu,
kad grupavimo intervaly galai skirtingai nuo (2.7) tipo jau nepriklauso nuo imties. Be to,

intervaly parinkimas yra vienareikSmiskai nustatytas, kai tik parinktas ju skai¢ius k. Daugelyje

darby (zr. pvz. [1]) yra tvirtinama, kad vienodu tikimybiy z° kriterijus yra galingesnis uz
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vienodo ilgio intervaly y° kriterijy, jeigu alternatyvy klasé néra apibrézta. Be to, esant
vienodoms tikimybéms, konvergavimas i ribini y*> désni yra greitesnis. S fakta i§ dalies
patvirtina ir rezultatai, gauti tolimesniuose skyreliuose.

2.3. Pastaba. Jeigu tikrinama sudétingoji hipotezé H : X ~ f(x;0), tai 2.5 tipo paveikslélyje
yra lyginama histograma su tankiu f (x;é); ia parametro @ ivertinys. Manome, kad ir $iuo

atveju palyginimas bus vaizdesnis sudarant 2.8 pav. pavaizduoto tipo histograma, kuri gaunama
atliekant transformacija Y, = F; (Xl.,é) ,i=1..,n.

2.4. Pastaba. Kartais stebint tolydyji a.d. statistiniai duomenys yra grubiai suapvalinti.
Pavyzdziui, matuojant gaminio parametra, matavimo prietaisas jgalina uzregistruoti jo reikSmes
tik tam tikru stambiu Zingsniu. Duomeny apvalinimas gali labai iSkreipti histogramos pavidala.

Pavyzdziui, tarkime, kad 2 priedo duomenys yra suapvalinti iki sveiky vienety. 2.7 pav. yra
pateikta histograma, sudaryta pagal tokius suapvalintus duomenis (pagal nutyléjima, naudojant

SAS programy sistema).

28

20
18

10

) S

2.9 pav. Iki vienety suapvalinty duomeny histograma

Lygindami su 2.3 pav. matome, kad histograma yra labai iSkraipyta ir programy pakete SAS néra
numatytas histogramos koregavimas atsizvelgiant | duomeny apvalinima. Koregavimas

atsizvelgiant { duomeny apvalinima aptartas [2].
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Norint, kad histograma nebiity iSkraipoma, kai duomenys suapvalinti iki sveikuy vienety,
intervalo ilgis h turi buti didesnis uz 1, o intervaly galai g, turi buti pavidalo m+0,5; m —
sveikas skai¢ius. Jeigu duomenys suapvalinti r Zenkly po kablelio tikslumu, tai intervalo galai
turéty biti pavidalo (m+0,5)-10™ pavidalo.

Tokiu atveju gauname, kad po transformavimo 2.8 pav. intervalo galai turéty biiti pavidalo

F ((mJ_rO,S)-IO") pavidalo. Todél 2.8 pav. gautus intervaly galus reikéty pastumti iki

artimiausiy tokio pavidalo skaiCiy. Suprantama, kad patekimo i intervalus tikimybés bus tik

apytiksliai vienodos.
3. X 2 KRITERIJAUS APROKSIMACIJU PATIKSLINIMAI

3.1. Aproksimacijos konstravimas

Kaip anks¢iau min¢jome, kriterijus (2.5), naudojamas suderinamumo hipotezei (2.3) tikrinti,

yra tik apytikslis. Bandysime ji patikslinti, jvesdami keleta parametry taip, kad gautos statitikos
pirmieji trys momentai sutapty su a.d. X trimis momentais. Tegu:
V=a+bX". 3.1
Cia a ir b yra parametrai, kuriuos reikia parinkti. Statistikos J skirstini aproksimuosime
7z skirstiniu, kurio laisvés laipsniy skaiGius @ irgi yra parenkamas parametras. Tada vietoje
(2.5) gausime tokj kriterijy. Hipotezé H, atmetama, kai:
V> g (o). (3.2)
Norédami parinkti tris parametrus a, b ir @, sprendZiame lyg€iy sistema:
EV=a+bs =0
Var(V)=b’s, =2, (3.3)
u;(V)=bc, =8w
ia g, ¢,, Ir ¢, yrastatistikos X pirmasis momentas, dispersija ir tre€ias centrinis momentas.
IS lygciy sistemos gauname tokias parametry iSraiskas:

3 3
o=30 %6 46y, 8% (3.4)

Sy G S5 S5
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3.2. Polinominio vektoriaus koordina¢iy momentai

3.2.1. Polinominio vektoriaus koordinaciy pradiniai momentai

Statitikos X momentams skai¢iuoti naudosime sarysius tarp pradiniy ir faktorialiniy

momenty.
Kad skaiciavimai buty paprastesni, Siek tiek supaprastinsime statistikos (2.4) iSraiSka

uzraSydami ja tokiu pavidalu:
X ==Y —L-n. 3.5

: 1 &U;
Pazymeékime Z z—Z—’ ,tuomet X' =Z-n.
noi- Pio

Tuomet statistikos X f vidurkis

LU Loa, (i
EXf:EZ—n:E{;n];iJ—nle:l: ;p(io)—n, (3.6)
Sia a, () yra polinominio vektoriaus j-osios koordinatés antras pradinis momentas
a,(i)=EU; .

Tuomet statistikos (3.5) dispersija

Var(X*)=Var(Z-n)=Var(Z)=EZ’ -(EZ) (3.7)
o treciasis centrinis momentas

u;(X*)=p;(2)=EZ’ ~3Var (Z)-EZ* —(EZ) . (3.8)

Pagal (3.7) statistikos Z dispersijai apskaidiuoti reikalingos dvi israiskos: EZ’ ir (EZ)Z.

Pradésime nuo EZ?, kurio i$raiska

2r72

2 4 202 E(U? E(UU?
R D S B
=1

2
=1 MP;g =t W Pio izj W PioPjo n; Pio nw; PioPjo

Taigi, tam kad apskai¢iuotume EZ’, pirmiausia turime rasti a.d. U,, i =1,...,k, ketvirtaji pradinj

momenta ¢, (i) ir pradinj antros eilés misruji momenta c,, (i, /)

E(U)=a,(i),
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E(UU})=ay(ij)-

Treciojo centrinio momento radimui, remiantis 3.8 iSraiSka, reikés papildomai apskaiciuoti
EZ* ir (EZ )3 , Pradésime nuo EZ°, kurio i$raiska:

(U4U2) E(UUSU})

PR Y L

(3.10)
i=1 Pjo =t Do = M PigPjo  izj= n3pi0pj0p10

Siuo atveju mums reikalingi 6-tasis pradinis «, ir antros bei tre¢ios eilés misrieji pradiniai
momentai @, (i, ) it &y, (i, /.!):
E(Uf)=a,(i),
E(UU} )=ay(irj),

E(UIUU} ) =ty (is 1)
3.2.2. Polinominio vektoriaus koordinaciy faktorialiniai momentai

Polinominio a.v. U = (Ul,...,U k) eilés r misriuoju faktorialiniu momentu vadiname vidurki

v, ., =E[U,(U=1)...(U=+)U, (U, 1) .o (Uy =1y 1)U, (U, = 1)-co (U, =1, +1) | =
=E(UM-UM), =, (3.11)

Sia ] =x(x—1)-..-(x—r+1)
Remiantis generuojancios funkcijos israiSka (1.2) gauname, kad

or +...+7
I
1 SigeeesS
T el Gslr‘ '...'Slr" l//( 190 k)

=allpi... pl. (3.12)

S=1

. e o ge e s . ey enq e . . . T
Taigi faktorialiniai momentai paprastai iSreiSkiami parametru n ir vektoriaus p = ( Dpseees pk)

koordinatémis.

ISreiske reikalingus pradinius momentus faktorialiniais momentais, gausime ir §iy momenty

iSraiSkas. Koordinatés U, eilés r faktorialinius momentus Zymeésime v, ( ) IS (3.11) gauname:
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1=E(U)-EU,)=a(i)-a (i)

(U, -2)]=E(U})-3E(U})+2E(U,) = o, (i) -3, (i) + 2 (i)

(U, -2)(U,-3)|=E(U})-6E (U} )+11E(U} )-6E (U,) =

i)+11e, (i)—6¢, (i)

U,-1)(U,-2)(U,-3)(U,-4)|= E(U})-10E (U} ) +35E (U} )-50E (U} ) +
o, (i)+2

(1) + 24 (i)

[
) =a5(i)—10a, (i)+35a, (i)-50
[

<
:&\ —
|

SN~—"

+274E (U} )=120E (U,) = o, (i)~ 150, (i) +85a, (i)~ 225a, (i) +
+274a, (i) -120a, (i)

I$sprendg $ia lygciy sistema, gauname:

o (i)=v(i);

o, (i)=np,;

a, (i)= np? +np.;

a, (i) =n p? +3n p? +np, ; (3.13)
a, (1) :n[4]pf +6nl ]p3 +7nl ]p +np;;

o (i)= np* +10n pt + 2508 p* + 1508 p2 4 mp, ;

o (z) = n[é]pi6 + 151/1[5]pi5 + 6511[4]pi4 + 9011[3];9[3 +3 111[2]pl.2 +np,.
Pereikime prie misriy dviejy koordinac¢iy momenty radimo. IS (3.11) gauname:
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) ] ]
vy, (i.j)=E[U,(U,-1)U, |= E[U?U.]—E[U,.Uj] =ay, (i,7) -, (i, /)
) (

U,-1)|=E[UU} ]-E[UV, ]-E[UU} |+ E[UU, =
)
vy, (i./) = E[ U, (U, ~1)(U,-2)U, | = e, (i j) =3y, (i, ) + 2, (i. /)
] (U,-2)U,(U,-1)|=E|UU; |-E|UU, |-3E[UU; |+
H3E[UU, |+ 2E[UU} |-2E[UU, | =y, (ir j) - ty, (1. 7) = 3y, (i )+ 3ety, (i ) +

1

+2a, (i, j) -2, (i, J)

v, (i./)=E[U,(U,-1)(U,-2)(U,-3)U, | = E[U/U, |-6E[UU, |+ 11E[U}U, |-
~6E[UU, |=a,,(i.)-6as, (i, j)+ 11y, (i, /) - 6, (i, /)

v, (i,7) = E| U, (U, ~1)(U,-2)(U,-3)U, (U, -1) | = E[U}U} |- E[U}U, -6 E[UU} ] +

+6E|UU, |+1IE|U}U} |- 11E[UU, |-6E{UU; |+6E[UU, |=a,, (i.j) -y, (i) -
—603, (i, j)+ 60y, (i, j) +11ay, (i, j) 1y, (i, j)—6a,, (i, ) +6a,, (i, /)

ir iSsprendg Sia lygciy sistema, gauname:
A, (1, ) =V (6,7) 4oy (6, )+ v (i) +vi (i, 7))

A (1,7) =V (1,7) vy (6, )+ 6V, (6, 7) 4 6V, (i) + TV, (6, 7) + 7oy (i ) +vip (6 7) +vi (i)
Pasinaudojame 3.12, gauname

(41,2 2 [

227 (i,j)=n p;p;tn el

plp, +npp? +npp ;

o, (i.7) =np! p} +np! p, +6n p p + +6nP1p} p? + TV p? p? + Talpl p 40P p p?

+nl”] pip;-

Pagaliau, spresdami lygc€iy sistema
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V) U, ]= [UUU E[UUU} o ( ]l)—am(i,j,l)
o (i,,1) = E[UU, (U, -1)U, (U, -1) | = E[UU}U} |- E[UU}U, |- E[UU, U} |+
+E[UU U, | =ty (i, u0) =y, (i u1) = @y, (i 1) + @y, (i 1)
vy, (i.J.0) = E[U,(U, -1\ U U, |= ey, (.. 1) =y, (1.1
vy, (i.:1) = E[ U (U, ~1)UU, (U, -1)|= E[U}U U} |- E[U}U U, |- E[UU U |+
+E[UU U, | =y, (in jul) = ey, (is 1) - a112(111)+am(z]l)

)V,

)-

( j
+E[UUU, |=ay, (i ). azn(z 7, ) ap, (i, 1) + ey, (1, 4,1)
Oy, (1) = E| U, (U, 1)U, (U, -1)U, (U, -1) | = E[UU}U} |- E[UUU, |- E[U}U,U} |+
+E[UUU, |-E[UUU} [+ E[UUU, |+ E[UUU} |- E[UUU, | =y, (i 1) -
—0y, (i, Ju 1) = Oy (0, 1, 0) + 0y (6, 7, 0) = 0ty (0, 7, 0) + 0y, (0, Ju0) + ey, (0 1) — ey, (i, 4,1)

randame
oy (B J 1) = Vi (13 7,0 ) H Vi (i 7 D)+ Vi, (0 1)+ Vs (i 7o D) + Vi (i J 1)+ Vi, (6 7,0) +
Vi (6 2.0) +v40, (i, 7.0) =0 p? p2 o+ 0P p? p2 py 40 p2 p py+0Plp] p p? +0Plp p? pl +
+nppi o+ p.p, o7 +npp.py.

3.2.3. x? statistikos vidurkis

Statistikos Xf vidurki rasime 1 iSraiSka (3.6) isistatg gautas polinominio vektoriaus

koordinaciy antry pradiniy momenty reikSmes (3.13)

L n n— 1 pz +npz sz £ plO i)
EX} = -n=k-1+n + . (3.14).
; nplO Z piO ; piO

3.24. )(2 statistikos dispersija

Kaip jau minéjome 3.2.1. skyrelyje, statistikos X dispersijai apskai¢iuoti reikalingos EZ? ir
(EZ )2 reik§més. Pradésime nuo EZ” ir jsistatg 3.2.2. skyrelyje apskaiciuotas «, (i) ir a, (i, /)

reikSmes 1 (3.9) iSraiska, gauname :
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(4] 2 2 o 13 2 3] 2 2]
E7? =iz n’ ] ¥ +6n[ ]po +7n” ]pzzo T 1Py b 1 Zn PioPjo T "PigPjo T "PigPjo T "PioPjo

2 2 2
n i Pi n iz PioPjo

ISkeliame n prieS sumos Zenkla:

r (31 4 2] 3 1) a2 P 22 2,
EZzle(n 1) +6(n l)zpi +7(n l)pi +pi+lz(n ) plp]+(n ) plp]_'_
no Pio oy PioPjo
[ 2
X —1)p.p.
L Z pip; +(n=1)p,p, . G.15)

t¢j piOPjO

Dél paprastumo iveskime keleta pazyméjimuy:

P, p—’—é,, P_s, (3.16)
Pio Pio Pio
1 & U}
Remiantis (3.5) ir jvestu pazyméjimuZ =—)» —— | turime EX.=EZ-n, todél i§ (3.6)
nio pio

gauname, kad

pIL UL B P (3.17)

i=1 Pio i=1 i=

N
I

—

Pakelkime kvadratu:

v S el 2)

o Pio i) piO Pio

(e o) eeng2] £)- (2]

-0 52 Lo £ 2] 2] 2)

Tuomet jsistate gautas EZ* ir (EZ )2 1SraiSkas (3.15) ir (3.18) 1 (3.7) ir gausime tokia a.d. Z

S}

dispersija:
Var(z)=(n_nl)[3]§§2+6("Tl)[]éa5i+7(nn_l)§€f+%g (1) ;55
( Zé‘ ( Z nn 1)Z:glg/—(n—l)2 57 —-2(n-1) k 0, — k g -
i# i# i#] i=1 i=1 i=1
(n—1) 2155 -2(n-1 ZI 5 - ¢ |
i#j i#] i#]

Sutrauke kai kuriuos narius, gauname

{@ ](zgj { S0y, 1}255{ D3] -
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n i#j i=1

(2]
2(n-1 n—1)& k
[ T llzem 3430
Kad nebelikty nepilny sumy, dar karta sutraukiame narius ir tokia a.d. Z dispersija

-2 s o) oS $e it

n i=1
1 (& 2k
-= (Z%j >0, (3.19)
i\ i= i=1
3.2.5. ){2 statistikos treciasis centrinis momentas

[ i8raiska (3.10) isistatome 3.2.2. skyrelyje gautas &, (i), ay, (i, ) it @y, (i, /,1)iSraiskas:
——Z[p‘ ] 15nt" & (&j{i}z 65" Z( T(P_f}%”[}] i(&f+
Pio n’ 5 Dio J\ Pio =1\ Pio Pio n 5 Pio
sl < 0 Y C N a2V (2 a2V
LA (%}L}Z[&jﬁ@ s 2] [ 2] 3 s 2l [ 2]y
i\ Pio )\ Pio) " =1\ Pio n iz \ Pio Pjo n i\ Pio Pjo
18l N p, ) 184 N2 214l Y[ P
+8'§2P_;&+8'§ZP_;P_J+'§Z& P,
n i\ Pio J\ Pjo n i\ Pio J\ Pjo n i\ Pio Pjo
3] (b (3] 2 2]
Rl AN RIR Z(%} 2,3 (i] 2,
i\ Pio Do n i\ Pio p;o n i=j \ Pio J\ Pjo
2
+ﬁz£n ] 7 {P_}E 7 (pr 2 [ﬁ]+
"’ =21\ Pio J\ Pjo J\ Pio n’ sz plo n’ i=j#\ Pio J\ Pjo )\ Pio
2 2 8 2N/ 2
+”_32(&] LA [_1J+"_3 p, (p] i (p_,}
oy p,o p,o pzo n’ i#j2\ Pio J\ Pjo )\ Pio

n i#j#l pio

+ﬂ2£ﬁ) 2 (p, j++ﬂz(&j 2 (i)
n3 i#j#l piO ij plo I’l3 i#j#l piO pj() pzo

Naudodami ankstesnius pazymejimus ir papildomai jvedg

D;
== 4 (3.20)
Pio

bei Siek tiek supaprasting reiskini, gauname:

6] ( & 3Bk 3 E 3] [5] &
E23:”_3(Z5i] +n_3(zgij +89’: 2‘9:‘3+18n3 Zgi2gj+15”3 2.6+
, n \“5 n n

n i=1 i=1 i#j i=1
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65nll & 31n2 k k 3n 18n[]
+ I Z 'S Z +_ Z(giét)‘?/+

i=1 i=1 i) n’ i

i=l1

18nl°! 211"
+——5—2.(£6,)5, + D&

n i#] I’l i#] i#]

l#] l¢_]¢]

3n[4]
+ 3 Zé;g.igl'

n i#j#l

ApskaiCiuojame antraji trec¢iojo centrinio momento isSraiSkos (3.8) démenj sudaugindami

turimas -3Var(Z) (3.19) ir EZ (3.17) reikSmes

3Var(Z)-EZ=!M£2(n2)Zk:gl5i(2n3)(id]z2(i@j[igij+3igf]+

n i=1

+z((2€ff—imlﬂz g2 e g

1 1

(n-1) (2525 +35(¢, )ﬂ O(n=1)(2n-3) {2525 +3 5%, +23 (46

i#j i#j i#j

+358,6+(n-1 [25%255%22525 +2555ﬂ 18(n=1) {28 +Y 6%, +

i#j#l i#j i#j i#j#l i#j

(n-1) (2825 +Y 5 H 12(2-1) {2525 + 66,42 (£6,)e,+ D €,0,+

i#j i#] i*] i#j#l
(n-1 (2523 +5,(¢, .)+Zafgj+Z(g,.5,.)5j+Azlal.gj(slﬂ+%[(z;gij +
i#] i#j i#] I#j# =

(n- 1(2825@525 123 e (20, zg,.gja,ﬂ_{zw+zwj+

i#j i#j i#j#l i#]

i#]

n 1 (Ze + 25 o, }
Galiausiai apskai¢iuojame —( EZ )3 :

—EZ)3=—§:<9 Zgg -2(n- 12525 -2(n- 125( ) (n—l)zzk:é‘fgi_

i#j i#]

~(n=1)Y 622> e, - ge.6,-2(n-1)> 25, -2(n~1) Zs( 5,)-
i#j i#] i#j#l i#] i#j
(=) Y 6,6, -2(n-1) 3(68)5, ~(n-1) 3 65,6, (n-1)3 &5, -
i#j#l i#j i#j#l i=1
(n=1)> &2, ~2(n-1) 2552 Z(giai)@.—(n—1)32k:a;3—(n—1)32425j—
i#J i#j i=1 i#j
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2(n-1)>(e8)e,~(n-1) > g,6,-2(n-1) > (£5,)5,~2(n-1)" D &7 -

i#j i#j#l i#j i#j
2(n-1) > £6,6,-2(n-1) .62, ~(n-1)" > 65,5,
i#j#l i#j i#j#l

Gautas EZ°, —3Var(Z )-EZ , —(EZ )3 iSraisSkas isistatome 1 (3.8), ir pasinaudoj¢ galiojanciu

& 3
sarysiu [Z?]l} Zn +3Z77 n, + Z 1n1,1; » sutraukiame narius:
i=1

i#j i#j#l

B {8 B
+(Z":5;J[6(n—1)2(2n—3) (n1f}(i€f@}[12(n_l)[2] 18(n=1)’ 12(n-1)

i=1

4 - k n—1)(n-1)" n—1)(2n-
65n[]_2(n_1)_(n_1)+3(nn 1)}[2851{_12( 121( D 6(n=1)(2n-3)

1’13

e 222 ) )
[6(111)(2113)+12(nl)2 | —(n—1)2—2(n—1)2:l+ 25.25) _18(n-1)

n n n

(25‘2516(:@—1)2(2”-3)+1z(n_1)2<2n_3) -1 2(n-1) s

i#j n n

1870 24(n-1) 6(n-1)

+ ~ + n_ + . —2(n-1)-2(n-1)- } (;5( )}
X[_12(n1)(n 1) l2(n1)(2n3)+24(n1)2+18n[5]_4(n_1)2_2(n_1)z]+

n n n 7’13

+( 5 Mfgf)r(n_l)(zn_g) +12(n—1)2 " 3,125] (n1} 2(n1)2]+£ 5 eisjél]x

X[ls(,;_l)_z(n_l)_( } (;5551 (n_l);(zn_s)_(n_l)s}_[;lgigjg/)
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Atliekame tarpinius skai¢iavimus:

D iz]-Fg: 11(17—1)(113—2)+3n2 _ nzjz;
nn n n

21(n-1) . 89n(n—1)(n—2)_1: ~21%° +21n” +89n° —267n* +178n—n’

2 - =
) n n n
_67n° —246n+178
- = :
3 6(n—1)2(2n—3)_(n_1)3:(n—1)2(12n—18—n2+n):
n n

130’ —n*—18n% 260" +21° +36n+13n—n" —18 _152° —n* —45n° +49n—18

b

n n

)\ 1) _ [4]
4)_12(n )7 18(n-1) +12(n 1)+651§ ~
n n n n n n

3(n_1)+3(n—1) 12w’ (n -3n+2)

3

182% (n* =2n+1)+12n° 121> + 65n(n’ =3n+2)(n—3)=3n" +3n’ +3n* (n—1)

n3

_ —12n*+36n° —24n> —18n" +36n° —18n” +12n° —12n” + 650" —195n° —195n° + 585n° .

3
n

. 130n* —390n—3n" +3n° +3n’ —=3n° +32n* —303n° +661n> —390n _

3

n
_ 320" —300n° +658n—390 |
= p. :
2 2
5) _12(n-1) (n—2)+6(n—1)(2n—3)+12(n—1) +15n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)_
n n n n
(- 2me1) - —120* (n* —4n’ +5n-2)+(12n° —330n+18)n2 +(120° —24n+12)n* N
n
15n<n2 —3n+2)<n2 -’ +12)—3n5 +6n* -3n’ 721 — 40812 + 6961 — 360
+ P - P >
2 2 - _
6) _§+31ré _ 3 +31:z(n 1):2871231;
n n n n
- - 1) 3,00 - - -
7 6(n—1)(2n 3)+12(n 1) +3n3 _3(n_1)2:6(n 1)(2n-3+2n 2)+
n n n n

Jr3n(n—1)(11—2)(11—3)(;1—4) —3(n—1)2 _ 6n° (4n2 —9n+5)+3n(n4 —7n’ +12n° —3n3) N
n n

3n(210% —36n+2n" —14n+24)=3n’ (0" =2n+1)  48,% 1200 +72

3 2 ’
n n

+

30



18(n=1V 12(n-1 ~1 [4] —18n*(n* =2n+1)+151* (n—1
8>—8("n ;. ('Z )+3("n >+an3 ML G nng) w(n1)

+21n(n—1)(n—2)(n—3)—3n3(n—l) _ —18n" +36n" —18n” +150° —15n° |
n - n

(212% =21n)(n* =5n+6)=3n*+3n" 724> 19814126

+ 3 = 2 >

n n
18(n—1) 184 —18n’ +18n” +18n(n* —3n+2)=3n" 3, 1 36n-36
9) — 3 +— -3= 3 - - :
n n n n
1P (20— “1V (20— 18(21° —3n% —4n® +6n+2n—3
o) 811" (21=3)  12(n=1)" (2n 3)_3(n_1)3: (27’ =30" ~4n* +6n+2n-3)
n n n

(37 =9n* +9n=3)n 3% —450® +1350% —147n+54

n n

b

3 3 3243 -3n 3
1) -2+ = : ==
n n n n

3(n=1) 3307430 +3n(n’ —3n+2)  6n—g

12 - :
) n }13 I’l3 I’l2 ’
—q) [4] - —12n (n* =3n+2
13)_12(n 1) LT L 30(n 1)_6(n_1): n(n3 n )+
n n n n

18n(n* =3n+2)(n—3)+30n" —30n" —6n* +6n’  —12n" +36n’ —24n" +18n(n’ —3n’)
+ = —
n3 713

1811(3112 +9n+2n—6)+3>6n3 —30n* —6n" 36n> —144n+108
- e - e ’
12(n-1)(n—1)" L12(n=1)(2n-3) 24(n-1) 180

n n I’l3

14) — ~6(n-1) =

_ 2(n_ 2 _ 2 2 2(. 2
12’ (n 1)(n 3n+2)+12nn(32n Sn+3)+24n" (n 2n+1)+

N +18n(n2 —3n+2)(n2 —7;31+12)—6n3 (n2 —2n+1) _ —12n° (n3 —35 +32n—n2 +3n—2) .
n n

24n* —60n° +36n* +24n* —48n° +24n* +18n(n4 —Tn* +12n* =30 + 211> —36n +2n2)
_|_ —_
3
n

18n(14n—24)—6n’ +12n" —6n°  72n* —456n* +816n—-432
- . —— — ;
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- - —1)° 34 6n* (2n* —5n+3
15y O =D2n=3) 12(n=1) 307y o (2 ot ),
n n n n

120" =24n’ +120° +3n(n’ =3n+2)(n’ = Tn+12) =30’ +6n* =30’ 484> _120n+72
+ = ;
n n’ ’

15(n-1) 3l 150’ =150 =3n* +3n" +3n(n’ =3n+2)(n-3)

)3y 2 -

157’ =151 =3n* +3n" +3n(n’ = 30" —3n" +9n+2n—6) 18,18
= n3 = n3 >

17) 6(14—1)2(2;1—3)_(71_1)3 (n—1)2(12n—18—n2+n) (n2—2n+1)(—n2+13n—18)

n n n

n* =151 +45n° —49n +18 )

2

n

IraSome gautas reikSmes:

w(2)="0 (5] +

k 3 2 k
(Z%] 67n 2426n +178 T
1

i=1 i= n i=1
—n* +15n° =450 +49n—18 & 32n —300n> + 6587390 &
Z ; &6, +
n = n =
—72n° +408n> — 6961 + 360 & 28n—-31¢ 1 & 48n —120n+72
2,60+ 260 —32 2.0+
n i=1 i=1 n i#]
—72n* +198n—126 —3n’ —36n+36 —3n4 +45n° —135n* +147n - 54
e ngé‘j Z " X
i#j i#j

2
355 -3 Y s —6n2+625io_j+—36n +14214n—10828[(8j51)+

i#] n i#] n = " -
T2+ 436n —816n 1433 5 5 (4 5 )+ BT LIONETE S s g f IS 6
n i) n i)l n i#j#l

—n* +150° —45n* +49n—18
+ e E 15161.5,—2 lgl.gjé'l.
i#j# i#j#

2
Pritaikome sarysi [Zk:mj zk: Zk: T, +Z77, T, +22 7712'1 T+ z nm;t, ir dar labiau
i=1

i=1 i=1 i#j i#j i#j#l

supaprastiname reiskini:

Hga] 2285

i=1 i=l

: ‘e,
2 i 2 i “j
n i=1 n i) n

2 _ k _ 4 1g.3 2 k 3
| 68n 24On+172zg3_36n 36Z , . n'=150"+45n 49n+18(25[j+

i=1
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4817 —120n+72 (<& .Y <& 7207 —360n% +576n—288( <& k
+ 2 (Zd} Zgi_ 2 (Zdj(zgzé:j+
i=1 i=1

n i=1 n i=1

k k 3 2 _
L 18- 18(2 j25_ 108%72(2%}(28@}32" 264n” +532n-300

7’l i i=

2
XZkl&zd—nn —1820n+1082 %5+ %Zk; —%(Zklg](zklaj 28n 28 Zk:

i=1 n i) no\ iz i=1

1

& 3
Apskai¢iuojame koeficienta prie [Z 5} :

i=l1

At 1503 145402 — 495 +18 n(n2—3n+2)(n2—7n+l2)(n—5)—n6+15n5—45n4
- — +
n n n

4917° — 18712 n(n4 70’ +12n* =31’ +21n° —=36n+2n’ —14n+24)(n—5)—n6 +151°

n n

451n* +491° —181n2 n(n4 —10n° + 351 —50n+24)(n—5)—n6 +15n° —45n" +49n°

n n

187> 40n’ —176n” +256n—120
7’13 B I’l2 .

k

k k
Dar karta, naudodamiesi sarysiu [Znirljz Z T +Z (nz,)r ;> supaprastiname
i=1 i=1

i=1 i#]

reiskini:
401 17602 +256n-120( <~ .Y 2 (<& Y 6n—6(<& i 36n—36
u(2)- : Sa )+ T -5 S a2
n i=1 no\ g n i=1 i=1 n
k % 2 k _ k 27 _
X[Z&zj Zgij+68n 2024n+136zgi3 +18n2 18(281) (Z@]—Sw 1(2)8n+72x
i=1 i=1 n i=1 n i=1 i=1 n

k _ i r .
| (25@] 720 180n+108(28l2j£25iJ+32n ~192n* +352n-192 S5
I’l

i=l1 i=l1 i=l1

+%(ié]_%(’f j{i j 28n 28 i 48n2—1l220n+72(25i) (ig ~

i=1 i=1 i=1 i=1

72n° —360n° +576n — 288 ( & 4
_ - (Z‘ S, J(z] 8,.5,) :

n

2(n-1 1 . ) i .. ..
( ) — ir gauname tokia galutine tre¢iojo centrinio momento

Pries skliaustus iSkeliame s
n

n

iSraiska:
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2(n 1)

ps(2)== {(20;1 —68n+60)(25j (i&j{ia} 18(i8f}(2%j+

i=1 i=1 i=1 i=1

+(34n—68)i€f+9(iq} (;a} (18n-36) [igi](zk:g@j (36n—54)x

i=1 i=1 i=1 i=1
{iﬂ@pj (16n° —80n+96)2525 +14Z<90' +(24n-36) (i@] (2@)—

_(36n2_144n+144)[§5i)[§gi5iﬂ [[ZEJ %(ig}-{i}j{iaﬂ (3.21)

3.2.6. Programa y 2 statistikos trims momentams skaiCiuoti

Sudaryta programa, kuri jgalina skai¢iuoti X statistikos vidurki, dispersija ir tre¢iaji centrini
momentus. [¢jimo parametrai: imties dydis n; U, tikimybés p,,..., p,, hipotetinés tikimybeés
Dio > Pro - Realizavus programa, gaunamos EX, Var(X 2 ) ir u, (X ) reikSmes.

Kartu numatytas ir parametry a, b ir o, kurie yra reikalingi patikslintos aproksimacijos

konstravimui, radimas.
Pavyzdziui, ived¢ n=200, p= (0,25 , 0,25, 0,25, 0, 25)T Dio = (0,25 , 0,25, 0,25,
0,25 )T , gausime tokias reik§mes:
EX?=3; Var(X})=5,97; ns (X7 )=24,12;

a=-0,044; b=0,99; ®=2,926.

327. 2 statistikos momenty savybés, kai hipotezé teisinga

Tarkime, kad hipotezé H : p, = p,y, ..., P, = P,, yra teisinga. Tada statistikos X skirstinys

aproksimuojamas y” skirstiniu su k-1 laisvés laipsniu. Remiantis (3.14), (3.19) ir (3.21)
iSraiSkomis, gauname, kad esant teisingai hipotezei

EX!=k-1;
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Var(X?) 2("n_1)(2(n—2)—(2n—3) 2k+3k)——[k2 ipio}
:2(k—1)+%[ii—kz—lj:2(k—1)+0(%j;
y3(Xf)=2(n—2_l)[(20n2—68n+60)—3—18k2+(34n—68)k+9k2—(18n—36)k—(36n—54)k+

n

+(16n° —807+96) +14- z—+ (24n- 36)k—(36n2—144n+144)}+i2[2k3+Zk“i2—
i=1 p,o n i=1 pi()

k
—3kz } (k- 1+i n[—18k2 28k+17+2sz J+2k3+9k2+14k—9+ziz—
i=1 Pio n’ i=1 Pio i=1 Pio

—(3k+14)§kli} = 8(k—1)+0(lj.

i=1 Pio n
Matome, kad statistikos X vidurkis sutampa su a.d. y;, vidurkiu k—1. Taigi vidurkio
korekcija nereikalinga.
Jeigu statistikos X skirstinys biity y;_,, tai dispersija turéty bati lygi 2(k—1). Matome, kad

gauta dispersija skiriasi nuo 2(k—1). Jeigu tarsime, kad hipotetinés tikimybés yra vienodos ir

k
lygios 1/k, ty. p,=l/k, i=1...k, tai l[zi—sz:O ir tuo atveju statistikos X’
i=1 Pio

dispersija bus artimesné 2(k - 1). Taigi tikétina, kad X’ aproksimacija §iuo atveju bus tikslinga.
Taip pat matome, kad treCias centrinis momentas nesutampa su 8(k—1) (tai turéty buti jo
reiksmé, jeigu statistikos X skirstinys sutapty su skirstiniu g, ). Jeigu vél tartume, kad

Do =1/k, i=1,..k, gautume tokj statistikos X f tre€iaji centrini momenta:

ﬂs(Xj)zg(k_l)+(—10k2—28k+17) (

n

Ok* +14k — 9+Z——14Z jl

tlplo l1p10

Matome, kad tokiu atveju statistikos X tretiasis centrinis momentas vis tiek pakankamai

skiriasi nuo 8(k —1) ir, norint patikslinti kriteriju (2.5), vertéty jvesti korekcija.
328. y 2 statistikos momenty savybés, kai hipotezé neteisinga

Kai hipotezé (2.3) neteisinga, statistikos X~ skirstini paprastai aproksimuojame necentriniu

x~ skirstiniu su k —1 laisvés laipsniu ir necentriskumo parametru

35



- (pi —Pio )2
i=1 DPio

o, =n

Taigi X vidurkis turéty biti artimas a.d. y;, ; vidurkiui, t.y.
E(xl.;)=k=1+5,.

I§ iSraiSkos (3.14) gauname

k — —
EXf=k—l+5n+z(pi Po)(1 p,»).
i=1 Pio

(3.22)

k —p. )1-p.
Matome, kad vidurkis EX; skiriasi nuo k—1+¢, démeniu ) (P~ Pu)(1=P) :
i=1 Pio

Jeigu nors vienam ie{l,...,k} skirtumas p,—p,, >0, tai 6, > o0, kai n—oo. Kadangi
dispersija Var(Xj):O(n), tai kriterijaus galia artéja i 1, kai n—>oo. Todél, norint palyginti
galios ar EX elgesi, reikéty nagrinéti artéjancias alternatyvas, kad &, biity konstantos eilés.

Parinkime

< (3.23)

Pi=Dyt >
0 \/;
¢ia ¢, yra konstantos, tenkinancios salygas:

G

k
¢, =0, p, < <l-p,.
;, Pio \/; Pio

Tada

ko2 k2
c; c;
511:”2 ’ :Z—’:A:const,
i=t P =1 Pio

o treciasis iSraiSkos (3.22) démuo bus lygus

| & C{l—pio—j’;j
T -]
n iz Dio

Dabar i$ (3.22) turime tokia iSraiSka

1
—= |, n—> 0.
sz”

EXj:k—1+A+0(ij.

Jn

ir matome, kad X vidurkis artéja prie k—1+A , kai n—>oo.
Kai hipotezé (2.3) neteisinga, statistikos X skirstinj aproksimuojame skirstiniu ;(,f_l, A » todeél
Var(Xj) turéty buti artima 2(k—1+2A). Panagrinékime dispersijos elgesi anks¢iau jvesty

art¢janciy alternatyvy atveju.
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Skyrelyje 3.2.4. dél skaiCiavimuy paprastumo jsivedéme pazyméjimus (3.16),

iSraiskas irase (3.23), gauname

Pt
i0
c
g = \/;=1+ =
Dio Pio\/;
2
+2pzocz 1'
i0 2
0, = Jn__ +£+ :
1 i0 \/_ 9
piO n npl()
+S
sz
1 c
o, = \/;=—+ -

piz() Pio pizo\/; .

S0 S S
Taigi
Var(Xj):4(”_1)(”_2) ( +%]_2( 1)(2”_3)(1+%+(Aj2]_4(n—1)(

+M—%(k2 +0(in+%il+lic—;: 2(n_1)(2n—4—2n+3)+ 2(n-1).

i=l Pio M= Py n

’%(12(;4 1)(n-2)- 4(;1—1)(2;1—3)+2A(”_1’3(2n_3)—4(n—1)kJ—k72
+:lek1:p%)+%i:;20 =2(k- T_l+1—§(n—1)(n—3)+0(%j=

taigi 1 ju

(3.24)
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2(k—1)+4A+O(L], n—>0.

Jn

Vel akivaizdu, kad, Siek tiek pakoregavus hipotetines tikimybes, dispersija artéja prie
skirstinio Z;im dispersijos 2(k—1)+4A.

Kai hipotezé (2.3) neteisinga, a.d. X, treCiasis centrinis momentas turéty artéti {
8(k—1)+24A. Vél nagrinékime treCiojo centrinio momento elgesi, naudodami artéjancias
alternatyvas.

Statistikos X tre€iojo centrinio momento skai¢iavimui supaprastinti skyrelyje 3.2.5.

isivedéme dar viena pazyméjima (3.20), o, i Sig iSraiska istatg (3.23), gauname

L (3.25)

p_iz() piso\/;

Taigi remdamiesi (3.24), (3.25) ir anksCiau apskaiCiuotomis kai kuriomis sumomis,

&=

apskaiciuojame likusius iSraiskos (3.21) démenis:

(Za] ()
o[ So (25 o[ )
<ol ol )4 ol )
G

= ‘ j—k+0( ;
pio\/; pizon pfon\/; n‘/; ’

(£ (0)- (ko )] (2] (2o )

k k
BN o2
i=1 i=1 n n n n
k k 2c, c? 2¢. ¢ k 2¢, & 2¢ 4t
; ; piO\/; np, ’ Jn "Pio ; ’ Jn npio Jn "Pio

+ 2; + 2 + 2 + 2 —1+%+0( 1 j
pinln np, pinIn n’py n nn )’
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L k c, 1 c. L1 2 S| ( 1 j
g6, = || I+—= || —+—5=||=2| =t =+ |=)—+0| = |;
2 Z[{ p,-o\/;j(l?io pfo\/;ﬂ ;(pio poln pfonj ;p,-o n

(B)(Be)(r]

S %o )45l 37

Isistatome gautas reikSmes { (3.21)

s (X7) 22(2—_1){(2011 68n+60)[1+%)3 —3[(1+%)ié+0(%n—

—18(1{2+0(%D+(34n—68)(k+0(n\1/;D+9k2(1+%)—(18n—36)x
(k+3k—A 0( 1 D—(36n—54)(k+k—A+0(ID+(16n2—80n+96)><

nn n n

ko1 1 ( Ajz 2
+14| > —+0| —= | |+(24n-36)k| 1+— | —(36n" —144n+144)x
) B el ) remsen(14] - )

4N 3A 1 N 1 [
x| 1+ —= + +0 + 2 +> — -3k —+0
( noon (n\/_D n2 ;Plo ;on (\/_H

1

—g(k-1)"Ly2an "Ly 0(%}:8(k—1)+24m0(ﬁj,n—>oo.

n n

[1+6—A+0(

Taigi ir vél galime isitikinti, kad pasitelkiant artéjancias alternatyvas, galima priartinti
statistikos Xf pasiskirstyma prie necentrinio skirstinio > su k-1 laisvés laipsniais ir

necentriSkumo parametru J, .

39



3.2.9. Grafinis y 2 statistikos momenty elgsenos vaizdavimas

3.1. pavyzdys. Tarkime, kad &k =4. Tikriname hipotez¢ H:p, =p,, Z%, i=1..,4. Jeigu

hipotezé H teisinga, tai EX. =3, Var(Xf)=6+0(l}t6 ,u3(X,f)=24+0(ij¢24.

2
n n

Taciau i§ 3.1 ir 3.2 paveiksléliy matome, kad tiek a.d. X dispersija, tiek treciasis centrinis
momentas artéja prie skirstinio y; momenty reikSmiy (horizontalios linijos), didéjant imties

dydziui n ir pakankamai greitai, kai yra parinktos vienodos hipotetinés tikimybeés.

Dispersija
101

0 50 100

3.1 pav. Statistikos Xj dispersijos elgesys, kintant imties dydZiui n ir esant parinktoms vienodoms

hipotetinéms tikimybéms, kai hipotezé teisinga

I3 grafiko pastebime, kad esant teisingai hipotezei, a.d. X ,f tikroji dispersija yra labai arti teorinés ir,
mazdaug kai n>60, tarp ju beveik nebelicka skirtumo. Taigi Siuo atveju dispersijai korekcija

nereikalinga. Esant nedideliems n, tikroji dispersija Var (X nz) yra mazesné uz 2 (k - l) )
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3.2 pav. Statistikos X 2 treciojo centrinio momento elgesys, kintant imties dydZiui n ir esant parinktoms

vienodoms hipotetinéms tikimybéms, kai hipotezé teisinga

Treciasis centrinis momentas, kaip matome, i§ pradziy labai skiriasi nuo teorinio ir tik nuo
pakankamai didelio imties dydzion pradeda artéti prie 24. Vadinasi, kai imtis yra mazesne,
vesti korekcija buty pravartu.

. . e I ¢
Tegu H neteisinga ir parenkame artéjanciy alternatyvy seka: p,=p,= Z - T ,
n
2

1 L . > .
—“_ Tuomet A=Zlc—=l6cz. Pasirinkime A =4, tuomet c:%. Siuo atveju
i=1

= = —+4
Ps =D, 4 \/;
a.d. X vidurkio, dispersijos ir tre€iojo centrinio momento elgesys iliustruotas 3.3, 3.4 ir 3.5

paveiksléliuose.
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Vidurkis

3
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5
0
T : : : : : : : : : T : : : : : : : : : g
0 50 100
n
3.3 pav. Statistikos X j vidurkio elgesys, kintant imties dydZiui n ir parinktoms artéjancioms
alternatyvoms, kai hipotezé neteisinga
Dispersija
301
251
—
201
181
101
s.
0.

3.4 pav. Statistikos Xj dispersijos elgesys, kintant imties dydZziui n ir parinktoms artéjan¢ioms

alternatyvoms, kai hipotezé neteisinga
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3.5 pav. Statistikos X j treciojo centrinio momento elgesys, kintant imties dydZiui n ir parinktoms

artéjancioms alternatyvoms, kai hipotezé neteisinga

I§ §iy grafiky pastebime, kad, esant neteisingai hipotezei, a.d. X’ momentai yra labiau nutolg

nuo teoriniy savo reik§miy negu, kai hipotezé yra teisinga. Vidurkis jau nebéra konstanta, nors

vis dar nedaug skiriasi nuo teorinio savo atitikmens. Siuo atveju dispersijos reikimé, esant
pakankamai dideliam imties dydZiui n, priartéja prie 2(k—1)+4A=22 .Taciau palyging su
pirmuoju dispersijos grafiku 3.1, galime pastebéti, kad arté¢jimas yra létesnis. Ta pati galima
pasakyti ir apie treCiojo centrinio momento elgsena, kuris tik esant dideliam imties dydziui
reikSmingai priartéja prie 8 (k - l) +24A.

3.2. pavyzdys. Sj karta pateiksime pavyzdi, kai hipotetinés tikimybés yra nevienodos. Taigi,

pasirinkg k=4, tikrinsime hipotez¢ H: p, =p,, = %, Dy =Dy = %, D5 = Py =%,

Da = Day = % Jeigu hipotezé teisinga, EX; =3, Var(X,f);t 6, u, (Xj) #24 . Taigi statistikos

. . ey . .. .. . .. 2 v v oy . eqe
X f momentai nevisiSkai atitinka teorinio skirstinio y; momenty reikSmes. Taciau 1§ paveiksléliy

3.6 ir 3.7 matome, kad didinant imties dydi n, jos tampa beveik lygios.
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Dispersija
101
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n

3.6 pav. Statistikos X j dispersijos elgesys, kintant imties dydZiui n ir parinktoms skirtingoms

hipotetinéms tikimybéms, kai hipotezé teisinga

centrmem
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3.7 pav. Statistikos X : trefiojo centrinio momento elgesys, kintant imties dydzZiui n ir parinktoms

skirtingoms hipotetinéms tikimybéms, kai hipotezé teisinga
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Matome, kad esant teisingai hipotezei, statistikos X nz momentai elgiasi panasiai kaip ir pirmuoju

atveju, kai hipotetinés tikimybés buvo vienodos.

1 c

C
—_—=—t—,
Jno 16 n

Jeigu hipotez¢ neteisinga, parenkame artéjanciy alternatyvy seka p, = p,, +

3 c c 5 c c 7 c
——=". Parametra c

C
= —}-—:——|——, = —— =, = B J—
Py = Py 16 o P3 = Pio 16 n Ps = Py 16

k 2
parinksime toki, kad A=) <

=4. Vadinasi ¢ = ,/ﬁ ~0,3862.2.16,2.17 ir 2.18 pav.
= Dio 704

pavaizduota, kaip keiciasi a.d. X trijy pirmyjy momenty reik§més, esant pasirinktoms

arté¢jancioms alternatyvoms bei didéjant imties dydziui n.

Vidurkis

%

12

1

0 100 200 300 400

3.8 pav. Statistikos X: vidurkio elgesys, kintant imties dydZiui n ir remiantis 3.2. pavyzdyje

parinktomis artéjanciomis alternatyvomis, kai hipotezé neteisinga
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3.9 pav. Statistikos X j dispersijos elgesys, kintant imties dydZiui n ir remiantis 3.2. pavyzdyje

parinktomis artéjanciomis alternatyvomis, kai hipotezé neteisinga
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3.10 pav. Statistikos Xj treciojo centrinio momento elgesys, kintant imties dydZiui n ir remiantis

3.2. pavyzdyje parinktomis artéjanciomis alternatyvomis, kai hipotezé neteisinga
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IS Siy grafiky jau akivaizdziai galime pastebéti, kaip svarbu, kad hipotetinés tikimybés biity
vienodos, nes tik esant labai dideliems imties dydziams a.d. X’ momentai gali priartéti prie savo
teoriniy atitikmeny. Taip pat nebkyla abejoniy, jog statistikos X korekcija yra reikalinga

mazesnéms imtims.
IS paveiksléliy galime pamatyti, kad antro pavyzdzio atveju, kai hipotetinés tikimybés yra

nevienodos ir imtis nedidelé, statistikos X pirmieji trys momentai labiau nutolg nuo teorinio

skirstinio ;(32 momenty reikSmiy ir kur kas 1é¢iau i jas artéja.
4. KRITERIJUS, KURIS REMIASI MODELIUOTOMIS REIKSMEMIS

Tarkime, kad tikriname hipotez¢ H: p,=p,, i=L..,k, remdamiesi a.v.

U=(U,...U, )T ~®, (n, p) realizacija u = (u,,...,u, )T.
Pagal apytiksli y° suderinamumo kriterijy, hipotezé H atmetama, kai teisinga nelygybé

2
Xj:Zk:Uf

i=1 npiO

-n>yl (k—l).

Kitaip tariant , H atmetama, kai realizacija x_ patenka i kriting sritj. Kaip Zinome, atliekant
skai¢iavimus kompiuteriu, kritiné sritis néra apibréziama. Vietoje to yra randama vadinamoji P-
reiksme (P-value), t.y. skai¢iuojama tikimybé, kad a.d. X pateks i deSing nuo gautos
realizacijos. Hipoteze¢ yra atmetama tada, kai teisinga nelygybe

p.<a. (4.1)
¢ia p, yrap-reikSme¢, o « - pasikliovimo lygmuo hipotezei tikrinti. Kadangi yra programos ,

kurios igalina rasti a.d. X ,f realizacijas, tai galima jvertinti tikraja P-reikSme. Modeliuojame N

a.d. X realizacijy ir tikriname nelygybe X, > x, kur x yra gautoji realizacija pagal turimus
duomenis. Tarkime, kad i§ N modeliuoty reikSmiy i deSing nuo turimos realizacijos x,f pateko

M reikSmiy. Tada neZinomos P-reikSmés p, ivertinys yra

=, 4.2
Pr= (4.2)
Kriterijus pagal modeliuotas reikSmes atmeta tikrinama hipotezg, kai teisinga nelygybé
p.<a. (4.3)

Sio kriterijaus tikslumas priklauso nuo N . Pavyzdziui, neZinomai P-reikSmei galime

sukonstruoti pasikliauties intervala
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D=2, wqr <p, +z,

ﬁr (l_ﬁr)

Taigi kriterijaus (4.2) tikslumas priklauso tik nuo N parinkimo.

Norint taikyti § kriterijuy, reikia jvesti imties diduma n, hipotetines tikimybes p,,,..., .,

modeliuojamy a.d. X skaitiy N bei sprendziant uzdavini gauta statistikos X realizacija.

5. KRITERIJU TIKSLUMO PALYGINIMAS

Ansktesniuose skyreliuose apraséme tris galimus kriterijus suderinamumo hipotezéms
tikrinti: (1.6), (3.2) ir (4.1). Kad isitikintume, jog naudojant miisy {vesta statistikos X korekcija
V=aX nz +b,
sukonstruotas kriterijus yra tikslesnis, reikia atlikti palyginamaja analiz¢. Vienas i§ galimy budy
tai padaryti yra palyginant tikimybes
P{X; >d|
su jvairiomis d reik§mémis (arba a.d. X realizacijomis).

Tikrinant paprataja suderinamumo hipotezg ir taikant klasikini »* kriteriju (1.6), a.d. X~ yra
aproksimuojamas pagal »° skirstini su k—1 laisvés laipsniu, kur & yra tikimybiy p, skai¢ius,
t.y. intervaly, 1 kuriuos yra suskaidyta duomeny aibée, skaicius. Taigi skai¢iuosime tikimybeg

P{;(,f_1 >d}. (5.1)

Kai hipotezé neteisinga, a.d. X skirstinys aproksimuojamas necentriniu y* skirstiniu su

necentriSkumo parametru o . Tada skai¢iuojama tikimybé
P{yi,;>d}, (5.2)
kur ¢ yra necentriSkumo parametras.

Taikant antrajj kriterijy (3.2), statistikos skirstinys aproksimuojamas tuo paciu y* skirstiniu,

bet su @ laisvés laipsniy, kur @ reikSmeé yra gauta sprendziant lyg€iy sistema (3.3). Vadinasi

skaiciuosime tikimybe

P{V>z}=P{a+bX,f>z}=P{Xj>Z;“}, (5.3)

¢ia b ir a yra koeficientai, rasti 1§ lygciy sistemos (3.3), z; - a.d. V realizacija. Kadangi yra

lyginamas kriterijy tikslumas, tai turéty buti tenkinama lygybeé:
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=d, (5.4)

Sia d, yra statistikos X realizacija. I$sprendus (5.1) atzvilgiu z,, gaunama
z=a+bd .
Tada (5.4) galima pakeisti |
P{V >a+bd}, (5.5)

Tre¢iuoju atveju, taikant kriterijy (4.1), statistikos X pasiskirstymo mums nereikia Zinoti.
Jis remiasi modeliuotomis reikimémis. Siuo atveju papras¢iausiai rasime P-reik§més jvertinj
(4.2).

5.1 -5.18 pav. yra pavaizduotos tikimybeés (5.1), (5.3) ir (4.2) priklausomai nuo parinkty a.d.
X? realizacijy, o taip pat kriterijaus galia pagal (5.2), (5.3) ir (4.2), kai hipotezé neteisinga ir
nagrin¢jame artéjanciy alternatyvy seka, kad necentriSkumo parametras ¢ yra lygus konstantai,
pastaruoju atveju A =4. Gautos tikimybiy reikSmes yra pateiktos 4 priede.

Pereikime prie konkretesniy pavyzdziy.

1. k=4, p, =1/4, hipotezé teisinga

Tarkime, kad tikriname hipoteze¢:

H: p=p,=—,i=1..,4. (5.6)

N

Parinkus 10 galimy statistikos Xf realizaciju, pvz. 5; 6; 6,5; 7; 7,5; 8; 8,5; 9; 9,5;10,
apskaiciuotos tikimybés

P{X;>d},i=1..10. (5.7)

gia d,, i=1,...,10 yra pasirinktos statistikos X realizacijos.
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5.1 pav. Kriterijy tikslumo palyginimas, esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms tikimybéms,

n=12

IS paveikslélio matyti, jog modifikuotaji kriterijy atitinkancios tikimybés (rutuliukai) yra ar¢iau
kriterijy, kuris remiasi vien modeliuotomis reikSmémis, atitinkanciy tikimybiy (zvaigzdutes).
Taigi galima daryti prielaida, kad, ivedus statistikos X’ korekcija ir esant nedideléms imtims,
Siek tiek sumazéja tikimybé atmesti teisinga hipotezeg. Imties dydziui didéjant (zr. leteles 1-4
priede nr. 4), visus tris kriterijus atitinkancios tikimybés priartéja vienos prie kity ir tampa beveik

vienodos, todé¢l tampa nebesvarbu kurj kriterijy yra geriau rinktis, norint patikrinti hipotezg (5.6).
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5.2 pav. Kriterijy tikslumo palyginimas, esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms tikimybéms,
n=100
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2. k=4, p, =1/4, hipotezé neteisinga

Tarkime, kad hipotezé¢ (5.6) yra neteisinga. Tuomet jai patikrinti naudosime artéjanciu

c 1 ¢ . c 1 ¢ . .

=po——F=———"F7,1=L21r p,=p,,+—==—+—.Kadangi A =4, tai
N N A N ¢

¢ =0,5. Naudodamiesi tokiomis iSraiSkomis, apskaiiuojame tikimybes (5.2), (5.3) ir (4.2).

alternatyvy seka: p,

I§ 5.3 pav. galima pastebéti, kad visos tikimybés padidéjo, nes dél A statistikos X
skirstinio tankis pasislinko i deSine. Si karta nesimato tokios aiskios tendencijos kaip pirmuoju
atveju. Kartais galia klasikiniu kriterijumi aproksimuojama geriau negu modifikuotu, kartais
atvirksciai. Galima daryti prielaida, kad atstumai tarp tikimybiy, esant nedideléms imtims, yra

didesni negu esant vienodoms hipotetinéms tikimybéms.
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5.3 pav. Kriterijy tikslumo palyginimas, esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms tikimybéms,

n=12

5.4 pav. Parodo, kad vél, augant imties dydZiui, tikimybés priartéja vienos prie kity, ypac
atitinkanCios klasikini ir modifikuota kriterijus. Tai tik patvirtina 3.2.7. skyrelyje padarytas

i$vadas, braizant statistikos X vidurkio, dispersijos ir tre¢iojo centrinio momento elgsenos

grafikus, kad korekcija yra labiau reikalinga esant maZesnéms imtims.
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5.4 pav. Kriterijy tikslumo palyginimas, esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms tikimybéms,
n=100

3. k=4, hipotetinés tikimybés nevienodos, hipotezé teisinga. Svarbu pasizitréti, kaip
atrodo tikimybeés (5.1), (5.2), (5.3) ir (4.2), jeigu hipotetinés tikimybés yra nevienodos, pvz., kai
tikrinama hipotezé

H: p =py, =%, Py = Py =%, Ps = D3 =%, Ps= Py =%- (5.8)

Tarkime, kad Si hipotezé yra teisinga. Tada i§ 5.5 pav. pastebime, kad modifikuota kriterijuy

atitinkancios tikimybés yra arCiau tikimybiy, apskaiCiuoty taikant kriterijy, kuris remiasi

modeliuotomis reik§mémis. Taigi net ir esant nevienodoms hipotetinéms tikimybéms, {vesta

statistikos X korekcija yra naudinga, esant nedideléms imtims.

52



shi-%
N *** Pagal modeliuctas  ©©° Modifikuotas &8s Klasikinis

[shi=h
0is kS
o013 P
shich
sh =
o114

[shish

*0O

0.027

OF: 2

0.084
0.07 1

0.081

>O%

0.051

O

0.047

>%xO

0.037

x O
D>¥Q

0.024

0.0t

5.0 5.0 55 70 75 30 85 20 2.5 0.0

5.5. pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms tikimybéms,

n=12
5.6 pav. tik patvrtina prielaida apie anks¢iau pastebéta tendencija, jog, didéjant imties
dydziui, tikimybés supanaséja ir tuomet galima taikyti bet kurj kriterijy hipotezei tikrinti, nes jy

tikslumas yra vienodas.
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5.6. pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms tikimybéms,

n=100
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4. k =4, hipotetinés tikimybés nevienodos, hipotezé neteisinga

Tarkime, kad hipotezé (5.8) yra neteisinga. Pazitiréekime, kaip keiciasi tikimybés Siuo atveju.

Matome, kad esant nevienodoms tikimybéms yra sunkiau padaryti iS§vada, kuris kriterijus yra

tikslesnis. Kai kurie rutuliukai atitinkantys modifikuota kriterijy yra labiau priartéje prie

zvaigzduCiy, atitinkan¢iy kriterijy, kuris remiasi modeliuotomis reikSmémis,o Kkartais

trikampiukai, atitinkantys klasikinj kriteriju, yra artimesni zZvaigzdutéms (5.7 pav.).
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5.7. pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms tikimybéms,
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pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms tikimybéms,

n=100

Tuo tarpu 1§ 5.8 pav. vél matome, kad, esant pakankamai dideléms imtims, visos tikimybeés

tampa artimos.
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5. k=10, p, =1/10, hipotezé teisinga. Taip pat pravartu paanalizuoti, kaip keiciasi

kriterijy tikslumas, kei¢iantis hipotetiniy tikimybiu skaiciui, t.y. k. Tarkime, kad tikrinama
hipotezé:

1
H: p=p,=—,i=1..,10. 5.9
pl plO 10 ( )
Siuo atveju hipotetinés tikimybés yra vienodos ir imamos naujos realizacijos tikimybéms

(5.1), (5.2), (5.3) ir (4.2) skai¢iuoti, pvz. 10, 12, 13, 15, 17, 18, 19, 20.
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5.9. pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms tikimybéms,
n=20

Kaip ir pirmuoju atveju, i§ 5.9 pav. matome, kad jvesta statistikos X korekcija yra naudinga
esant nedideléms imtims ir kai tikrinama hipotez¢ yra teisinga. Tuomet tikimybé atmesti teisinga
hipotezg yra mazesné.

5.10 pav. vel parodo, jog esant dideliai im¢iai visos tikimybés suvienodéja. Galima pastebéti
(Zr. lenteles 17 — 20 priede nr. 4), kad kuo daugiau hipotetiniy tikimybiy parenkame, tuo greic¢iau

vyksta artéjimas ir tiksliau aproksimuojamas kriterijaus reikSmingumo lygmuo.
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5.10. pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms tikimybéms,

n=100

6. k=10, p, = 1/10, hipotezé neteisinga

Tarkime, kad hipotezé (5.9) yra neteisinga. 5.11 pav. labai aiskiai parodo, kad modifikuotu

kriterijumi reik§mingumo lygmuo aproksimuojamas tiksliau negu klasikiniu y* kriterijumi.
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5.11. pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms tikimybéms,

n=20

Net ir esant dideléms imtims, modifikuotas kriterijus yra tikslesnis (5.12 pav.). Taigi kuo

daugiau parenkame vienody hipotetiniy tikimybiy, tuo tikslesnius rezultatus gauname.
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5.12. pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms tikimybéms,

n=100

7. k =10, hipotetinés tikimybés nevienodos, hipotezé teisinga Tarkime, kad tikrinama dar

viena hipotez¢:
H: p=p,=—,kaii=1..5; p = AL kai i =6,...,10 (5.10)
D D= Do e s 5 D= Pio 100 yees .10).

Siuo atveju hipotetinés tikimybés yra skirtingos, o realizacijos imamos tos pacios, kaip
ankstesniame uzdavinyje. Esant teisingai hipotezei, nesunku pamatyti, kad tikimybés yra labai
artimos ir modifikuoto kriterijaus reikSmingumo lygmuo yra Siek tiek maZesnis negu klasikinio

kriterijaus(5.13 pav.). Didéjant imties dydZziui n visy kriterijy tikslumas tampa beveik vienodas

(Zr. pav. 5.14).
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5.13 pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms tikimybéms,

n=20
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5.14. pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms tikimybéms,
n=100

7. k =10, hipotetinés tikimybés nevienodos, hipotezé neteisinga
Kai hipotez¢ neteisinga, net ir esant nevienodoms hipotetinéms tikimybéms, 1§ 5.15 ir 5.16

pav. matome, kad buvo naudinga ivesti statistikos X j korekcija. Modifikuota kriterijuy

atitinkancCios tikimybés yra beveik lygios kriterijy, kuris remiasi modeliuotomis reikSmémis,
atitinkanc¢ioms tikimybéms, kai imame jvairaus dydzio imtis. Taip pat pasitvirtina prielaida, kad,
didinant hipotetiniy tikimybiy skai¢iy, didéja kriterijy tikslumas ir iSrySkéja statistikos X

korekcijos naudingumas.
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5.15. pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms
tikimybéms, n = 20
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5.16. pav. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 100
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ISVADOS

Siame magistro baigiamajame darbe aptarti »* kriterijaus paprastajai suderinamumo
hipotezei tikrinti ypatumai bei jo tikslumo priklausomybé nuo duomeny suskaidymo { intervalus
taisykliy. Pastebéta, jog geriau yra, kai hipotetinés tikimybés parenkamos vienodos: skai¢iavimai
tuomet yra paprastesni, o kriterijaus statistikos X vidurkis, dispersija ir teciasis centrinis
momentai yra artimesni teoriniams juy atitikmenims. Siekant patikslinti kriterijy, jvesta statistikos
X? korekcija V' =a+bX_, (kur a ir b yra parametrai, i§spresti i§ tam tikros lyg¢iy sistemos), ir,
remiantis ja, sukonstruotas naujas kriterijus.

Taip pat pasiiilytas papildomas kriterijus hipotezei tikrinti. Jis remiasi modeliuotomis
statistikos X reiksmémis ir konstruojamas lyginant P-reiksmés jverti su reik§mingumo
lygmeniu ¢ . Sio kriterijaus tikslumas priklauso tik nuo statistikos modeliuoty reikimiy
skaiCiaus. Beje, naudojant Siuolaikines technologijas, P-reikSmés iverti yra gana paprasta
apskaiciuoti realiomis kompiuterinio darbo laiko sanaudomis.

Galiausiai atlikta palyginamoji trijy kriterijy analizé: jvestos tam tikros galimos realizacijos ir
kiekvienai i§ ju apskaiciuotas reikSmingumo lygmuo arba galia (priklausomai nuo to, ar
tikrinama hipotezé teisinga ar neteisinga) kiekvieno kriterijaus atveju. Stebéta, kaip keiciasi
rezultatai, naudojant vienodas ir nevienodas hipotetines tikimybes bei didinant imties dydj.

Atliktos analizes iSvados:

o Kriterijus, kuris remiasi modeliuotomis reikSmémis, yra pakankamai tikslus ir jo
pakanka hipotezéms tikrinti, jeigu sumodeliuojama uZtektinai reikSmiy;

o [vesta statistikos X korekcija Siek tiek patikslina rezultatus tikrinant hipotezg, ir
tuomet, kai ji yra teisinga, ir tuomet, kai neteisinga;

e Did¢jant imties dydziui, visi trys kriterijai tampa beveik visiSkai vienodai tikslis ir
klausimas, kuris yra labiau tinkamas, nebetenka prasmés;

e Didinant hipotetiniy tikimybiy skai¢iy k& ir imant jas vienodas, rezultatai gaunami
tikslesni;

o Siekiant palengvinti darba SAS paketo aplinkoje sukurtos programos vertinti modifikuoto

kriterijaus parametrus bei modeliuoti statistikos X reikSmes.
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SANTRAUKA

Siame baigiamajame magistro darbe analizuojamos y* kriterijaus suderinamumo
hipotezéms tikrinti savybés. Siekiama ji patikslinti, ivedant kriterijaus statistikos X~ korekcija
V =a+bX}. Atlikus klasikinio ir modifikuoto kriteriju tikslumo palyginamaja analize,
naudojant modeliuotas X reik§mes, padaryta keletas i§vady. Kriterijus, kuris remiasi statistika
V', Siek tiek patikslina hipoteziy tikrinimo rezultatus, taCiau, kai imtis yra pakankamai didelé,
kriterijy tikslumas beveik nesiskiria. Be to, kriterijus, kuris remiasi modeliuotomis reikSmémis
taip pat yra pakankamai tikslus. Taigi, naudojantis Siuolaikinémis pazangiomis technologijomis,
ir, modeliuojant pakankamai didele a.d. X imti, §io kriterijaus galéty pakakti, kad patikrinti
suderinamumo hipotezg. Skaitiavimy palengvinimui sukurtos makroprogramos a.d. X

momentams skai¢iuoti ir a.d. X realizacijoms modeliuoti.
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MODIFIED CHI SQUARE GOODNESS OF FIT TEST
Paper for the Master‘s degree
Vilnius University, Faculty of Mathematics and Informatics
Supervisor doc. J. Kruopis
Vilnius 2009

SUMMARY

The main purpose of this master thesis is to improve the clasical chi square goodness of fit

test so that it would depend less on the rule, according to which the data is divided into intervals,

and on the hypothetical probabilities.

The tasks of the paper are the following:

To examine (according to the literature ([1], [2], [3])) theoretical and applied aspects
of constructing chi square test;

To analyse the methods of graphic representation of the empirical characteristics of
the data and graphic comparison with their theoretical equivalents. Altogether to look
through the ways of dividing the data into intervals (determining their number and
length);

To calculate the mean, variance and third central moment of chi square test statistics

X and to analyse their properties;

To create a macro for counting the previously mentioned three moments using SAS

software;

To create a macro for modeling statistics X and to construct goodness of fit test

according to the modeled values using SAS software;

To construct an aproximate modified chi square goodness of fit test based on a new
statistics;

To perform comparison of the clasical and modified goodness of fit tests, having the

modeled values;

Analysis of graphing the empirical data and comparison with the theoretical equivalents has

showed that the distribution (density) is recognised easier when the probabilities of values to be

prescribed to certain intervals are equal. This way the execution of computations is easier as well

as the mean, variance and the third central moment of statistics X nz are closer to their theoretical

equivalents.
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The analysis of mean, variance and the third central moment of statistics X~ has been
performed according to the changes of the sample size. It has showed that when a sample is
small, there is a need for correction of statistics X since the empirical values of the moments
are rather far from their theoretical equivalents.

Referring to the delineated before, a modification ¥ of statistics X has been imposed:
V=a+bX].

In addition, one more test has been proposed. It is based only on the modeled values of the
statistics X and the p-value.

Afterwords, the comparison of the three tests (clasical chi square, modified chi square
goodness of fit tests and the test based on the modeled values) has been executed. The method

used was comparing the probabilities P{X 2>d } according to each of the tests. The results were

there following:
e The test based on the modeled values is rather precise and it can be sufficient for
testing hypothesis if there are enough modeled values;

e The correction of the statistics X makes the goodness of fit test slightely more

accurate in both cases when the tested hypothesis is correct and incorrect;

e While the sample size is increasing the accuracies of the tests become almost equal
and afterwards the question which of the tests is better to be applied is not actual
anymore;

e The more hypothetical probabilities are included in the test the more precise results

are gained as well as in the case when the hypothetical probabilities are equal.
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Priedas 1
Literatiiros, kurioje nagrinéjami y° tipo kriterijai, saraas i§ Rusijos valstybinio standarto

,,Empirinio skirstinio suderinamumo su teoriniu tikrinimo taisyklés. y* tipo kriterijai (P50.1033-

2001).
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DydZio n= 200 normaliojo atsitiktinio dydZio modeliuota imtis

i t i t i t i t
1 -1,38033 51 0,263282 101 0,931221 151 1,620111
2 -1,23674 52 0,268439 102 0,944852 152 1,626607
3 -1,17861 53 0,285822 103 0,947397 153 1,63845
4 -1,02991 54 0,292034 104 0,950201 154 1,645171
5 -0,71567 55 0,301982 105 0,95074 155 1,659458
6 -0,6919 56 0,331975 106 0,96694 156 1,675699
7 -0,69059 57 0,345369 107 0,972697 157 1,718866
8 -0,68621 58 0,345619 108 0,988954 158 1,739087
9 -0,66215 59 0,356336 109 0,989598 159 1,773428
10 -0,65889 60 0,38401 110 1,00284 160 1,779622
11 -0,64678 61 0,398331 111 1,009089 161 1,814679
12 -0,64183 62 0,403123 112 1,017674 162 1,823131
13 -0,63115 63 0,406127 113 1,024082 163 1,847633
14 -0,6186 64 0,421883 114 1,02827 164 1,900723
15 -0,60114 65 0,429699 115 1,059279 165 1,909382
16 -0,58209 66 0,430655 116 1,059537 166 1,972216
17 -0,5741 67 0,431258 117 1,069815 167 2,031813
18 -0,52974 68 0,46167 118 1,078057 168 2,043475
19 -0,52776 69 0,469545 119 1,12858 169 2,086171
20 -0,36792 70 0,471742 120 1,129046 170 2,118251
21 -0,36449 71 0,487062 121 1,137561 171 2,141879
22 -0,35613 72 0,524196 122 1,139834 172 2,159822
23 -0,34961 73 0,539951 123 1,162299 173 2,187452
24 -0,2849 74 0,541106 124 1,213353 174 2,199227
25 -0,28375 75 0,558218 125 1,255957 175 2,216325
26 -0,27892 76 0,561508 126 1,277496 176 2,244373
27 -0,26497 77 0,566991 127 1,293083 177 2,322075
28 -0,24641 78 0,572311 128 1,323378 178 2,4031
29 -0,2179 79 0,572629 129 1,336173 179 2,405428
30 -0,20181 80 0,575272 130 1,344407 180 2,416285
31 -0,15624 81 0,609365 131 1,346211 181 2,417716
32 -0,15127 82 0,638722 132 1,34785 182 2,423281
33 -0,14047 83 0,646232 133 1,371053 183 2,432626
34 -0,13359 84 0,659725 134 1,371363 184 2,448098
35 -0,09598 85 0,7018 135 1,377792 185 2,452837
36 -0,09139 86 0,703384 136 1,385702 186 2,469882
37 -0,02908 87 0,715199 137 1,414233 187 2,519816
38 -0,02231 88 0,723033 138 1,460113 188 2,55172
39 -0,01759 89 0,781236 139 1,462134 189 2,563901
40 0,023947 90 0,788326 140 1,47941 190 2,633169
41 0,043867 91 0,826614 141 1,508069 191 2,71138
42 0,126677 92 0,832956 142 1,513563 192 2,76831
43 0,183155 93 0,843276 143 1,538197 193 2,827768
44 0,192015 94 0,857966 144 1,573948 194 2,980797
45 0,2006 95 0,864331 145 1,583981 195 3,007404
46 0,216128 96 0,873789 146 1,589215 196 3,057473
47 0,217228 97 0,886007 147 1,592473 197 3,135568
48 0,245902 98 0,901183 148 1,610498 198 3,329717
49 0,249842 99 0,911131 149 1,616209 199 3,341454
50 0,253282 100 0,930324 150 1,619199] 200 3,384354

2 Priedas

68



3 Priedas
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4 Priedas

Realizacija Pagal l?lovdelluotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,1446 0,157036 0,171797
6 0,0846 0,102457 0,11161
6,5 0,0846 0,082751 0,089663
7 0,0681 0,066833 0,071898
7,5 0,0524 0,053974 0,057558
8 0,0398 0,043588 0,046012
8,5 0,0398 0,0352 0,036733
9 0,0202 0,028425 0,029291
9,5 0,0202 0,022953 0,023331
10 0,0136 0,018534 0,018566

1 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms
tikimybéms, n = 12

Realizacija Pagal lflovdehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,1875 0,162984 0,171797
6 0,098 0,106159 0,11161
6,5 0,0907 0,085563 0,089663
7 0,0734 0,068912 0,071898
7,5 0,0635 0,055466 0,057558
8 0,0386 0,044618 0,046012
8,5 0,0321 0,035873 0,036733
9 0,0285 0,028829 0,029291
9,5 0,024 0,023159 0,023331
10 0,0166 0,018597 0,018566

2 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 20

Realizacija Pagal Ifuidehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,1708 0,168288 0,171797
6 0,1106 0,109445 0,11161
6,5 0,0882 0,08804 0,089663
7 0,0748 0,070723 0,071898
7,5 0,0568 0,056743 0,057558
8 0,0514 0,045476 0,046012
8,5 0,0377 0,036411 0,036733
9 0,0327 0,029128 0,029291
9,5 0,025 0,023282 0,023331
10 0,018 0,018596 0,018566

3 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 50
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4 Priedas

Realizacija Pagal l?“idehuoms Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,1761 0,170045 0,171797
6 0,1094 0,11053 0,11161
6,5 0,094 0,088854 0,089663
7 0,0747 0,071314 0,071898
7,5 0,0589 0,057154 0,057558
8 0,0476 0,045748 0,046012
8,5 0,0371 0,036576 0,036733
9 0,0312 0,029213 0,029291
9,5 0,0246 0,02331 0,023331
10 0,0179 0,018584 0,018566

4 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 100

Realizacija Pagal lflovdelluotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,6093 0,615219 0,600666
6 0,4569 0,500345 0,506838
6,5 0,4569 0,446704 0,462842
7 0,3958 0,396425 0,421149
7,5 0,3673 0,34986 0,38192
8 0,3327 0,307187 0,345245
8,5 0,3327 0,268443 0,311157
9 0,2011 0,233557 0,27964
9,5 0,2011 0,202376 0,250641
10 0,1439 0,174692 0,224078

5 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 12

Realizacija Pagal lflovdelluotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,6351 0,614514 0,600666
6 0,4636 0,508733 0,506838
6,5 0,4528 0,458889 0,462842
7 0,4174 0,411772 0,421149
7,5 0,3896 0,367703 0,38192
8 0,2942 0,32687 0,345245
8,5 0,2727 0,289351 0,311157
9 0,2532 0,255135 0,27964
9,5 0,2272 0,22414 0,250641
10 0,189 0,196236 0,224078

6 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 20
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4 Priedas

Realizacija Pagal lp(idelluotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,6006 0,610205 0,600666
6 0,4976 0,510911 0,506838
6,5 0,4459 0,464118 0,462842
7 0,4107 0,419772 0,421149
7,5 0,3587 0,378125 0,38192
8 0,3394 0,339327 0,345245
8,5 0,2879 0,303441 0,311157
9 0,2684 0,270461 0,27964
9,5 0,2341 0,240328 0,250641
10 0,201 0,21294 0,224078

7 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 50

Realizacija Pagal lfl(idehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,603 0,608161 0,600666
6 0,4943 0,510747 0,506838
6,5 0,4525 0,464891 0,462842
7 0,4055 0,421428 0,421149
7,5 0,3624 0,380586 0,38192
8 0,3261 0,342496 0,345245
8,5 0,2931 0,307212 0,311157
9 0,2674 0,274723 0,27964
9,5 0,234 0,244971 0,250641
10 0,2079 0,21786 0,224078

8 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 100

Realizacija Pagal Iflovdehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,1467 0,13996 0,171797
6 0,0936 0,098717 0,11161
6,5 0,0889 0,083365 0,089663
7 0,0827 0,070605 0,071898
7,5 0,0714 0,059946 0,057558
8 0,055 0,051006 0,046012
8,5 0,0384 0,043481 0,036733
9 0,0328 0,037128 0,029291
9,5 0,0241 0,03175 0,023331
10 0,0222 0,027187 0,018566

9 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 12
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4 Priedas

Realizacija Pagal lp(idelluotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,159 0,151175 0,171797
6 0,1113 0,104075 0,11161
6,5 0,0923 0,086647 0,089663
7 0,0693 0,072269 0,071898
7,5 0,0585 0,060371 0,057558
8 0,0475 0,050501 0,046012
8,5 0,0352 0,042296 0,036733
9 0,0325 0,035462 0,029291
9,5 0,0262 0,029761 0,023331
10 0,0211 0,024998 0,018566

10 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 20

Realizacija Pagal lfl(idehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,1715 0,163084 0,171797
6 0,11 0,108909 0,11161
6,5 0,089 0,089015 0,089663
7 0,0714 0,072762 0,071898
7,5 0,0581 0,059481 0,057558
8 0,0489 0,048628 0,046012
8,5 0,0392 0,039757 0,036733
9 0,0311 0,032507 0,029291
9,5 0,0237 0,02658 0,023331
10 0,0191 0,021735 0,018566

11 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 50

Realizacija Pagal Iflovdehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,1722 0,167381 0,171797
6 0,1117 0,110352 0,11161
6,5 0,0922 0,089477 0,089663
7 0,0749 0,072496 0,071898
7,5 0,0596 0,058698 0,057558
8 0,0462 0,047498 0,046012
8,5 0,0373 0,038414 0,036733
9 0,0313 0,031053 0,029291
9,5 0,0239 0,025091 0,023331
10 0,02 0,020266 0,018566

12 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 100
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4 Priedas

Realizacija Pagal lp(idelluotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,5643 0,540563 0,600666
6 0,4652 0,46033 0,506838
6,5 0,4644 0,425921 0,462842
7 0,4615 0,394621 0,421149
7,5 0,4474 0,366044 0,38192
8 0,3777 0,339876 0,345245
8,5 0,3276 0,315852 0,311157
9 0,3029 0,293751 0,27964
9,5 0,265 0,273382 0,250641
10 0,241 0,254581 0,224078

13 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 12

Realizacija Pagal lfl(idehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,5812 0,553878 0,600666
6 0,5118 0,472495 0,506838
6,5 0,4759 0,43687 0,462842
7 0,4233 0,404161 0,421149
7,5 0,3774 0,374083 0,38192
8 0,3562 0,346393 0,345245
8,5 0,3077 0,320873 0,311157
9 0,2911 0,297333 0,27964
9,5 0,2697 0,275604 0,250641
10 0,2472 0,255532 0,224078

14 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 20

Realizacija Pagal Iflovdehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,5912 0,573759 0,600666
6 0,5054 0,489721 0,506838
6,5 0,4499 0,451866 0,462842
7 0,4216 0,416644 0,421149
7,5 0,3853 0,383927 0,38192
8 0,3681 0,353583 0,345245
8,5 0,3256 0,325474 0,311157
9 0,3013 0,299464 0,27964
9,5 0,2723 0,275419 0,250641
10 0,2452 0,25321 0,224078

15 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 50
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4 Priedas

Realizacija Pagal l?‘idehuoms Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
5 0,5872 0,584435 0,600666
6 0,5039 0,498232 0,506838
6,5 0,4639 0,45883 0,462842
7 0,425 0,421919 0,421149
7,5 0,3912 0,387462 0,38192
8 0,359 0,355392 0,345245
8,5 0,3289 0,32562 0,311157
9 0,3022 0,298045 0,27964
9,5 0,2764 0,272556 0,250641
10 0,2525 0,249037 0,224078

16 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 100

Realizacija Pagal lfuidehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
10 0,3 0,320574 0,350485
12 0,1757 0,194933 0,213309
13 0,1329 0,150302 0,162606
15 0,0717 0,08784 0,090936
17 0,04 0,050421 0,048716
18 0,0283 0,037995 0,035174
19 0,0179 0,028543 0,025193
20 0,0133 0,021383 0,017912

17 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 20

Realizacija Pagal Iflovdehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
10 0,3271 0,330606 0,350485
12 0,1998 0,201095 0,213309
13 0,1551 0,154498 0,162606
15 0,0848 0,089082 0,090936
17 0,0488 0,05009 0,048716
18 0,0337 0,037273 0,035174
19 0,0266 0,027614 0,025193
20 0,0154 0,020376 0,017912

18 lentelé. Kriterijuy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 30
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4 Priedas

Realizacija Pagal lf“idehuoms Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
10 0,3363 0,338591 0,350485
12 0,1976 0,206001 0,213309
13 0,159 0,15779 0,162606
15 0,0879 0,08993 0,090936
17 0,045 0,049659 0,048716
18 0,0319 0,036542 0,035174
19 0,0258 0,026737 0,025193
20 0,0175 0,019463 0,017912

19 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 50

Realizacija Pagal lflovdehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
10 0,3437 0,344551 0,350485
12 0,2069 0,209663 0,213309
13 0,1588 0,160217 0,162606
15 0,0864 0,090475 0,090936
17 0,0461 0,049234 0,048716
18 0,0333 0,0359 0,035174
19 0,0233 0,026 0,025193
20 0,0171 0,018715 0,017912

20 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 100

Realizacija Pagal lflovdelluotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes

10 0,61 0,641165 0,658935
12 0,4576 0,48021 0,512518
13 0,3872 0,408451 0,443255
15 0,2644 0,287392 0,320171
17 0,1768 0,196161 0,221874
18 0,1413 0,160542 0,182163
19 0,1115 0,130676 0,148306
20 0,0879 0,105842 0,119793

21 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 20
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4 Priedas

Realizacija Pagal lf“idehuoms Modifikuotas Klasikinis
reikSmes

10 0,6421 0,648372 0,658935
12 0,4917 0,492293 0,512518
13 0,4327 0,421072 0,443255
15 0,3045 0,298646 0,320171
17 0,2054 0,20457 0,221874
18 0,1581 0,167451 0,182163
19 0,1387 0,13618 0,148306
20 0,1055 0,110095 0,119793

22 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 30

Realizacija Pagal lflovdehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes

10 0,6408 0,653518 0,658935
12 0,493 0,501201 0,512518
13 0,4345 0,430548 0,443255
15 0,3045 0,307391 0,320171
17 0,2109 0,211307 0,221874
18 0,1669 0,173067 0,182163
19 0,1421 0,140721 0,148306
20 0,1115 0,113658 0,119793

23 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 50

Realizacija Pagal lflovdelluotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes

10 0,6471 0,657016 0,658935
12 0,4996 0,507422 0,512518
13 0,4291 0,437263 0,443255
15 0,307 0,313762 0,320171
17 0,2051 0,216344 0,221874
18 0,1684 0,17732 0,182163
19 0,1354 0,144205 0,148306
20 0,1111 0,116431 0,119793

24 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir vienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 100
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4 Priedas

Realizacija Pagal lf“idehuoms Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
10 0,3377 0,319972 0,350485
12 0,2023 0,194783 0,213309
13 0,1533 0,150317 0,162606
15 0,086 0,088046 0,090936
17 0,0461 0,05068 0,048716
18 0,0324 0,03825 0,035174
19 0,0234 0,028782 0,025193
20 0,0171 0,0216 0,017912

25 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 20

Realizacija Pagal lflovdehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes

10 0,346 0,330174 0,350485
12 0,2069 0,200985 0,213309
13 0,1541 0,154509 0,162606
15 0,0841 0,089235 0,090936
17 0,0467 0,050282 0,048716
18 0,0346 0,037461 0,035174
19 0,0244 0,027789 0,025193
20 0,0187 0,020534 0,017912

26 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 30

Realizacija Pagal lflovdelluotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
10 0,3502 0,338316 0,350485
12 0,2135 0,205929 0,213309
13 0,1576 0,157798 0,162606
15 0,091 0,090031 0,090936
17 0,047 0,049785 0,048716
18 0,0326 0,036664 0,035174
19 0,024 0,02685 0,025193
20 0,0181 0,019563 0,017912

27 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 50
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4 Priedas

Realizacija Pagal lf“idehuoms Modifikuotas Klasikinis
reikSmes
10 0,3522 0,344408 0,350485
12 0,2103 0,209626 0,213309
13 0,1609 0,160222 0,162606
15 0,0872 0,090529 0,090936
17 0,046 0,049301 0,048716
18 0,0349 0,035965 0,035174
19 0,024 0,02606 0,025193
20 0,0173 0,018767 0,017912

28 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant teisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 100

Realizacija Pagal lflovdehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes

10 0,6498 0,634817 0,658935
12 0,4949 0,472541 0,512518
13 0,4143 0,400772 0,443255
15 0,2858 0,28051 0,320171
17 0,1844 0,190597 0,221874
18 0,1487 0,155676 0,182163
19 0,1195 0,126483 0,148306
20 0,0954 0,102274 0,119793

29 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 20

Realizacija Pagal lflovdelluotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes

10 0,65 0,64393 0,658935
12 0,4946 0,486602 0,512518
13 0,4251 0,415201 0,443255
15 0,2965 0,293087 0,320171
17 0,2008 0,199854 0,221874
18 0,1622 0,163236 0,182163
19 0,1321 0,132475 0,148306
20 0,1049 0,106883 0,119793

30 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 30
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4 Priedas

Realizacija Pagal lfl?,dehuoms Modifikuotas Klasikinis
reikSmes

10 0,6508 0,650583 0,658935
12 0,4968 0,497235 0,512518
13 0,4253 0,426342 0,443255
15 0,3047 0,303194 0,320171
17 0,2073 0,207578 0,221874
18 0,1658 0,169664 0,182163
19 0,1345 0,13767 0,148306
20 0,1089 0,110965 0,119793

31 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 50

Realizacija Pagal rflovdehuotas Modifikuotas Klasikinis
reikSmes

10 0,6544 0,65525 0,658935
12 0,5019 0,504911 0,512518
13 0,4321 0,434529 0,443255
15 0,3058 0,310896 0,320171
17 0,2098 0,213684 0,221874
18 0,1676 0,174845 0,182163
19 0,1361 0,141946 0,148306
20 0,112 0,114402 0,119793

32 lentelé. Kriterijy tikslumo palyginimas esant neteisingai hipotezei ir nevienodoms hipotetinéms

tikimybéms, n = 100
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5 Priedas

Makroprograma modchi apskai¢iuoja statistikos X vidurki, dispersija ir tre€iaji centrinj
momenta bei modifikuotos statitikos parametrus a, b ir w ir juos atspausdina. Po to randa

tikimybes, kad statistikos reik§mé pateks i sriti uz tam tikry ivesty realizacijy kiekvieno

kriterijaus atveju.

Makroprograma galima naudotis, jvedus parametrus:
k — hipotetiniy tikimybiy skaicius;
n — imties dydis;
¢ — parametras, kurj naudojame apskaiciuoti tikrosioms tikimybéms, kai hipotezé
neteisinga (esant teisingai hipotezei ¢ priskiriamas 0);
delta — necentriSkumo parametras, kai hipotezé neteisinga (esant teisingai hipotezei
delta priskiriamas 0);
r — realizacijy, su kuriomis lyginamos statistiky reikSmeés, skaicius;
real — realizacijy, su kuriomis lyginamos statistiky reikSmés, masyvas;
arrayl — tikryjy tikimybiy masyvas;
array2 — hipotetiniy tikimybiy masyvas;

% macro modchi (k,n,c,delta,r,real,arrayl,array2);
Data tikimybes;
Array apsk(&k)al-a&k (&arrayl);/*tikryjy tikimybiu masyvas®/
Array hipo(&k)b1-b&k (&array2);/*hipotetiniu tikimybiu masyvas*/
Do i=1 to &Kk;
pi=apsk[i]+((-1)**1)*&c/sqrt(&n);
pi0=hipo[i];
s1=(pi-pi0)*(1-pi)/pi0;
s2=(pi-pi0)**2/pi0;
s3=p1**3/p10**2;
s4=p1**2/pi0;
$5=pi/pi0;
s6=p1**2/pi0**2;
s7=pi/pi0**2;
s8=pi1**3/pi0**3;
$9=pi**4/pi0**3;
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S Priedas
ssO=pi**2/pi0**3;
ss1=pi/pi0**3;
sumal+sl;
suma2+s2;
suma3+s3;
sumad4-+s4;
sumas+s5;
suma6+s6;
suma7+s7;
suma8+s§;
suma9+s9;
sumalO0+ss0;
sumall+ssl;
delta=&c**2/pi0;
sum_deltat+delta;
output;
end;
Keep i pi pi0 sl s2 s3 s4 s5 56 57 s8 59 ss0 ssl sumal suma2 suma3 suma4 suma5 suma6 suma?7
suma8 suma9 sumalO sumall sum_delta;
run;
data momentai;/*randa statistikos vidurki, dispersija ir treciaji centrini momenta*/
set tikimybes;
where i=&K;

vidurkis=&k-1+sumal+suma2*&n;

dispersija=(2*(&n-1)/&n)*(2*(&n-2)*suma3-(2*&n-3)*(suma4d)**2-

2*suma4*suma5+3*suma6)-(1/&n)*((sumaS)**2-suma?7);

centrmom=(2*(&n-1)/(&n)**2)*((20*(&n)**2-68* &n+60)* (sumad)**3-
3*sumad*suma5-18*suma6*sumaS+(34*&n-68)*suma8+9*(sumad)**2*suma4-
(18*&n-36)*sumaS*suma3-(36*&n-54)*suma6*sumad—+(16*(&n)**2-
80*&n+96)*suma9+14*sumal 0+(24*&n-36)*(suma4)**2*sumaS-(36*(&n)**2-
144*&n+144)*sumad4*suma3)+(1/(&n)**2)*(2*(sumaS)**3+sumal 1-

3*sumaS5*suma?7);
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5 Priedas

keep vidurkis dispersija centrmom,;
run;
data mod;
SET momentai;/*Randa modifikuotos statistikos V=a+bX parametrus a ir b bei laisves laipsniu
skaiciu w*/
a=8*dispersija**3/centrmom™**2-4*vidurkis*dispersija/centrmom,;
b=4*dispersija/centrmom;
w=8*dispersija**3/centrmom**2;
run;
proc print data=mod;/*spausdinamos vidurkio, dispersijos ir treciojo centrinio momento
reiksmes, a,b ir w*/
Var vidurkis dispersija centrmom a b w;
run;
data mod; /* Konstruojami klasikinis ir modifikuotas kriterijai*/
Set mod;
Array realizacija(&r)rel-re&r (&real);
retain Realizacijos 0 d 0;
Do while (Realizacijos<realizacija[ &r]);
Modifikuotas=1-cdf('Chisq',realizacija[d+1]*b+a,w);
Klasikinis=1-cdf('Chisq',realizacija[d+1],&k-1,&delta);
d=d+1;
Realizacijos=realizacija[d];
output;
end;
keep Realizacijos Modifikuotas Klasikinis;
run;

% mend modchi;
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6 Priedas

Makroprograma modeliavimas modeliuoja statistikos X reik§mes, skai¢iuoja kriterijaus

(4.1) p-reikSme ir konstruoja kriterijy hipotezei tikrinti.

Makroprograma galima naudotis, jvedus parametrus:
k — hipotetiniy tikimybiy skaicius;
n — duomeny imties dydis;
z — statistikos X j generuoty reikSmiy imties dydis;
¢ — parametras, kuri naudojame apskaiciuoti tikrosioms tikimybéms, kai hipotezé
neteisinga (esant teisingai hipotezei ¢ priskiriamas 0);
real — realizacijy, su kuriomis lyginamos statistiky reik§més, masyvas;

arrayl — hipotetiniy tikimybiy masyvas;

% macro modeliavimas (k,n,z,c,real,arrayl);
Data tik_mod;
Array hipo(&k)hipol-hipo&k (&arrayl);/*tikruju tikimybiu masyvas*/
Do i=1 to &k;
pi0=hipo[i]+(-1)**1*&c/sqrt(&n);
output;
end;
Keep pi0;
run;
proc transpose data=tik_mod out=tik_mod (drop=_Name ) prefix=t;
run;
data imtis; /*modeliuoja a.d. X imti*/
set tik_mod;
Array polinom(&k)tl-t&k;
Array hip(&k)h1-h&k (&arrayl);
Do i=1 to &z;
p=0;d=0;paskutinis=&n;Suma_x=0;
Do j=1 to &k-1;
Retain p d Suma_x paskutinis;
if paskutinis=0 then do;
pol=0;
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end;
run;
data kriterijus;

set imtis;

where j=&k-1;
Array rel(8)al-a8 (&real);
if Stat>al then pl=1;else p1=0;

X=(pol-&n*hip[j])**2/(&n*hip[j]);
suma_x+X;

p=p;

d=d;

paskutinis=paskutinis;
Stat=Suma_x-+(&n*hip[j+1])**2/(&n*hip[j+1]);
output;

end;

else do;
pol=ranbin(1,paskutinis,polinom[j]/(1-p));
X=(pol-&n*hip[j])**2/(&n*hip[j]);

Suma x+X;

p=p-+polinom([j];

d=d+pol;

paskutinis=&n-d;
Stat=Suma_x+(paskutinis-
&n*hip[j+1])**2/(&n*hip[j+1]);

output;

end;

end;

if Stat>a2 then p2=1;else p2=0;
if Stat>a3 then p3=1;else p3=0;
if Stat>a4 then p4=1;else p4=0;
if Stat>a5 then p5=1;else p5=0;
if Stat>a6 then p6=1;else p6=0;
if Stat>a7 then p7=1;else p7=0;
if Stat>a8 then p8=1;else p8=0;
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proc means data=kriterijus sum noprint;
Var pl p2 p3 p4 pS p6 p7 ps;
Output out=sumos (drop= TYPE FREQ ) sum(pl:)=sumal sum(p2:)=suma?2
sum(p3:)=suma3 sum(p4:)=suma4 sum(p5:)=suma5 sum(p6:)=suma6 sum(p7:)=suma?7
sum(p8:)=sumas;
run;
data tikimybes;
set sumos;
Array suma(8)sumal-sumas;
Array rl(8)rl1-rl8 (&real);
retain Realizacijos 0 d 0;
Do while (Realizacijos<rl[8]);
Pagal modeliuotas=suma[d+1]/&z;
d=d+1;
Realizacijos=rl[d];
output;
end;
keep Realizacijos Pagal modeliuotas;
run;

% mend krit_palyginimas;
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