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Anotacija

Draudimo matematikoje modeliuojant Zzalas daznai dogmi dviep paramety
lognormalusis ir Pareto skirstiniai. Lognormalusksrstinys taikomas mazoms zaloms su dideliu
dazniu apraSyti, o Pareto — diglels su mazu. Siekiant, kad skirstinys vienodai geprasSytu
visy tipy Zalas, sudaromas nupjauto lognormaliojo ir Pasktstiniy miSinys su trimis laisvais
parametrais. Sis darbas parasytas remiantis Kats@a@ooray ir Malwane M. A. Ananda
straipsniu "Modeling actuarial data with a compsstignormal — Pareto model" ("Scandinavian
Actuarial Journal”, 2005, 5, 321 - 334 psl.), korea nagrigjamas suékinis lognormalusis —
Pareto skirstinys.

Darbe nagrigjami lognormalusis ir Pareto skirstiniai, aptariankactl jie turéty bati
naudojami kartu kaip misinys, pateikiamas nupjdogmormaliojo ir Pareto skirstinimisSinio
tankio funkcijos iSvedimas, grafiSkai iliustruojasngps kitimas, priklausomai nuo paranetr
parinkimo. Praktidje dalyje nagrigjamos trys imtys: sudiniu lognormaliuoju — Pareto
skirstiniu modeliuoti duomenys, vienos Lietuvosudfisno bendrogs draudimo nuo nelaiming
atsitikimy zalos ir Danijos gaisr draudimo zalos. Didziausio tiitnumo metodu skaitiSkai
ivertinami misSinio parametrai kiekvienai &mi, gauti rezultatai lyginami su sétthio
lognormaliojo — Pareto, lognormaliojo, Pareto, Gaméeibull skirstiniy didziausio tiktinumo
iverciais. Palyginimui naudojami Kolmogorovo — Smirnovindersono — Darlingo kriterijai ir
chi kvadrato suderinamumo testo p — reikS@auti rezultatai rodo, kad visais atvejais gesiau
tinka nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstinmiSinys draudimo Zzaloms analizuoti ir

modeliuoti.



Resume

In insurance mathematics are often used the logalaant the Pareto distributions with two
parameters to model loss data. The lognormal bigtdn is used to model small data with
higher frequencies, while the Pareto distributian used to model large data with low
frequencies. In order to achieve both of thesee®$s one model, the truncated lognormal and
the Pareto distributions mixture with three parames presented. This work is written with
reference to Kahadawala Cooray ir Malwane M. A. Adwarticle "Modeling actuarial data with
a composite lognormal — Pareto model" ("Scandimaiatuarial Journal”, 2005, 5, 321 - 334
pages), where composite lognormal — Pareto modekearched.

In this work the necessity of the lognormal and thareto distributions mixture is
discussed, the derivation of the truncated lognbamd the Pareto distributions mixture model
are presented and behaviour of density functiasejpendent of parameter variation is discussed
by illustrating. For practical application thredalaets are chosen: simulated from the composite
lognormal — Pareto distribution, personal accidesurance loss of one Lithuania insurance
company, Danish fire loss data. For the each oh dats the parameters are estimated using
maximum likelihood function, resulted estimatorse atompared with maximum likelihood
estimators of composite lognormal — Pareto, logmbrnmPareto, Gamma and Weibull
distributions. In order to compare the models tiloWwing criterions are used: Kolmogorov —
Smirnov, Anderson — Darling criterions and the yalue from the chi square goodness of it test.
The result indicate that the truncated lognormal e Pareto distributions mixture fits most for

every data set of insurance loss.



Jvadas

Sis darbas paremtas Kahadawala Cooray ir Malwané.Mnanda straipnyje "Modeling
actuarial data with a composite lognormal — Parstwlel" ("Scandinavian Actuarial Journal”,
2005, 5, 321 - 334 psl.) nagén sudtinio lognormaliojo — Pareto skirstinio modeliu.
Remdamiesi Siuo straipsniu, 2006 metais kartu sedi® Tamulyje ir Gediminu Kuodziu
paragme bakalauro dasb,Zaly modeliavimas naudojant sttthj lognormaiji — Pareto

Aktuarinéje matematikoje bei draudimo bendmpasdieniniame darbe daznai naudojami
lognormalusis ir Pareto skirstiniai draudimo waluomenims generuoti ir analizuoti. Sie
duomenys dazniausiai yra labai asimetriski ir sipnukrype i teigiany puse. Didelio daznio
mazas zalas gerai aprasSo lognormalusis skirstmyserdraudimo ir dideles zalas su mazesniu
dazniu geriau modeliuoti Pareto skirstiniu, kunsi tankesnes ir ilgesnes virSutines uodegas.
Lognormalusis skirstinys apima ir didesnes Zalasnsizu dazniu, taau Sio skirstinio tankio
funkcijos grafikas greiau aréja i 0, nei Pareto, t.y. lognormaliojo skirstinio uodegra kur kas
lengvesis. Taikant lognormaji skirstin didekms draudimo zaloms, jos daznai yra
nepakankamaivertinamos ir nuostoliai virSijavercius. Del Sios priezasties, dided Zalos
modeliuojamos Pareto skirstiniu, 0 mazoms Zalomi&omaas lognormalusis skirstinys.
Stengiantis, kad skirstinys atitikivairias zalas, tiek mazas, tiek dideles, naggime nupjauto
lognormaliojo ir Pareto skirstinimisin.

Skirstiniy misSini nuo 0 iki# sudaro nupjautas taskdognormalusis skirstinys, kuris turi 2
nezinomus parametrusir o. Tuo tarpu, nu@ iki begalyles miSinyje yra Pareto skirstinys, kuris
turi taip pat 2 nezinomus parametrus i 6. Sudarius $i dvieju skirstinipy miSin;, atsiranda dar
vienas kintamasia — miSinio svorio konstanta. Siekiant, kad miSiskgstiniy sujungimo taske
netugty trakio ir baty glodus, iSkeliamos diferencijuojamumo ir tolyduregygos jungimo
taskui. 13pildZius Siasab/gas, laisy kintamyjy skatius sumagja iki trijy —a, o ir 6. Sio miinio
forma panasi lognormaliojo skirstinio, tdau uodegos yra sunkesnir panasSess | Pareto,
taciau lengveseés.

Si darky sudaro 2 skyriai. Pirmajame skyriuje iSvedamagauip lognormaliojo ir Pareto
skirstiniy. miSinio modelis, tankio funkcijos grafikas lyginas su lognormaliuojo ir Pareto
skirstiniy tankio funkcijy grafikais, esant tokioms giams parametr reikSnmems. Grafiskai
analizuojama, kaip fiksavus 2 laisvus parametramigeiiant trefiaji, kinta tankio funkcijos
grafikas. Taip pat analiziskai iSvedamos pasiskinst bei t-tojo momento funkcijos. Antrajame
skyriuje iSvedama didziausio &numo funkcija, kuri ¥liau naudojama vertinant nezinomus

parametrus skaitiSkai ir analizuojamos trys duomientys — sudtiniu lognormaliuoju — Pareto
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skirstiniu modeliuoti duomenys, Lietuvos draudimanipanijos draudimo nuo nelaiming
atsitikimy zalos,ivykusios per metus, bei Danijos gaisiraudimo zZalos, uzregistruotos per 10
mety. Taip pat antrajame skyriuje nupjauto lognormalimjPareto skirstini miSinio didziausio
tikétinumo paramety jverciai lyginami su kity skirstiny didzZiausio tiktinumo jveriais, taikant

jvairiy test; statistikas.



1. Nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstiniy misinys

1.1. Tankio funkcijos iSvedimas

Nagriresime nupjautojo lognormaliojo ir Pareto skirstimniSini. Turim atsitiktini dydi X,
kuris pasiskirsts pagal nupjagt tasked lognormailji skirstin, intervale nuo 0 ikd. Sio

skirstinio tankio funkcija

eof- 3[4

@XUQ(InQ—yj '

f (X) = O0<x<4,

o

kur o >0 ir x4 yra nezinomi lognormaliojo skirstinio parametrai,d > 0 - Pareto skirstinio
nezinomas parametras. Intervale Auiki begalyl®s, atsitiktinis dydisX, yra pasiskirsis pagal

Pareto skirstify su tankio funkcija
f,(X) :%’ x> 6.
X
Cia 6 > Oir ¢ >0 yra nezinomi Pareto skirstinio parametrai.

Tarkim, nupjauto lognormalio skirstinio miSinyje $a dalis, o Pareto skirstinio +—a.
Tuomet, skirstini misinio tankis yra

af/(x), 0<x<4é,

fix)= {(1—1;))f2(x), x>0,

Reikalaukime, jog sujungimo tasSke& tankio funkcijos yra lygios, tolydZios ir
diferencijuojamos, t.y. sujungimas yra bekio ir pakankamai glodus. Tada

{a £,(0) = A-2a)f,(6),

af/(0)=(@1-a)f)(0)
kur (@) yra funkcijosf (x) isvestire tasked.

Turime dvieji lygciu sistem su penkiais nezinomaisiais — po 2 nezinomus pdrasie
nupjautojo lognormaliojo ir Pareto skirstinbei miSinio svorio konstanta. Si konstanta turi
tenkinti slyga: 0<a<1. ISsprendus Iygu sistema, nezinony paramety skatius sumagja iki
triju.

Raskime tankio funkaij f,(x) ir f,(x) iSvestines pagat



{7 el e e

f'2(x) = (MJ' __(@-a)a(a+1p"

Xa+1 B Xa+2

X

Sulygire funkcijasf, (x) ir f,(x) bei ju iSvestines taske, gauname lygy sistem:

af,(0) = @-a),(0),
{a (0)= -a) (o)

anp{_l(lne_ﬂjz}
2 _ (-a)at”

o2
_ a+l
A/ 27[6’0@( Ing ,uj o

o
2
aex _1(|n9—yj (1+|nl92—yj
~ 2\ o o ) (-a)a(a+1p"
_ - a+2 !
\/ZJHZQ)(M@ ,uj 0
o

Pirmos lygties iSraigkstatomg antmja ir gauname:

(1- a)aé’“(1+ '”ez_”j
(o2

9a+2 9a+2

_ @a- a)a(a +1)t9“ ]

u=Inb-ac?’.

Gaubja u iSraiSky, statoma pirmaja lygti:



a exp{— a2202 }
= (1-a)a;

\/%O'(I)((IO')
a’c?
exp,—
a p{ 2 } =1-g;
@aa@(ao—) ’
a’c?
exp —
a p{ 2 }+1 =1
\/Zaad)(aa)
Q- @aa@(aa)
N 2_2 '
exp{—a; }+@aa¢>(a0')

Parametragu kinta tarp—oo irco. Kai @ —» 0 ir ac® — o, tai u — -0 . Kai @ - o, tai

1 — oo. MiSinio svorio konstanta kinta tarp O ir 1. Kaieo — o, tai a— 1 Kai aoc — 0, tai

a—>0.
Statome =N —-ac?® ir a= 2272ra0<l>(aa) igraiskasi f,(x) ir f,(x)
exp{— & 20- } ++2rac®(ao)
tankio funkcijas:
V2racd(aoc) 1 1(Inx-In6+ac?
f(x) = ' Rl < _
exp{— & 20- }+ V2racd(aoc) RO

- @ exp{—ilnzﬁ}ﬁexp{——azaz}z
x(exp{— azzoz } + \/Zaad)(aa)] 20" 61X .
} . (1)

ad” 1 ,X a’o?
T In© =} exp —
X 20 o 2
2 H

exp{— a220' }+ @ao«b(aa)
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ox _a’c?’| ab”
V2rac®(ac) ad” 2 | x

fa(x)=|1- 7 2 X 2_2 - (@
exp{— & 20 }+ V2rac®(ao) exp{— & 20 }+ V2rac®(ao)
Taigi, gauname nupjauto lognormaliojo ir Paretastkiiy miSinio tankio funkci su
trimis neZzinomais parametraés> , @ > 0 bei o > 0:
af” a’c? 1 ,Xx
Ve exp — 5 exp, — 2? In P
, 0<x<6,
a’o?
exp{— > }+ V2rac®(ao)
f(x) = (3)

alf” a’c?
a+l ex -
X 2

2_2 !
exp{— ¢ 20 }+ \/Zaad)(aa)

1.2. Tankio funkcijos grafikas

X> 0.

Nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstinimiSinio tankio funkcija priklauso nuo tiij
paramety. Su tam tikru nezinomparamety rinkiniu, nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstj
miSinio tankio funkcija neadja i O taip greitai, kaip lognormaliojo. 1 pav. matorkaip atrodo
lognormaliojo, Pareto bei nupjauto lognormaliojoRareto skirstini miSinio tanky grafikai
esant parametrama =0.5, ¢ =0.5 ir =50. Esant Siam parametrinkiniui, misinio svorio
konstantaa yra 0.28. MiSinio uodegadiau artéja i nuli, nei lognormaliojo skirstinio tankio
funkcijos, to@l geriau apraso dideles Zalas.

R pakete ggrafika bréziame, Zymddami nezinomus parametrus raide a,c -s, 06 -t
(visuose kituose R paketo koduose iSlaikysimgati Zymejima):
a=0.5
s=0.5
t=50
dinormalpar=function(x)

{ifelse (x>0&x<=t,

(a*(t"a)*(x"(-a-1))*exp(-(@"2)*(s"2)/2)*exp(-(log(x ")/
(2*(s"2)))/(exp(-(a”2)*(s"2)/2)+sqrt(2*pi)*a*s* pno rm(a*s))),
(a*(t*a)*(x"(-a-1))*exp(-(ar2)*(s"2)/2)/( exp(-

(a"2)*(s"2)/2)+sqrt(2*pi)*a*s* pnorm(a*s))))

}

11



dpareto=function(x) {ifelse(x>t, (a*(t*a))/(x(a+1) ),NA)}
m=log(t)-a*(s"2)

f=function(x) {exp(-0.5*(s"-2)*((log(x)-m)"2))/(sqr t(2*pi)*x*s)}
curve(f,0,300,lty=2)

curve(dinormalpar,0,300,add=TRUE,Ity=1)
curve(dpareto,0,300,add=TRUE,Ity=3)

legend(75,0.018,c("Lognormalusis skirstinys","Nupja uto lognormaliojo
ir Pareto skirstini u misinys","Pareto skirstinys"),lty=c(2,1,3),
cex=0.75)
1pav.
L
| Ty
=l R
) ! ".,
! 1
II II|
! H --- Lognarmalusis skirstinys
i | — Mupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstiniy miginys
L | R B Pareto skirstinys
5 -
fa]
— Lo
o -—
— =T
Lo
Ly
L
= -
Lo
L
[
= -
= I I I I I I I
0 a0 100 140 200 250 200
X

Nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstinimiSinio tankio funkcija priklauso nuo tiij
paramety. Fiksavus du iy ir keic¢iant tretiaji, atitinkamai ketiasi ir tankio funkcijos grafikas.

2 pav. matyti, kaip kinta tankio funkcijos grafik&eiciant paramety « , esant fiksuotiems
o0 =0.5 ir #=50. Mazjant « , grafiko aukstis taip pat mga, virsiné nezymiai slenka deSir
pus: bei darosi maziau statmena. MiSinio uodegéal artja link 0. Svorio konstanta,

mazjant « , taip pat maga (1 lentet).
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1 lenteke

a a
2 0.7766387
1 0.4954614
0.5  0.2790679
0.25: 0.1479207
2 pav.
L™
b
-
o
=
L
=
-’ — alfa=2
--- alfa=1
----- alfa=0.5
Lo == alfa=0.25
—_ =T
oo
=
=
o
L™
L]
8
L]
= = LREES I
i
=
= | | | |
0 50 100 150
X
Statistiniame pakete grafika bréziame:
f=function(x)
{ifelse (x>0&x<=t,
(a*(t"a)*(x"(-a-1))*exp(-(@"2)*(s"2)/2)*exp(-(log(x ")/
(2*(s"2)))/(exp(-(a™2)*(s"2)/2)+sqrt(2*pi)*a*s* pno rm(a*s))),

s=0.5
t=50

(a*(t*a)*(x*(-a-1))*exp(-(a*2)*(s"2)/2)/( exp(-
(an2)*(s"2)/2)+sqrt(2*pi)*a*s* pnorm(a*s))))
}
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a=2
curve(f,0,150)

a=1

curve(f,0,150,add=TRUE,Ity=2)

a=0.5

curve(f,0,150,add=TRUE,Ity=3)

a=0.25

curve(f,0,150,add=TRUE,Ity=4)

legend(100,0.02,c("alfa=2","alfa=1","alfa=0.5","alf a=0.25"),Ity=c(1,2,

3,4), cex=0.75)

3 pav. vaizduoja, kaip kinta miSinio tankio funkgjgrafikas, esant fiksuotienes=0.5 ir
6 =50, o kintanto . Did¢jant o, grafiko vir§iné taip pat didja ir spaudziasi prie ordida; asies.
MiSinio svorio konstanta a, mgant o, irgi mazja (2 lentet).
2 lentek

o a

1.25 0.5829805

1 0.4954614

0.5 0.2790679

0.25 0.1479207

Su R galima aprasyti taip:

f=function(x)
{ifelse (x>0&x<=t,
(a*(tha)*(x"(-a-1))*exp(-(a"2)*(s"2)/2)*exp(-
(log(x/t)*2)/(2*(s"2)))/( exp(-(a"2)*(s"2)/2)+sqrt( 2*pi)*a*s*
pnorm(a*s))),
(a*(t*a)*(x"(-a-1))*exp(-(ar2)*(s"2)/2)/( exp(-
(an2)*(s"2)/2)+sqrt(2*pi)*a*s* pnorm(a*s))))
}

a=0.5

t=50

s=1.25

curve(f,0,150)

s=1

curve(f,0,150,add=TRUE,Ity=2)

s=0.5

curve(f,0,150,add=TRUE,Ity=3)

s=.25

curve(f,0,150,add=TRUE,Ity=4)
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legend(100,0.02,c("sigma=1.25","sigma=1","sigma=0.5 " "sigma=0.25"),lty

=c(1,2,3,4), cex=0.75)
3 pav.

L
I
&
=
o
I
&
[’ — sigma=1.24
--- sigma=1
----- sigma=0.45
== sigma=0.25
L
-
S
o
—_— N
'
RS :
-— ’
'
L] i
-— ]
O !
L] 1
1
'
|
T’
1
L ’
s 1
= |
(o] 1
1
|
|
1
I
o
=
A E—
]

4 pav. matyti, kaip kintan®, esant fiksuotiemsr =0.5 ir o =0.5, kinta miSinio tankio
funkcijos grafikas. Didjant @, grafiko vir§iné mazja, gloctja ir slenkasi deSire pus. Kadangi
miSinio svorio konstanta a nepriklauso n@ptai ji iSlieka pastovi visom# reikSnems.

R pakete ggrafika bréziame:
f=function(x)
{ifelse (x>0&x<=t,
(a*(t"a)*(x"(-a-1))*exp(-(a"2)*(s"2)/2)*exp(-(log(x
(2*(s"™2)))/(exp(-(a™2)*(s"2)/2)+sqrt(2*pi)*a*s* pno rm(a*s))),
(a*(t"a)*(x"(-a-1))*exp(-(a"2)*(s"2)/2)/( exp(-
(an2)*(s"2)/2)+sqrt(2*pi)*a*s* pnorm(a*s))))

Iyn2)!

}
a=0.5
s=0.5
t=25
curve(f,0,150)
t=50
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curve(f,0,150,add=TRUE,Ity=2)

t=75

curve(f,0,150,add=TRUE,Ity=3)

t=100

curve(f,0,150,add=TRUE,Ity=4)
legend(100,0.015,c("teta=25","teta=50","teta=75","t
,3,4), cex=0.75)

eta=100"),Ilty=c(1,2

Lo
o
- — teta=25
--- teta=4a0
----- teta=74
-=-= teta=100
]
- 92
:j [an’
Lo
o)
S
o
o
-]
S -
o

1.3. Pasiskirstymo funkcija

4 pav.

Nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstinmisinio pasiskirstymo funkcijF(x) rasime

integruodami tankio funkgeij f(x) nuo — oo iki x:
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) Ifl(s)da O0<x<é6,
F(X) = J'f(s)ds: ’ .

- j fl(s)ds+j f,(s)ds x>0,

¢ia funkcijos f,(s) ir f,(s) atitinkamai apibztos formuémis (1) ir (2).

Tuomet,
2 2
. afd” exp{— @ 20 } - 1
j f,(s)ds= — J' — ex;{— 57 Inzg}ds
S
0 exp{— & 20- }-f‘ V2rac®(ac) ° o
Pazyntkime

0{20'2
exp —
C:=

exp{— a’c’ } +2rac®(ac) |

2
Tada,
[ fi(9ds=Cat* | 1+lexp{— 12In2§}ds:
5 5 S” 20 0
:C“.ﬁ[gj exp{— 12In2§}ds:CaJ'1ex In(fj exp{— lzlnzi}ds=
5 S\ S 20 0 S 0 20 0
X 2 __2 2 __2
—Caj—ex - 12In2§— n>_%9 %9 l4s=
oS (o} 0 o 2 2

2 __2)X 2
=Caex @9 jiex —E(lln§+aaj ds
2 Jys 2\c 6

" 1 s
Darome pakeitim t =—|n§+aa , tuomet
o

1 x
—In—+aoc
2 _2\o

E f,(s)ds=Ca exp{a 20 } T % N exp{— %}eexp{a(t —ao)jodt=

fexplo(t —ao

—0

iInlﬂzo‘
a20'2 o 0 1 t2 0(20'2 1 X
=C+2 ex —exp——dt=C+2 ex @O —In—+ =
Erareon ) | o cmmaren ol neac)
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R

p{ ;}Jr\/_aaq)aa)

Q

\/_ﬂaod{in +a0'j |
p{ 20}+\/_a0'<1>a0')

Q

a’c?

afd” p{ > } p §
2 2 (J. 311 eXp{_ 212|n2§}d5+_f 0:1L+1dsj:

S S

exp{—a g }+\/27zaad)(aa) 0 o ¢

1 1
=Cal”| | —exp - }ds+ — J
ot oo

6 6 2 216 2
jfl(S)ds=Ca6“j ! p{ In —}ds Caexp 22 jlex —l(lln§+aaj ds
5 ;s 0 2 Jys 2\c 0

i 1
Darome pakeitimpt =—In g +ao , tuomet
(e

T fl(s)ds+I f,(s)ds=

6

i f,(s)ds=Cv2rac exp{ o }T exp{— —}dt _ C\2rac exp{ 2202 } (ac)

X

=Cal®| - 1 + L =
) ax? af”

[ 1,(9)ds=Cat* [ _Lods= “(——ﬂ]
) S

14

‘{F{}r}m (el g e L]
(Zraot(ac)+ exp{_ s }Hf’j] N ;{ s }(6’]

exp{— a’c’ } N2zaod(ao) exp{— a’o’ } N Zraod(as)
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IS ¢ia, nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstimniSinio pasiskirstymo funkcija bus:

Y Zﬁaad)(lln;Jraaj
> g , 0<x<0;
exp{— & 20 }+ V2rac®(ao)
F(x)= « (4)
e
2
1- L X )
exp{— & 20 }-f‘ V2rac®(ao)

1.4. t-tojo momento funkcija

Rasime nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstimiiSinio t-tojo momento funkcij

E(x')= Txt f(x)dx = Tx‘ fl(x)dx+Tx‘ £,()dx=1,(x) + 1, (),

kur funkcijos f,(x) ir f,(x) atitinkamai apibiztos formuémis (1) ir (2).

Pazyntkime

0{20'2
exp —
C:=

2 2 ’
exp{— & 20- }+ \/Zaad)(aa)

Taigi,

f T X 1 . ,X
.(X)=| X' f,(X)dx=C ab” exp — In? = dx =
L (%) j (%) jx p{%z 9}

6 t no 0 a
:Ca.[lex In(xi ] exp{— 12In2§}dx:Ca.[1ex Inx‘+|n(gj - 12In21 dx=
5 X X 20 0 o X X 20 0

4
=Caj1exp{— 1 |n25—(a—t)|n5+t|ne}dx=
o X 0 0

202

1 p{ 1 X X o o’
=Ca|—exp— Inz——(a—t)ln——(a—t)z—}exp{(a—t)2—+tln0}dx:
{x 267 0 0 2 2

(o}

Darome pakeitirg b = i g +(a-t)o, tada
O
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2 _2) (et 2
l,(x) = Cab' exp{(a_t) g } j 1 exp{—%}ﬁaexp{ab—(a—t)az}dbz

2 I vexpob-(a—t)o?|

B . (@—t)Pc? |t 1 b t (a-t)fo? IR
= Cact'2r exp{ 5 [O N db=Caot'y 2 exp -—— O((a -t)o);
 Cabx

af“dx = Cj af“ X" tdx =
9

0

t

X
Xa+l -

I2(x)=TXt fz(x)dXZCT t-a

0

_Cab"0"™" _Cab'
t—«a a-t'

t<a.

Tuomet, miSinio t-tasis momentas bus:

E (X t ) =Caocb'N2r exp{%}@«a ~t)o)+ Cat _

a-t
= Ca@t( ZHJGX%%}CD((CI —t)a)+i] -

2 __2
af”® exp{—a 9 }
2

= , t<a.

2 __2
exp{—azc7 +\/Zaa®(aa)

—
ﬁ
R
[©]
Pas
—%
—
N
|
Q
N
H_J
=
—
N}
|
I
+
[EEY
—

%/—J
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2. Duomeny analizé

2.1. DidZiausio tiketinumo funkcija

Duomen; analizei naudosime didziausio dikaumo funkcip. Nezinomus parametrus
vertinsime skaitiSkai, naudodami R statistinio pergos paketmaxLik .

Tarkim, turime sutvarkyt n dydzio imt X,, X,,..., X, (ty. X; <X, <...< X,,) i8 nupjauto
lognormaliojo ir Pareto skirstinimiSinio modelio su trimis neZzinomais parametriigjo tankio funkcija
apraSyta formule (3). Sakysim, kad nezinom@syra tarp m-tojo ir (m+1)-ojo imties nario, t.y.
Xn SO0 < Xiiq-

Tuomet, didZiausio ti&inumo funkcija yra

L(a,0,0) = f(x,a,0,0) *..x f(xn,a,a,a)zf[ fl(xi)f[ £,(%),

i=m+1

¢ia funkcijos f,(x) ir f,(x) atitinkamai apib¥ztos formuémis (1) ir (2).

2 __2
a&’“exp{—a o }
2

exp{— a’c’ } +2r0c®(ac) |

Pazyntkime C =

2

Tuomet,

Hao.6) = H XS’:Jrl eXp{— 212 an%}H Sﬂ - CnH 3-+1HeXp{_ 2(]7-2 InZ%} =
i-1

i-1 X o i—me1 X i-1 X

n 1 1 m X|
=C" exp — In 24,
[T5em s 2|
Pazyntje A =InL(e,0,6), gausime logaritmindidziausio tiktinumo funkcip

A=ninC+In]] il—zlz ZInZ%:
O ia

i1 X
2 __2
ad” exp{— & 20- } ] L
=nln — —(onrl)ZInxi—2 ZZInzgz
exp{— aza }+@aa¢>(a0) = o =
2 __2 2 __2 n m
—— naza +nlna +nalng - nln(exp{— & 20 }+\/27za0'(l)(a0')j—(0{ +1> Inx - 212 ZInZ%.
i=1 O ia
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Sig funkcija naudosime toliau apradytoje duomemalizje.

2.2. Duomemy analizei naudojami duomem rinkiniai, statistiniai kriterijai ir skirstiniai

Nagrinedami nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstinmiSinio mode], analizuosime
kelety duomem rinkiniy:
= Sudktiniu lognormaliuoju — Pareto skirstiniu generuatiiomenys. £ skirstin
aprag Kahadawala Cooray ir Malwane M. A. Ananda straypsn'Modeling
actuarial data with a composite lognormal — Pargtodel” ("Scandinavian
Actuarial Journal”, 2005, 5, 321 - 334 psl.);
= Danijos gaisy draudimo Zalos;
*= Vienos Lietuvos draudimo bendrss draudimo nuo nelaimingatsitikimy 2007
met; Zalh duomenys.
Siems duomaen rinkiniams ieSkosime misinio didZiausio &tkaumo jveriy ir lyginsime
juos su kit skirstiny didZiausio tiktinumojveriiais. Palyginimui naudosime Siuos skirstinius:
= Sucktini lognormaitjj — Pareto su tankio funkcija
#‘S)Wexp{- 20:(22 Inz(xle)}, 0<x<4,
af”
A+ D (k))x**’

f(X) =

0 < X< oo,

Sio skirstinio parametrai > 0 ir# > 0, ok - konstanta lygi 0.372238898.

= Lognormatji su tankio funkcija

f(x)= (2n) ™ exp{—l(lnx_ﬂj },x> 0.
Xo 2 1o}

Sio skirstinio parametrai> 0 iru > 0.

= Pareto su tankio funkcija

a

al

OB

> 6.

Sio skirstinio parametrai > 0 ir@ > 0.

= Gama su tankio funkcija
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Cia I'a)= J' x* e dx
0

Sio skirstinio parametrai > 0 ir@ > 0.
=  Weibull su tankio funkcija

O oG}

Sio skirstinio parametrai > 0 ir§ > 0.
Gautusivairiy skirstiny didziausio tiktinumojverius lyginsime taikydami kriterijus:
= Kolmogorovo — Smirnovo testo statistika. Sis kijtes naudojamas nustatyti, kaip

empirire imtis atitinka pasirinkt teorin skirstin. Kuo testo statistikos reikSmD,,

yra mazesé tuo skirstinys geriau apraso empégrimti. Testo statistika
apskatiuojama pagal formgl

o, = maf L Pl ) Fix)- 1)

xisn n n

tia F(x ) pasiskirstymo funkcijos reikaskex ,

n— empirires imties dydis.

= Andersono — Darlingo testo statistika. Sis kritesiyra Kolmogorovo — Smirnovo

testo atmaina, t#au tikslesnis. Jis taip pat naudojamas patikraatiempiriré imtis
yra pasiskirgiusi pagal pasirinkt teorin skirstin. Kuo testo statistikaA® yra
mazesn, tuo teorinis skirstinys geriau atitinka empérinimti. Statistika
apskatiuojama:

> 2 Hin(F(x)+ nlL- F ., )

A*=-n-
tia F(x ) pasiskirstymo funkcijos reik&taskex ,
n — empirirés imties dydis.

= Chi kvadrato suderinamumo kriterijaus p — reikSmai alternatyva Kolmogorovo
— Smirnovo bei Andersono — Darlingo kriterijams.s Siestas naudojamas
nesikertatiais intervalais grupuotiems duomenims. Jo reikSpmiklauso nuo
grupavimo intervalj, toctl rekomenduotina, kad visuose intervaluogailtapylygis
skakius imties nan. Kuo chi kvadrato kriterijaus p — reikéndidesr, tuo geresnis
pasirinktas skirstinys. Testo statistike’ apskaiuojama:
X 2 :i(vi _np|)2 ,

it NP
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¢ia 'V, - imties reikSmi, esadiy i i-tajame intervale, skaius,
n— empirires imties dydis,
p, - tikimybe, kad imties reikSipateks i-taji intervah, t.y.
P =F(x)-F(x_,)i=1..k,
k — sutvarkytos imties intervalskatius,
F(x ) - pasiskirstymo funkcijos reik&raskex .
p — reiksne yra lygi tikimybei P{;2 ., > X2},
gia g/ ., - chi kvadrato pasiskirstymo funkcija $u-s— ldisws laipsniais,

S- nezinony paramety skatius.

2.3. Sucktiniu lognormaliuoju - Pareto skirstiniu generuoty duomemny analizé

Siame skyriuje nagrirsime duomenis, generuotus &tiiu lognormaliuoju — Pareto
skirstiniu, aprasSytus Kahadawala Cooray ir Malwavie A. Ananda straipsnyje "Modeling
actuarial data with a composite lognormal — Paretwlel" ("Scandinavian Actuarial Journal”,
2005, 5, 321 - 334 psl.). linsudaro 50 duomamnuo 306 iki 400976, generupsu parametrais
a=1ir6=1000. Imi uzraSome variacine eilute:

306, 383, 395, 450, 503, 595, 631, 663, 684, 714, 884, 898, 903, 907, 937, 958, 968,
979, 1056, 1137, 1284, 1361, 1368, 1382, 1394, 15866, 1738, 1966, 2110, 2295, 2407,
2430, 2630, 3199, 3287, 3338, 3398, 3985, 47113,6d838, 7171, 8766, 9366, 20393, 58263,
59166, 400976.

2.3.1. Didziausio tikétinumo jverciai

Naudodami R statistinpake maxLik , rasime didziausio tinumo jveréius nupjauto
lognormaliojo ir Pareto skirstinimiSiniui:
aa=1
ss=1
tt=1000
Inmle=function(x) {
X=S0rt(xx)

n=length(x)
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atemp=0

stemp=0

ttemp=0

for (m in 1:(n-1)){

tik=function(param){
a<-param[1]
s<-param][2]
t<-param[3]
if(s<= 0) return(NA)
suma3=0
for(i in 1:m) suma=suma+(log(x[i])-log(t))"2
lI<-(-n)*(a”2)*(s"2)/2+n*log(a)+n*a*log(t)-n*log(ex p(-
(an2)*(s"2)/2)+sqrt(2*pi)*a*s*pnorm(a*s))-a*sum(log (x))-
sum(log(x))-suma/(2*(s"2))

}

tikiv= maxLik(tik, start=c(aa,ss,tt))

atemp[m]= tikiv $estimate[1]

stemp[m]= tikiv $estimate[2]

ttemp[m]= tikiv $estimate[3]

}

ttempvector=c(rep(0,n))

for (i in 1:(n-1))

if(x[i]<=ttempli]) if(x[i+1]>=ttempli])

ttempvector[i]=ttempli]

tml=max(ttempvector)

aml=atemp[which(ttempvector==tml)]

sml=stemp[which(ttempvector==tml)]

return(aml,sml,tml)

}
Inmle(x)

Cia aa, ss ir tt yra pradigs vertinany nezinomy paramety o, o, 6 reikdmes, su
kuriomis funkcijamaxLik pradeda iteracijas, © — imies vektorius, )l — tikétinumo funkcija
(toliau naudosime tokius piais pazyngjimus).

Gauname parametivercius:

a =0.7635727,

& =0.5407144,
0=1203.249.
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Naudodami ¢ pai R pakei maxLik , jvertinsime ir suétinio lognormaliojo — Pareto

skirstinio nezinomus parametrusir 6:
aa=1
tt=1000
Inmle=function(x) {
k=0.372238898
X=S0rt(xx)
n=length(x)
atemp=0
ttemp=0
for (min 1:(n-1)){
tik=function(param){
a<-param[1]
t<-param[2]
suma3=0
for(i in 1:m) suma=suma+((log(x[i])-log(t))"2)
ll<-n*log(a)+a*n* log(t)-n*log(1+ pnorm(k))-
a*sum(log(x))- sum(log(x))-0.5*(a"2)*suma/(k"2)
}
tikiv= maxLik(tik, start=c(aa,tt))
atemp[m]= tikiv $estimate[1]
ttemp[m]= tikiv $estimate[2]
}
ttempvector=c(rep(0,n))
for (i in 1:(n-1))
if(x[i]<=ttempli]) if(x[i+1]>=ttempli])
ttempvector[i]=ttempli]
tml=max(ttempvector)
aml=atemp[which(ttempvector==tml)]
return(tml,aml)

}

Inmle(x)
Gauname parametivercius:
a =0.7377677,

6=1104.371.
Pareto skirstinio tankio funkcija egzistuoja tiki ka> 6. Kadangi funkcija yra grieztai
mazjanti, tai pasiekia maksimumtaske x =6. Toctl 6 didziausio tiktinumo jvertis ir bus

Siame taske. Su R funkcija Pareto skirstineciams rasti yra:
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parmle=function(xx){
X=S0rt(xx)
tml=min(x)
sum=0
n=length(x)
for(i in 1:n) sum=sum-+(log(x[i])-log(tml))
aml=n/sum

return(aml,tml)

}

parmle(x)

Gauti rezultatai:

6 = 306,

a =0.5271954.

Standartini lognormaliojo, Gama ir Weibull skirstipi parametyy jvercius sudtiniu
lognormalioju — Pareto skirstiniu generuotiems deaims galima gauti naudojantis funkcija
fitdistr , esafiia R paketaVIASS

Lognormaliojo skirstinigverciai:
fitdistr(x, "lognormal", list (meanlog=0, sdlog=1))

Gautos reiksms:

[ =7.6195839,

o =1.3709696.

Gama skirstinigverciai:
fg=function(x,a,t) {1/(x*gammaf(a))*(x/t) a*exp(-x/t )}
fitdistr(x,fg,list(a=1,t=1000),lower=0.01)

Ciafg yra Gama skirstinio tankio funkcija.

Gautos reiksms:

6 = 35185.4,

a =0.3637933.

Weibull skirstiniojverciai:
fitdistr(x, "weibull")

Gautos reiksms:

6= 0.5344084,

4433.474.

T
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2.3.2. Kolmogorovo — Smirnovo kriterijus

Kolmogorovo — Smirnovo testo statistika bendru mivgalima suskagiuoti naudojant $i
statistinio paketo R funkaij
kstestas=function(z,func){

n=length(z)

y=sort(z)

funcc=func

dpl=0

for(i in 1:n) dpl[i]=i/n-funcc(y[i])
dp=max(dpl)

dmn=0

for(i in 1:n) dmn[i]=funcc(y[i])-(i-1)/n
dm=max(dmn)

ks=max(dp,dm)

return(ks)

Ciaz — empirire imtis, ofunc — teoriré pasiskirstymo funkcija.
Naudojant lognormaliojo ir Pareto skirstinimiSinio didziausio tiktinumo jverius,
Kolmogorovo — Smirnovo testo statistika su R palegiskatiuojama:
a=0.7635727
s=0.5407144
t=1203.249
pnlpm=function(x) {
ifelse(x>0&x<=t, a*s*sqrt(2*pi)*pnorm(log(x/t)/s+a* s)/(exp(-(a”2)
*(s"2)/2)+ sqgrt(2*pi)*a*s*pnorm(a*s)),1-(exp(-(a”2) *(s"2)/2)
*(t/x)Ma)/(exp(-(a”2)*(s"2)/2)+ sqrt(2*pi)*a*s*pnor m(a*s)))
}
kstestas(x, pnlpm)
Ciaa, s,t yra atitinkamaia , o ir @ didZiausio tiktinumojveriai, opnlpm - nupjauto
lognormaliojo ir Pareto skirstinimiSinio pasiskirstymo funkcija (4).
Gauta reikSrixr 0.06271353.
Sucttinio lognormaliojo — Pareto skirstinizerciams Kolmogorovo — Smirnovo testo
statistika apskdiuojama analogiskai:
a=0.7377677
t=1104.371
pslp=function(x) {
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k=0.372238898
ifelse (x>0&x<=t,1/(1+pnorm(k))*pnorm((a/k)*log(x/t )+k),1-
(2/(1+pnorm(k)))*(t/x)"a)

}
kstestas(x, pslp)

Gauta reikSrex 0,0672262.
Ciapslp — suatinio lognormaliojo — Pareto skirstinio pasiskinsty funkcija:
1

F00 - m@((a/k)ln(x/9)+ k), 0<x<6:
1—;(49/x)”‘, < xeon
@+ @(k))

Pareto skirstinio didziausio #knumo ivertiy Kolmogorovo — Smirnovo statistika
skatiuojama:
a=0.5271954
t=306
ppar=function(x){1-(t/x)"a}
kstestass(x,ppar)

Gauta reikSrix 0,2083834.

Standartiniams lognormaliajam, Gama, Pareto skiestis Kolmogorovo — Smirnovo testo
statistikoms skdiuoti R pakete yra naudojama funkcks.test . Ivedus duomeanvektoriy ir
iverius bei pasirinkus norimskirstin, apskatiuojama testo statistika.

Kolmogorovo — Smirnovo kriterijus lognormaliajamirskiniui:
ks.test(x,"plnorm",7.6195839,1.3709696)

Gauta reikSrex 0.1346.

Kolmogorovo — Smirnovo kriterijus Gama skirstiniui:
ks.test(x,"pgamma”,0.3668,1/34892.34)

Gauta reikSrex 0.3138.

Kolmogorovo — Smirnovo kriterijus Weibull skirstuni
ks.test(x,"pweibull",0.5344084,3946.277)

Gauta reikSm&0.2299.

2.3.3. Andersono — Darlingo kriterijus

Bendru atveju Andersono — Dartingo kriterijaus geik galima apska&iuoti naudojant &i
R paketo funkci:

adtestas=function(z,func){
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n=length(z)
y=sort(z)
funcc=func
ss=0
for(i in 1:n){
ss=ss+(((2*i-1)/n)*(log(funcc(y[i]))+log(1-funcc(y[ n+1-i]))))
}

return(-ss-n)

Cia, kaip ir Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus ajwe z — empirire imtis, ofunc —
teorire pasiskirstymo funkcija.
Naudojant nupjauto lognormaliojo ir Pareto skinstirmiSinio didziausio tiktinumo
ivercius, Andersono - Darlingo testo statistika su Regpalkapskaiuojama:
a=0.7635727
s=0.5407144
t=1203.249
pnlpm=function(x) {
ifelse(x>0&x<=t, a*s*sqrt(2*pi)*pnorm(log(x/t)/s+a* s)/(exp(-(a”2)
*(s"2)/2)+ sqgrt(2*pi)*a*s*pnorm(a*s)),1-(exp(-(a”*2) *(s"2)/2)
*(t/x)"a)/(exp(-(@™2)*(s"2)/2)+ sqgrt(2*pi)*a*s*pnor m(a*s)))
}
adtestas(x, pnlpm)
Gauta reikSrix 0.1379439.
Sucttinio lognormaliojo — Pareto skirstinigerciams Andersono - Darlingo testo statistika
apskatiuojama:
a=0.7377677
t=1104.371
pslp=function(x) {
k=0.372238898
ifelse (x>0&x<=t,1/(1+pnorm(k))*pnorm((a/k)*log(x/t )+k),1-
(2/(1+pnorm(k)))*(t/x)"a)
}
adtestas(x, pslp)
Gauta reikSrix 0.1575494.

Lognormaliojo skirstinigverciams Andersono - Darlingo testo statistika apskajama:
m=7.620415
s=1.3709
pIn=function(x){pnorm((log(x)-m)/s)}
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adtestas(x,pIn)
Gauta reikSréx 1.793403.

Gama skirstiniaverciams Andersono - Darlingo testo statistika apSkajama:
a=0.3668
t=34892.34
fgg=function(x,a,t) {1/(x*gammaf(a))*(x/t) a*exp(-x/ )}
pgama=function(x){integrate(fgg,0,x)$value}
adtestas(x,pgama)

Gauta reikSrix 7.973138.

Weibull skirstiniojverciams Andersono - Darlingo testo statistika apSkajama:
a=0.5345
t=4437.318
pweib=function(x){1-exp(-(x/t)*a)}
adtestas(x,pweib)
Gauta reikSr& 4.502482.

Kadangi Pareto skirstinio pasiskirstymo funkcijakia x = 306 lygi O, o gautasertis 0 =
306, tai Andersono — Darlingo testo taikyti Siamirginiui negalime, nes skauojamas

logaritmas yra neagitas.

2.3.4. Chi kvadrato suderinamumo kriterijaus p - rakSmé

Bendru atveju chi kvadrato suderinamumo testo s$iiefi galime susk&iuoti R paketo
pagalba:
chitestas=function(x,func,aa,bb,cc,dd,ee,ff){

xsrt=sort(x)

x1=0

xq=0

xq[1]=1

for(i in 1:length(x)){

if(xsrt[il<aa) x1[i]=xsrt[i]

}

xq[2]=length(x1)

x1=0

for(i in 1:length(x))}{

if(xsrt[i]<bb) x1[i]=xsrt[i]
xq[3]=length(x1)

31



}

x1=0

for(i in 1:length(x))}{
if(xsrt[i]<cc) x1[i]=xsrt[i]
xq[4]=length(x1)

}

x1=0

for(i in 1:length(x)}{
if(xsrt[i]<dd) x1[i]=xsrt[i]
xq[5]=length(x1)

}

n=length(xsrt)

x1=0

for(i in 1:length(x)}{
if(xsrt[i]<ee) x1[i]=xsrt[i]
xq[6]=length(x1)

}

x1=0

for(i in 1:length(x))}{
if(xsrt[i]<ff) x1[i]=xsrt[i]
xq[7]=length(x1)

}

xq[8]=length(xsrt)

xf=0

xf[1]=xq[1]

xf[2]=xq[2]

for(i in 1:6){
xf[i+2]=xq[i+2]-xq[i+1]

}

funcc=func

ss=0

e=0

for(iin 1:7) {
eli]l=n*(funcc(xsrt[xq[i+1]])-funcc(xsrt[xq[i]]))
ss=ss+(xf[i+1]-e[i])*2/eli]

}

return(ss)



Ciax - empirine imtis, func - teorire pasiskirstymo funkcijaaa, bb, cc, dd, ee,
ff - interval; gal reiksnes.
Suskaidome initj 7 intervalus: (0;650], (650;850], (850;1200], (020700], (1700;2500],
(2500;1700], (7000»)
Chi kvadrato suderinamumo testo p — reikSmes raadastatistini lenteliy.
Naudojant nupjauto lognormaliojo ir Pareto skinmstirmiSinio didziausio tiktinumo
iverius chi kvadrato suderinamumo testo reik&apskatiuojama:
a=0.7635727
s=0.5407144
t=1203.249
pnlpm=function(x) {
ifelse(x>0&x<=t, a*s*sqrt(2*pi)*pnorm(log(x/t)/s+a* s)/(exp(-(a”2)
*(s"2)/2)+ sqgrt(2*pi)*a*s*pnorm(a*s)),1-(exp(-(a”2) *(s"2)/2)
*(t/x)"a)/(exp(-(@™2)*(s"2)/2)+ sqgrt(2*pi)*a*s*pnor m(a*s)))
}
chitestas(x,pnlpm,650,850,1200,1700,2500,7000)
Gauta reikSrix 0.9611185.
p — reikSné su 3 lais¥s laipsniais: 0.8107.
Naudojant suétinio lognormaliojo - Pareto skirstinio didziausiiétinumo jvercius chi
kvadrato suderinamumo testo reikSapskatiuojama:
pslp=function(x) {
k=0.3722389
ifelse(x>0&x<=t,1/(1+pnorm(k))*pnorm((a/k)*log(x/t) +k),1-
(1/(2+pnorm(K)))*(t/x)"a)
}
a=0.7378
t=1104.371
chitestas(x,pslp,650,850,1200,1700,2500,7000)
Gauta reikSrix 1.081083.
p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: 0.8973.
Naudojant Pareto skirstinio didziausio étikumo jverius chi kvadrato suderinamumo
testo reikSm apskatiuojama:
ppar=function(x){1-(t/x)"a}
a=0.5272
t=306
chitestas(x,ppar,650,850,1200,1700,2500,7000)
Gauta reikSrix 14.41834.
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p — reikSmé su 4 lais¥s laipsniais: 0.0061.
Naudojant lognormaliojo skirstinio didziausio dikhumo jveriius chi kvadrato
suderinamumo testo reiksmpskatiuojama:
pIn=function(x){pnorm((log(x)-m)/s)}
m=7.620415
s=1.3709
chitestas(x,pln,650,850,1200,1700,2500,7000)
Gauta reikSrix 11,86455.
p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: 0,0184.
Naudojant Gama skirstinio didZiausiodikhumojvercius chi kvadrato suderinamumo testo
reikSme apskatiuojama:
fg=function(x) {1/(x*gammaf(a))*(x/t)*a*exp(-x/t)}
pgama=function(x){integrate(fg,0,x)$value}
a=0.3668
t=34892.34
chitestas(x,pgama,650,850,1200,1700,2500,7000)

Gauta reikSrex 73,81106.
p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0,001.
Naudojant Weibull skirstinio didziausio &tnumo jvercius chi kvadrato suderinamumo

testo reikSm apskatiuojama:
pweib=function(x){1-exp(-(x/t)"a)}

a=0.5345

t=4437.318
chitestas(x,pweib,650,850,1200,1700,2500,7000)

Gauta reikSrex 37,93050.
p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0,001.

2.3.5. Sudtiniu lognormaliuoju - Pareto skirstiniu generuoty duomeny analizés

apibendrinimas

3 lentetje yra pateikiami nupjauto lognormaliojo ir Paregkirstiniy misinio, sudtinio
lognormaliojo — Pareto, Pareto, lognormaliojo, Garnai Weibull skirstini didziausio
tikétinumojveriai ir su Siaisiveriais atlikty Kolmogorovo — Smirnovo, Andersono — Darlingo
testy; statistiky reikSneés bei chi kvadrato suderinamumo testo p — reékSKolmogorovo —

Smirnovo ir Andersono — Darlingo kritagijeikSmes yra maziausios nupjauto lognormaliojo ir
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Pareto skirstinji miSiniojverciams. T&iau jos nezenkliai maze&huz sudtinio lognormaliojo —
Pareto skirstinio didziausio tiknumojverciy test; rezultat; reikSmes. MiSiniqverciams taikyt;
test, rezultatai yra geresni nei suiohio skirstinio, nes misinys turi vienu paramettaugiau ir
todkl yra lankstesnis. Chi kvadrato suderinamumo tsttistikos p — reikSiSiek tiek didesé
sucktinio lognormaliojo — Pareto skirstinigerciams nei misinioverciams. Ta&iau skirtumas
tarp p — reikSmij néra didelis. Kadangi chi kvadrato suderinamumo kidas reikSné priklauso
nuo interval parinkimo, tai ir galjo padarytijtakos. Likusi skirstiniy jverciams taikyt
kriteriju reikSnmes Zenkliai skiriasi nuo pirnju dviejy skirstiny. Kolmogorovo — Smirnovo bei
Andersono — Darlingo teststatistikos yra kur kas dides) p — reikSrés Zenkliai mazess.
Todkl galima daryti iSvaal kad Siame skyrelyje nagtita imtj geriausiai apraSo nupjauto
lognormaliojo ir Pareto skirstinimiSinys bei suétinis lognormalusis — Pareto skirstinys.

3 lentek
Skirstinys Parametry Kolmogorovo | Andersono - | Chi kvadrato
jverciai - Smirnovo Darlingo suderinamumo
kriterijus kriterijus Kriterijaus
p - reikSmé
Nupjauto lognormaliojo ir| ¢ =0.7635727, | 0.0627 0.1379 0.81
Pareto skirstini miSinys | 5=0.5407144,
6=1203.249
Sucktinis a =0.7377677, | 0.0672 0.1575 0.90
lognormalusis - Pareto 0=1104.371
Pareto a =0.5271954, | 0.2084 negalima 0.01
é=306 reikSme
Lognormalusis [1=7.6195839, | 0.1346 1.7934 0.02
0 =1.3709696
Gama a =0.3637933, | 0.3138 7.9731 <0.001
6=35185.4
Weibull 7 =4433.474, 0.2299 4.5024 <0.001
6=0.5344084

2.4. Draudimo nuo nelaiming; atsitikimy zaly analizé

Siame skyrelyje nagrésime vienos Lietuvos ne gyvgh draudimo bendrés draudimo
nuo nelaiming atsitikimy Zalas. Draudimas nuo nelaimipgtsitikimy iSmokas iSmoka mirties,
neigalumo, traumos atvejaigjykus nelaimingam atsitikimui. Taip pat mokami ligmnigiai, kai
apdraustasis guli ligonéfe ir gydomas stacionariai bei dienpinigiai, jeidegustasis laikinai
netenka darbingumo. Draudime nuo nelaimiagsitikimy dar gali lti pasirinktos ir papildomos
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apsaugos nuo lenguwraumy, uzsikétimo infekciremis ligomis ir pan. Nagrigsime 809 Zalas,
uzregistruotas per 2007 metus. Zalos svyruoja o i&i 200 000 Lietuvos hit

2.4.1. Didziausio tikétinumo jveréiai

Naudodamiesi 2.3.1. skyrelyje apraSytomis R fumkois, esant pradéms reikSnéms
a =1, o0=1, §=1000, randame nupjauto lognormaliojo ir Paretassikiy miSinio didZiausio
tiketinumojverius:

a =1.257004,

o =0.831868,

6=1263.934.

AnalogiSkai, su pradiémis reikSnémis o =1, 6=400, apska&uojame ir sudtiniu
lognormaliuoju — Pareto skirstinio didziausioétikumojvercius.:

a =0.727092,

6=397.5667.
Pareto skirstinigverciai randami 2.3.1. skyrelyje aprasytos funkcijogadba:
a =0.2330350,

A

6 =8.54.

Likusiuju skirstiny didZiausio tiktinumo jveriai apskatiuojami R paketaviASSfunkcija
fitdistr

Lognormaliojo skirstinigverciai:
fitdistr(x, "lognormal", list (meanlog=0, sdlog=1))

Gautos reiksms:

/1 =6.43596253,
o =1.04099936.

Gama skirstiniqverciai:
fitdistr(x,fg,list(a=1,t=1000),lower=0.01)
Ciafg yra Gama skirstinio tankio funkcija.
Gautos reiksms:

4 =0.6207303,
0=2706.134.

Weibull skirstiniojverciai:
fitdistr(x, "weibull")
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Gautos reikSrs:
7=1024.981,

£=0.7005034.

2.4.2. Kolmogorovo — Smirnovo kriterijus

Naudodamiesi 2.3.2 skyrelyje aprasytomis R funkeigy suskaiiuojame Kolmogorovo —
Smirnovo tegt statistikas.

Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&@maudojant nupjauto lognormaliojo ir Pareto
skirstiniy misinio didziausio tiktinumojverius:
a=1.257004
$=0.831868
t=1263.934
kstestas(x, pnlpm)

Gauta reikSrex 0.06534699.

Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&@maudojant sugtinio lognormaliojo — Pareto
skirstinio didZiausio titinumojverius:
a=0.727092
t=397.5667
kstestas(x, pslp)

Gauta reikSrex 0.1048302.

Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&8mnaudojant Pareto skirstinio didziausio
tikétinumojverius:
a=0.2330350
t=8.54
kstestass(x,ppar)

Gauta reikSrex 0.4685254.

Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&@maudojant lognormaliojo skirstinio didziausio
tiketinumojverius:
ks.test(x,"plnorm",6.43596253, 1.04099936)

Gauta reikSrex 0.0928.

Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&mnaudojant Gama skirstinio didziausio
tikétinumojverius:
ks.test(x,"pgamma",0.6207303,1/2706.134)

Gauta reikSrex 0.2422.
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Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik@mnaudojant Weibull skirstinio didziausio
tikétinumojverius:
ks.test(x,"pweibull",0.7005034, 1024.981)

Gauta reikSrex 0.2207.

2.4.3. Andersono — Darlingo kriterijus

Andersono — Darlingo testo statistika atitinkamieskg'stiniams apskaéiuojama kaip ir
2.3.3. skyrelyje.
Andersono — Darlingo testo statistika nupjauto tmgmaliojo ir Pareto skirstinimisiniui:
a=1.257004
s=0.831868
t=1263.934
adtestas(x, pnlpm)
Gauta reikSrex 3.674941.
Andersono — Darlingo testo statistika &tigiam lognormaliajam - Pareto skirstiniui:
a=0.727092
t=397.5667
adtestas(x, pslp)
Gauta reikSrex 12.67835.
Andersono — Darlingo testo statistika lognormahajgkirstiniui:
m=6.43596253
5=1.04099936
adtestas(x,pIn)
Gauta reikSrex 7.268845.
Andersono — Darlingo testo statistika Gama skingitin
a=0.6207303
t=2706.134
adtestas(x,pgama)
Gauta reikSrix 35.4672.
Andersono — Darlingo testo statistika Weibull stunisii:
a=1024.981
t=0.7005034
adtestass(x,pweib)
Gauta reikSrix begalyla.

Pareto skirstinigverciams Sio testo taikyti negalima
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2.4.4. Chi kvadrato suderinamumo kriterijaus p - rakSmé

Suskaidykime sutvarkytimt; i 7 intervalus: (0;200], (200;300], (300;400], (4®00],
(500;600], (600;2000], (200&,). Naudojantis 2.3.4. skyrelyje aprasytomis programs, rasime
chi kvadrato suderinamumo testatistikas ir i$ lentalisuzinosime p — reikSmes.

Nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstinmisinio chi kvadrato statistika:
a=1.257004
s=0.831868
t=1263.934
chitestas(x, pnlpm, 200,300,400,500,600,2000)

Gauta reikSrex 7.384786.

p — reikSné su 3 lais¥s laipsniais: 0.0606.

Sucttinio lognormaliojo - Pareto skirstinio chi kvadoagtatistika:
a=0.727092
t=397.5667
chitestas(x,pslp, 200,300,400,500,600,2000)

Gauta reikSrix begalyls.

p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0.001.

Pareto skirstinio chi kvadrato statistika:
a=0.2330350
t=8.54
chitestas(x,ppar, 200,300,400,500,600,2000)

Gauta reikSrex 1841.365.

p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0.001.

Lognormaliojo skirstinio chi kvadrato statistika:
m=6.43596253
$=1.04099936
chitestas(x,pln, 200,300,400,500,600,2000)

Gauta reikSrex 1.251208e+17.

p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0.001.

Gama skirstinio chi kvadrato statistika:
a=0.6207303
t=2706.134
chitestas(x,pgama, 200,300,400,500,600,2000)

Gauta reikSrix 407.933.
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p — reikSmé su 4 lais¥s laipsniais: <0,001.
Weibull skirstinio chi kvadrato statistika:
a=1024.981
t=0.7005034
chitestas(x,pweib, 200,300,400,500,600,2000)
Gauta reikSrex 289.3564.
p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0,001.

2.4.5. Draudimo nuo nelaiming atsitikimy zaly analizés apibendrinimas

4 lentek
Skirstinys Parametry Kolmogorovo | Andersono - | Chi kvadrato
jverciai - Smirnovo Darlingo suderinamumo
testo testo kriterijaus
statistika statistika p - reikSmeé
Nupjauto lognormaliojo | ¢ =1.257004, | 0.0653 3.6749 0.06
ir Pareto skirstinj 6 =0.831868,
misinys 6=1263.934
Sucttinis a=0.727092, | 0.1048 12.6784 <0.001
lognormalusis - Pareto | 5-397 5667
Pareto « =0.2330350, | 0.4685 negalima <0.001
52854 reikSme
Lognormalusis [1=6.43596253| 0.0928 7.2688 <0.001
o =1.04099936
Gama a =0.6207303, | 0.2422 35.4672 <0.001
6=2706.134
Weibull 7=1024.981, | 0.2207 begalyb <0.001
6=0.7005034

Lyginant rezultatus 4 lentge, matyti, kad maziausios Kolmogorovo — Smirnovo i
Andersono — Darlingo tasfstatistiky reikSmés yra naudojant nupjautojo lognormaliojo ir Pareto
skirstiniy misinio didZiausio tiktinumojverius. Visais kitais atvejais§istatistiky reikSnes yra
Zenkliai didesss. Misinio svorio konstanta Siai intiai yra 0.7941769, t.y. beveik 80% misSinio
sudaro lognormalusis skirstinys. T®bdognormaliojo skirstinio test statistiky reikSnes yra
mazeshs nei vis kity skirstiny, iSskyrus miSin DidzZiaja dali draudimo nuo nelaiming
atsitikimy Zalp sudaro mazos Zalos su dideliais dazniais, kurgaigapraso lognormalusis
skirstinys. Chi kvadrato suderinamumo kriterijaus peikSng tik misinio atveju yra didesnuz

0.001. Nors Sio testo rezultatai priklauso nuorirdly parinkimo, t&iau, akivaizdu, jog nei
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vienas kitas skirstinys taip gerai neapraso nagnnu Zail;, kaip nupjauto lognormaliojo ir

Pareto skirstini misinys.

2.5. Danijos gaisn draudimo zaly analizé

Siame skyriuje analizuosime Danijos gaisiraudimo Zalasivykusias nuo 1980 iki 1990
met;. Draudimo Zal skatius yra 2 492. Jas sudaro gaispadaryti nuostoliai baldams,
irenginiams, pastatams ir kitai prit¥ai nuosavybei. Zalos svyruoja nuo 0,3134041 iki
263,2503660 milijon Danijos krom.

2.5.1. Didziausio tikétinumo jverdciai

Naudodamiesi 2.3.1. skyrelyje aprasytomis R furmkoig, esant pradéms reikSnéms
a=1, o=1, #=1, randame nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirgt miSinio didzZiausio
tikétinumojverius:

a =1.328223,

0 =0.196517,

6=1.207430.

AnalogiSkai, su pradimis reikSnémis « =1, #=1, apskaiiuojame ir sudtiniu
lognormaliuoju — Pareto skirstinio didZiausioétikumoijvercius.:

a =1.436332,

6=1.385128.

Pareto skirstinigverciai randami 2.3.1. skyrelyje aprasytos funkcijogadba:

a =0.5458171,

6=0.3134040.

Likusiyjy skirstiniy didziausio tiktinumo jveriai apskatiuojami R paketavASSfunkcija
fitdistr

Lognormaliojo skirstinigverciai:
fitdistr(x, "lognormal", list (meanlog=0, sdlog=1))

Gautos reiksrs:

/1=0.67166552,
6=0.73217771

41



Gama skirstinigverciai:
fitdistr(x,fg,list(a=1,t=1000),lower=0.01)
Ciafg yra Gama skirstinio tankio funkcija.

Gautos reikSrs:
a =1.25799429,

6=2.43459177.

Weibull skirstiniojverciai:
fitdistr(x, "weibull")

Gautos reiksms:

7 =0.94744403,

0=2.95148311.

2.5.2. Kolmogorovo — Smirnovo kriterijus

Naudodamiesi 2.3.2 skyrelyje aprasytomis R funkeigy suskaiiuojame Kolmogorovo —
Smirnovo test statistikas.
Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&@maudojant nupjauto lognormaliojo ir Pareto
skirstiniy miSinio didziausio tiktinumojverius:
a=1.328223
s=0.196517
t=1.207430
kstestas(x, pnlpm)
Gauta reikSrex 0.0323.
Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&maudojant suginio lognormaliojo — Pareto
skirstinio didZiausio titinumojverius:
a=1.436332
t=1.385128
kstestas(x, pslp)
Gauta reikSrex 0.0287.
Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&@mnaudojant Pareto skirstinio didZiausio
tikétinumojverius:
a=0.5458171
t=0.3134040
kstestass(x,ppar)
Gauta reikSréx 0.4083.

42



Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&@maudojant lognormaliojo skirstinio didZiausio
tikétinumojversius:
ks.test(x,"plnorm",0.67166552, 0.73217771)

Gauta reikSrex 0.127.

Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&mnaudojant Gama skirstinio didziausio
tikétinumojverius:
ks.test(x,"pgamma”,1.25799429,1/2.43459177)

Gauta reikSrex 0.2013.

Kolmogorovo — Smirnovo kriterijaus reik&mnaudojant Weibull skirstinio didziausio
tikétinumojverius:
ks.test(x,"pweibull",0.94744403, 2.95148311)

Gauta reikSrex 0.2556.

2.5.3. Andersono — Darlingo kriterijus

Andersono — Darlingo testo statistika atitinkamieskg'stiniams apska&iuojama kaip ir
2.3.3. skyrelyje.
Andersono — Darlingo testo statistika nupjauto togmaliojo ir Pareto skirstinimisiniui:
a=1.328223
s=0.196517
t=1.207430
adtestas(x, pnlpm)
Gauta reikSrex 3.158407.
Andersono — Darlingo testo statistika &tigiam lognormaliajam - Pareto skirstiniui:
a=1.436332
t=1.385128
adtestas(x, pslp)
Gauta reikSrex 4,258509.
Andersono — Darlingo testo statistika lognormatagkirstiniui:
m=0.67166552
s=0.73217771
adtestas(x,pIn)
Gauta reikSrex 85,41577.
Andersono — Darlingo testo statistika Gama skingitin
a=1.25799429
t=2.43459177
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adtestas(x,pgama)
Gauta reikSrex 212,447.

Andersono — Darlingo testo statistika Weibull stamsii:
a=0.94744403
t=2.95148311
adtestass(x,pweib)

Gauta reikSrix begalyls.

Pareto skirstinigverciams Sio testo taikyti negalima.

2.5.4. Chi kvadrato suderinamumo kriterijaus p - rekSme

Suskaidykime sutvarkytimtj { 7 intervalus: (0;0.9], (0.9;1.1], (1.1;2.3], (B3], (3.6;4],
(4;12.2], (12.2%0). Naudojantis 2.3.4. skyrelyje apraSytomis programs, rasime chi kvadrato
suderinamumo teststatistikas ir iS lentalisuzinosime p - reikSmes

Nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstinmiSinio chi kvadrato statistika:
a=1.328223
s=0.196517
t=1.207430
chitestas(x, pnlpm, 0.9, 1.1, 2.3, 3.6, 4, 12.2)

Gauta reikSrex 1.467492.

p — reikSné su 3 lais¥s laipsniais: 0.6898.

Sucktinio lognormaliojo - Pareto skirstinio chi kvadoadtatistika:
a=1.436332
t=1.385128
chitestas(x,pslp, 0.9, 1.1, 2.3, 3.6, 4, 12.2)

Gauta reikSrex 32.43340.
p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0.001.
Pareto skirstinio chi kvadrato statistika:
a=0.5458171
t=0.3134040
chitestas(x,ppar, 0.9, 1.1, 2.3, 3.6, 4, 12.2)

Gauta reikSriex 3128.972.
p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0.001.
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Lognormaliojo skirstinio chi kvadrato statistika:
m=0.67166552
s=0.73217771
chitestas(x,pin, 0.9, 1.1, 2.3, 3.6, 4, 12.2)
Gauta reikSrex 878.5278.
p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0.001.
Gama skirstinio chi kvadrato statistika:
a=1.25799429
t=2.43459177
chitestas(x,pgama, 0.9, 1.1, 2.3, 3.6, 4, 12.2)
Gauta reikSrex 1724.851.
p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0,001.
Weibull skirstinio chi kvadrato statistika:
a=0.94744403
t=2.95148311
chitestas(x,pweib, 0.9, 1.1, 2.3, 3.6, 4, 12.2)
Gauta reikSrex 1847.144.

p — reikSné su 4 lais¥s laipsniais: <0,001.

2.5.5. Danijos zak analizés apibendrinimas

Lyginant pasirinki trijuy kriterijy reikSmes 5 lentéle, Kolmogorovo — Smirnovo testo
rezultatai geriausi yra seéghio lognoramaliojo — Pareto skirstinio didziaustikétinumo
iverciams, ta&iau Andersono — Darlingo kriterijaus rezultatai kSigek geresni yra nupjauto
lognormaliojo ir Pareto skirstinimiSinio parametr jverciams. Abiej; test) rezultatai lyginant
miSinio ir suctinio skirstinio parametrus skiriasi nezenkliai.i®kadrato suderinamumo testo p
— reikSné akivaizdziai didziausia yra misinio atveju. Vis&itais atvejais yra mazesmz 0.001.
Taigi, galime daryti iSveqd kad geriausiai Danijos gaisrdraudimo Za] duomenis apraSo
skirstiniy misinys. MiSinio svorio konstanta Siuo atveju yygi 0.2898601, t.y. nepilnai 30%
miSinio svorio sudaro lognormalusis skirstinys. Tamia labai didels zaly iSskirstys. Kit
skirstiniy didziausio tiktinumo jverciams pritaikyty kriteriju reikSnes yra keliasdeSimt kart

didesres, toctl naudoti juos, vertinant Danijos gaistalas, yra netikslinga.
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5 lentek

Skirstinys Parametry Kolmogorovo | Andersono - | Chi kvadrato
jverciai - Smirnovo Darlingo suderinamumo
testo testo kriterijaus
statistika statistika p - reikSmeé
Nupjauto @ =1.328223, |0.0323 3.1584 0.6898
lognormaliojo ir 6=0.196517,
Pareto skirstini | 51 207430
miSinys
Sucttinis a =1.436332, | 0.0287 4.2585 <0.001
lognormalusis - 0,\21385128
Pareto
Pareto a =0.5458171, | 0.4083 negalima <0.001
0=0.3134040 reikSme
Lognormalusis 1 =067166552, 0.127 85.4157 <0.001
0=0.73217771
Gama a =1.25799429| 0.2013 212.447 <0.001
0=2.43459177
Weibull =0.94744403,| 0.2556 begalyb <0.001

7
0=2.95148311
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ISvados

Darbe paroéime, kaip sudarius dvigjskirstiniy misSin;, gauname modgltinkanti jvairiy
tipu draudimo Zzaloms vertinti. Nors lognormalusis dkmgs su dviem parametrais tinka
modeliuoti mazas Zalas su dideliais daZniais, oetBaskirstinys su dviem parametrais,
tinkamesnis didéms Zaloms su maZzais dazniais, miSinys su trimiarpatrais gerai vertina s
draudimo zal imti nuo maajuy iki labai dideli. Nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstini
miSinio tankio funkcijos forma yra panasiognormaliojo skirstinio, @&@au jo virSutire uodega
yra didesa. MiSinys yra tinkamesnis, kai lognormalusis shimgs nepakankamaijvertina
dideles Zalas. Saétinis lognormalusis — Pareto skirstinys taip pakéimas vig dydziy Zaloms
analizuoti, téiau jis nepakankamai gerarertina draudimo zalas, kai lognormaliojo skirstini
dalis miSinyje yra daugiau nei 40 - 50%, t.y. neggddamai tiksliaijvertina imf{ tuomet, kai
didzioji dalis Zal yra mazos su dideliais dazniais.

ISanalizavus trij raSiy duomenis — generuotus stidiu lognormaliuoju — Pareto
skirstiniu, draudimo nuo nelaimingatsitikimy ir Danijos gaisy draudimo Zalasisitikinome,
kad nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstimiSinys puikiai tinka realioms draudimo zaloms
vertinti. Kai lognormaliojo skirstinio miSinyje yranaziau nei 40 - 50%, tuomet Zalas
pakankamai gerai vertina ir stohis lognormalusis — Pareto skirstinys¢igal, esant mazesnei
daliai Pareto skirstinio miSinyje, sétthio skirstinio jverciai yra prastesni nei misinio. Tam
itakos turi paties suétinio lognormaliojo — Pareto skirstinio strak&, nes normalizuojanti
konstanta jame yra fiksuota ir negali laisvai Kigitaip nei nupjauto lognormaliojo ir Pareto
skirstiniy miSinio atveju. MiSinio svorio konstanta priklausao dviej paramety « ir o, tockl
kinta, priklausomai nuo parametiverciy ir duoda tikslesnius rezultatus.

Taigi, nupjauto lognormaliojo ir Pareto skirstimniSinys gerai vertina tiek imtis, kuriose

yra daug magz Zal su dideliais dazniais, tiek tas, kuriose yra ddiggliy iSskirciy.

a7



Literat tiros sarasSas

1. M. M. A. Amanda, K. Cooray. Modeling actuariatd with a composite lognormal — Pareto
model,Scandinavian Actuarial Journa2005, 5, p. 321-334.

2. V. Cekanawkius, G. MurauskasStatistika ir jis taikymai.,|Vilnius: TEV, 2000.

3. J. KruopisMatematire statistika Vilnius: Mokslo ir enciklopedij leidykla, 1993.

4. G. Kuodis, G. Tamulyt V. Zuklijaité. Zaly modeliavimas naudojant setih;j lognormaljj —
Pareto skirstip, Bakalauro darbas, 2006.

5. S. I. Resnick. Discussion of the Danish dattaage fire insurance l0saSTIN Bulletin 1997,
27, p. 139-151.

48



