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Rezium e

Darbe konstruojame bonus-malus sistemas, kurios yra finansiskai stabilios
bégant metams. Pasinaudodami sudétiniu Puasono skirstiniu randame begalinés
bonus-malus sistemos koeficientus. ISsprende kvadratinio minimizavimo uzdavinj
randame baigtinés bonus-malus sistemos koeficientus.

Raktiniai Zodziai

Bonus-malus sistema, neigiamas binominis pasiskirstymas, sudétinis Puasono
pasiskirstymas, maksimalaus tikétinumo funkcija, Bajeso teorema, stacionarus
pasiskirstymas



vadas

Turblt teisls yra tie, kurie draudimo rinkg vadina Salies Ukio (ekonomikos)
veidrodziu, todél reikia nepamirsti, kad 2006 ir 2007 metai buvo itin sékmingi visam
Salies Ukiui, sparCiai augo Lietuvos makroekonominiai rodikliai, didéjo ir Salies gyventojy
bei jmoniy pajamos. Siuo metu Lietuvos Gkis jZengé | ekonominio vystymosi létéjimo
faze, todél Lietuvos draudimo rinkos laukia nauji iSSukiai, siekiant ir toliau efektyviai
vystyti draudimo verslg, esant ne tokioms palankioms makroekonominéms sglygoms.

Pagrindinis aktuary tikslas yra ir bus rapestis, kad draudimo |monés veiklos
sistema baty patikima, veiksminga, saugi ir stabili. Bégant metams, draudimo rinkoje
vyksta ne tik kiekybiniai, bet ir kokybiniai pokyc€iai, keiCiasi ne tik draudimo verslo
mastas, bet ir verslo aplinka, verslo kultira, mentalitetas, kartu keiciasi ir aktuary
uzdaviniai jgyvendinant pagrindinj jy tiksla. Savo kasdieninéje veikloje jie remiasi
aiSkumo, nuoseklumo, skaidrumo principais.

Pagrindinis draudimo principas — kiekvienas apdraustasis draudimo kompanijai
perduoda savo rizikg. Todél vienas pagrindiniy aktuaro uzdaviniy — sudaryti tokig
draudimo kainodara, kuri baty teisinga prieS visus draudéjus (uz didesne draudiko
prisimamag rizikg draudéjai mokéty daugiau, uz mazesne rizikg — maziau), padengty
veiklos kastus ir nesty draudikui jo norimg pelng. Siam tikslui pasiekti aktuarai daznai
grupuoja draudejus | klases su tam tikrais draudejy pozymiais. Toje pacioje klaséje
mokama vienoda jmoka. Pirminiai pozymiai pagal kuriuos draudejai skirstomi | klases
praktikoje vadinami a priori pozymiais (tai yra tokie pozymiai, kurie gali bati ir yra
nustatomi draudimo sutarties sudarymo momentu, dar prieS draudéjui pradedant
vairuoti). Transporto priemoniy valdytojy civilinés atsakomybes (toliau TPVCA)
draudime draudéjai skirstomi pagal juridinj statusg, amziy, lytj, vietove, transporto
priemonés tipg, jos naudojimo pobadj, kilometrazag, kartais netgi pagal draudéjo turimg
transporto priemoniy skaiciy, Seimynine padét;.

Nepaisant Sio ruSiavimo, daug pakankamai svarbiy faktoriy negali bati jvertinti
sutarties sudarymo metu (kiekvieno draudéjo individualus reakcijos laikas, vairavimo
bddas, agresyvumas ar vietoves keliy Zinojimas). Galiausiai Sios riziky klasés vis dar
yra pakankamai nehomogeninés. Pagrjsta buty manyti, kad Siuos faktorius geriausiai
atspindi draudéjo sukelty jvykiy istorija (jvykiy skai€ius per tam tikrg (pakankama) laiko
periodg). Tokiu budu draudimo jmoka yra nustatoma kiekvienais draudimo metais,

priklausomai nuo draudéjo pranesty jvykiy skaciaus per pastaruosius metus.



Kainodaros sistema, kurioje draudéjai yra baudzZiami priemokomis uz padarytus
ivykius ir skatinami nuolaidomis uz draudimo metus be jvykiy yra naudojama daugelyje
iSsivys€iusiy Saliy. Draudéjy raSiavimas, pagal jau faktinius (a posteriori) draudéjy
pozymius yra praktiSkas budas suskirstyti draudéjus | klases su panaSia draudiko
prisimama rizika. Neapsiribojant drausmingy vairuotojy paraginimu ir nedrausmingy
nubaudimu, aktuarai siekia suskirstyti draudimo portfelj | klases su giminingomis
savybémis. Tokia kainodaros sistema vadinama nuolaidy—priemoky sistema (bonus-
malus system, toliau BMS).

Tokioje sistemoje draudimo jmoka priklauso nuo draudéjo klases, jo jvykiy istorijos,
bei taisykliy, kuriomis grindZziama sistema. DaZzniausiai praktikoje naudojamos BMS su
baigtiniu klasiy skaiCiumi, kur draudéjai esantys toje pacioje klaséje, moka vienodg
draudimo jmoka. Nauji draudéjai pradeda dalyvauti sistemoje tam tikroje klaséje
(priklausomai nuo jy a priori savybiy ar sistemos taisykliy). Sios klasés jmoka laikysime
lygia 100%. Klasés Zemiau 100% yra nuolaidy klasés ir jose taikomi nuolaidy
koeficientai, klasés aukSCiau 100% - priemoky klasés, kuriose taikomi priemoky
koeficientai. Kiekvienais metais draudeéjai sistemos klasémis juda aukStyn arba zemyn,
priklausomai nuo jy sukelty jvykiy skaiCiaus ir sistemoje galiojanCiy taisykliy.
Kiekvienoje klaséje jmoka nustatoma prie bazinés jmokos pridedant priedus ar taikant
nuolaidas priklausomai nuo klasés charakteristiky.

Siuo metu draudimo |monés tobulina savo rizikos vertinimo metodus ir klienty
segmentavimo procesus, ieSko optimalaus verslo valdymo modelio.

Darbe aptarsime bei sukursime optimalig ir finansiSkai stabilia draudimo
kainodaros sistemg vienoje pagrindiniy ne gyvybés draudimo raSiy — transporto
priemoniy valdytojy civilinés atsakomybés privalomajame draudime. Naudodami
Sudétinj Puasono skirstinj apskaiciuosime BMS parametrus. Minimizuodami kvadratine
funkcija, skirtumo tarp optimalios BMS su begaliniu klasiy skai¢iumi jmokos ir BMS su

baigtiniu klasiy skai¢iumi jmokos, sudarysime finansiskai stabilig sistema.



1. Bonus—malus sistem y aprasymai

Siekiant kuo tikslesniy rezultaty ir atsizvelgiant | tai, kad jvykiy skaiCiaus

intensyvumo apskai€iavimas:
E [ Nt+1) — NOIN(E) =k]

reikalauja pakankamai ilgo laikotarpio stebéjimo duomenuy, o tai Siuo metu nejmanoma
Lietuvos TPVCA draudimo rinkoje, darbe naudosime realius, 2006 mety |monés
duomenis. Atsizvelgiant | faktg, kad nagrinéjami duomenys yra vieneriy mety,
sukursime jmoky nuolaidy/priemoky sistema, kuri priklausys tik nuo bendro pranesty
autojvykiy skaiciaus ir nepriklausys nuo laiko momento, kada tie jvykiai jvyko. Tokia
sistema yra artima bonus—malus sistemai su begaliniu klasiy skaiciumi.

Duomenys atrinkti pagal Siuos pozymius:

. draudéjas yra fizinis asmuo,

. draudziama transporto priemoné yra lengvasis automobilis,

. draudimo sutartis jsigaliojo 2006 metais ir galiojol-erius metus, t.y. nebuvo
nutraukta.

Laikysime, kad iki 2009 m. balandzio 1-os dienos visi jvykiai, jvyke pagal
analizuojamas sutartis jau yra pranesti, t.y. jvykusiy, bet nepranesty, jvykiy numatomy
iISmokejimy techninis atidéjinys yra lygus nuliui ( IBNR = 0).

Apibrézkime tuo metu |[monéje galiojusig (Siandien nezymiai pakitusi) kainodaros
sistema;:

e draudimo jmoka nustatoma atsizvelgiant | draudéjo, automobilio, vietovés ir kt.
charakteristikas, kurios nustatomos draudimo sutarties sudarymo metu (a priori
pozymiai),

e draudimo jmoka koreguojama papildomais koeficientais, kurie apraSomi sistema:

es =1,23...8 — klasiy skaicius, €ia 1 — maziausios kainos klasé ir 8 — didziausios
kainos klasé.

e Pradiné sistemos klasé yra 4-ta.

e Jei draudéjas per draudiminius metus neturéjo jvykiuy, t.y. jei draudimo kompanijai

nepranesé apie draudiminius jvykius, tai jis pereina viena klase Zemyn arba, jei jis buvo



priemokos klaséje, tai iSkart leidziasi | 3 klase. T.y. uz jvykusj(-sius) jvykj(-ius) draudéjas
baudziamas tik pirmais metais po jvykio(-iy).

e Jei jvykiy buvo, tai uz 1 jvykj kyla aukstyn j 5 klase, uz 2 — | 6 klase, o uz 3 ir
daugiau — | 7 klase.

¢ | 8 klase draudéjas patenka, jei draudiminj jvykj sukélé bGdamas neblaivus. | §j
rodiklj darbe neatsizvelgsime, todél laikysime, kad |monés sistema yra su 7-niomis
klasémis.

Priemokos ir nuolaidos (procentais) tuo metu buvo sekancios:

1.1 lentelé. |monéje galiojusios sistemos klasiy jmoky koeficientai.

Ci 80 90 95 100 150 200 300 500]

Akivaizdu, kad kaina P, kurig draudéjas mokés budamas klaséje i yra lygi:
0,01xC xRy, Cia B, - pradiné jmoka.

Apibrézkime darbe aptariamas bonus-malus sistemas:

BMS 1:

es = 0,1,2,3...8 — klasiy skaicius, ¢ia 0 — maziausios kainos klase ir 8 —
didziausios kainos klasé.

¢ Pradiné sistemos klase yra 4-ta.

¢ Jei draudéjas per draudiminius metus neturéjo jvykiy, t.y. jei draudimo kompanijai
nepraneseé apie draudiminius jvykius, tai jis pereina viena klase zemyn.

e Jei jvykiy buvo, tai draudéjas kyla aukstyn iSkart | 8 klase, nepaisant pranesty

ivykiy skai€iaus

BMS 2:

es = 0,1,2,3...12 — klasiy skaiCius, €ia 0 — maziausios kainos klasé ir 12 —
didziausios kainos klasé.

e Pradiné sistemos klasé yra 6-ta.

¢ Jei draudéjas per draudiminius metus neturejo jvykiy, tai jis pereina viena klase
Zemyn.

e Jei jvykiy buvo, tai draudéjas uz kiekvieng jvykj kyla aukStyn per penkias klases.



BMS 3:

BMS 3 bus sistema su tokiomis paciomis peréjimo taisyklémis, kaip sistema BMS
2, bet su 19-ka klasiy ir pradiné sistemos klasé bus 10-ta.

Bendros visoms sistemoms taisyklés:

e kai pasiekiama Zemiausia klasé, tai nuolaida nebedidéja, nors ir nebuvo pranesta
apie jvykius.

e kai pasiekiama aukSciausia klasé, tai priemoka nebedidéja, nors ir praneSama
apie jvykius.

e Sistema yra uzdara, ty. nauji draudéjai nejeina | sistemg, 0 esantieji jos
nepalieka, bent jau pirmus 40 mety, laikysime, kad toks yra vairavimo stazo vidurkis.

Bégant metams dauguma draudéjy apsistoja ties Zemiausiomis, t.y. didziausiy
nuolaidy, klasémis. Bendra, |monés surenkama jmoky suma mazéja, nes priemokos
neatperka suteikiamy nuolaidy. Po 30 mety, vienos pirmyjy Belgijos BMS vidutiné
metiné TPVCA jmoka nukrito iki 70%, o Japonijos - iki 40%. Masy tikslas - surasti tokius

kiekvienos klasés priemoky/nuolaidy koeficientus (procentais), kad BMS bégant

metams iSlikty finansiskai stabili, t.y Zi f.C, 2100, ¢ia f, - tikimybé, kad draudéjas bus

klaséje .



2. Tikimybiniai modeliai

Jau jprasta, kad transporto priemoniy avarijy skaiciaus aprasymui naudojamas
Puasono skirstinys. Laikysime, kad kiekvieno draudéjo, esancio portfelyje, avarijy
skaiCius pasiskirstes pagal Puasono désnj, jvykio jvykimo daZniai nepriklauso vienas

nuo kito ir yra atsitiktiniai dydziai.

2.1. Neigiamas binominis skirstinys

Laikysime, kad tikimybé jog draudéjas per t mety k karty sukels avarijg lygi:

ik ia)=e A0

Tada tikimybeé, jog a.d. jgys reikSme k per laikotarpj (0,t] apskaiciuojama:
je*it u (A)dA, k>0,
0

Cia A atsitiktinis dydis pasiskirstes su tankio funkcija U(4).

Jei laikysime, kad A yra pasiskirstes pagal gama® désnj su parametrais x ir 7, tai

Ul n)= L g,
()= -

¢ial>0,n> 0.
Tuomet a.d. jgys reikSme k su tikimybe:

p(N, 1o - L) (_p Y[t k
' KID() \t4+p ) \t+pu)

ciak=0,1,2,...




Kadangi mes nagrinéjame tik vieneriy mety duomenis, tai t =1. Matome, kad tokiu

atveju gaunamas neigiamas binominis pasiskirstymas (toliau NB):

U
B _~
(77 1+u]

Teorinius momentus sulygine su empiriniais, jvertinsime parametrus 7, x . Rasime

neigiamo binominio skirstinio teorinj vidurkj ir teorine dispersija.

Pazymékime, pzli, tada neigiamo binominio skirstinio tankio funkcija
+u
uzrasoma:
P(N:k):M ’7(_p)k’
kIT(7)
dak=0,12,...
Tuomet

Ik k P’ I'(k
==Xy P 0P a0

Pasinaudoje gama funkcijos savybe:

I'k+n)=(k+n-Drk+n-1), gauname:

S V(ST NSNS N SRRV

E(N) =
M=o & ! rm) & (k-2)

Vél pasinaudoje gama funkcijos savybe:

I'k+n-1)=(k+n-2)I (Kk+nr-2), gauname:

(- p) g Fen-1) PP A DF ST hen=2) )
P T Gl B i e Yy T Gl
P'A-p) G TR+7-2) ) s
r) & kg P

E(N)=7
(1)




Remdamiesi Sia gama funkcijos savybe procedirg tesiame toliau ir gauname begaline

eilute. Pasinaudoje tuo, kad

0 <T(+7)
UL

(1) eilute uzraSome taip:
n(-p+@-py+@-pF+..)

Kadangi 0< (1- p)< 1, tai Si eiluté konverguoja ir jos suma lygi:

n@-p) i& gia
p
1
E(N)=n—.
U

Suskaiciuokime teorine dispersijg naudodamiesi formule:

Var(N) = E(N*) - (E(N))®.

Tiesioginis teorinés dispersijos radimo budas yra gana neefektyvus, tam, kad jj
palengvinti, pasinaudosime generuojanciy funkcijy savybémis. Pirmiausiai rasime NB

skirstinio generuojancig funkcijg ir pasinaudoje sarysiu:

E(N*) =y"(1)+E(N) @) ,
Cia w(s) - generuojancioji NB funkcija.
Rasime teorine dispersija.
leSkome NB generuojancios funkcijos:

B ET(k+) o
t P

y(s) =
Tam, kad rasti paprastesne generuojancios funkcijos iSraiSkg, sudarysime
paprastajq diferencialine lygtj, su pradine salyga, ir jg iSspresime. Diferencijuojame

generuojancig funkcijg pagal kintamajj s:

11



!//'(S) _ )z F(’]+ k) ( )k -1 k- 1

r() (k—1)!
_77p A-p)=T(m+k-1) kdgkl Spn(]-_p)2 Fp+k-1) 2gk-2
TR & keny &P t) & (k2 &P

Tesdami §j procesg toliau, gausime:

w'(s)=n(1- ply (S)A+ (- p)s+ (I-pFs*+ ...).

Su saglyga 0< s<ﬁ , Skliausteliuose esanti eiluté konverguoja ir (3) perraSome:

(1-p)
w'(s)=ny( )W,

su pradine salyga w(1)=1.

Sprendziame aukS€iau gautg diferencialine lygtj:

V(9 _ n-p)
() 1-@-p)s

ir gauname

1 n
'”(S)_(l— @ p)s] ¢

¢ia C — konstanta.

Konstantg C randame iS pradinés salygos y(1)=1. Gauname C = p”. IS Cia

generuojancioji NB funkcija:

(p Y
V- (1— a p)sJ |

NGl ) S ol )i
p’ p’

Randame:

y'()=

Pasinaudoje generuojancios funkcijos savybe (2), gauname:

3)

12



1- 1+
Var(N) =p=—P ==&
p H

Teorinj vidurkj ir teorine dispersijg sulyginame su empiriniais vidurkiu ir dispersija.

Gauname lygciy sistema;:

nL—0,0652..

U

n 4 _0,0679..

U

1 ~0,0414,
5 ~0,0027.

Lenteléje pateikiame neigiamo binominio ir paprasto Puasono (su parametru
A =~ 0,065%) skirstiniy realizacijas.

2.1.1. lentelé. Darbe naudojamy duomeny pasiskirstymas ir realizacijos.

Ivykiy skai€ius, | SutarCiy skai€ius Neigiamas Puasono su
kiekis Binominis parametru A
0 62391 62404,706 62256,447
1 3901 3875,850 4108,926
2 202 211,803 135,595
3 10 11,048 2,983

Jei portfelj suskaidysime | keletg grupiy, su panasiomis draudiminémis rizikomis,

tai turésime sudétinj Puasono procesa. Siame darbe jj panagrinésime detaliau.

2.2. Sud étinis Puasono skirstinys

Pasitdlysime naudoti sudétinj Puasono skirstinj ir laikysime, kad A tankio funkcija

U(1) néra Zinoma. Tokiu atveju, Simar® 1976 metais parodé, kad maksimalaus
tikétinumo funkcijos jvertis yra geriausias, kai U(A)yra diskretus pasiskirstymas.

Tuomet:

13



r ﬂk
nk,t)=> pe =L, k=0,
= k!

O<A <A4,.<4,

> p, =1 p,=0
-1

Simar® taip pat jrodé, kad tokia funkcija U (1) yra vienintelé, jei r tenkina $ia salyga;

o)

Cia apibréSime: r — homogeniniy riziky klasiy skai€ius, u - maksimalus draudéjo sukelty
avarijy skaicius, o v - klasiy, kuriose pranesty jvykiy skai€ius nelygus 0, skaicius.
IS misy turimy duomeny gauname, kad r =2.

Parametry A4,,4,,p,, P, pradinius artinius apskaiCiuosime pasinaudoje momenty*

metodu ir juos patikslinsime pasinaudoje maksimalaus®* tikétinumo funkcijos metodu.

IS pradiniy teoriniy momenty formulés:

© /1k
ay =) kle* =
o k!
ir sarysiy:

k__1 .

k! (k-D!

K_1 1

kI (k-2)! (k-D!

k? 1 3 1

—= + + ,
k! (k=-3)! (k-2)! (k-1)!
uzraSome pirmus tris pradinius teorinius momentus:
o, = pA+ PA,

a, = PA+ PpA,+ pﬁ*lz"' pzﬂvzz’
oy = PA+ PA+3(PA+PAS)+PAI+P 25

14



Teorinius pradinius momentus prilyginame empiriniams momentams ir gauname

netiesine lygcCiy sistema su keturiais nezinomaisiais :

/11p1+12p2:;1’

ﬂiz p1+/122p2:;2_;1’
APt 257D, = Xy = 3% 2K,
Pt P, =1

Cia Zl =1,2,3 pradiniai empiriniai momentai. ISsprende randame pradinius artinius

(detaliau zr. prieda nr. 1):
A =2,71%A,~ 13,68%p,~ 65,32%,~ 34,61

2.2.1. lentelé. Duomeny atvaizdavimas sudétiniu Puasono skirstiniu.

Ivykiy skaicius, Sutarc€iy, Sudétinis Puasono
kiekis skaiCius (momentu metodu)
0 62391 62391,329
1 3901 3899,692
2 202 203,940
3 10 8,735

|[vertinkime parametrus maksimalaus tikétinumo funkcijos metodu. Masy atveju
maksimalaus tikétinumo funkcija L yra lygi:
L =117 (ky,1)- TT™ (k;, 1) TT™ (K,, D} TT™ K, ,2)
Cia k,,k;,k,,k; yra i-ojo draudéjo pranesty jvykiy skaicius.

Funkcija L logaritmuojame:

3 3 2 2 Ak
| :g% |n11(|g,1)=§0¢K |n(§l pe” ﬁ}

leSkome tokio sprendinio 4, 4,, p,, P,, su kuriuo funkcija jgyty maksimalig reikSme.

Tam tikslui pasiekti reikia iSspresti sekancig lyg€iy sistema;

15



a
o4,

op,
al

op,

a
on

a_

01

=0,

0,

=0.

Panaudoje pradinj sprendinio artinj (momentu metodu gautas parametry reikSmes)

Niutono Rafsono metodu randame maksimalaus tikétinumo funkcijos sprendinio jvert;.

(detaliau zr. prieda nr. 2):

A = 3,26%,

A, =14,93%,
p, = 72,10%,
p, = 27,90%

2.2.2. lentelé. Duomeny atvaizdavimas sudétiniu Puasono skirstiniu.

Matome, kad sudeétinis Puasono skirstinys, kai parametrai jvertinami maksimalaus

Ivykiy skaicius, Sutarc€iy Sudétinis Puasono
kiekis skaiCius | (didz. tikétin. metodu)
0 62391 62391,066
1 3901 3900,691
2 202 202,772
3 10 9,127

tikétinumo funkcijos metodu, tiksliausiai atvaizduoja realius duomenis.

2.2.3. lentelé. Duomeny atvaizdavimas tikimybiniais modeliais.

lvykiy | Sutar€iy | Neigiamas | Puasono su Sudétinis Puasono
skaicius | skaiCius [ Binominis | parametru A [momenty m. [didZ. tikétinumo m.
0 62.391,00 | 62.404,71 62.256,45 62.391,33 62.391,07
1 3.901,00 3.875,85 4.108,93 3.899,69 3.900,69
2 202,00 211,80 135,60 203,94 202,77
3 10,00 11,05 2,98 8,74 9,13
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Sudétinis Puasono skirstinys suskaidé masy portfelj j dvi dalis: 72% draudéjy

pasiskirste su parametru A~ 0,032€ ir 28% su parametru A~ 0,149:.

2.2.4. lentelé. Nuokrypio matas.

Neigiamas binominis 0,719
Puasono su parametru A\ 59,839
Sudét. Puasono momenty m. 0,202
Sudét. Puasono maks. tikétinumo f. M. 0,086

7+ kriterijaus 0,95 kvantilio reiksmé — 7,815. I$ lentelés matome, kad tik Puasono

pasiskirstymas su parametru A neatitinka stebéjimo duomeny. Tiksliausiai nagrinéjamag
portfelj apraso sudétinis Puasono pasiskirstymas, kai parametrai jvertinti maksimalaus

tikétinumo funkcijos metodu.



3. Draud éjy pasiskirstymas bonus-malus sistemoje

Tegu p(k) - tikimybé, kad vairuotojas, esantis klaséje s (su jvykiy dazniu 1),
padaro k jvykiy per metus. Sio vairuotojo, peréjimo tarp klasiu, tikimybiy matrica Q

masy aprasytose bonus-malus sistemose yra:

3.1. lentele. Peréjimo tarp klasiy tikimybiy matrica.

BMS 1

s 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 | p0O) | 0 0 0 0 0 0 0 | p(k>=1)

1 |pO) | o 0 0 0 0 0 0 | p(k>=1)

2 0 | p0) | 0 0 0 0 0 0 | p(k>=1)

3 0 0 | p0) | 0 0 0 0 0 | p(k>=1)

4 0 0 0 |pO) | o 0 0 0 | p(k>=1)

5 0 0 0 0 | p0) | 0 0 0 | p(k>=1)

6 0 0 0 0 0 | p0) | 0 0 | p(k>=1)

7 0 0 0 0 0 0 | pO) | 0 [pk>=1)

8 0 0 0 0 0 0 0 | p(0) | p(k>=1)
BMS 2
s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 10 [ 11 | 12
0 |pO | O 0 0 0 [p@m [ o 0 0 0 | p@ | 0 [pk>=3)
1 | pO) ] 0 0 0 0 0 |p® | o 0 0 0 | p2) |p(k>=3)
2 0 [pO) | o 0 0 0 0 |p@m | o 0 0 0 |p(k>=2)
3 0 0 |pO | o 0 0 0 0 |p@® | o 0 0 [p(k>=2)
4 0 0 0 |pO | 0 0 0 0 0 |p@ | o 0 |p(k>=2)
5 0 0 0 0 [pO | O 0 0 0 0 |[p@ [ 0 [pk>=2)
6 0 0 0 0 0 |[pO) | o 0 0 0 0 | p() [p(k>=2)
7 0 0 0 0 0 0 |pO | 0 0 0 0 0 |p(k>=1)
8 0 0 0 0 0 0 0 |pO | o 0 0 0 [p(k>=1)
9 0 0 0 0 0 0 0 0 |pO) | O 0 0 |p(k>=1)
10 | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |pO | © 0 |p(k>=1)
11 | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | pO | 0 [pk>=1)
2 | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | p(0) |p(k>=1)




BMS 3

sJ]o|1]2[3[4]5]6]7]8]o]10[11]12[13[14]15[16]17]| 18
op@loJolololp@[ololololp@[ o[ o[ 0]0 [p@)] 0] 0 [pk>=4)
1 b oloJolololp@ofolololp@[ ool o] o[p@E)]| 0 [pk>=4)
2] op@loJololo|lolp@® o]o]o0 p@] 0] o[ 0] 0 |p@E)pk>=4)
3]0 pOolofoloJolpmolololop@ o] 0] 0] o0 [pk>=3)
2]oloJofp@loJo]loJololp@m ololo]olp@] 0] 0] 0 |pk>=3)
sloloJololp@lolololololp@olo[ o] o [p@] 0] 0 [pk>=3)
6loJoloJo|lop@lo]ololololp@[oJo| o] o [p@] o0 [pk>=3)
7]lo0loloJo|olop@]olololo|olp® o] o] o] 0p@|pk>=3)
g8loJloJoJlo|oJo|lolp@®o[oJolo[olp@m o[ 0] 0] o0 [pk=2)
ololoJoJo|oJolololp@oJololo]olp®m o]0 o0 [pk=2)
10/]0JoJoJo]J]oJo|lo[o|lolp@® olo[o| 0] o p@® 0] o0 [pk=2)
11]0loJoJo]oJololoJololp@® ololo] o]0 [p@® 0 |pk>=2)
12]0JoJoJo]JoJoJoJoJo]o]op@lo] o] o] 0] o0 [p@)pk=2)
13]0Jo[o]lo]oJolo[o[olo[o|ofp@ o]0l 0]o0]o0 [pk=1)
14]0JoJoJo]oJ]olo[oJo|oJo|o |op@] o] 0] 0] o0 |pk=1)
15/]0/oJoJo]oJ]olo[o|Jo|o]o|o[o]| 0lp0] 0] 0] 0 [pk>=0)
6/]0JloJoJoJoJolo[o[o[o[o[o[o[ 0] o0 [p@] 00 [pk>=1)
17]0JoJoJo]JoJoJoJoJo]oJoJoJo| o] o] o]lpO)] 0 |pk>=1)
18]0JoJoJo]oJolo[o|Jo|oJolo[o|o] o] 0] o [pO)pk=1)

Kiekvienai BMS sistemai turime nesuskaidoma Markovo grandine®, kuri neturi

cikly. Tuomet stacionarus tikimybiy skirstinys yra:
f, (1)=f,(A)IimQ",

Cia fo(/l) Zzymi bet kokj pradinj vairuotojy pasiskirstymag bonus-malus sistemoje.
Stacionarus tikimybiy skirstinys yra nepriklausomas nuo f, (i) :

Stacionarus tikimybiy skirstinys taip pat gali bati rastas iSsprendus:
f.(2)=1.(4)Q

su saglyga

¢
N

f (i;4)=1,

T
o

Cia f, (i;/i) yra i-sis vektoriaus f_ (/1) komponentas (mdsy atveju — BMS klasé).

Sudétinio Puasono skirstinio atveju:
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=Y RL().

Draudéjy pasiskirstymas po T mety bonus—malus sistemoje yra:
fr(2)=Q" fo(4).
Kad vaizdziau matytysi draudéjy pasiskirstymas tarp klasiy, laikysime, kad pradinis
draudéjy skaicius yra 100,000. Jei vairavimo stazo vidurkis - 40 mety, tai pagal misy

duomenis ir BMS taisykles gauname:

3.2. lentelé. Stacionarus vairuotojy pasiskirstymas.

BMS 1
Klasé\T| 10 20 30 40 fr
0 63980 63980] 63980 _ 63980[0,63980
1 3203 3203 3203 3203]0,03203
2 3484 3484 3484 3484]0,03484
3 3801 3801 3801 3801]0,03801
4 4162 4162 4162 4162]0,04162
5 4572 4572 4572 4572|0,04572
6 5040 5040 5040 5040| 0,05040
7 5574 5574 5574 5574 0,05574
8 6184 6184 6184 6184]0,06184
BMS 2
Klasé\T| 10 20 30 40 fr
0 58289 68021]  68232]  68099[0,68128
1 0 2990 3253 3289]0,03299
2| 18440 3225 3522 3641]0,03577
3 2736 3575 3827 3878]0,03888
4 2956 5769 4172 4230]0,04243
5 3203 4444 4595 4630| 0,04645
6 849 1697 2202 1919[0,01931
7 1362 1739 1884 1931[0,01933
8 6797 1767 1867 1949[0,01908
9 1193 1839 1818 1838|0,01846
10 1298 2200 1726 1733[0,01739
11 1299 1351 1465 1446(0,01448
12 1578 1382 1436 1418[0,01416
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BMS 3

Klasé\T| 10 20 30 40 fr
0 58280 | 60624 | 65797 | 66439 |0,66366
1 0 1921 2646 2898 |0,03019
2 0 9940 2830 3097 |0,03267
3 0 2760 3311 3327 |0,03549
4 0 2873 5568 3604 |0,03807
5 0 3040 3794 4121 [0,04138
6 26343 751 1219 2371__|0,01600
7 0 1335 1219 1427 _|0,01596
8 0 5063 1244 1394 |0,01584
9 101 844 1600 1349 |0,01537
10 321 785 2771 1303 |0,01401
11 1252 677 887 1287 |0,01151
12 8363 833 908 1587 |0,01126
13 289 1416 944 994 |0,01095
14 454 2676 1005 979 |0,01058
15 705 738 1200 967 |0,01004
16 1014 820 1313 959 |0,00931
17 1465 944 853 984 |0,00901
18 1404 1059 889 914 [0,00869
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4. Optimali bonus—malus sistema

4.1. Optimali BMS su begaliniu klasi  y skai éiumi

Kaip jau minéta, misy B-M sistema nepriklausys nuo to, kuriuo metu jvyko jvykis,
todél mes nagringjame tik bendrg pranesty jvykiy skaiciy, neatsizvelgiant | tai, kada
jvykiai jvyko.

Naudodamiesi Bajeso teorema, galime uzraSyti:

dU (AIN(t)=N(t-D) =k,..N(J-N(9=k)
_P[N“)—Nﬂ—nzK“”N(Q—N(qz&u]mJUJ
P[N(t)-N(t-1)=k,...N(J-N( 9=k |

—7 1k
A au(s)
_ Hj:lkj
e |
[ au(a)

t
gia k=Zkj .
=1

Pirmaisiais draudéjo buvimo B-M sistemoje metais draudimo jmoka vertinama
pagal pirminius (a priori) draudéjo duomenis , nes néra jokios praeities informacijos apie

jo neSamg draudimine rizika:
EIN@]=HA].

Kadangi jvykiy praeitis (jvykimo momentas) néra svarbi, tai t-siais metais
atsizvelgiame | informacijg, kuri susideda iS jvykiy skaiiaus per pirmuosius t mety.
Draudéjy, kurie sukélé k jvykiy per pirmuosius t mety, tikétinas jvykiy daznis t+1 —ais

metais apskaiiuojamas:
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E[ N(t+1)- N ()N (t) =k | = E(AIN(t) = k)

ket [](ke2)
BRI COR

Tariant, kad pirmoji sumokéta jmoka yra 100, (4) formulés’ pagalba galime

sudaryti BMS jmoky lentele, priklausancig nuo k ir t:

100k + 1] J(k+1t)

C =
“OUEA t [](kt)

(4)

Patikrine Zemiau pateiktas salygas jsitikinsime, kad aukS¢iau apibrézta bonus-

malus sistema yra optimali:

1. Sistema yra finansiSkai stabili kiekvienais metais

S TI(kE(AN(t)=k)=EA vt.

0
k=0

2. Kuo daugiau draudiminiy jvykiy draudéjas praneSa draudikui, tuo didesné

draudimo jmoka:
E[AIN()=k+1]>E[AIN(t)=k]| vtk

3. Draudimo jmoka visada mazéja, kai nebepraneSama apie naujus

draudiminius jvykius:

%E[A\N(t)zk]go vt k.

Formule (4) gali bati perraSoma:

% ‘—ﬂjt/l‘kJrl
100k+1]_[(k+1,t)_100,-%'0‘e ‘
EA t kt)  EA & aigk

[10) >.pe A

=1
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Stacionari BMS jmoka laikui neapréztai augant apskaiciuojama :

1 95,91] 159,50| 207,17] 223,71 227,81 228,73] 228,93| 228,98 228,99
2 92,05] 154,48| 204,83] 223,08] 227,66] 228,70] 228,92| 228,97 228,99
3 88,42| 149,37| 202,29| 222,38] 227,50] 228,66] 228,92| 228,97 228,98
4 85,03] 144,19| 199,53| 221,59| 227,32] 228,62 228,91 228,97 228,98
5
6
7
8

81,86] 138,98| 196,55| 220,72| 227,11] 228,57 228,90| 228,97 228,98
78,93| 133,77| 193,34 219,75 226,88 228,52 228,89 228,97| 228,98
76,22 128,60| 189,89 218,68 226,63| 228,47 228,87 228,96 228,98
73,72 123,50| 186,21 217,48 226,34 228,40 228,86 228,96/ 228,98
9 71,43] 118,51 182,30 216,16f 226,02 228,33] 228,84 228,96/ 228,98
10 68,33] 113,66| 178,17 214,70 225,66 228,25 228,83 228,95 228,98
15 61,37 92,18| 154,65] 204,92| 223,10] 227,67 228,70| 228,92 228,97
20 56,56 76,31 128,77] 190,01 218,71 226,64| 228,47| 228,87 228,96
25 53,76 65,73 104,60] 169,43] 211,38] 224,82] 228,06] 228,78] 228,94
30 52,15 59,17 85,25] 144,54] 199,73] 221,65| 227,33] 228,62 228,91
35 51,25 55,27 71,58] 118,85] 182,57] 216,26] 226,04| 228,33 228,85
40 50,73 53,02 62,75 96,32 160,00 207,39| 223,77| 227,82] 228,73
50 50,29 51,01 54,23 67,61] 109,43] 174,27 213,26] 225,30 228,17

4.2. Optimali BMS su baigtiniu klasi  y skai ¢iumi

Dabar mes galésime aproksimuoti® misy analizuojamas bonus—malus sistemas
analogiSkomis lentelémis. 8 lenteléje pateiktos kiekvienos sistemos aproksimacijos

koeficienty lentelés, kai k=0, 1, 2, 3 irt =1, ..., 10. Koeficientas C parodys jmokos P

dalj, kuri turi bati mokama uz draudimine apsaugg, kai draudikui draudéjas jau yra
praneses k jvykiy per laikotarpj t. Su Siomis k ir t reikSmémis yra ne viena klasé, kur
konkreciu laiko momentu gali bati draudéjas. Draudéjo klasé konkreciu laiko momentu
priklauso ne tik nuo jo pranesty jvykiy skaiciaus, bet ir nuo laiko, kada tie jvykiai jvyko.
Ne paslaptis, kad draudéjui ,geriausia“ situacija, kai visi jvykiai jvyksta per vienerius
metus, po ty ,blogy” mety jis dazniausiai bina auksciausioje klaséje ir pasimokes iS
savo klaidy, kasmet lipa Zemyn nuolaidy link. Jei Si situacija lemia, kad draudéjo visy
mety draudimo jmoky suma yra maZziausia, tai reiSkia, kad tokia situacija yra pati

nepalankiausia draudikui, nes zalos padaroma tiek pat, o jmoky gaunama maziau.
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Siame darbe yra atstovaujami draudiko interesai, todél imsime pacig nepalankiausig
situacijg draudikui ir netgi tokiais atvejais reikalausime, kad jmoky sistema bty stabili.
Dazniau pasitaikanti probleminé situacija susidaro, kai imamas ilgas laiko tarpas ir

pasiekiama Zemiausia klasé. Siame darbe vairavimo laikotarpj apribosime t =10.

4.2. lentelé. BMS aproksimacijos koeficientai.

BMS 1
t\k 0 1 2 3
0 C,
1 C, C, C, C,
2 C, C, C, C,
3 C, C, C, C,
4 C, C, C, C,
5 C, C, C, C,
6 C, C, C, C,
7 C, C, C, C,
8 C, C, C, C,
9 C, C, C, C,
10 Co Co Co Co
BMS 2
t\k 0 1 2 3
0 C,
1 G Cy C Cp,
2 C, Cio Cy Cy
3 G G Cuo Cio
4 C, C, C, C,
5 C, C, C, C,
6 C, C, C, C,
7 C, C, C, C,
8 C, C, C, C,
9 C, C, C, C,
10 C, C, C; G
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BMS 3

t\ K 0 1 2 3
0 Cio
1 G Cis Cie Cie
2 G Cu Cy, Cyy
3 C, Cis Cie Cis
4 Ce Ci Cis Cis
S G Cun Cy Cu
6 C, Cio Cis Cis
/ C, G Cp Cp
8 C, Ce Cu Cu
9 C G, Cio Cio
10 Co Co Cq Co

Optimalioms koeficienty C, reikSméms apskaiciuoti minimizuosime kvadratine

funkcija:

z fi(t,k) X(Ci(t,k) _C(t,k))Z’ (5)
(tk)
cia f,,, — tikimybé, kad draudéjas bus klaséje i(tk), C,, — ieSkomas jmokos
koeficientas, C,, — jmokos koeficientas i BMS su begaliniu klasiy skaiCiumi, i(t,k) —

indeksas, atitinkantis (t,k) koordinates iS5 aproksimuojanciy koeficienty lentelés.
Pavyzdziui, nagrinéjant BMS 1 i(8,2)=1, o BMS 2 i(8,2)=5.

Rastiems koeficientams C, reikalausime:

1. Kad aukstesne klase atitikty didesné kaina: C,,-C >0,i=0,1,..k— .. Taikant

praktikoje naudosime: C_, —C >a,a=konst.
2. Pradinés klasés kaina — 100, t.y. BMSL:C, =100BMS 2 C, = 100BMS 3C,= 10.

3. Kad uztikrinti sistemos finansinj stabiluma: z f.C. >100.
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Minimizave (5) ir surade koeficientus, turime:

4.3. lentelé. bonus—malus sistemy klasiy jmokos.

Imon és
klasé | BMS 1| BMS 2 | BMS 3 | sistema
0 70 75 68 80
1 80 80 68 90
2 90 85 71 95
3 95 90 74 100
4 100 94 77 150
5 151 97 80 200
6 182 100 85 300
7 202 150 90 500
8 233 205 95
9 265 98
10 320 100
11 390 258
12 450 366
13 376
14 389
15 411
16 489
17 552
18 667

4.3. BMS jvertis

Praktikoje bonus—malus sistemy palyginimui naudojami tam tikri koeficientali.
Vienas pagrindiniy ir svarbiausiy koeficienty — tai nusistovéjusios vidutinés jmokos
koeficientas RSAL® (relative stationary average premium level). Sis koeficientas,
iSreikStas procentais, apibrézia reliatyvig vidutine draudéjo pozicijg. ApskaiCiuojamas

sekandiai:

Vid.stacjmoka— Minjmoka
Maks.jmoka — Minjmoka

RSAL =

e Vid. Stac. /moka — vidutiné jmoka, kuri nusistovi sistemoje po tam tikro mety
skaiciaus;
e Min. jmoka — minimali sistemos jmoka;

e Maks. jmoka — maksimali sistemos jmoka.
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Maza RSAL reikSmé rodo didele draudéjy sankaupa maksimaliy nuolaidy klaséje.
Auksta — kad reikalingas geresnis iSsiskaidymas per klases. Idealiu atveju RSAL
reikSme yra 50%, taciau praktikoje naudojamose bonus—malus sistemose prie tokios
reikdmés kol kas priartéti nepavyko. Pirmasis 10-tukas analizuoty pasaulio® BMS pagal
RSAL koeficientus atrodo taip:

4.4. lentelé. Pasaulio BMS pagal RSAL koeficientus.

Nr. BMS RSAL
1 Kenijos 28,79%
2 Ispanijos 25,67%
3 Malaizijos 21,17%
4 Suomijos (nauja) | 16,04%
5 Svedijos 14,20%
6 Danijos 11,78%
7 D. Britanijos 11,37%
8 Taivanio 9,55%
9 Suomijos (sena) 8,46%

10 Honkongo 8,35%

Masy pasitlytoms 3 BMS atitinkamai RSAL koeficientai yra:

RSAL 1=18,4%,
RSAL 2=6,66%,
RSAL 3=5,34%.

Svarbu palyginti ir vidutine sistemos jmoka po pirmyjy draudimo mety:

BMS 1 = 103,53,

BMS 2 = 115,31,

BMS 3=118,17,
Cia laikyta, kad baziné jmoka P=100.

Matome, kad BMS 1 draudéjy sklaida tarp klasiy po daugelio mety yra pakankamai
gera ir geriausia iS nagrinéjamy BMS, o ir pirmaisiais metais iS draudéjy neimamos
nepagristai didelés jmokos. Sio darbo tikslas sukurti finansiskai stabilig jmoky sistema,
bet tuo paciu siekiant islikti kuo teisingesniais draudéjy atzvilgiu. Svarbu pastebéti, kad
BMS 1 per visg laikotarpj iSlieka ir stabili, ir pakankamai teisinga draudéjy atzvilgiu.
Bégant metams Sios sistemos vidutiné jmoka svyruoja tarp 96,79% ir 105,09%, kai tuo
tarpu BMS 2 — tarp 99,95% ir 123,07%, BMS 3 — tarp 98,79% ir 153,51%.
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4.5. lentelé. BMS finansinis stabilumas bégant metams.

BMS 1
t C t C t C t C
1 103,53 11 100,00 21 100,00 31 100,00
2 105,09 12 100,00 22 100,00 32 100,00
3 101,40 13 100,00 23 100,00 33 100,00
4 96,79 14 100,00 24 100,00 34 100,00
5 98,03 15 100,00 25 100,00 35 100,00
6 98,98 16 100,00 26 100,00 36 100,00
7 99,68 17 100,00 27 100,00 37 100,00
8 100,00 18 100,00 28 100,00 38 100,00
9 100,00 19 100,00 29 100,00 39 100,00
10 100,00 20 100,00 30 100,00 40 100,00

BMS 2
t C t C t C t C
1 115,31 11 102,26 21 100,45 31 100,03
2 121,93 12 100,20 22 100,31 32 100,05
3 123,07 13 101,11 23 100,13 33 100,05
4 118,28 14 101,41 24 99,95 34 100,03
5 110,95 15 101,45 25 100,10 35 100,00
6 102,05 16 101,05 26 100,15 36 99,98
7 104,54 17 100,52 27 100,15 37 100,00
8 105,36 18 99,95 28 100,10 38 100,01
9 105,37 19 100,31 29 100,03 39 100,01
10 104,05 20 100,43 30 99,97 40 100,00

BMS 3
t C t C t C t C
1 118,17 11 115,63 21 104,76 31 99,57
2 132,50 12 103,81 22 105,29 32 100,25
3 143,73 13 105,40 23 102,83 33 100,82
4 153,51 14 107,79 24 99,59 34 100,96
5 140,73 15 109,79 25 100,33 35 99,93
6 112,93 16 110,67 26 101,36 36 98,79
7 114,89 17 106,64 27 102,24 37 99,13
8 118,40 18 100,76 28 102,53 38 99,58
9 121,26 19 101,86 29 100,96 39 99,94
10 122,70 20 103,42 30 99,07 40 100,00

Atsizvelgiant | aukSCiau iSdéstytg ir priimant démesin, kad Lietuvos draudimo rinka

yra pakankamai maza, o konkurenciné situacija jtempta, sitlome taikyti pirmajg sistema.



5. ISvados

Taikydami sudétinj Puasono skirstinjf TPVCA draudiminiy riziky portfelj suskaideme
i dvi dalis. Tai leido pakankamai tiksliai atvaizduoti realius [monés duomenis. ISsprende
kvadratinio minimizavimo uzdavinj parodéme kaip sudaryti bonus—malus sistema, kuri:
e Yra finansiskai stabili.
e Bégant metams iSlieka teisinga tiek draudiko tiek ir draudéjo atzvilgiu.
¢ Yra nepriklausoma nuo draudéjo asmeniniy charakteristiky, kuriy nejmanoma
tiksliai jvertinti sutarties sudarymo metu. Tuo paciu iSsprendziama aktuali
draudéjo diskriminacijos, dél vienokiy ar kitokiy jo savybiy, problema.
Nepaisant teigiamy sukonstruotos BMS savybiy, turime paminéti ir trakumus:
e Darbe naudojami vieneriy mety duomenys, todel reikéty ilgesnio periodo
duomeny, kad jvertinti gautg sistema.
e Mausy sistema yra su baigtiniu klasiy skai€iumi, todél ji tampa finansiSkai stabili tik
po kurio laiko, taCiau sistemos permokos atperka trakumus. (zr. 4.5 lentele)
e Laikome, kad sistema uzdara, bet praktikoje draudéjas kiekvienais metais gali
laisvai rinktis draudimo jmone.
Darbas gali bati tesiamas jvedant papildomy salygu, tokiy kaip:
e Jei draudéjo sukelty avarijy Zala virSija tam tikrg lygj, tai jis baudziamas
papildomomis baudomis.
¢ |vesti draudéjo startinés pozicijos priklausomybe nuo draudeéjo pradiniy (a priori)
duomeny (transporto priemonés eksploatavimo vietovés, darbinio tdrio, draudéjo
amziaus ar kt.)
e Galima apriboti didZiausig nuolaidg ir didZziausig bauda, jvedant saglygas:
C >2A,

C,<B,

Cia A ir B — tam tikros, IS anksto parinktos konstantos.
Sios ir panaSios saglygos gali bati jtrauktos ir jtakoti bonus—-malus sistemos

sudaryma, ypatingai uztikrinant jos finansinj stabilumg bégant metams.
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Construction of financially balanced

bonus—malus system

Tomas Antanaitis

Mixed Poisson fit is applied to a motor third party liability insurance portfolio in
order to construct a bonus—malus system with finite number of classes. The premiums
for a bonus-malus system which stays in financial equilibrium over the years are
calculated. This is done by minimizing a quadratic function of the difference between the
premiums for an optimal BMS with an infinite number of classes and the premiums for a
BMS with finite number of classes, weighted by the stationary probability of being in a

certain class, and by imposing various constraints on the system.
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Priedas Nr. 1

Parametr y jvertinimas pasinaudojant moment

metodu

>restart:

X[ 1] : =0. 0651840490797546:

x[ 2] : =0. 00697702393840972:

x[ 3] : =0. 000902201371346084:

| 1: =x1*pl+x2*p2- x[ 1] =0:

| 2: =(x1) "2*pl+(x2)"2*p2- x[ 2] =0:

| 3: =(x1)"3*pl+(x2)"3*p2-x[ 3] =0:

| 4: =(x1) "4*pl+(x2)"4*p2- X[ 4] =0:

| 7: =p1+p2-1=0: eval f (fsolve({11,12,13,17})):

y
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Priedas Nr. 2

Parametr y jvertinimas maksimalaus tik  étinumo

funkcijos metodu

NIUTONO - RAFSONO METODAS

>restart:
wi t h( Li near Al gebra) :wi t h(Vector Cal cul us):

PRADINES SALYGOS.
>N 0] : =62391:

N[ 1] : =3901:
N[ 2] : =202:
N[ 3] : =10:
N[ 4] : =0:

>F: =(x, | anbdal, | anbda2, n) - >l n(x*exp(-1 anbdal) * (| anbdal) *n+( 1-
x) *exp( -1 anbda2) * (| anbda2) *n) :

>S: =sum N[ n] *F(x, | anbdal, | anbda2, n), n=0.. 4):

x[ 0] : =0. 6532438357:

| anbdal[ 0] : =0. 02712992875:

| anbda2[ 0] : =0. 1368730977:

Ni teraciju:=1000:

st:=tinme():

N-R iteraciju pradzia.

>for i fromO by 1 to Niteraciju do

Matri x([[diff(S,x)],[diff(S,lanmbdal)],[diff(S,|anmbda2)]]):
M =unappl y(% (x, | anbdal, | anbda2)):

f:=eval f(Mx[i],lanbdal[i],|anbda2[i])):

Hessi an(S, [ x, | anbdal, | anbda?]):

H: =unappl y(% ( x, | anbdal, | anbda2)):

HH. =eval f (H(x[i], | anbdal[i], | anbda2[i])):

Thet a: =Matri xl nver se( HH) :

kappa: =Matri xMatri xMul tiply(Theta,f):
Dzeta:=Matrix([[x[i]],[lanmbdal[i]],[lanmbda2[i]]]) - kappa:
x[1+1]:=Dzeta[ 1, 1] : | anbdal[i +1] : =Dzet a[ 2, 1] : | anbda2[i +1] : =Dzet a]
3,1]:flndex: =i +1:

end do:

LAIKAS per kuri randamositeracijos.
>total:=(time()-st):

REIKSMES SURASTOSN-R METODU.
>x[ flndex]: | anbdal[fl ndex]: | anbda2[fl ndex]:



Priedas Nr. 3

Kvadratin és funkcijos 3 f ., x(C,-Ck)? MiNiMizavimas

(k1)

BMS1

>restart:

sqF: =[ 0. 639800411858493, 0. 0320349323230395, 0. 0348370353203466, 0.
0380120709434932, 0. 0416174802232205, 0. 0457198649436376, 0. 0503964
594779104, 0. 0557368394642702, 0. 0618449054455896] :

sqCf 1] : =[ 95. 91306817, 159. 4982771, 207. 167594, 223. 713011] :

sqC 2]: =[ 92. 05188883, 154. 4826401, 204. 8330234, 223. 082051] :

sq{ 3] : =[ 88. 42230378, 149. 3684243, 202. 2911309, 222. 3784977] :

sqC 4] : =[ 85. 02652662, 144. 1883078, 199. 5326671, 221. 5947198] :

sqC 5] : =[ 81. 86353045, 138. 9767164, 196. 5499307, 220. 7224626] :

sqC] 6] : =[ 78. 9294842, 133. 768922, 193. 3372086, 219. 7528429] :

sqC 7] : =[ 76. 21820989, 128. 6000943, 189. 8912334, 218. 6763568] :

sq{ 8] :=[ 73. 72163772, 123. 5043572, 186. 2116381, 217. 4829049] :

sqC 9]:=[ 71. 43024052, 118. 513905, 182. 3013846, 216. 1618383] :

sqC[ 10]: =[ 68. 333, 113. 658, 178. 167, 214. 702] :

for j from1l by 1 to 10 do

fl[j]:=sqgF[j]:end do:

for | froml1l by 1 to 10 do

for s froml by 1 to 4 do

Cs-1,1]1:=sqC I ][s]:

end do:

end do:

c[4]:=100: P:=f[1]*((c[0]-C 0, 4])"2+(c[0]-C0,5])"2+(c[O]-
do,6])"2+(c[0]-( 0, 7])"2+(c[0] - 0, 8] )"2) + fr2]*((c[1] -

go,3])"2+(c[1]-C1,8])"2+(c[1]-C2,8])"2+(c[1]-C3,8])"2) +
fL3]*((c[2]-C0,2])"2+(c[2]-C 1, 7])"2+(c[2]-C[ 2, 7])"2+(c[2] -
d3,7])"2)+ f[4]*((c[3]-(0, 1])"2+(c[3]- 1, 6])"2+(c[ 3] -
d2,6])"2+(c[3]-3,6])"2)+ f[5]*((c[4]-1,5])"2+(c[4]-
d2,5])"2+(c[4]-C3,5])"2)+ f[6]*((c[5]-C1,4])"2+(c[5]-
d2,4])"2+(c[35]-(3,4])"2)+ f[7]*((c[6]-1,3])"2+(c[6] -
d2,3])"2+(c[6]-C3,3])"2)+ f[8]*((c[7]-C1,2])"2+(c[7]-
d2,2])"2+(c[7]-C3,2])"2)+ f[9]*((c[8]-C1,1])"2+(c[8]-
d2,1])"2+(c[8]-(3,1])"2):

wi th(Optimzation): QPSolve(P,{c[8]-c[7]>=0,c[7]-c[6]>=0,c[6]-
c[ 5] >=0, c[5] -c[4]>=0,c[4]-c[3]>=5,c[3]-c[2]>=5,c[2]-

c[ 1] >=10, c[ 1] -
c[0]>=5,f[1]*c[O] +f[2] *c[ 1] +f[3] *c[ 2] +f[4] *c[ 3] +f[5] *c[4] +f[ 6] *C
[B] +f[7] *c[ 6] +f[ 8] *c[ 7] +f [ 9] *c[ 8] >=100} , assune=nonnegati ve) :



BMS?2

>restart:

sqF: =[ 0. 680986139, 0. 032891626, 0. 03640594, 0. 038775065, 0. 042300739
, 0. 046303863, 0. 019187998, 0. 019311858, 0. 019492279, 0. 01837863, 0. 01
732939, 0. 014459488, 0. 014176985] :

sq{ 1] : =[ 95. 913, 159. 498, 207. 167, 223. 713] :

sqd 2] : =[ 92. 051, 154. 482, 204. 833, 223. 082] :

sq{ 3] : =[ 88. 422, 149. 368, 202. 291, 222. 378] :

sq{ 4] : =[ 85. 026, 144. 188, 199. 532, 221. 594] :

sq{ 5] :=[ 77. 92, 145. 98, 206. 30, 226. 49] :

sq{ 6] : =[ 78. 929, 133. 768, 193. 337, 219. 752] :

sqC 7]:=[ 76. 218, 128. 600, 189. 891, 218. 676] :

sq{ 8] : =[ 73. 721, 123. 504, 186. 211, 217. 482] :

sqC 9] :=[ 71. 430, 118. 513, 182. 301, 216. 161]:

sqC[ 10] : =[ 68. 333, 113. 658, 178. 167, 214. 702] :

for j from1l by 1 to 13 do

f[j]:=sqgF[]j]:end do:

for | from1l by 1 to 10 do

for s froml by 1 to 4 do

Cs-1,1]1:=sq I ][s]:

end do:

end do:

c[ 6] : =100: P.=f[1] *((c[ O] -
0,6])"2+(c[0]-C 0, 7])"2+(c[0] - 0, 8])"2) +
f[2]*((c[1]-C0,5])"2) +

f[3]*((c[2]-C0,4])"2)+

f[4]1*((c[3]-C0,3])"2)+
f[5]1*((c[4]-C0,2])"2+(c[4]-C1,8])"2)+ f[6]*((c[5]-
do,1])r2+(c[5]-C1,7])"2+(c[5]-C2,8])"2+(c[5]-C3,8])"2) +
fL7]1*((c[6]-C1,6])"2+(c[6]-(2,7])"2+(c[6]-(3,7])"2)+
fI8]*((c[7]-C1,5])"2+(c[7]-2,6])"2+(c[7]-C3,6])"2) +
f[9]*((c[8]-C1,4])"2+(c[8]-2,5])"2+(c[8]-(3,5])"2) +
f[10] *((c[9]-C[1,3])"2+(c[9]-2,4])"2+(c[9]-(]3,4])"2) +
fl11]*((c[210]-C 1, 2])"2+(c[10]-C 2,3])"2+(c[10]-C3,3])"2) +
fl12]*((c[11]-C 1, 1])"2+(c[11]-C 2,2])"2+(c[11]-C3,2])"2)+
f[13]*((c[12]-C2,1])"2+(c[12]-C3,1])"2):

wi th(Optim zation): QPSolve(P,{c[12]-c[11]>=5,c[11]-

c[ 10] >=5, c[10] -¢c[ 9] >=5,c[9] -c[ 8] >=5,c[ 8] -c[ 7] >=5,c[ 7] -

c[ 6] >=5,c[ 6] -c[5]>=3,c[5]-c[4] >=3,c[4]-c[3]>=3,c[3]-
c[2]>=3,c[2]-c[1]>=3,c[1]-
c[0]>=3,f[1]*c[O] +f[2] *c[1] +f[3] *c[2] +f[4] *c[ 3] +f[5] *c[4] +f[ 6] *C
[B]+f[7]*c[ 6]+ [8] *c[ 7] +f[9] *c[ 8] +f [ 10] *c[ 9] +f[ 11] *c[ 10] +f[ 12] *c
[ 11] +f[ 13] *c[ 12] >=100}, assune=nonnegati ve):
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BMS3

>restart:

sqgF: =[ 0. 664388304, 0. 02898187, 0. 030970306, 0. 033269274, 0. 036043256
,0.041210206, 0. 023713467, 0. 014268752, 0. 013937196, 0. 013489403, 0.0
1302832 0.012871278, 0. 015865174, 0. 009937017, 0. 009788896, 0. 009665
559, 0. 009586567, 0. 009842617, 0. 009142539] :

sq{ 1] : =[ 95. 913, 159. 498, 207. 167, 223. 713] :

sqd] 2] : =[ 92. 051, 154. 482, 204. 833, 223. 082] :

sq{ 3] : =[ 88. 422, 149. 368, 202. 291, 222. 378] :

sqC] 4] : =[ 85. 026, 144. 188, 199. 532, 221. 594] :

sqC[ 5]:=[77. 92, 145. 98, 206. 30, 226. 49] :

sq{ 6] : =[ 78. 929, 133. 768, 193. 337, 219. 752] :

sqC 7] :=[ 76. 218, 128. 600, 189. 891, 218. 676] :

sqC[ 8]:=[ 73. 721, 123. 504, 186. 211, 217. 482] :

sqC 9]:=[ 71. 430, 118. 513, 182. 301, 216. 161]:

sqC[ 10] : =[ 68. 333, 113. 658, 178. 167, 214. 702] :

for j from1l by 1 to 19 do

fl[j]:=sqgF[j]:end do:

for | froml by 1 to 10 do

for s froml by 1 to 4 do

Cs-1,1]:=sqC1][s]:

end do:

end do:

c[10]:=100: P:=f[1]*((c[O0]-C0, 10])"2)+

f[2]*((c[1]-C0,9])"2) +

fL3]*((c[2]-CO0,8])"2)+

f[4]1*((c[3]-C0,7])"2)+

f[5]*((c[4]-C0,6])"2)+

f6]*((c[5]-C0,5])"2)+

fL7]1*((c[6]-C0,4])"2+(c[6]-C1,10])"2)+

fL8]*((c[7]-C0,3])"2+(c[7]-C[1,9])"2) +

fol*((c[8]-0,2])"2+(c[8]-1,8])"2)+ f[10]*((c[9]-
go,1])"2+(c[9]-C1,7])"2+(c[9]-C 2,10])"2+(c[9]-C 3, 10])"2) +

f[11]*((c[10]-C1,6])"2+(c[10]-C2,9])"2+(c[10]-C[3,9])"2)+

fl12]*((c[11]-C 1,5])"2+(c[11]-C 2,8])"2+(c[11]-C3,8])"2)+

f[13]*((c[12]-C 1,4])"2+(c[12]-C 2,7])"2+(c[12]-C[3,7])"2)+

f[14]*((c[13]-C 1, 3])"2+(c[13]-C 2,6])"2+(c[13]-C3,6])"2)+

f[15]*((c[14]-C 1, 2])"2+(c[14]-C 2,5])"2+(c[14]-C3,5])"2) +

f[16]*((c[15]-C 1, 1])"2+(c[15]-C 2,4])"2+(c[15]-C[3,4])"2)+

f[17]*((c[16]-C[ 2, 3])"2+(c[16] - 3,3])"2)+ f[18] *((c[17]-
d2,2])"2+(c[17]-C3,2])"2)+ f[19]*((c[18]-C 2, 1] )"2+(c[ 18] -
3,1])"2):

wi th(Optim zation): QPSolve(P,{c[18]-c[17]>=5,c[17]-

c[ 16] >=5, c[ 16] - c[ 15] >=5, c[ 15] - c[ 14] >=5, c[ 14] - ¢[ 13] >=5, c[ 13] -

c[ 12] >=5, c[ 12] - c[ 11] >=5, c[ 11] - c[ 10] >=5, c[ 10] - c[ 9] >=5, c[ 9] -

c[ 8] >=5,c[8]-c[7]>=5,c[7]-c[6]>=5,c[6]-c[5]>=3,c[5]-
c[4]>=3,c[4]-c[3]>=3,c[3]-c[2]>=3,c[2]-c[1] >=3,c[1]-
c[0]>=3,f[1]*c[O]+Hf[2] *c[1] +f[3] *c[2] +f[4] *c[ 3] +f[5] *c[4] +f[ 6] *C
[B]+f[7]*c[6] +f[8] *c[ 7] +f[9] *c[ 8] +f [ 10] *c[ 9] +f[ 11] *c[ 10] +f[ 12] *c
[11] +f[13] *c[12] +f[ 14] *c[ 13] +f[ 15] *c[ 14] +f [ 16] *c[ 15] +f [ 17] *c[ 16]
+f [ 18] *c[ 17] +f [ 19] *c[ 18] >=100}, assunme=nonnegati ve):
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