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ANOTACIJA/REZIUM E

Sis darbas remiasi dviem straipsniais: Kahadawab@r&y, Malwane M. A. Amanda,
.Modeling actuarial data with a composite lognormalPareto model” (Scandinavian Actuarial
Journal, 5, 321-334 psl.) ir McNeil Alexander J.stinating the tails of loss severity
distributions using extreme value theory” (ASTINIBtin, 27, 117-137 psl.). Pirmajame, kuris
buvo nagridtas bakalauro darbe, pristatomas éuns lognormalusis — Pareto skirstinys.
Antrajame nagrifamas apibendrintas Pareto skirstinys, tiriamgy kaiapraso dideles Zalas.

Sio magistro darbo tikslas yra sujungti lognongialbei apibendrint Pareto skirstinius.
Pirmasis y gerai apraSo mazas Zalas su dideliais dazniaisasés)— dideles, turiias mazus
daznius. Darbe taip pat naudojamas kiek pakeiskahadawala Cooray ir Malwane M. A.
Amanda straipsnyje pasdytas skirstini sujungimo ldas. Siame darbe istirtos kai kurios
sucktinio lognormaliojo — apibendrinto Pareto skirstirsiu keturiais laisvais parametrais sagyb
pateiktagverciy radimo metodas, bei, remiantis Siuo modeliu, igin&wps trys duomenimtys.

Rezultatai rodo jog, @ tam tikry sujungimo savyli, modelis tinkamas aprasyti tiek
didekms, tiek mazoms zaloms, o, svarbiausia, miSrionenEs tarp kum pasitaiko tiek mag,

tiek labai didely. Pastarojo tipo duomenys gana dazni draudimo ipgét



This work is based on two articles: Kahadawala @poMalwane M. A. Amanda, ,Modeling
actuarial data with a composite lognormal — Pametalel” (Scandinavian Actuarial Journal, 5,
pages 321-334) and McNeil Alexander J. ,Estimathmgtails of loss severity distributions using
extreme value theory* (ASTIN Bulletin, 27, pages/41137). The first article presents a two -
parameter smooth continuous composite lognormakretB model. The second one analyses
generalised Pareto distribution and how does titsiloution cover large loses.

The purpose of this writing is to mix lognormal ageheralised Pareto distributions in to one
four parameter smooth continuous distribution. Tgmormal distribution is used to model small
data with higher frequencies, and the generalisgdt® distribution is used to model large data
with low frequencies. In this work we also try tseua modified way of mixing these two
distributions than Kahadawala Cooray and MalwaneAMAmanda used in their work. Writing
also includes an analysis of some properties &f iiimwdel, method of parameter estimation and
three data sets analysis based on this distribution

The results show that because of some propertiemiging these two distributions, a
composite model is suitable for covering small $oas well as it is suitable for covering large
loses. But most important result is that the cortpdegnormal - generalised Pareto distribution
is fit to cover data sets, which include small bs@d very large loses also. This type of data is

very common in an insurance industry.



IVADAS

Siame magistro darbe nagfimma gana svarbi draudimo rinkose iSkylanti protaem
daZniausiai draudimo kompamijZalas sudaro daug nelabai didefal;, kurias gerai apraso
lognormalusis skirstinys, &au tikétinos ir labai didels zalos, kuxi daznis gra toks aukstas,
taciau to uztenka, kad lognormalusis skirstinys nebétgepakankamaivertinti galimy draudimo
nuostolyy. Didekms Zaloms tinkamesni yra Pareto arba apibendriPdiasto skirstiniai, kurie turi
gana sunkias uodegas. Jie tinkami aprasyti didels ir yra ypéaaktuatis perdraudimo srityje.
Taciau pastarieji du skirstiniai netinka vertinti mai® zaloms. Taigi, siekiant apraSyti visas
Zalas (tiek mazas, su dideliais dazniais, tiek ldglesu mazais dazniais), reikia rasti skifstin
turinti longnormaliajam tankiui artimforma mazoms Zaloms vertinti, di@u jo uodega turi i
Pareto tipo (tai yra sunki), kad suggbivertinti dideles Zalas, pasirodaas santykinai retai.

Bakalauro darbe mes nagijiome sudtini lognormailji — Pareto skirstiin turing du laisvus
parametrus, apragytKahadawala Cooray ir Malwane M. A. Amanda straypsn,Modeling
actuarial data with a composite lognormal — Paretwdel*. Siame magistro darbe sukurtas
sucktinis lognormalusis — apibendrintas Pareto mod&laseto skirstinio pakeitimas apibendrintu
Pareto leidzia padidinti laisv paramety skatiu nuo dviey iki trijy. Taip pat pakeistas
sujungimo Iadas: jvestas papildomas svorio parametras (0<d<1), priskiriantis
lognormaliajam skirstiniui svortarp 0 ir 1, atitinkamai, apibendrintam Pareto rstkniui
priskiriant svof 1-d . Toks sujungimas, leidziant parametrui kisti t@rp 1, suteikia skirstiniui
daugiau lankstumo, ieSkant konéites duomenis atitinkay jvertiy. Sis tolydus suinis
lognormalusis — apibendrintas Pareto skirstinysketturis laisvus parametrus> 0, g >0, § >
0, o > 0. Iki parametrod jis igyja lognormaliojo tankio formy o i deSire nuo jo - apibendrinto
Pareto tankio form

Pirmame darbo skyriuje detaliai pateikta, kaipedamas Sis skirstinys. Parodyta, kaip
suskatiuojamas jo pasiskirstymas, momentai. Antrame sigripateiktasiverciy radimo
algoritmas, bei funkcija, skirta skaioti Sio skirstiniojverciams statistiniu paketu ,R". Tt&ame
skyriuje, naudojantis Kolmogorovo — Smirnovo, Arsiero — Darlingo teststatistikomis, bei
Chi kvadrato suderinamumo kriterijaus p — reikSinertinta, kaip Sis modelis atitinka realius
duomenis. ISnagritos trys imtys: sugtiniu lognormaliuoju — Pareto modeliu sugeneruoti
duomenys, Danijos gaisdraudimo Zalos, bei vienos Lietuvos draudimo komijpa ne gyvyks

draudimo zalos.



1. SUDETINIS LOGNORMALUSIS — APIBENDRINTAS PARETO
MODELIS

1.1. Tankio funkcija

Sakykime X yra atsitiktinis dydis turintis tankio funkaij

M, jei 0<x<8,
f(x) =1 F.(0)
@-d)f,(x), jeif< x<omo,
RS

Cia - taSked nupjautas lognormalusis tankis su dviem parangetrig(x) - apibendrintas

1

Pareto tankis su trimis parametrais, t.y.

-1/2 A
f(x)_ 1 (27) exp __1( Inx yj %> 0,
F@) F(@) xo 2 o

,(x) = (1+X—9j x>0,
B ap

kur u, o, a, S, 6 yra nezinomi parametraiér> 0,0 >0, 8 >0,6 > 0.

Kadangi lognormalusis skirstinys apibiamas intervale nuo 0 iké, 0 Siuo atveju jis imamas tik
iki tasko 0, jis nupjaunamas Siame taSke, t.y. fad&liname iS pasiskirstymo funkcijos Siame
taSke. Lognormaliojo skirstinio pasiskirstymo funpkctasked galime iSreikSti per normaliojo

skirstinio pasiskirstymo funkeijtokiu badu:

_Tfl dx _[\/_Uexp{——l(lnxa_ﬂjz}dx;

Atliekame pakeitim: t = Inx=p ;
(o2

In6—u
T 1 2 IN6— u

| = ——exXps——;dx=0| ——— |.
Ldznxp{2}x (aj

®(e) yra standartinio normaliojo atsitiktinio dydZiogiskirstymo funkcija. Tokiuidu gauname

nupjaug lognormaluj skirstin, apibéziamg intervale nuo 0 ikd. Apibendrintas Pareto skirstinys

apibeziamas nuo taské iki «o, taigi, jo keisti mums nereikia.



Parametrasd reguliuoja, koks svoris tenka kiekvienam iS skist jis apibgziamas intervale
[0;1]. Kadangi atskirai kiekvienas i$ skirstinpilnai nusako atsitiktinius dydzius atitinkamaionu
0 iki @ ir nuo @ iki oo, tai dauginanty tankio funkcijas atitinkamai i8§l ir 1-d , gauname sutini
skirstin, nusakantatsitiktini dydj visame intervale (Gy).

Pareikalausime, kad funkcijo$,(x) ir f,(x) buty tolydzios ir diferencijuojamos taske
Sudarome lyguy sistem:
df,(6)

——————=(1-d) f,(0),
o[0=5) 1-d)1,©)
df/l(e) — _d f/
—@('”H—ﬂj A-d) ', 0),

kur (@) yra pirmoji f(x) iSvestirt taSked. Sios dvi glygos garantuoja tolydZiir tolygiai
diferencijuojam funkcija. Apribojimai taskef sumazina nezinomparamety skatiy nuo segj
iki keturiy.

Raskime funkciy f,(x) ir f,(x)iSvestines pagat:

fqm:( Jz_;xaex%_%pnzﬂﬂ]’ i

- e ex g('”gﬂf}ﬂ{e@g('nxa—ﬂm' i

ol A P A U
e )

fz’(x) — 1(14_ X;Hja — _a__”'(l+ X;Hja _1 —_ o +2J( 1+ X;QJO! .
B afp ) B afp aff o afp

[sistat funkcijas f,(x)ir f,(x)bei ju iSvestines pagad tasked, i lygéiy sistema gauname:




- Uexp{—l InHU—y 2}
 J2ro @(M(ﬂj j “a-al

Sprsdami & sistem turime:

1 In¢9—,uj_ _ (a+1j
1-d 1 =(01-d
( )ﬂ[ i a-of £

(a+1)0c?
af ’
(a+1)0c?

af

o’+Inf—pu=

u=c*+Ing-

Gaut, parametrqu iSraiSky statome pirmaja lygéiu sistemos lygt

(a+100° __, ’

d expl - 1 aff
J2r65 2 o
1
=(1-d)=
(a +1)0c? _ ( )ﬂ
N
o

dﬁexp{ (%—a }: (1—d)cp(%—a}/§ea;

[ﬂexp{ (w—aj }+®(w—aj\/ﬂﬁa] @(w—ajﬂﬂa;
aﬂ aﬂ aﬂ

Galiausiai gauname takparametrod iSraisSk:

CD((OH_:L)HU—UJ\/EHO'

af

d= 5 ;
ol 7 o ol €50 o o




Taigi toks svoris priskiriamas lognormaliojo skingd tankiui. Apibendrinto Pareto skirstinio

tankiui priskiriamas svoris 1t:

ez

e e I

af af

Parametrugl ir u iSsireiSkkme per likusius keturis parametriss, 6, o. Dabar galimésistayti

Sias iSraiSkagpradire suckttinio lognormaliojo - apibendrinto Pareto tankicaiSka:

q’((aﬂ)%—o]ﬂ%
af )
ﬂexp{_iwzlﬂ)%_aj }*Q[W—o]ﬂ%
In x—InH—a%M
1 1 op
—eXp——
2w Xo 2 pu
f ) X . . <
() (D((O‘*l)‘%_aj , jei0<x<@,
op
e i)
a
‘ %[:Hx;;] , jeif@<x<oo,
a
ﬂeXp{_l(W%—a] }+®(m%——0]ﬂgo-
2 aﬂ aﬁ

Atlik ¢ kai kuriuos prastinimo veiksmus gauname gatusincttinio lognormaliojo - apibendrinto

Pareto skirstinio tankio iSraigk
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(a + 1)00

Qex 1 Inx—In@-o°
X P 2
> , jei0<x<é,
f(x)= ﬂeXp{—;(W—UJ }+® (a+1)90 0]@0{7
exp{_l(W%_aj }(14__}
2 af aff
, jel @< X<,

af

ﬂexp{_;[%%_aJ }@(W%_aj@%

Gavome tolyd tank priklausant nuo ketury paramety a > 0, f > 0, 8 > 0, ¢ > 0. Iki
sujungimo taska jis turi lognormaliojo tankio formy o toliau tankio forma yra apibendrinto
Pareto.

Statistiniame pakete ,R* sttinio lognormaliojo - apibendrinto Pareto skirstiniankio

funkcija galime aprasyti tokia funkcija
dingpd=function(x)

{ifelse (x>0&x<=t,

(t/x*exp(-1/2*((log(x)-log(t)-s"2+((I+1)*t*s"2)/(I* b))/s)*2))/(b*exp(-
1/2*(((I+1)*t*s)/(I*b)-s)"2)+pnorm(((I+1)*t*s)/(I*b )-S)*t*s*sqrt(2*pi)),
exp(-1/2*(((I+1)*t*s)/(I*b)-s)"2)*(1+(x-t)/(I*b))\( --1)/(b*exp(-
1/2*(((1+1)*t*s)/(I*b)-s)"2)+pnorm(((I+1)*t*s)/(I*b )-S)*t*s*sqrt(2*pi)))
}

Pirmame paveikslyje pavaizduota kaip atrodo siithis lognormalusis — apibendrintas
Pareto skirstinys, lyginani gu lognormaliuoju, bei apibendrintu Pareto. Jumgidaske) = 15,

parametro o reikSme lygi 0,5, # = 30, o = 0,5, 0 u reikSng galime susisk&iuoti

(u=0’+In6-

M) = 2,58305. Taip pat galime paskapti kiekvienam i §mode|
(47

sudaratiy skirstiny priskiriama svori: nupjautam lognormaliniam skirstiniui priskiriamsgoris
d lygus 0,7209321, o apibendrintam Paretod 1lygus 0,2790679. IS grafiko galime matyti, jog
lognormaliojo - apibendrinto Pareto tankis kintaonuulio ir iki taSko# igyja lognormaliojo
tankio formy, o nuo tasSk® jau turi apibendrinto Pareto tankio fornaigi, jo uodega yra gerokai

sunkesa nei lognormaliojo, tai yra, jis geriau apraso tkdezalas.

! Sioje funkcijoje parametraszymimas simboliu |, #- ,b“, 0 — t*, o- ,s"

11



oo
= — Sudetinis
. - Lognorm‘_alusws
o S~ | Apibendrintas Pareto
S
—_
=, i |
¥ o
(o]
=
[
[
Q —
= T T T T T T
0 10 20 a0 40 50
X
pav. 1

Antrame paveikslyje pavaizduota, kaip kinta séithio lognormaliojo - apibendrinto Pareto

skirstinio tankis keiiant viery iS parametr:
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1)
0.0z

1)
0.0z

1)
0.0z

1)
0.0z

0.04

0.0

0.04

0.0

0.04

0.0

0.04

0.0

=== alfa=1

— alfa=0.25

alfa=0.5
- alfa=0.75

beta=30, teta=15, sigma=0.5

alfa=05, teta=15, sigma=0.5

alfa=0.5, beta=30, sigma=0.5

zigma=0.25
sigma=0.5

sigma=0.75
zigma=1

20 30 40

alfa=0.5, beta=30, teta=15

pav. 2
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Paskatiuotos svonp paramety d ir 1-d reikSnes kiekvienam iS grafikuose naudojam

parameti rinkiniy:

£=30; #=15,0=0,5 | a=0,5; #=15;0=0,5 | «=0,5;=30;0=0,5 0=0,5; =30; =15
a d 1-d yi; d 1-d 0 d 1-d o d 1-d
0,25 | 0,391 0,609 | 20| 0,45 0,543 5/ 0,080 0,920 0,25  0,148852
0,5 | 0,279 0,721 30| 0,279 0,721 15 0,279 0,721 0,5 0,2T1R721
0,75 | 0,251 0,749 | 40| 0,198 0,802 23 0517 0,483 0,75  0,8385605
1 ]0,239| 0,761 | 50| 0,153 0,847 33 0,741 0,2p9 1 0,495505
1 lentek

Pirmoje lentelje matome jog, digant parametrams: ir g, didéja apibendrinto Pareto

skirstinio svoris miSinyje, o didinant parametrdsir o, didiname lognormaliojo skirstinio

proporcip.
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1.2. Pasiskirstymo funkcija

Pasiskirstymo funkcijgausime integruodami sétchio lognormaliojo - apibendrinto Pareto

skirstinio tank nuo 0 ikix:

F(X) = j f(s)ds

Kadangi tankis iki tasSké ir uz jo turi skirtingas iSraiSkas, tai pasiskirsty funkcija tués toki

iSraiSka:

F(X) =

» (a+1)00” ?

Ins—In@-o
o 1 aff
S 2 o
I 2 ds, jei@x<é ;
: ﬂexp{_l(m%_aj }@(m%_aj g
2 af a,
2 2
Ins—InH—az+w
0 1 aff
2 o
ds +

ds, jeifd< X<,

Skakiuojame pirmaji integrah:
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2 2
p 1 Ins—lnH—aﬂw

of
S P 2

> ds =
oﬁexp{_l[wwa_aj }w(«“%_oj@%
2 af

2 2
Ins—ln&—a%M

il 1 af .
2 IgeXP 5 - ds;
ﬁexp{_l[wwa_a) }m[m%w]@%o
2 af
Atliekame pakeitim:

In s—InH—az+M
t=

2
af ;s:exp{to+ In0+az—w};ds:asd'.
(e

o
Po pakeitimo turime:
Inx—lnefaﬁw
S
Il 20 I ée 2 osdt=
ﬂeXp{_l(wj—a] }+cp((“+1)9‘7_0}@90 e
Inx—InH—az+M
S ap )
V2760 1 T ei% N
2 Vo ;
pexp 1 w_a +® w_o- V2760 2o
2 af op
2
\/ﬂ@d Inx_|n9_62+(a+]290
94
)
2 o
pexp _1 w_a +® w—a \/EHO'

Antrosios dalies pirmasis integralas yra tas patagsis integralas tik iki task@ Jis lygus:

CD((OHDQG—O']\/ZHO'
ap .
R

16



0 antnji skatiuojame taip:

wol-Y o2 Ty 0]
. _)f 2 af af

y 1@+ __ ’ @+Wo __\ 5200
ﬂexp{—z( of j}ﬂb(aﬂ }/2_9

2]

2 T(l > J
o+ 1o o + 1o aff
ﬂeXp{—; (( 1 —O'j }+(D(( L —o-j\/27r90' ’

ds=

-a-1

Atliekame pakeitim: t = 1+S;ﬂ'9 ;ds=qap dt:
a,

exp{_ ;((a ;})ea ‘“J} .

1= |t tapat=

ﬂeXp{—l(m%—ajz}wtcb(mgab—ajﬂHa '

2 af a,

e

ﬂeXp{—;(W—aj }HD((OHO!%UJJZHJ(O[

1@+ Y
penl 32| |
2 a
- il [1_(1+X;HJ }
1(("”1)9“—0} }+(D((a+%—aj 56 ap

2 af ,

Turime toki galutirg pasiskirstymo funkcijos iSraigk

=

17



2
2 (ax+D)bo
nNnx-nN@-c“+——"——
\/g_m% 0] af , jei 0<x<0,;
O
ﬂexp{_l[(a+1)6’0' _a] }Jrq)((awl)@a _aj@%
2 aff af
Q[Wf_a]@%
F(x) = aﬂz "
ﬁexp{l[mwoa] }m(m%aj@%
2 aff af
) 2
ﬂexp —[W_—U]
2 ap X-6 -
5 1—(1+ ,BJ , jeifd < X< .
Q,
ﬂexp{_l(wnea_aj }m(wma_aJ@%
2 aff ap

Statistiniame pakete ,R“ s@tinio lognormaliojo - apibendrinto Pareto skirstipasiskirstymo

funkcija apraSome tokia funkcija:

pingpd=function(x)

{ifelse (x>0&x<=t,
t*s*sqrt(2*pi)*pnorm((log(x)-log(t)-s"2+((I+1)*t*s"
1/2*(((1+1)*t*s)/(I*b)-s)*2)+pnorm(((I+1)*t*s)/(I*b
(pnorm(((I+1)*t*s)/(I*b)-s)*t*s*sqrt(2*pi)+b*exp(-1
S)M2)*(L-(1+(x-0)/(*D))A(-1)))/ (b*exp(-1/2*(((1+1)
s)"2)+pnorm(((I+1)*t*s)/(I*b)-s)*t*s*sqrt(2*pi)))

}

2)/(I*b))/s)/(b*exp(-
)-s)*t*s*sqrt(2*pi)),
12*(((I+1)*t*s)/(I*b)-
*t*s)/(I*b)-

Treciame paveiksllyje pavaizduota, kaip k&asi sudtinio lognormaliojo - apibendrinto Pareto

skirstinio pasiskirstymo funkcija k&ant viery iS paramety:

18



1)
0.4

)

0.4

)

0.4

1)
0.4

ns

0o

ns

0o

ns

0o

ns

0o

— alfa=0.25
—=- alfa=05

- alfa=0.73
- alfa=1

beta=30, teta=15, sigma=0.5

T
40

T
a0

alfa=0.5, teta=15, sigma=0.5
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"= sigma=1
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10 20 30 40 S0
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1.3. t-tasis momentas

Rasime suétinio lognormaliojo — apibendrinto Pareto skirstini-taji momen4. Bendru
atveju, t-tasis momentas randamas taip:

E(X') = j X (X d.
Siuo atveju sk&iuosime dviej integral; sumy:

o (a+1)00” Y

9 INnX-In0-o
9 expl—= ap
X 2 o
E(Xt)=f X 5 dx+
e L e L e e

oo e (1)
. af af

X 2
e I (e L

D —ry 8

dx
af af
Skakiuojame pirmaji integrah:

2 2
Inx—InH—az+w

Qexp 1 aff
X 2 o
4
|:L::J.Xt : e
0 ﬂeXp{_l(W%—aj }+(D((O{+%—GJ\/ZHO-
2 aﬂ aﬂ
4 Txt 1 Inx_|n9—02+(“22902 |
i <P 73 p dx;
ﬂexp{—;((‘”‘alﬁ)%_aj }+®(@;,1;%_0]@900

Pazyntje c:=

2'9 , turime:
1 (e + 1o o (a+1Po . .
ﬂexp{_Z( op J}”{ op JJZ_H
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2 2
INX—-IN6—02+ (a+1)0c (x +1)0c7

o
—CJ & expl — = af dx= cj'lexp tinx—=
o o X 2

INXx—In@-c?+~~—"2=—
dx=

, (a+1)0c”

Inx-Inf-o°+
af —}Uztz +710'2t2
2 2

2
Inx—Ing—o? 4 (@000 o (a+1)90
af +—=20t

2

o o

-In6-

4
1
cl;exp >

INnx—In@—oc?+

c|=exp 1 /L E—— exp R X =
2 o 2
2
1 Ing— 2, (a+1bo” 94 1 Inx—In@-c*+ (a+1)90
cexpl = o’t’ —ot af —expl——
2 1o} o X 2 o

(@+)0c> Y o2 (@ +D00? +1)90' }

2
In x—In¢9—02+M

Atlikime pakeitimy: y:= af —ot; dy=i dx dx=o xdy

(ox oX

2, (@+1)00” || @ao
aff

1 —-Ing - 7 -f’tl V2

|, :=cexp!=c’t?—ot @ Ze 2 oxdy=
1 p 20 g p J; x y=

. _Ing— (o +]Zl90‘ . (a;ﬁ;)ﬁa -
cexpl=c?t? — ot ¢ o~N2r —=— e 2dx=

P 2 lo} N 27 b

1 g2 (@00 .
cexpi=o’t*—ot af a\/Z;rCD(u—a—otj;

2 o aff

Grazing pakeistja konstard ¢ gauname tokipirmojo integralo iSraisk
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exp{;aztz—t(—l nd—o? (a+1ﬂ)¢90' j}\/_é’a

a, (@+)do tj
ﬂeXp{ ((OH%—GJ }+CI)((Q+%—GJ\/ZHJ b
af af
Dabar skaiiuosime antiji integrak:
exp{ (W—UJZ}(]&MJ
© 2 aff af
l,= jx‘ 2 dx=
0 (@+1)fo @+l
ﬁexp{ 2(0[’3 0] }+®(aﬂ a}/ﬂ&a
eXp{—;((OH—lﬂ)HO- —UT} —a-1
. “ J.x‘ (1+X;ﬂ9j dx
Q
ﬂexp{ (Wf_aj}m(wwﬁ_aj@w
afp afp

2]

ﬂeXp{ (W%—ajz}+®[mg’b—aj@6’a |

Pazyntkime: c:=
af a,

o —-a-1
Taigi mums reikia skdiuoti toki integrah: cf%(hx;;j dx. Kadangi Sio integralo
Q
[

skatiavimas yra gana komplikuotas, jo iSraiSkai gaudngudosime kompiutegnprogram
skirta matematiniams sk&iavimams “Maple” (versija 10.00).“Maple” konsot jvedt tokj koda:
crint(x"t*(1+(x-theta)/(alpha*beta))”*(-alpha-1),x=t heta..infinity, assume(x>0,

alpha>0, beta>0, theta>0));

gausime integralo iSraigk

( 1 ja(aﬂ—ej“ (aﬂ—g)alazFl(—t+a,a+l;l—t+a;—aﬂ_0j
NP0 af :

—t+a

(ap) 6, F( t+a,a+1;1—t+a;—a";_9)
c ;
-t+a

Cia F(abc z) yra hipergeometrineiluté, jos iSraiSka yra:
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aqu:g(az'; Z—r:; (d =dal(a2.(a nrd;

Si eilut konverguoja, kat >0 visiems|Z <1.

(_aﬂ—ﬂj”
F(—H—a a+1‘1—t+a—aﬂ Hj i( tra),( a+1)” 0
2t ’ ’ = (I-t+a), n!

af-6\
> (-t+a)(-t+a+D)(-t+a+2). .tra+n-Ya+ D (_ 0 j
nz 1-t+a)(l-t+a+1 ..(Ft+a+n- J( Ft+a+n-1 g -
(_aﬂ—@j ( aﬂ—@j

© (- t+a) a+1) 2] © B 2] _
% (~t+a+n) O t+a)z t+a+n) oo

Po kai kuri prastinimy bei grazig parametro c iSraigk galiausiai turime tokit-tojo momento

iSraiSka:
exp{;aztz—ti—l ng-o* (a+1)00 J}\/_Ha
E(X") = > p qb((a+;)ao-—a—at]+
Q,
/,exp{ (m%_aj }w(m%_ajﬂ%
af af
expl - ((a+1)¢90‘ _O_j ( ﬁ)aﬂgt a _aﬂ—@ n
2\ ap i (a+1) P
/,exp{ (m%_(,ﬂm{wmj_ajmw St
7 7
af-0Y
> (a+l) U 0 L -
Kad eilug Z konverguod, turi galioti nelygyls 1-t+« > Ovisiems
(-t+a+n) n
_aﬂe—ﬁ <1, arba,1+a >t visiemsaf < 20.
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0 —-a-1
Kai t reikSmés yra nairinés, integrad I::J'xt [1+X;ﬂ0] dx skatiuoti nelera taip
(04
4

sucktinga, tereikia pritaikyti tok pakeitimy: y:= 1+X;;; x=(y—-Daf +0; dx= aff dy Tuomet
(04

galime taikyti Niutono binomo formei

t+1 L% K. kea-1 9 - t+1 ! Kk 0 e —a-1
e R R S e
t-k k-a | t =k lim yk"” -1
t+1 Kk i_ y _ t+1 K i_ y—o0 )
(@) 3.C:[ 2] £k_a1] (@) 2C 1) [—k_a }

Si eiluié konverguos tik kak < , Vk = 0.1, tai yra, kait < . Tuomet tugsime:

50 (5] ()

Siuo atveju, kai t — natiniai skatiai, momen, iSraiska atrodo taip:

exp{; —t( Ing— o2+ @+ j}\/_ﬁo

(44

ﬂexp{ ((D@j }m(@%_aj@%

E(X') =

af af
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2. PARAMETRU JVERCIAI

2.1. Tikétinumo funkcija

Sakykime Xi, X,..., %, yra imtis i$ suétinio lognormaliojo - apibendrinto Pareto skirstirgu
keturiais parametrais. Nemazindami bendrumo, galaikgti, kad imtis sutvarkyta, t.y..< X, <
X3< ... < Xp. Tarkime, nezinomas parametragra tarp m-tojo ir (m+1)-0jo stépmo, t.y. X, < 6

< Xm+1. Tikétinumo funkcip Siam skirstiniui bendrai galima uzrasyti taip:
L(a,B.0,0)=f(x,a,8.0,0).f(x a B P 0o)

Kadangi iki taska tankio funkcija turi vien iSraiSky, o uz jo - kit, tai iki m-tojo stebjimo
mes turime imti ir dauginti pirgja tankio funkcijos iSraisk o nuo (m+1)-ojo — andja. Taigi
skatiuojame:

2 2
In x _Ing-g? 4 (@D

? ol L %
X 2 o

ﬂexp{_;(wlﬁ%_aj }@((05”)‘90_0}@90

af ap
exp{_ltm%_ajz}ﬁhij
ﬁ 2 af af _
ﬂexp{_l(wwa_aj }@((“*%—aj@%
2\ op afp

[ﬂexp{ 1 w—aj }+<b(wajﬂ%J - %x

af

o, (a+0)00”Y

Inx —Ing— 2\ o
o | of i (eripo o (x-0)""
li:l[eXp 2 o (exr{ 2( aff O-j }J igl( i 7 J ’

Skaktiuokime tiketinumo funkcijos natrinj logaritna:
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afp afp

2 2
In x _Ing-g? 4 @+ 10"

Inlm[exp —% ap +(nm)|n[exp{%(@ﬂ }J-F
i=1 o Q,

A=In L(a,ﬂ,e,o—):nln[ﬂ ex;{—%[w—aj }4—(1)[&0')@90}— Inﬁ%+

In ﬁ [1+ )L_ﬂgJ_a_ ;

i=m+1

Po tam tiky pertvarkyny turime galutirg logaritmires tiketinumo funkcijos iSraisk

A:nln[ﬂexp{%t%aj }JF(I)[%U}/ZHU}&I“%JF

o, (a+160 )

af +(n- m)[—%(w—GJZJ-F Zn: In (1+ X _ﬂej
a

Olﬂ i=m+1

Inx —In6—

N~

o

m

i=1
Kadangi Si logaritmia tikétinumo funkcija yra gaétinai suctinga, lygiy sistemos, sudarytos

i5 dalinip iSvestiny prilyginty nuliui, sprendimas yra komplikuotas, analiziniadb rasti

didziausio tiktinumoiverius yra beveik ngnanoma. Toé ieSkodamiiverciy haudosims viena

i$ statistiniame pakete ,R" apragyunkciju, didZiausio tiktinumoivertiams rasti.
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2.2.]veréiy radimas

Kaip mirgta 3.1. skyrelyjejverciy radimo procedra yra gana komplikuota irébsudttingos
logaritmirés didZiausio tiktinumo funkcijos iSraiSkodyeréiai skatiuojami artutiniais metodais.
Tam naudojame vieni§ statistiis programos ,R* funkcij. Funkcija ,maxLik? (esanti pakete
»-maxLik®) ir yra skirta tikimybiniy tankiy jverciy radimo problemai spsti. [verciy skatiavimui
naudojamas Nelder - Mead minimizavimo metodas.

Nelder - Mead metodas — simplekso metodas skiasts keliy kintamyjy funkcijos lokaliems
minimumams. Jis pavadintasirkju J. A. Nelder ir R. Mead (1965) garbei. Metodas gema
patogus, kadangi nereikalauja daug &k&imy, taigi yra ir efektyvus. Esant didehs imtims tai
yra gana svarbu, nes, atsizvelgiatdi, jog turint n dydzioiri, funkcija tenka maksimizuoti n-1
karty (t.y., laikant, kad sujungimo taskas yra tarp fo-to (m+1)-ojo surikiuotos imties nario,
maksimizuojama kiekvienam m nuo 1 iki n-1), skarimai kompiuteriu trunka gana ilgai.

Kita su maksimizavimu susijusi problema yra tag kagaritmireje didziausio tiktinumo
funkcijoje esantys logaritmai, esant tam tikromsapzetn reikSnems gali ti neapibgzti, t.y.
po logaritmo Zenklu esdmi funkcijai igijus neteigiam reikSng, logaritmo ngmanoma
suskatiuoti. Taigi ir maksimizavimo metodas (kai kurienms) gali duoti nepageidautinus
rezultatus (pvz. nepagtai didet logaritmires didziausio tiktinumo funkcijos reikSmg). Vis
délto empiriskai matodj kad parametr reik§nems esant artimoms tikrosioms metodas duoda
gerus rezultatus. Svarbu paztm kad maksimizavimo rezultatams reik&nturi prading
paramety pasirinkimas. Jas galima pabandyiertinti empiriSkai, pabandZius nusibraizyti
duomem histogram ir paneginus tame paame grafike nusibraizyti tapkparamety reikSmes
pasirenkant taip, kad tiek histograma, tiek tamkisty panasi forma.

IS visy iveriy, gauty didZiausio tiktinumo metodu, kuti turime n-1 iSsirinkti geriausi
galime ieSkodami maziausio atstumo tarp skirstiniduomem imties. Tokia atstumo funkcija
galime laikyti viera iS test;, skirty tikrinti hipotezms apie duomaen atitikima skirstiniui
(duomem analizje naudojami Kolmogorovo — Smirnovo, Anderseno —libgo testai, Chi
kvadrato suderinamumo kriterijus). Toliau patei&tojR“ programai skirtoje funkcijoje
naudosime Kolmogorovo — Smirnovo, Anderseno — Bgditestus (Chi kvadrato suderinamumo

kriterijus rera patogus, kadangi jo reik8mpriklauso nuo ta, kokius intervalus padalinta imtis).

2 §j funkcija suderinama tik su 2.6.2 ir naujasis ,R* versijomis.
% Duomen, analizs rezultatai aptariami té&mme skyriuje.
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TeoriSkai, gautas sujungimo taSRdvertis tuéty bati tarp m-tojo bei (m+1)-ojo variacis
eilutes nario, tdiau, atsizvelgiantj tai, kad jveriai randami artutiniais metodais, galime
neiSvengtivertiy paslinktumo.

Toliau pateikiamagverciy radimo funkcijos kodas. Pradiniai funkcijos ,Ingpkk“ jvesties

parametrai yra (iS €it) duomen vektorius, pradiés parametr a, £, 0, o reikSmes:

Ingpdmle=function(xx,a,b,c,d) {

x=sort(xx) # imties variacine eilute

n=length(x)

lI=a

bb=b

tt=c

ss=d

[temp=0

btemp=0

ttemp=0

stemp=0

dtf=0

=0

b=0

t=0

s=0

pIngpd=function(x) #apsirasome pasiskirstymo funkci ja

{ifelse (x>0&x<=t,
t*s*sqrt(2*pi)*pnorm((log(x)-log(t)-s"2+((I+1)*t*s" 2)/(I*b))/s)/(b*exp(-
1/2*(((I+1)*t*s)/(I*b)-s)*2)+pnorm(((I+1)*t*s)/(I*b )-S)*t*s*sqrt(2*pi)),
(pnorm(((I+1)*t*s)/(I*b)-s)*t*s*sqrt(2*pi)+b*exp(-
172*(((I+1)*t*s)/(I*b)-s)"2)* (1-(1+(x-t)/(I*b)) (-l )/ (b*exp(-
1/72*(((1+1)*t*s)/(I*b)-s)"2)+pnorm(((I+1)*t*s)/(I*b )-s)*t*s*sqrt(2*pi)))

}

kstestas=function(z,f){ #apsirasome Kolmogorovo-Smi rnovo testo algoritma
n=length(z)
y=sort(z)
funcc=f
dpl=0
for(i in 1:n) dpl[i]=i/n-funcc(y][i])
dp=max(dpl)
dmn=0
for(i in 1:n) dmnli]=funcc(y[i])-(i-1)/n
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dm=max(dmn)
ks=max(dp,dm)
return(ks)
}
adtestas=function(z,f){ #apsirasome Anderseno-Darli
n=length(z)
y=sort(z)
funcc=f
ss=0
for(i in 1:n){ss=ss+(((2*i-1)/n)*(log(funcc(y[i]))+
DN}
return(-ss-n)
}
for (m in 1:(n-1)){ #Skaiciuojame didziausio tiketi
kiekviename taske
tik=function(param){
I<-param[1]
b<-param[2]
t<-param|3]
s<-param[4]
sum1=0
sum2=0
sum3=0
for(i in 1:m) suml=suml+log(t/x[i])
for(i in 1:m) sum2=sum2+(-1/2*((log(x[i])-log(t)-
s"2+((I+1)*t*s"2)/(I*b))/s)"2)
for(i in (m+1):n) sum3=sum3-+log(1+(x[i]-t)/(I*b))
aa<-(-n)*log(b*exp(-1/2*(((I+1)*t*s)/(I*b)-s)"2)+pn
s)*t*s*sqrt(2*pi))+suml+sum2+(n-m)*(-1/2*(((I+1)*t*
(I+1)*sum3
}
tempfunc= maxLik(tik, start=c(ll,bb,tt,ss),method =
Itemp[m]= tempfunc $estimate[1]
btemp[m]= tempfunc $estimate[2]
ttemp[m]= tempfunc $estimate[3]
stemp[m]= tempfunc $estimate[4]
dtf[m]=tik(c(Itemp[m],btemp[m],ttemp[m],stemp[m]))
}
Ingpdks=0

ngo testo algoritma

log(1-funcc(y[n+1-

numo ivercius

orm(((I+2)*t*s)/(I*b)-
s)/(I*b)-s)"2)-

"NM")
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for (i in 1:(n-1)){ #Randame ivercius remdamiesi Ko Imogorovo-Smirnovo

testo statistika

[=ltempli]

b=btemp[i]

t=ttempli]

s=stempi]

Ingpdksl[il=kstestas(x,plngpd)
}
whichminks=which(Ingpdks==min(Ingpdks))
minks=Ingpdks[whichminks]
Imlks=Itemp[which(Ingpdks==min(Ingpdks))]
bmlks=btemp[which(Ingpdks==min(Ingpdks))]
tmlks=ttemp[which(Ingpdks==min(Ingpdks))]
smlks=stemp[which(Ingpdks==min(Ingpdks))]
Ingpdad=0

for (i in 1:(n-1)){ #Randame ivercius remdamiesi An derseno-Darlingo

testo statistika

I=ltempli]

b=btempi]

t=ttempli]

s=stempi]

Ingpdad[i]=adtestas(x,plngpd)
}
whichminad=which(Ingpdad==min(Ingpdad))
minad=Ingpdad[whichminad]
Imlad=Itemp[which(Ingpdad==min(Ingpdad))]
bmlad=btemp[which(Ingpdad==min(Ingpdad))]
tmlad=ttemp[which(Ingpdad==min(Ingpdad))]
smlad=stemp[which(Ingpdad==min(Ingpdad))]

return(itemp,btemp,ttemp,stemp,dtf,iImlks,bmlks,tmlk s,smlks,whichminks,minks
Jmlad,bmlad,tmlad,smlad,whichminad,minad)

Kadangi rezultat analizei mus gali dominti ne vien gauti parametbat ir kiti skagiavimo
rezultatai, funkcija gZzina kai kuriuos tarpinius rezultatus:

[temp — parametra iverciy vektorius;

btemp — parametrg ivertiy vektorius;

ttemp — parametr@ jverciu vektorius;



stemp — parametm@iverciy vektorius;

dtf — logaritmirés didZiausio tiktinumo funkcijos su atitinkamais paramgiverciais reikSmi

vektorius;

Imlks - parametra: ivertis, gautas remiantis K-S testo statistika;

bmlks - parametrg@ ivertis, gautas remiantis K-S testo statistika,;
tmlks - parametr@ jvertis, gautas remiantis K-S testo statistika;

smlks - parametre jvertis, gautas remiantis K-S testo statistika;
whichminks — maziausios K-S testo reikk&wektoriaus koordinat

minks — maziausia K-S testo reik&m

Imlad - parametre jvertis, gautas remiantis A-D testo statistika;
bmlad - parametrg@ ivertis, gautas remiantis A-D testo statistika,;
tmlad - parametrd jvertis, gautas remiantis A-D testo statistika;
smlad - parametre jvertis, gautas remiantis A-D testo statistika;
whichminad — maziausios A-D testo reik&wektoriaus koordinat

minad — maziausia A-D testo reik&m
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3. DUOMENU ANALIZ E

Siame skyriuje nagriisime tris duomen imtis: Kahadawala Cooray, Malwane M. A.
Amanda straipsnyje ,Modeling actuarial data withcamposite lognormal — Pareto model”
generudf ir nagrireta 50 atsitiktinip dydZn imtj, Danijos gaisf draudimo Zalas (249Zirio
imtis), vienos Lietuvos draudimo kompanijos ne dyds/ draudimo Zalas (809irto dydZio
imtis). Be Siame darbe nag¢gamo skirstinio, palyginimui naudosime dar kelskirstiniy:

e jau mirctame straipsnyje ,Modeling actuarial data with anposite lognormal —
Pareto model“ nagrirta suctini lognormatji — Pareto skirstin
#‘&Wex;{-;—élnz(xle)}, jei0<x<0
af”
@+ d(K))x“’

f(x) =

jeifd < x< o,

su parametraig > 0 ir¢ > 0;

e lognormalyji, kurio tankio funkcija:

f(x) =(27;—)Mex%—%(lnx_’uj },x>0

Su parametraig > 0 iru > O;

e Pareto, kurio tankio funkcija

af”
Xa+l !

f(x)= X>0

su parametraig > 0 ir¢ > 0;

e gama, kurio tankio funkcija
e—axa—l X
f(x)= -z
R

su parametraig > 0 ir¢ > 0.Cia I'(a) = J' X“ e dx
0

e Weibull, kurio tankio funkcija

-5 o]

su parametraig > 0 irg > 0.
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Remiantis Kahadawala Cooray ir Malwane M. A. Amastfaipsniu, V.Cekanaviaus, G.
Murausko knyga ,Statistika ir jos taikymai“ bei Bruopio knyga ,Matematié statistika®,
pasirinkti Sie testai:

e Kolmogorovo - Smirnovo testo statistika (K- S). &istas yra naudojamas patikrinti,

ar imtis yra pasiskitsusi pagal norim skirstin. Testo statistikeD, apskatiuojama taip:

D, ~maf £ F(x).Fix)-"-F)

Kisn| n n

kur n - imties dydis, oF(x ) - pasiskirstymo funkcijos reik&mtaske x . Kuo statistikosD,

reikSme mazesh, tuo pasirinktas skirstinys yra geresnis. Staigtne pakete ,R“ Sio testo
statistikai suska&iuoti galime pasinaudoti tokia funkcija:
kstestas=function(z,f)}{

n=length(z)

y=sort(z)

funcc=f

dpl=0

for(i in 1:n) dpl[i]=i/n-funcc(y[i])

dp=max(dpl)

dmn=0

for(i in 1:n) dmnli]=funcc(y[i])-(i-1)/n

dm=max(dmn)

ks=max(dp,dm)

return(ks)
}
Ciaz- empirire imtis,f-  teoring pasiskirstymo funkcija;

e Anderseno - Darlingo testo statistika (A - D). &istas yra K- S testo atmaina ir taip

pat naudojamas patikrinti, ar imtis yra pasiskirsi pagal norim skirstin, tatiau jis yra

tikslesnis. Testo statistika® apskatiuojama taip:

Azz_n_izleiT‘l(mw )+ (= F(x,,,.)

kur n - imties dydis, oF(>q) - pasiskirstymo funkcijos reik&mtaske x . Kuo statistikos A?

reikSme mazesa, tuo pasirinktas skirstinys geresnis. Statistiregmakete ,R" Sio testo statistikali
suskatiuoti naudosins Sia funkcija:

adtestas=function(z,f){
n=length(z)
y=sort(z)

33



funcc=f

ss=0

for(i in L:n){ss=ss+(((2*i-1)/n)*(log(funcc(y[i]))+ log(1-funcc(y[n+1-
DN}

return(-ss-n)
}
Ciaz- empirire imtis,f-  teorirg pasiskirstymo funkcija;

e Chi kvadrato suderinamumo kriterijaus p - reik$®is kriterijus yra alternatyva K - S
ir A - D testams. Jis yra taikomas sugrupuotiemsnaenims ir jo reikSm priklauso nuo
pasirinkty grupavimo interval. Tarkim, sutvarkyta imtis yra suskirstyiek interval;. Tuomet
tikimybé, kad imties reikStpateks i-taji intervah apskatiuojama taip:

P =F(x)-F(x4)i=1..k
Cia F(x ) - pasiskirstymo funkcijos reik&maskex, .

Testo statistikaX > apskatiuojama taip:

Xzzzk:(vi_npu)z

i=1 np,
kur n - imties dydis,V, - imties reikSmi, patekusi i i-taji intervah, skatius.
p - reikdn¢ bus lygi tikimybei P{ZK{H > Xz}, kur s - nezinomy paramety skatius, o 7 _; -

chi kvadrato pasiskirstymo funkcija du-s-1 laisws laipsniais. Kuo Si reikséndidesr, tuo
pasirinktas skirstinys geresnis. Statistiniame pakeR" Sio testo statistikai suskaioti

naudosinas Sia funkcija:
chitest=function(z,f,aa,bb,cc,dd,ee,ff){
xsrt=sort(z)

x1=0

xg=0

xq[1]=1

for(i in L:length(x))

{

if(xsrt[i]l<aa) x1[i]=xsrt[i]

}

xq[2]=length(x1)

x1=0

for(i in L:length(x))

{

if(xsrt[i]<bb) x1[i]=xsrt]i]
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xq[3]=length(x1)

}

x1=0

for(i in 1:length(x))

{

if(xsrt[i]<cc) x1[i]=xsrt[i]
xq[4]=length(x1)

}

x1=0

for(i in L:length(x))

{

if(xsrt[i]<dd) x1[i]=xsrt[i]
xq[5]=length(x1)

}

n=length(xsrt)

x1=0

for(i in L:length(x))

{

if(xsrt[i]<ee) x1[i]=xsrt[i]
xq[6]=length(x1)

}

x1=0

for(i in 1:length(x))

{

if(xsrt[i]<ff) x1[i]=xsrt[i]
xq[7]=length(x1)

}

xq[8]=length(xsrt)

xf=0

xf[1]=xq[1]

xf[2]=xq[2]

for(i in 1:6)

{
xfli+2]=xq[i+2]-xq[i+1]
}

funcc=f

ss=0

e=0

for(iin 1:7) {
e[il=n*(funcc(xsrt[xq[i+1]])-funcc(xsrt[xq[i]]))



ss=ss+(xf[i+1]-e[i])"2/e]i]
}

return(ss)
}
Cia z - empirine imtis, f - teorine pasiskirstymo funkcija. Pastarojoje funkcijoje kiai
nurodyti interval, i kuriuos skaidome turimimti, galus (funkcijoje Sie parametrai paztiaa,
bb, cc, dd, ee, ff ).
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3.1. Suctiniu lognormaliuoju - Pareto skirstiniu sugeneruoty duomeny analizé

Siame skyrelyje analizuosime Kahadawala Cooray,wdaé M. A. Amanda straipsnyje

.Modeling actuarial data with a composite lognormalPareto model* nagrétus duomenis,
sugeneruotus lognormaliuoju - Pareto skirstiniutj Isudaro 50 atsitiktimi dydziy. Taip atrodo
Sios imties variaci#eiluté:
306, 383, 395, 450, 503, 595, 631, 663, 684, 714, 884, 898, 903, 907, 937, 958, 968, 979,
1056, 1137, 1284, 1361, 1368, 1382, 1394, 15256,16038, 1966, 2110, 2295, 2407, 2430,
2630, 3199, 3287, 3338, 3398, 3985, 4711, 61933,6BB/1, 8766, 9366, 20393, 58263, 59166,
400976.

3.1.1 Skakiavimai

e Pirmiausia nagriekime sudtini lognormaljj - apibendrirg Pareto model Su
antrame skyriuje apraSyta funkcijgerciams gauti, galime rasti neZingnparamety jvercius.
Programoje ,R“ turim imti apsirasykime vektoriumi (Siuo atveju mepazynesime simboliu
.X"). Paleide iverciy skatiavimo funkcip ,Ingpdmle*:

Ingpdmle(x,1,1000,1000,1) ;

gauname tokius rezultatus: Kolmogorovo — Smirnogstut iSrinkti jvertiai: «,,=0,7327476,
ﬁKS=1716,708,éKs=1400,044,6KS=O,5766252; Anderseno — Darlingo testu iSrinkerciai:

,5,=0,7233132, 3,,=1773,036,0,,=1473,014, 5,,=0,5885831. Uzsiraspirmame skyriuje

pateikt pasiskirstymo funkci, panaudodami Sio skyriaus pradzioje uZraSytas feskcijas,

suskafiuokime tesq statistiky reikSmes turimiems parameiversiams':
|=0.7327476

b=1716.708

t=1400.044

$=0.5766252

kstestas(x,plngpd)

adtestas(x,plngpd)

chitest(x,plbts,650,950,1200,1700,3000,7000)

* Siame skyriuje nagrifamose ,R* funkcijose parametraszymimas simboliu ,a“ arba ,I,4- ,b*, 6 — ,t*, - ,s"
H—=m-.
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Pirmiesiemsijverciams gauname tokias statistikeikSmes: Kolmogorovo — Smirnovo testo:
0,05603657; Anderseno — Darlingo testo: 0,1298382aw chi kvadrato suderinamumo
kriterijaus reikSm, IS lentely ar pasinaudgj specialiomis sk&iuoklémis randame p reikn

0,8853. Dabar suskailokime Siy test; statistikas antriesienigerciams:
[=0.7327476

b=1716.708

t=1400.044

s=0.5766252

kstestas(x,plngpd)

adtestas(x,plngpd)

chitest(x,plbts,650,950,1200,1700,3000,7000)

Gauname tokias statistikeikSmes: Kolmogorovo — Smirnovo testo: 0,058331&3derseno —
Darlingo testo: 0,1292431; chi kvadrato suderinamniterijaus p reiksrt 0,8633.
e Dabar nagridkime lognormalji — Pareto skirstin Jo didziausio ti&inumo

parametrams rasti naudosime tokinkcija:
a=1 #a ir t — pradines parametru reiksmes
t=1000
Inmle=function(xx) {
k=0.372238898
x=sort(xx)
n=length(x)
atemp=0
ttemp=0
for (min 1:(n-1))}{
tik=function(param){
a<-param[1]
t<-param[2]
suma3=0
for(i in 1:m) suma3=suma3+((log(x[i])-log(t))*2)
ll<-n*log(a)+a*n* log(t)-n*log(1+ pnorm(k))-a*sum(l 0g(x))- sum(log(x))-
0.5*(a”2)*suma3/(k"2)
}
tikiv= maxLik(tik, start=c(aa,tt))
atemp[m]= tikiv $estimate[1]
ttemp[m]= tikiv $estimate[2]
}
ttempvector=c(rep(0,n))
for (i in 1:(n-1))
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if(x[i]<=ttempli]) if(x[i+1]>=ttempli])
ttempvector[i]=ttempli]
tml=max(ttempvector)
aml=atemp[which(ttempvector==tml)]
return(tml,aml)

}

Inmle(x)
Gauname tokius parametivercius: &ML:0,7364984,9ML:1102,289. Apsirasyti Sio skirstinio

pasiskirstym galime tokia funkcija:
plnpar = function(x) {
k=0.3722389
fik=pnorm(k)
ifelse (x>0&x<=t,
1/(1+pnorm(k))*pnorm((a/k)*log(x/t)+k),
1-(1/(1+pnorm(k)))*(t/x)"a)
}
suskatiuokime test statistikas gautiemserciams:
a=0.7364984
t=1102.289
kstestas(x,plnpar)
adtestas(x,plnpar)
chitest(x, pInpar,650,950,1200,1700,3000,7000)
Gauname tokias statistikeikSmes: Kolmogorovo — Smirnovo testo: 0,06831 7&8derseno —
Darlingo testo: 0,1580152; chi kvadrato suderinamniterijaus p reiksrt 0,9956.
Taip pat nagriskime Kahadawala Cooray, Malwane M. A. Amanda ssayfe ,Modeling
actuarial data with a composite lognormal — Paratmlel* apraSytu ,Ad-hoc” metodu gautus

ivercius. Ivercius gauname pasinaudodami funkcija:
Inahe=function(xx){
k=0.3722389
x=sort(xx)
n=length(x)
fik=pnorm(k)
p=fik/(1+fik)
m=trunc((n+21)*p)
h=(n+1)*p-m
tad=h*x[m]+(1-h)*x[m+1]
sum1=0

for(i in 1:n) suml=suml + log(X[i]/tad)
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sum2=0

for(i in 1:m) sum2=sum2 + (log(x[i]/tad))"2
aad=(sqrt(k"4*sum172+4*n*k"2*sum2)-k"2*sum1)/(2*sum 2)
return(aad,tad)

}
Gauname tokius parametrivergius: «,,=0,7742606, éad:979,0273. Suské&iuokime tesi

statistikas gautiemgerciams:
a=0.7742606

t=979.0273

kstestas(x,plnpar)

adtestas(x,plnpar)
chitest(x,plnpar,650,950,1200,1700,3000,7000)

Gauname tokias statistikreikSmes: Kolmogorovo — Smirnovo testo: 0,12252XBderseno —
Darlingo testo: 0,5561077; chi kvadrato suderinamniterijaus p reiksrt 0,9688.
e Nagrirckime lognormalji skirstin. Jo didziausio tiginumo parametrus rasime
naudodamiesi fitdistr* funkcija iS paketo ,MASS":
fitdistr(x, "lognormal™)
Gauti jvertiai : 4 = 7,6195839; & = 1,3709696. ApsiraSykime pasiskirstymo funkdij
suskatiuokime test statistikas gautiemsgerciams:
pIn=function(x){pnorm((log(x)-m)/s)}
m=7.6204151
s= 1.3709314
kstestas(x,pln)

adtestass(x,pln)
chitest(x,pln,650,950,1200,1700,3000,7000)

Gauname statistikreikSmes: Kolmogorovo — Smirnovo testo: 0,13479%&Jerseno — Darlingo
testo: 1,793444; chi kvadrato suderinamumo kraesjp reikSrit 0,0344.

¢ Nagrirckime Pareto skirstin DidZiausio tiktinumo parametrus rasime naudodamiesi
tokia funkcija:

parmle=function(xx){
x=sort(xx)
tml=min(x)
sum=0
n=length(x)
for(i in 1:n) sum=sum-+(log(x[i])-log(tml))

aml=n/sum
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return(aml,tml)

}

parmle(x)

Gautijveriai : ¢ =0,5271954;0=306. Apsirasykime pasiskirstymo funkgciy suskaéiuokime
test statistikas gautiemgerciams:

ppar=function(x){1-(t/x)"a}

a=0.5271954

t=306

kstestass(x,ppar)

chitest(x,ppar,650,950,1200,1700,3000,7000)

Gauname statistik reikSmes: Kolmogorovo — Smirnovo testo: 0,208388#hj kvadrato

suderinamumo kriterijaus p reiksmD,0344. Pareto skirstiniui Anderseno — Darlingstd taikyti

negalima, nes gautasertis 6 = 306, 0 pasiskirstymo funkcija taske x = 306 Iyitaigi
negalima skaiuoti jos logaritmo, reikalingo A - D statistikosgtui.

¢ Nagrinckime gama skirstin Jo didZiausio tiinumo parametrus rasime uZsias
tankio funkcip bei pasinaudej, fitdistr*:
dg=function(x,a,t) {1/(x*gamma(a))*(x/t) a*exp(-x/t )}
fitdistr(x,dg,list(a=1,t=1000),lower=0.01)
Gauti jveriai: «=0,3637933; 0=35185,4. ApsiraSykime pasiskirstymo funKcijir
suskatiuokime test statistikas gautiemsgerciams:
fgg=function(x) {1/(x*gamma(a))*(x/t) a*exp(-x/t)}
pg=function(x){integrate(fgg,0,x)$value}
a=0.3637933
t=35185.4
kstestas(x,pg)

adtestas(x,pg)
chitest(x,pg,650,950,1200,1700,3000,7000)

Gauname statistikreikSmes: Kolmogorovo — Smirnovo testo: 0,31187derseno — Darlingo
testo: 7.91738; chi kvadrato suderinamumo kritaesjp reikSna: 0,0000.

¢ Nagrirckime Weibull skirstin. DidZiausio tiktinumo parametrus rasime pasinagdoj
Jitdistr:
fitdistr(x, "weibull")
Gauti jveriai: & =0.5270559, 9=3946.277. Apsirasykime pasiskirstymo funkcijir
suskatiuokime test statistikas gautiemgerciams:
pweib=function(x){1-exp(-(x/t)*a)}
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a=0.5270559
t=3946.277
kstestass(x,pweib)

adtestass(x,pweib)

chitest(x,pweib,650,950,1200,1700,3000,7000)

Gauname statistikreikSmes: Kolmogorovo — Smirnovo testo: 0,2335%08]erseno — Darlingo

testo: 4,408773; chi kvadrato suderinamumo kraesjp reikSrr 0,0000.

3.1.2 Analiz2

Pateiksime apibendrintus s&aivimy rezultatus antroje lentgé:

Skirstinys Parametry K—-Stesto | A—Dtesto | Chikvadrato

jverdiai statistika statistika suderinamumo
kriterijaus
p — reikSme

Lognormalusis — | ¢,.=0,7327476 | 0,05603657 | 0,1298399 0,8853

apibendrintas -

Pgreto (K-S Ps=1116,708

ivertiai) 6,5 =1400,044

f.Z g ’385911042335961 O =0.5766252

Lognormalusis - | ¢,,=0,7233132 | 0,05833153| 0,1292431 0,8633

apibendrintas ~

Pgreto (A-D Ps=1173,036

iveriai) 6,s=1473,014

f-; S '8(1199503;176426 Ors =0,5885831

Lognormalusis - | ¢,, =0,7377677, | 0,06831788 | 0,1575494 0,9956

Pareto (didziausio ; _

tikétinumo O =1104,371

iverciai)

Lognormalusis — | _,= 0,7742606; | 0,1225273 | 0,5561077 0,9688

Pareto (Ad-hoc A

iversiai) .0=979,0273

Lognormalusis [=7,6204151; | 0,1347996 1,793444 0,0344
o=1,3709314

Pareto @ =0,5271954; 0,2083834 Negalima 0,0183
5:306 reikSme

Gama @ =0,3637933; 0,3118727 | 7,91738 0,0000
6=35185,4

Weibull a =0,5270559, | 0,2335909 | 4,408773 0,0000
6= 3946,277

2 lentek
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IS gaut; rezultat; matome, kad swtinis lognormalusis — apibendrintas Pareto modggisai
apraso nagrigama imtj. Kolmogorovo — Smirnovo bei Anderseno — Darlingsit statistikos
rodo, jog Sis skirstinys yra tinkamiausias Siatien Si iSvada yra gana pasga, kadangi Sis
skirstinys yra artimas satiniam lognormakjam — Pareto modeliui, kuriuo ir buvo generuota Si
imtis. Chi kvadrato suderinamumo kriterijaus p #eiks rodo, kad tinkamiausias Siems
duomenims aprasyti yra sttthis lognormalusis — Pareto modelis. Svarbu patynkad chi
kvadrato suderinamumo kriterijaus reikmyra priklausomos nuo pasirinktgrupavimo
intervaly. Vis celto iS visy nagrirety skirstiniy akivaizdziai iSsiskiria du pirmieji. Kit skirstiniy
test; statistikos nerodo toki gem rezultat. Galima pastehi, kad tiek Kolmogorovo -
Smirnovo, tiek Anderseno — Darlingo tesstatistikomis pagsti sudtinio lognormaliojo —
apibendrinto Pareto skirstiniverciai yra gana artimi, atsizvelgiantgautus test rezultatus.
Nagrinedami parametr d ir 1-d reikSmes, galime atkreipti éches | tai, jog tiek
lognormaliajam, tiek apibendrintam Pareto skirsing priskiriamos beveik lygios sveri
parameti reikSmeés. Rezultatas seka iS to, jog duomenys generuotniSiniu, kurio svorio
parametraijjsudarantiems skirstiniams yra fiksuoti ir iygg

Ketvirtame paveikglyje nubraizyta duomen histograma bei darbe nagtjamo skirstinio
tankiai su dviemjveriiy rinkiniais. Galime matyti, jog formos yra gana paios, artimos

histogramai:

Histogram of x
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3.2. Danijos gaisn draudimo zaly analizé

Siame skyrelyje nagrésime Danijos gaisrdraudimo Zalas. Sie duomenys gana gerai Zinomi
draudimo matematikams. linsudaro 2492 draudimo Zalos, uzregistruotos nud 181990
mety. Imti sudaro gaisr padaryti nuostoliai pastatams, baldaimengimams ir kitai privéai
nuosavybei, iSreiksti Danijos kronomis. dallydZiai iSreiksti milijonais. MaZiausia Zala yra
0,3134041 milijon Danijos krom, didziausia - 263,2503660.

Kadangi Siame skyrelyje naudojamos funkcijos skirgtdidZiausio tiktinumo jveréiams
gauti, bei kitiems ska&lavimams yra tos @#os kaip ir praeitame, wis skatiavimy
neberodysime. Verta tik pangith jog skatiuojant Danijos gaisr draudimo Zaloms skirstini
paramety jvercius, funkcijose, kur reikia nurodyti pradines reiles, skaiiavimai atlikti
pasirinkusa = 1, = 1,0 = 1, o = 1. Chi kvadrato suderinamumo Kkriterijui taikytir&kiuotos

imties interval deSinieji galai buvo pasirinkti taip: 0,7; 0,9713,6; 4; 8.

3.2.1. Analiz

IS rezultat,, pateikt; trefioje lentetje, akivaizdziai matome setinio lognormaliojo —
apibendrinto Pareto modelio pranaduhyginant su kitais skirstiniais. Kolmogorovo — Bnovo
bei Anderseno — Darlingo tesstatistikos lyginant skirstinius Siuo atveju yraziausios, o chi
kvadrato suderinamumo kriterijaus p reik&nyra gerokai didess, lyginant su kitais skirstiniais.
Ivertiai, tiek iSrinkti ieSkant maziausios Kolmogorovo Smirnovo testo statistikos, tiek
maziausios Anderseno — Darlingo testo statistikge gartinai artimi. Matome jog
lognormaliajam skirstiniui priskiriama apie 24%rskinio svorio, o apibendrintam Pareto — apie
76%. Be Sio skirstinio, gana geri lognormaliojo ardlo modelio analézs rezultatai, t&au
atsizvelgiantj tai kokios svorio parametrreikSnes priskiriamos pirmajam skirstiniui, nagalu
manyti, jog Sis skirstinys, turintis fiksuotus sk, réra tinkamiausias. Likusgi skirstiniy
neatitikima realiems duomenims gana akivaizdZiai rodo chi katadsuderinamumo kriterijaus p

reikSmes (jos lygios nuliui).
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Skirstinys Parametry K- Stesto | A-D testo Chi kvadrato

jverciai statistika statistika suderinamumo
kriterijaus
p - reikSmeé
Lognormalusis - | ¢,.=1,554339 | 0,01939325| 1,973170 0,6032
apibendrintas ~
ot (K.S .= 0,9639605
jverciai) 6s= 1,153572

d=0,2440719 | 5 =0,1854576
1-d = 0,7559281

Lognormalusis — | ¢,,=1,552608 | 0,01974554| 1,968568 0,6179
apibendrintas s

Pareto (A-D '? a0 = 0,96222

jverciai) 0, = 1,153982

d=0,2445181 | 5 =0 1853665
1-d = 0,7554819

Lognormalusis - | ¢,, =1,436332 | 0,02873353| 4,258509 0,0138

Pareto (didziausio| 5 _

tikétinumo O = 1,385128

verciai)

Lognormalusis - | ¢,,=1,418804 | 0,03537422| 4,358444 0,0570

Pareto (Ad-hoc ~

iversiai) 0,,= 1,402640

Lognormalusis =0,67185368 | 0,1271396 | 85,49343 0,0000
o =0,73231667

Pareto a=0,5458171 0,4082812 | Negalima 0,0000
6= 0,3134040 reikSme

Gama a=1,25799429 | 0,2012952 | 212,447 0,0000
6= 2,43459177

Weibull a =0,94758703 | 0,2554568 | begalyb 0,0000

0= 2,95249589

3 lentek

Penktame paveikdlyje pateikta Danijos gaigr draudimo Zza] histograma, bei s@tinio
lognormaliojo — apibendrinto Pareto tankio grafiK&elgi su abiem nagrittais paramety
rinkiniais). Siuo atveju matome jog tankormos atkartoja histogramos fogno tarpusavyje abu

tankiai yra beveik vienodi:

45



Histogram of x

]
= — K-S ivercigi
---= AD iverciai
<]
fan]
=
W o=
T o
O
2
<
= i ——
= T T T 1
4 sl g 10
®
pav. 5

46



3.3. vienos Lietuvos draudimo kompanijos ne gyvyds draudimo Zalos

Galiausiai nagrigsime vienos Lietuvos draudimo kompanijos, uZsiitnas ne gyvykls
draudimu, Zalas. Imsudaro ne gyvyds draudimo Zalos, kurimaziausia yra 8,54 Lt, didZiausia
— 200000 Lt. Imtiesitris — 809.

V¢élgi svarbu pamiéti, kad kai kurie ska& avimai atlikti pasirinkus tokias pradines parametr
reikSmes.a = 1, =1,0 = 1, o= 1. Chi kvadrato suderinamumo Kkriterijui taikytir&iuotos
imties interval deSinieji galai buvo pasirinkti taip: 200; 300;,04G00; 700; 3000%.

3.3.1. Analiz

Nagrinedami ketviry lentek matome, jog kaip ir praeituose skyreliuose, kwselo
analizuojami duomenys, Siame taipogi galime tejgt, suctinis lognormalusis - apibendrintas
Pareto skirstinys yra tinkamesnis Siems duomenipraSagti nei kiti palyginimui pasirinkti
skirstiniai, tai rodo tiek Kolmogorovo — Smirnov@ibAnderseno — Darlingo tesstatistikos,
kurios Siam skirstiniui yra maziausios, tiek chiakivato suderinamumo kriterijaus p reikSruri
tik Siuo atveju @ra lygi nuliui. Deja Sio kriterijaus p reik3® nagrijamiems duomenims yra
mazos. Tai reiSkia, jog ir skirstinys aprase 8nti nelabai gerai. Parametrai iSrinkti abiem
metodais yra tie patys. PrieSingai nei nagant Danijos gaisf draudimo Zalas, Siuo atveju
didesnis svoris priskiriamas lognormaliajam skinisti (d = 0,6578986), apibendrintam Pareto
skirstiniui priskiriamas svoris lygus 0,3421014.likusiu skirstiny batent lognormalusis ir yra
geriausiai apraSantis Siuos duomenis. Lyginantytdgiterijuy reikSmes, Siam skirstiniui
nusileidzia kitems duomenims labiaugsklognormalusis — Pareto modelis. Taigi galima tlary
iSvady, jog sudtinis lognormalusis - apibendrintas Pareto skigstimgana gerai apraSo tiek
duomenis, kuriuos sudaro daug mdaly, tiek duomenis, kuriems aprasyti tinka sunkiasagas

turintys skirstiniai.
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Skirstinys Parametry K- Stesto | A-D testo Chi kvadrato

jverciai statistika statistika suderinamumo
kriterijaus
p - reikSmeé

Lognormalusis — | &,.=1,440740 |0,06557432| 3,590097 0,0335

apibendrintas ~

Pareto (K-S '? ks= 780,6681

jverciai) 6s= 829,4381

d=0,6578986 G,.s=0,7978217

1-d=0,3421014

Lognormalusis — | ¢,,=1,440740 | 0,06557432| 3,590097 0,0335

apibendrintas ~

Pareto (A-D '? o= 780,6681

jverciai) 0, = 829,4381

d=0,6578986 Gap=0,7978217

1-d=0,3421014

Lognormalusis - | ¢,, =0,727092 | 0,1031226 | 12,88781 0,0000

Pareto (didziausio| 5 _

tiketinumo O = 397,5667

verciai)

Lognormalusis - | ¢,,=0,725158 | 0,1004318 | 12,92433 0,0000

Pareto (Ad-hoc 5 =400

iveriai) ad ™

Lognormalusis [1=6,4359625 | 0,09281261| 7,268845 0,0000
o =1,04099936

Pareto a = 0,2330350 0,4685254 | Negalima 0,0000
é: 8,54 reikSme

Gama a=0,6207303 | 0,242233 35,46724 0,0000
0= 2706,134

Weibull a =0,7005034 | 0,2207134 | begalyb 0,0000
0=1024,981

4 |lentele

Sestame paveikdyje pateikta ne gyvyss draudimo Zal histograma, bei s@tinio
lognormaliojo — apibendrinto Pareto tankio grafjkirie Siuo atveju sutampa, kadangi gauti
jvertiai yra tie patys. Sudinga histogramos forma neleidzia Siam skirstigarai atkartoti jos
frmos, t&iau duomen kitimas yra gana artimas modelio sa#yis:
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ISVADOS

Siame magistro darbe, remiantis Kahadawala Codviwane M. A. Amanda straipsniu
,Modeling actuarial data with a composite lognormaPareto model“ bei McNeil Alexander J.
straipsniu ,Estimating the tails of loss severitistdbutions using extreme value theory*,
sukurtas suginis lognormalusis — apibendrintas Pareto skiystinturintis keturis laisvus
parametrus. Santykinai didelis parameskatius bei gan lankstus sujungimaidas suteikia
geras modelio pritaikymo realiems draudimo duomengalimybes. Laisvo svorio parametto
ivedimas sujungime, leidzia taikyii Skirstin jvairaus tipo zaloms vertinti.

Duomem analizs rezultatai rodo, jog Sis modelis, lyginansil kitais panasiais skirstiniais,
geriausiai tinka visoms trims nagétoms duomen imtims aprasyti. Nors lognormalusis — Pareto
skirstinys taip pat daugeliu atveju rodo gerus Itews, t&iau du papildomi parametrai leidzia
geriau priartinti suétinio lognormaliojo — apibendrinto Pareto skirstintank prie realy
duomenm histogramos.

Pagrindiniu Sio modelio ikumu galima laikyti dideélms duomen imtims gana ilgai
trunkant paramety skatiavimo algoritny. T&iau siekiant kuo geriawertinti draudimo Zalas,

sucktinis lognormalusis — apibendrintas Pareto skiystituri labai geras pritaikymo galimybes.
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