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Assoc. Prof. Dr. Vytautas Kazakevičius (Vilnius University, Physical sciences, Mathematics - 01P).

The dissertation will be defended at the public meeting of the council on May 25, 2010, in Vilnius University remote
Education Study Centre at 2 pm.
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DISERTACINIO DARBO APRAŠYMAS

Mokslin ė problema ir tyrimo objektas.
Norint užtikrinti svarbių sistemos elementų aukštą patikimumą naudojami jų rezerviniai elementai, kurie gali b ūti įjun-

giami sugedus šiems pagrindiniams elementams. Rezerviniai elementai gali funkcionuoti "karštame režime" (tokiame pat,
kaip pagrindiniai), "šiltame" ("lengvesniame" negu pagrindiniai) ar ""šaltame" (rezerviniai elementai nefunkcionuoja iki
pagrindinių gedimo). "Šaltas" režimas b ūtų paprasčiausia ir pigiausia priemonė, bet dažnai sugedusio sistemos elemento
pakeitimas "neišilusiu" elementu gali sukelti to rezervinio elemento gedimą arba padidinti jo gedimų intensyvumą, lygi-
nant su pagrindiniu. "Karštas" rezervavimas nėra labai ekonomiškas, nes bet kuris rezervinis elementas su tikimybe1/2
sugenda anksčiau už pagrindinį. Kompromisinis variantas yra "šiltas" rezervavimas. Kadangi rezervinis elementas yra
"įšilęs, tai nevykusio jo įjungimo į sistemą tikimybė sumaž̇eja, be to "šiltame" režime atsarginis elementas turi didesnę
tikimybę nesugesti iki pagrindinio elemento gedimo.

Rezervinio elemento "sklandaus įjungimo" hipotezės formulavimo ir jos statistinio patikrinimo problema yra vien-
as iš disertacijoje sprendžiamų uždavinių. Įsitikinus, kad parinktame "šiltame" režime rezervinių elementų įjungimas
yra "sklandus", sistemos patikimumą galima vertinti naudojant elementų patikimumo eksperimentų įvairiuose režimuose
duomenis. Tiek neparametrinio, tiek ir parametrinio taškinio ir intervalinio vertinimo uždaviniai taip pat nagrinėjami
disertacijoje.

Kadangi aukšto patikimumo elementų gedimai yra reti, papildoma informacija apie jų patikimumą gaunama arba
atliekant pagreitintus bandymus, kurių metu elementai bandomi griežtesniame negu įprastinis režime, arba matuojant
kokių tai parametrų, charakterizuojančių elemento degradacijos lygį, reikšmes įvairiais laiko momentais. Darbe nagrinė-
jami pakankamai bendri modeliai, kurie aprašo elementų gedimo riziką kaip funkciją kiek naudojamų apkrovų, tiek ir
degradacinio proceso, kuris savo ruožtu modeliuojamas naudojant tą ar kitą stochastinį procesą. Darbe pasi ūlyti tokių
modelių parametrų vertinimo metodai.

Tikslai ir uždaviniai .
Pagrindiniai darbo tikslai ir uždaviniai yra:

1. matematiškai apibrėžti "sklandaus" rezervinio elemento perėjimo iš "šilto" režimo į "karštą" sąvoką, naudojant Sedi-
akino "patikimumo principą" ir pagreitintų gedimų modelį;
2. sukonstruoti kriterijus "sklandaus perjungimo hypotezei" tikrinti;
3. ištirti sukonstruoto kriterijaus asimptotines savybes;
4. sukonstruoti rezervuotos sistemos pasiskirstymo funkcijos parametrinius ir neparametrius įvertinius, naudojant ele-
mentų, funkcionuojaňcių įvairiuose režimuose, patikimumo eksperimentų duomenis;
5. ištirti parametrinių ir neparametrinių įvertinių asimptotines savybes;
6. sukonstruoti rezervuotos sistemos pasiskirstymo funkcijos pasikliovimo intervalus;
7. naudojant simuliaciją, ištirti parametrinių ir neparametrinių įvertinių savybės, kai imtys baigtiṅes;
8. suformuluoti bendrus gedimų ir degradacijos matavimo duomenų regresinius modelius;
9. modifikuoti didžiausiojo tik̇etinumo metodą gedimų ir degradacinio proceso parametrams vertinti panaudojant degradacinio
proceso prediktorius;
10. ištirti modifikuotos tik̇etinumo funkcijos strukt ūrą, kai degradacijos procesas modeliuojamas laike transformuotu
gama, "trajektorijų" ir "pažeidimų" procesais.

Aktualumas.
Literat ūroje yra daug darbų, kuriuose rezervuotų sistemų modeliai nagrinėjami tikimybių teorijos metodais. Jų realus

panaudojimas yra imanomas, jei šių modelių adekvatumas realiems duomenims patikrinamas statistiniais metodais ir
gaunami modelių parametrų įveriniai. B ūtent šie aktual ūs uždaviniai ir sprendžiami disertacijoje.

Pagreitintųjų bandymų modeliai bei degradacinių procesų modeliai gana plačiai išnagriṅeti literat ūroje, tǎciau vien-
alaikių gedimų-degradacijos modelių su kovariantėmis analiże yra aktuali tyriṅejimo kryptis.

Tyrimų metodika .
Nagriṅejant disertacijos temą buvo naudojami skaičiuojaňcių procesų teorija, delta metodas, parametriniai ir neparametrini-

ai vertinimo metodai, ribiṅes teoremos atsitiktinių dydžių sekoms ir stochastiniams procesams, skaitiniai ir simuliaciniai
metodai.
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Darbo strukt ūra.
Disertacija yra parašyta anglų kalba. Ją sudaro įvadas, tris skyriai, išvados, mokslinių publikacijų disertacijos tema

sąrašas bei žymenys. Bendra darbo apimtis - 97 puslapiai.

Svarbiausi rezultatai.

1. Statistiniai kriterijai "sklandaus įjungimo" hipotezei tikrinti .

Tarkime, kad turime rezervuotą sistemą išm elementų: vieno pagrindinio darbinio ir(m − 1) rezervinių elementų.
Jeigu pagrindinis elementas sugenda, tai1-as rezervinis elementas įsijungia ir veikia vietoj pagrindinio elemento. Jeigu
1-as rezervinis elementas sugenda, įsijungia ir veikia2-as rezervinis elementas ir t.t. Tarkime, kad perjungimas yra
momentinis ir elementai neremontuojami. Tokiai sistemai naudosime žymėjimąS(1,m− 1).

Jeigu rezervinis elementas neveikia iki pagrindinio elemento gedimo ("šaltas rezervavimas"), tai rezerviniam elemen-
tui pereinant iš "šalto" režimo į "karštą" jis gali sugesti arba gali sumažėti jo patikimumas. Jeigu rezervinis elementas
veikia tokiu pǎciu "karštu" režimu, kaip ir pagrindinis elementas, tai po perjungimo jo patikimumas nesikeičia. "Karštas"
rezervavimas turi tr ūkumų: rezervinis elementas gali sugesti ankščiau negu pagrindinis elementas su tikimybe 0,5. Daž-
niausiai naudojamas "šiltas" rezervavimas: rezervinis elementas dirba mažesniu pajėgumu negu pagrindinis. Šiuo atveju
tikimybė sugesti rezerviniam elementui yra mažesnė negu sugesti pagrindiniam elementui. Pagrindinis tikslas - patikrinti
hipotezę, kad elemento persijungimas iš "šilto" į "karštą" vyksta sklandžiai.

Jeigu hipoteże teisinga su vienu rezerviniu elementu, tai hipotezė bus teisinga sistemai ir su keletu rezerviniu elementu.
Modeliai. Tarkime, kad pagrindinio elemento gedimo momentas yraT1, jo pasiskirstymo funkcijąF1 ir tikimybinis

tankisf1, rezervinio elemento gedimo momentasT2, jo pasiskirstymo funkcijaF2 ir tikimybinis tankisf2. Sistemos
gedimo momentas yraT = max(T1, T2).

Apibrėžkimef
(y)
2 (x) rezervinio elemento sąlyginį tankį, su sąlyga, kad pagrindinis elementas sugedo momentuy.

SistemosS(1, 1) su vienu rezerviniu elementu gedimo momentoT pasiskirstymo funkcija yra

F (t) = P (T1 ≤ t, T2 ≤ t) =
∫ t

0

{∫ y

0

f2(x)dx +
∫ t

y

f
(y)
2 (x)dx

}
f1(y)dy. (1)

"Šilto" rezervavimo atveju galima suformuluoti tokią hipotezę:
Pirmoji sklandaus įjungimo hipotezė:

H0 : f
(y)
2 (x) = f1(x + g(y)− y), visiems x ≥ y ≥ 0, (2)

čiag(y) yra momentas, "karštu" režimu atitinkantis momentąy "šiltu" režimu, randamas iš lygties

F1(g(y)) = P (T1 ≤ g(y)) = P (T2 ≤ y) = F2(y).

Pagal (1) formulę esant teisingai hipotezeiH0 gauname

F (t) =
∫ t

0

F1(t + g(y)− y)dF1(y). (3)

Tariant, kad elementų, veikiančių "šiltu" ir "karštu" režimu skirstiniai skiriasi tik masteliu, t.y. egzistuojar > 0 toks, kad

F2(t) = F1(rt), (4)

tai g(y) = ry ir galima formuluoti tokią hipotezę:
Antroji sklandaus įjungimo hipotezė:

H∗
0 : ∃ r > 0 : f

(y)
2 (x) = f1(x + ry − y), visiems x ≥ y ≥ 0. (5)

Kriterijus hipotezei H∗
0.

Tarkime, kad turime tokius duomenis :
a)n1 "karštame" režime funkcionuojančių elementų gedimo momentusT11, . . . , T1n1 ;
b) n2 "šiltame" režime funkcionuojaňcių elementų gedimo momentusT21, . . . , T2n2 ;
c) n rezervuotųS(1, 1) sistemų (su "šiltais" rezerviniais elementais) gedimo momentusT1, . . . , Tn.
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Kriterijus yra grindžiamas dviejų pasiskirstymo funkcijosF įvertinių skirtumų. Pirmasis įvertinys yra empirinė pa-
siskirstymo funkcija, gautą iš gedimo momentųT1, . . . , Tn:

F̂ (1)(t) =
1
n

n∑
i=1

1{Ti≤t}. (6)

Antras įvertinys apibṙežiamas, naudojant gedimo momentusT11, . . . , T1n1 ir T21, . . . , T2n2 , bei moduliu(3):

F̂ (2)(t) =
∫ t

0

F̂1(t + ĝ(y)− y)dF̂1(y);

čia (tikrinant hipotezęH0)

ĝ(y) = F̂−1
1 (F̂2(y)), F̂j(t) =

1
nj

nj∑
i=1

1{Tji≤t}, F̂−1
1 (y) = inf{s : F̂1(s) ≥ t}, (7)

arba (tikrinant hipotezęH∗
0 )

ĝ(y) = r̂y, r̂ =
µ̂1

µ̂2
, µ̂j =

1
nj

nj∑
i=1

Tji. (8)

Kriterijus grindžiamas statistika

X =
√

n

∫ ∞

0

(F̂ (1)(t)− F̂ (2)(t))dt. (9)

Abiejų hipotezių atvejųH0 ir H∗
0 ribinis statistikosX skirstinys (kaini/n → li ∈ (0,∞), n →∞) arṫeja prie normalaus

skirstinio su nuliniu vidurkiu ir baigtine dispersijaσ2.
StatistikosX asimptotika.
1 teorema.Tarkime, kadni/n → li ∈ (0,∞), n → ∞, ir tankio funkcijosfi(x), i = 1, 2 yra tolydžios ir teigiamos

intervale(0,∞). Tada, esant teisingai hipotezeiH∗
0 , statistiką (9) konverguoja į normalųjį skirstinįN(0, σ2); čia

σ2 = Var(Ti) +
1
l1

Var(H(T1i)) +
c2r2

l2
Var(T2i), (10)

H(x) = x[c + r − 1− F1(x/r)− rF2(x)] + rE(1{T1i≤x/r}T1i) + rE(1{T2i≤x}T2i),

c =
1
µ2

∫ ∞

0

y[1− F2(y)]dF1(y).

2 teorema.Tarkime, kadni/n → li ∈ (0,∞), n → ∞, ir tankio funkcijosfi(x), i = 1, 2 yra tolydžios ir teigiamos
intervale(0,∞). Tada, esant teisingai hipotezeiH0, statistiką (9) konverguoja į normalųjį skirstinįN(0, σ2), čia

σ2 = Var(Ti) +
1
l1

Var(H(T1i)) +
1
l2

Var(Q(T2i)), (11)

H(x) = Q(x)− xF1(g−1(x)) + g(x)[1− F2(x)] + E(1{g(T1i)≤x}g(T1i)) + E(1{T2i≤x}g(T2i))− x,

Q(x) = E{1{T1i≤x}[1− F2(T1i)]/f1(g(T1i))}.

σ2 vertinimas
Tikrinant hipotezęH∗

0 , pagrįstas dispersijosσ2 įvertinys apibṙežiamas

σ̂2 =
1
n

n∑
i=1

(Ti − µ̂)2 +
n

n2
1

n1∑
i=1

[Ĥ(T1i)− ˆ̄H]2 +
ĉ2r̂2n

n2
2

n2∑
i=1

(T2i − µ̂2)2;

čia

µ̂ =
1
n

n∑
i=1

Ti, ĉ =
1
µ̂2

∫ ∞

0

y[1− F̂2(y)]dF̂1(y) =
1

µ̂2n1

n1∑
i=1

T1i[1− F̂2(T1i)],
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Ĥ(x) = x[ĉ + r̂ − 1− F̂1(x/r̂)− r̂F̂2(x)] +
r̂

n1

n1∑
i=1

1{T1i≤x/r̂}T1i +
r̂

n2

n2∑
i=1

1{T2i≤x}T2i,
ˆ̄H =

1
n1

n1∑
i=1

Ĥ(T1i).

Statistiką (9) galima užrašyti taip:

X = −
√

nµ̂ +
√

n

n2
1

n1∑
i=1

n1∑
j=1

max(T1i, T1j − r̂T1i + T1i). (12)

Tikrinant hipotezęH0, pagrįstas dispersijosσ2 įvertinys yra apibṙežiamas

σ̂2 =
1
n

n∑
i=1

(Ti − µ̂)2 +
n

n2
1

n1∑
i=1

[Ĥ(T1i)− ˆ̄H]2 +
n

n2
2

n2∑
i=1

[Q̂(T2i)− ˆ̄Q]2,

čia

Ĥ(x) = Q̂(x)− xF̂1(ĝ−1(x)) + ĝ(x)[1− F̂2(x)] +
1
n1

n1∑
i=1

1{ĝ(T1i)≤x}ĝ(T1i) +
1
n2

n2∑
i=1

1{T2i≤x}ĝ(T2i)− x,

Q̂(x) =
1
n1

n1∑
i=1

1{T1i≤x}[1− F̂2(T1i)]/f̂1(ĝ(T1i)),

ĝ−1(x) = F̂−1
2 (F̂1(x)), ˆ̄H =

1
n1

n1∑
i=1

Ĥ(T1i), ˆ̄Q =
1
n2

n2∑
i=1

Q̂(T2i).

Tankio funkcijaf1 yra įvertinama branduoliniu įvertiniu:

f̂1(x) =
1
n

n∑
i=1

1
h

K

(
x−X1i

h

)
.

Statistiką (9) galima užrašyti taip:

X = −
√

nµ̂ +
√

n

n2
1

n1∑
i=1

n1∑
j=1

max(T1i, T1j − ĝ(T1i) + T1i). (13)

Kriterijaus statistika yraT = X/σ̂, čia σ̂ yraσ įvertinys. StatistikosT pasiskirstymas aproksimuojamas standartiniu
normaliuoju skirstiniu ir hipoteże H0 (ar H∗

0 ) atmetama su reikšmingumo lygmeniuα, jeigu | T |> zα/2; čia zα/2 yra
standartinio normaliojo skirstinio(α/2)-kritinė reikšṁe.

Sukonstravus kriterijus "sklandaus šjungimo hipotezei" tikrinti, buvo atlikta simuliaciją. Įvairių alternatyvų atveju
ištirtas reikšmingumo lygmuo ir kriterijų galia, kai imtys baigtinės. Duomenys "karštame" ir "šiltame" režime buvo
modeliojami pagal eksponentinį, Veibulo ir log-logistinį skirstinus.

2. Rezervuotos sistemosS(1,m− 1) patikimumo neparametrinis vertinimas.

Tarkime, kad turime rezervuotą sistemą išm elementų: vieno pagrindinio darbinio ir(m − 1) rezervinių elemen-
tų. Jeigu pagrindinis elementas sugenda, tai vietoj pagrindinio elemento įjungiamas dar nesugedęs rezervinis elementas.
Jeigu šis rezervinis elementas sugenda, įsijungia ir veikia2-as rezervinis elementas ir t.t. Tokiai sistemai naudosime
žymėjimąS(1,m−1). Tarkime, kad perjungimas yra momentinis ir pagrindinis (atsarginis sugedęs) elementas neremon-
tuojamas.

Tikslas yra sukonstruoti pasikliovimo intervalą rezervuotos sistemosS(1,m − 1) pasiskirstymo funkcijai, naudojant
dviejų grupių elementų gedimo momentus: pirmoji elementų grupė dirba "karštame", antroji grupė - "šiltame" režime.

Modelis. Tarkime, kad pagrindinio elemento gedimo momentas yraT1, jo pasiskirstymo funkcijaF1 ir tankio funkcija
f1.

Rezervinių elementų gedimo momentus žymėsimeT2, ..., Tm; "karštame" režime jų pasiskirstymo funkcijos taip pat
yra F1, "šiltame" režime pasiskirstymo funkcija yraF2 ir tankio funkcija f2. Jeigu rezervinis elementas persijungia
į "karštą" režimą, jo pasiskirstymo funkcija skiriasi nuoF1 ir F2. Kiekvienami = 1, 2 apibṙežkime išgyvenamumo
funkcijąSi = 1− Fi, gedimų intensyvumo funkcijąλi = fi/Si, sukauptų gedimų intensyvumo funkcijąΛi = − lnSi.
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SistemosS(1,m − 1) gedimo momentai yraT (m) = T1 ∨ T2 ∨ · · · ∨ Tm. Apibrėžkime gedimo momentoT (j)

pasiskirstymo funkcijąKj ir tankio funkcijąkj ; (j = 2, . . . ,m), K1 = F1, k1 = f1. Pasiskirstymo funkcijaKj galima
užrašyti perKj−1 ir F1.

Kj(t) = P(T (j) ≤ t) =
∫ t

0

P(Tj ≤ t|T (j−1) = y)dKj−1(y). (14)

Jei teisinga hipoteże H0, kad sistemaiS(1, 1) elemento perjungimas iš "šilto" į "karštą" režimą yra sklandus, tai
nat ūralu tarti, kad jis sklandus ir sistemaiS(1,m− 1), toḋel

fTj |T (j−1)=y(t) =
{

f2(t) if t ≤ y,
f1(t + g(y)− y) if t > y; , g(y) = F−1

1 (F2(y)), (15)

ir

Kj(t) =
∫ t

0

F1(t + g(y)− y)dKj−1(y). (16)

Taškinis funkcijos Kj(t) įvertinys.
Tarkime, kad turime tokius duomenis :
a)n1 "karštame" režime funkcionuojančių elementų gedimo momentusT11, . . . , T1n1 ;
b) n2 "šiltame" režime funkcionuojaňcių elementų, bandytų laiket1, surikiuotus pirmuosiusm2 gedimo momentus

T21, . . . , T2m2 .
Tarkime, kad elementų, veikiančių "šiltame" ir "karštame" režimuose, pasiskirstymo funkcijos skiriasi tik masteliu,

t.y. g(y) = ry. Tada pasiskirstymo funcijaKj(t) gali b ūti įvertinta, keičiant ĝ(y) į r̂y išraškoje(4), čia r̂ yra r įvertinys.
Pažyṁekime

N1(t) =
n1∑
i=1

1{T1i≤t}, N2(t) =
n2∑
i=1

1{T2i≤t,t≤t1}, Y1(t) =
n1∑
i=1

1{T1i≥t}, Y2(t) =
n2∑
i=1

1{T2i≥t,t≤t1}.

Parametror įvertinys
r̂ = Ũ−1(0) = sup{r : Ũ(r) > 0} (17)

gaunamas naudojant funkciją

Ũ(r) = N2(t1)−
∫ t1

0

Y2(u)dΛ̃2(u, r) = N2(t1)−
∫ rt1

0

Y2(v/r)dN1(v)
Y1(v) + Y2(v/r)

−
∫ t1

0

Y2(u)dN2(u)
Y1(ru) + Y2(u)

. (18)

kuri yra nediḋejanti ir laiptuota,

Ũ(0+) = N2(t1)−
∫ t1

0

Y2(u)dN2(u)
n1 + Y2(u)

> 0, Ũ(+∞) = −
∫ ∞

0

n2dN1(v)
Y1(v) + n2

< 0,

Λ̃2(t, r) =
∫ t

0

dÑ1(u) + dÑ2(u)
Ỹ1(u) + Ỹ2(u)

=
∫ t

0

dN1(ru) + dN2(u)
Y1(ru) + Y2(u)

.

Rezervuotos sistemos pasiskirstymo funcijaKm yra įvertinama naudojant tokias rekurentines formules(j = 2, . . . ,m):

K̂1(t) = F̂1(t), K̂j(t) = K̂j−1(t)−
∫ t

0

Ŝ1(t + r̂y − y)dK̂j−1(y) =

= K̂j−1(t)−
∑

i:T1i≤t

Ŝ1(t + r̂T1i − T1i)(K̂j−1(T1i)− K̂j−1(T1,i−1)); Ŝ1 = 1− F̂1.

Įvertinio K̂j asimptotinis skirstinys ir funkcijos Kj(t) pasikliovimo intervalai
Tarkime, kad

ni

n
= li + O(

1
n

), li ∈ (0, 1), as n = n1 + n2 →∞.

Empirinių pasiskirstymo funkcijų ribinis pasiskirstymas yra gerai žinomas:

√
n(F̂i − Fi)

D→ Ui (19)
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erdv̇ejeD(Ai); čia
D→ reiškia silpną konfergavimą ,A1 = [0,∞), A2 = [0, t1], U1, U2 yra nepriklausomi Gauso martin-

galai suUi(0) = 0 ir kovariacijos

cov(Ui(u), Ui(v)) =
1
li

Fi(u ∧ v)Si(u ∨ v). (20)

Raskime įvertiniôr asymptotinį pasiskirstymą. Pažymėkimer0 ∈ (0, 1) parametror tikrąją reikšmę. Pagal modelįH∗
0

tai yra santykis tarp funkcionavimo trukmių vidurkiųµ1 ir µ2 atitinkamai "karštame" ir "šiltame" režimuose.
1 lema. Tarkime, kad pasiskirstymo funkcijaF1 yra absoliučiai tolydi su teigiamu tankiuf1 intervale (0,∞) ir

hipotezėF2(t) = F1(r0t) yra teisinga. Jeigu

A = − 1
r0

∫ r0t1

0

uf1(u)dΛ1(u)− t1f1(r0t1) 6= 0, (21)

tai
√

n(r̂ − r0)
d→ Y = −W

A
, (22)

čia

W = −
t1∫

0

[U1(r0u)− U2(u)dΛ2(u)− U1(r0t1) + U2(t1), (23)

3 teorema.JeiguF1 yra tolydžiai diferencijuojama intervale[0,∞), tai esant teisinga hipotezeiH∗
0 bet kokiamt > 0

ir j ≥ 2

√
n(K̂j(s)−Kj(s))

D→ Wj(s) =
∫ s

0

U1(s + r0y− y)dKj−1(y) + µ(j−1)(s)Y +
∫ s

0

F1(s + r0y− y)dWj−1(y) (24)

erdvėjeD[0, t], čia W1(s) = U1(s), µ(j−1)(s) =
∫ s

0
yf1(s + r0y − y)dKj−1(y).

Apibrėžkime

Z1i = F̂1(t + (r̂ − 1)T1i−), F̂1(t−) =
1
n1

n1∑
i=1

1{T1i<t}, Z2i = F̂1(
t− T1i

1− r̂
−),

Z3i = F̂1(T1i−), Z4i = f̂1(t + (r̂ − 1)T1i−), µ̂(t) =
1
n1

∑
T1i≤t

T1iZ4i, Z5i = f̂1(T1i−).

DispersijosVar(W2(t)) pagrįstas įvertinys yra

n1

n
V̂ar(W2(t)) = −F̂1(t)F̂ 2

2 (t)− 4φ̂2
1(t) + φ̂2(t) +

nµ̂2(t)
n2Â2

+
2µ̂(t)

Â
φ̂3(t);

čia

φ̂1(t) =
1
n1

∑
T1i≤t

Z1i, Â = − 1
r̂n1

n1∑
i=1

T1iZ5i

1− Z3i
, φ̂2(t) =

1
n1

∑
T1i≤t

Z1i[Z1i+2Z3i+2F̂1(t)1{T1i≤r̂t}+2Z2i1{T1i>r̂t}],

φ̂3(t) =
1
n1

∑
T1i≤t

[Z1i(1 + ln(1− Z3i))− (1− Z1i) ln(1− Z1i)].

Taigi įvertinio K̂2(t) dispersijosσ2
K̂2

įvertinys

σ̂2
K̂2

=
1
n
V̂ar(W2(t)).

Asimptotinis1− α pasikliovimo intervalas pasiskirstymo funkcijaiK2(t) yra

K̂2(t)± σ̂K̂2
z1−α/2.
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Alternatyvus asimptotinis pasikliovimo intervalas yra(K2(t),K2(t)); čia

K2(t) =

1 +
1− K̂2(t)

K̂2(t)
exp

 σ̂K̂2
z1−α/2√

K̂2(t)(1− K̂2(t))


−1

, (25)

K2(t) =

1 +
1− K̂2(t)

K̂2(t)
exp

− σ̂K̂2
z1−α/2√

K̂2(t)(1− K̂2(t))


−1

.

Sukonstarvus kriterijus "sklandaus perjungimo hipotezei" tikrinti, buvo atlikta duomenų simuliacija. Įvairių alter-
natyvų atveju ištirtas reikšmingumo lygmuo ir kriterijų galia, kai imtys baigtinės.

Sukonstarvus rezervuotos sistemos pasiskirstymo funkcijos neparametrinius įvertinius bei pasikliovimo intervalus,
buvo atlikta duomenų simuliacija. Ištirtos neparametrinių įvertinių savybės, kai imtys yra baigtiṅes. Duomenys buvo
modeliojami pagal eksponentinį, Veibulo ir log-logistinį skirstinus.

3. Rezervuotos sistemosS(1,m− 1) patikimumo parametrinis vertinimas.

Tarkime, kad "karšto" režimo atveju pasiskirstymo funkcijaF1(t; θ) yra absoliǔciai tolydi ir priklauso nuo baigtinia-
mǎcio parametroθ ∈ Θ ⊂ Rk. Teguγ = (r, θT )T .

Parametroγ didžiausiojo tik̇etinumo įvertinysγ∗ = (r∗, (θ∗)T )T maksimizuoja tik̇etinumo funkcijos logaritmą

`(γ) =
n1∑
i=1

ln f1(T1i; θ) + m2 ln r +
m2∑
i=1

ln f1(rT2i; θ) + (n2 −m2) lnS1(rt1; θ).

Jeigu duomenys neprieštarauja hipotezeiH∗
0 , tai bet kokiamt ≥ 0 ir j ≥ 2 pasiskirstymo funkcijaKj(t) vertinama

rekurentiškai:

K̂j(t) =
∫ t

0

F1(t + r∗y − y; θ∗)dK̂j−1(y), K̂1(t) = F1(t; θ∗). (26)

PažyṁekimeIn(γ) = −E῭(γ) Fišerio informacinę matricą ir tarkime, kad1nIn(γ) → i(γ). Esant teisingoms klasik-
inėms prielaidoms apie skirstinių šeimąf1(t, θ) didžiausiojo tik̇etinumo įvertinysγ∗ yra asimptotiškai normalusis:

√
n(γ∗ − γ) d→ Y = (Y1, Y

T
2 )T ∼ Nk+1(0, i−1(γ)).

Y1 yra vienamatis,Y2 – k-matis.
Panaudojus delta metodą, gauname :

√
n(K̂2(t)−K2(t))

D→ W2(t) = CT
2 (t; γ)Y,

čia

C2(t; γ) = (C21(t; γ), CT
22(t; γ))T , C21(t; γ) =

∫ t

0

∂

∂r
F1(t + ry − y; θ)dF1(y; θ),

C22(t; γ) =
∫ t

0

∂

∂θ
F1(t + ry − y; θ)dF1(y; θ) + F1(t + ry − y; θ)d(

∂

∂θ
F1(y; θ)).

Atsitiktinis dydisW2(t) yra tiesiṅe funkcija nuo Y.
Jeiguj ≥ 2 tada

√
n(K̂j(t)−Kj(t))

D→ Wj(t).

Atsitiktinis dydisWj(t), j ≥ 2 taip pat yra tiesiṅe funkcija nuo Y:

Wj(t) = Y T Cj(t; γ), Cj(t; γ) ∈ (C[0, t])k+1;

čia

Cj(t; γ) =
∫ t

0

∂

∂γ
F1(t + ry − y; θ)dKj−1(y; γ) + F1(t + ry − y; θ)dCj−1(t; γ).
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Taigi dispersijos
Var(Wj(t)) = Var(Cj(t; γ)T Y ) = CT

j (t; γ)i−1(γ)Cj(t; γ)

įvertinys yranCT
2 (t; γ̂)I−1(γ̂)Cj(t; γ̂), o įvertinio K̂2(t) dispersijosσ2

K̂j(t)
įvertinys yra

σ̂2
K̂j(t)

= CT
j (t; γ̂)I−1(γ̂)Cj(t; γ̂).

MatricaI(γ̂) gali b ūti pakeista į−῭(γ̂).
Asimptotinis1− α pasikliovimo intervalas pasiskirstymo funkcijaiK2(t) yra

K̂2(t)± σ̂K̂2
z1−α/2.

Alternatyvus asimptotinis pasikliovimo intervalas yra užrašomas (25) formule.
Sukonstarvus rezervuotos sistemos pasiskirstymo funkcijos parametrinius įvertinius bei pasikliovimo intervalus, buvo

atlikta duomenų simuliacija. Ištirtos neparametrinių įvertinių savybės, kai imtys yra baigtiṅes. Duomenys "karštame" ir
"šiltame" režime buvo modeliojami pagal eksponentinį, Veibulo ir log-logistinį skirstinus.

4. Statistinis vertinimas gedimų-degradaciniuose modeliuose su kovariantėmis.

Gedimų-degradaciniai modeliai su kovariantėmis nagriṅejami trěciajame disertacijos skyriuje.
Modeliai
Elementų ir sistemų gedimai gali b ūti trauminiai arba netrauminiai. Gedimas yra vadinamas netrauminiu, kai pasiekia-

ma kokią tai fiksuotą degradacijos ribąz0. Kiti gedimai vadinami trauminiais. Trauminiai gedimai gali b ūti skirtingų tipų:
susiję su gamybiniu broku, mechaniniais gedimais ar komponenčių nusiḋevėjimu.

Tarkime, kad esant fiksuotoms pastovioms kovariantėms degradacija yra aprašoma stochastiniu procesuZ(t), t ≥ 0.
PažyṁekimeT (k) - k-tojo tipo trauminio gedimo momentą ,k = 1, · · · , s.

Sąlyginį trauminių gedimų intensyvumą̃λ(k)(t|Z) žinantZ modeliuosime tokiu b ūdu:

λ̃(k)(t|Z) = λ̃(k)(t|Z(s), 0 ≤ s ≤ t) = λ(k)(Z(t)) + µ(k)(t); (27)

čia komponenṫeλ(k)(z) charakterizuojak-ojo tipo trauminio gedimo intensyvumo dalį priklausančią nuo degradacijos, o
komponenṫeµ(k) – dalį, priklausaňcio nuo kitų priežašcių.

Tarkime, kadx(t) =
(
x1(t), . . . , xs(t)

)T
yra s kovariaňcių, kurios gali kisti laike, vektorius. PažyṁekimeZ(t|x)

degradacijos lygį momentut, esant kovarianteix.
Apibrėžiamos patikimumo funkcijos, atitinkančios intensyvumusλ(k)(z) ir µ(k)(z):

S
(k)
1 (t|Z) = exp{−

∫ t

0

λ(k)[Z(u)]du}, S
(k)
2 (t) = exp{−

∫ t

0

µ(k)(u)du}.

Kovariaňcių poveikiui antrai patikimumo funkcijai modeliuoti naudosime pagreitintų gedimų modelį:

S
(k)
2 (t|x) = S

(k)
2 (
∫ t

0

eβT
k x(s) ds);

parametraiβk yra tokio pǎcio matavimo, kaip irx.
Kovariaňcių poveikiui degradacijai modeliuoti naudosime modelį:

Z(t|x) = Z(f(t, x, β)), f(t, x, β) =
∫ t

0

eβT x(u) du. (28)

Kovarianṫes turi dvigubą įtaką trauminių gedimų pasiskirstymo pirmajai komponenteiS
(k)
1 (t): per degradaciją ir tiesio-

giai, t.y.:

S
(k)
1 (t|x,Z) = exp{−

∫ t

0

eβ̃T
k x(u)λ(k)(Z(u|x)du}.

Sąlygiṅe patikimumo funkcija, priklausanti nuo gedimo tipok ir degradacijos lygioZ esant kovarianteix, žymima
S(k)(t|x, Z) ir salyginis trauminių gedimų intensyvumas, priklausantis nuo degradacijos lygioZ išreiškiamas perS(k)(t|x,Z):

S(k)(t|x,Z) = P(T (k) > t|x(u), Z(u|x), 0 ≤ u ≤ t), λ̃(k)(t|x,Z) = − d

dt
lnS(k)(t|x, Z).
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Apibrėžiame tokį modelį:

P(T (1) > t, . . . , T (s) > t|x(u), Z(u|x), 0 ≤ u ≤ t) =
s∏

k=1

S(k)(t|x, Z), (29)

S(k)(t|x,Z) = exp
{
−
∫ t

0

λ̃(k)(t|x, Z) du

}
= exp

{
−
∫ t

0

eβ̃T
k x(u)λ(k)(Z(u|x)) du−H(k)(f(t, x, βk))

}
,

čia

λ̃(k)(t|x,Z) = eβ̃T
k x(t)λ(k)(Z(t|x)) + eβT

k x(t)µ(k)(f(t, x, βk)), H(k)(t) =
∫ t

0

µ(k)(u)du.

Netrauminio gedimo momentas apibrėžiamas taip:

T (0) = inf{t : Z(t|x) ≥ z0}.

ir atsitiktinio dydžioT (0) patikimumo funkcija esant kovarianteix yra

S(0)(t|x) = P
{
T (0) > t | x(u), 0 ≤ u ≤ t

}
= P

{
Z(t|x) < z0 | x(u), 0 ≤ u ≤ t

}
.

Elemento gedimo momentasT = min(T (0), T (1), . . . , T (s)) gali b ūti trauminis arba netrauminis. Apibrėžkime gedi-
mo tipo indikatorių

V = k, jeigu T = T (k), k = 0, . . . , s.

Gedimo tipo indikatorius lygus0, kai įvyksta netrauminis gedimas. Kitų atvejų gedimas yra trauminis.
Apibrėžkime patikimumo charakteristikas, kurias nagrinėsime:
1) Gedimo momento patikimumo funkcija esant kovarianteix yra apibṙežiama:

S(t|x) = P(T > t|x) = ES(t|x, Z), S(t|x, Z) = 1{Z(t|x)<z0}

s∏
k=1

S(k)(t | x, Z). (30)

2) Vidutinis gedimo laikas esant kovarianteix yra:

e(x) = E(T |x) = E(E(T |x, Z)), E(T |x,Z) =

T (0)∫
0

s∏
k=1

S(k)(t | x,Z)dt. (31)

3) Tikimybė, kad netrauminis gedimas įvyks intervale[0, t] esant kovarianteix yra:

P (0)(t|x) = EP (0)(t|x,Z), P (0)(t|x, Z) = 1{Z(t|x)≥z0}

s∏
k=1

S(k)(T (0) | x, Z). (32)

4) Tikimybė, kad trauminis gedimas įvyks intervale[0, t] esant kovarianteix yra:

P (tr)(t|x) = EP (tr)(t|x,Z), P (tr)(t|x, Z) = 1−
s∏

k=1

S(k)(t ∧ T (0) | x, Z). (33)

5) Tikimybė, kad trauminisk tipo gedimas(k = 1, . . . , s) įvyks intervale[0, t] esant kovarianteix yra:

P (k)(t|x) = EP (k)(t|x,Z), P (k)(t|x,Z) =

t∧T (0)∫
0

s∏
l=1

S(l)(s | x,Z)λ(k)(s | x, Z) ds. (34)

Modelio parametrų vertinimas
Tarkime, kad stebiman elementų.i-asis elementas funkcionuoja esant kovariančių vektoriuix(i), ir momentais

0 < ti1 < ti2 < .... < timi

matuojamos degradacijos lygio reikšmėsZij = Zi(tij |x(i)).
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Apibrėžkime gedimo momentąTi = min (T (0)
i , . . . , T

(s)
i ) ir gedimo tipo indikatoriųVi. Duomenys gali b ūti cenzu-

ruojami iš dešiṅes. Apibṙežkimei-tojo elemento cenzuravimo momentąCi, ir

C̃i = Ci ∧ timi
, Xi = Ti ∧ C̃i, δi = 1{Ti≤C̃i}, δ̃i = 1{Ti≤C̃i,Vi 6=0}. (35)

Apibrėžkimei-tojo elemento matavimų skaičių

µi =
{

j, if Xi ∈ (tij , ti,j+1], j = 0, ...,mi − 1,
mi, if Xi = timi .

(36)

Atsitiktinis duomenų vektorius yra

(Xi, δi, Vi, µi, Zi1, ..., Ziµi
, x(i)), i = 1, ..., n. (37)

Tarkime, kad funkcijosλ(k)(z) ir µ(k)(t) priklauso parametriṅems funkcijų klaṡems

λ(k)(z) = λ(k)(z, ηk), µ(k)(t) = µ(k)(t, γk), (38)

čia ηk, γk yra galimai daugiamǎciai nežinomi parametrai, o pačių funkcijų pavidalas žinomas. Pavyzdžiui, padangų
gedimo ir nusiḋevėjimo laiko analiże parodo, kad intensyvumaiλ(k)(z) ir µ(k)(t) turi formas(z/η1k)η2k ir (t/γ1k)γ2k .

Modifikuotoji log-tikėtinumo funkcija parametramsβk, β̃k, ηk ir γk vertinti iš duomenų vektoriaus (37) yra:

l̃ =
n∑

i=1

s∑
k=1

1{Vi=k} ln
[
eβ̃T

k x(i)(Xi)λ(k)(Ẑi(Xi); ηk) + eβT
k x(i)(Xi)µ(k)(f(Xi, x

(i), βk); γk)
]
−

s∑
k=1

(∫ Xi

0

eβ̃T
k x(i)(u)λ(k)(Ẑi(u); ηk) du−H(k)(f(Xi, x

(i), βk); γk)

)
; (39)

čia Ẑi yra atsitiktinių procesųZi prediktoriai. Prediktorių pavidalas priklauso nuo degradacijos proceso pavidalo.
Darbe pateiktos prediktorių išraiškos, kai degradacijos procesas modeliuojamas laike transformuotu gama procesu,

"sm ūgių" procesu bei "trajektorijų" procesu.
Modeliui be kovariaňcių

l̃ =
n∑

i=1

s∑
k=1

1{Vi=k} ln
[
λ(k)(Ẑi(Xi); ηk) + µ(k)(Xi; , γk)

]
−

s∑
k=1

(∫ Xi

0

λ(k)(Ẑi(u); ηk) du−H(k)(Xi; γk)

)
,

čia prediktoriaiẐi apibṙežti, keǐciant visuose formulėsef(u, β, x(i)) į u.
Patikimumo rodiklių įvertiniai
Nagriṅekime patikimumo charakteristikų (30)-(34) vertinimą, kai vidutinė degradacijam(t) užrašoma parametrine

forma. Pažyṁekime
Ẑi(t|x) = Ẑi

(
g(f(t, β̂, x), x(i), β̂)

)
; (40)

čia Ẑi(t) yra diskrěciai stebimų procesųZi(t|x(i)), i = 1, . . . , n, prediktoriai. Prediktorių konstravimą nagrinėjome
ankstesniame skyrelyje.

Kai x, x(i) yra pastovios laike, tai

Ẑi(t|x) = Ẑi(eβ̂(x−x(i))t).

Netrauminio gedimoi-tojo elemento esant kovarianteix įvertinys yra:

T̂
(0)
i (x) = inf{t : Ẑi(t|x) ≥ z0}.

Gaunami sekantys patikimumo rodiklių įvertiniai:
1) Gedimo momento patikimumo funkcijos esant kovarianteix įvertinys:

Ŝ(t|x) =
1
n

n∑
i=1

1{Ẑi(t|x)<z0}

s∏
k=1

Ŝ(k)(t | x, Ẑi),
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čia

Ŝ(k)(t | x, Ẑi) = exp
{
−
∫ t

0

e
ˆ̃
βT

k x(u)λ(k)(Ẑi(u|x), η̂k) du−H(k)(f(t, x, β̂k), γ̂k)
}

.

2) Vidutinio gedimo laiko esant kovarianteix įvertinys:

ê(x) =
1
n

n∑
i=1

T̂
(0)
i (x)∫
0

s∏
k=1

Ŝ(k)(t | x, Ẑi)dt.

3) Tikimybės, kad netrauminis gedimas įvyks intervale[0, t] esant kovarianteix, įvertinys:

P̂ (0)(t|x) =
1
n

n∑
i=1

1{Ẑi(t|x)≥z0}

s∏
k=1

Ŝ(k)(T̂ (0)
i (x) | x, Ẑi).

4) Tikimybės, kad traumatinis gedimas įvyks intervale[0, t] esant kovariantei, įvertinys:

P̂ (tr)(t|x) = 1− 1
n

n∑
i=1

s∏
k=1

Ŝ(k)(t ∧ T̂
(0)
i (x) | x, Ẑi).

5) Tikimybės, kad trauminisk tipo gedimas(k = 1, . . . , s) įvyks intervale[0, t] esant kovarianetix, įvertinys:

P̂ (k)(t|x) =
1
n

n∑
i=1

t∧T̂
(0)
i (x)∫
0

s∏
l=1

Ŝ(l)(s | x, Ẑi) λ(k)(s | x, Ẑi) ds.

Išvados.
1. sukonstruoti kriterijai "sklandaus įjungimo hypotezei" tikrinti; bei ištirtos jų asimptotines savybes;
2. sukonstruoti "šiltai" rezervuotos sistemos pasiskirstymo funkcijos parametriniai ir neparametriniai įvertiniai bei jų
asimptotines savybes;
3. sukonstruoti rezervuotos sistemos pasiskirstymo funkcijos pasikliovimo intervalai;
4. naudojant simuliaciją, ištirtos statistinių kriterijų galia ir parametrinių bei neparametrinių įvertinių savybės, kai imtys
baigtiṅes;
5. pateikti bendri gedimų-degradacijos duomenų regresiniai modeliai;
6. pateikti naudotų modelių parametrų bei patikimumo charakteristikų vertinimo metodai.

Aprobacija
Disertacijos rezultatai pristatyti 6-ame darbiniame seminare "Workshop on Simulation", Sankt-Peterburgas, Rusija,

2009 m; tarptautiṅeje konferencijoje "Second International Conference ALT 2008". Bordo, Pranc ūzija 2008; tarptautinė-
je konferencijoje "Nordstat". Vilnius, Lietuva, 2008; tarptautinėje konferencijoje "Mathematical methods in Reliability
2007". Glasgovas, Škotija, 2007., o taip pat Lietuvos matematikų draugijos konferencijose (2008, 2009).

Padėka
Dėkoju moksliniam vadovui prof. habil. dr. V. Bagdonavičiui už paramą ruošiant disertaciją. Esu dėkinga prof. habil.

dr. M. Nikulinui (Bordo Universitetas, Pranc ūzija), prof. habil. dr. G. Kuldorfui (Umeåuniversitetas, Švedija), doc. dr. D.
Krapavickaitei ir Vilniaus universiteto matematinės statistikos katedros nariams už dėmesį ir konsultacijas doktorant ūros
studijų metu.

15



Cituota literat ūra
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Summary.
There are many publications on probabilistic modelling of redundant systems reliability given the reliability of the

system components. Applying of these results in real analysis of system reliability is possible if the probability distribution
of the components is known. So a very actual problem is the estimation of the redundant system reliability and the
properties of the estimators using estimators the reliability of the components.

Methods of accelerated life testing and degradation process analysis separately are well developed but joint modelling
and statistical analysis of simultaneous failure time-degradation data with covariates is very recent research direction.

In the Chapter 1 the main issues and results which other authors analyzed that theme are presented.
In the Chapter 2 redundant system with one main unit andm − 1 stand-by units operating in "warm" conditions are

analysed. Goodness-of-fit tests for a general stand-by unit "fluent switching hypothesis" based on Sedyakin’s principle and
for "fluent switching hypothesis" based on accelerated failure time model are constructed. Parametric and nonparametric
estimators and properties of the estimators of the cumulative distribution function of redundant system using reliability
data of components tested in "hot" and "warm" conditions are presented. Asymptotic confidential intervals for cumulative
distribution function of redundant system are constructed and investigated by simulation.

In the Chapter 3 general simultaneous failure time and degradation regression data models are presented. Maximum
likelihood method for estimation of failure process and degradation process parameters is given.
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2009-2010, Mykolo Romerio universitetas, lektorė.
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