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Jvadas

Sprendziant matematis statistikos uzdavintenka naudotis tam tiiratsitiktiniy dydziy
pasiskirstymo funkcij ar kvantily reikSnemis. Labiausiai iSnagrity tikimybiniy skirstinig
minétos reikSmés yra suraSytog atitinkam; programy paketus (pvz., SAS, SPSS), iS kuri
nesunkiai ir greitai galima gauti atsakymrlaiau yra maZziau iSnagrbhy skirstiny ir ieSkant
pasiskirstymo funkcij ar kvantily reikSmu, atitinkamais programpaketais pasinaudoti negalima.
Tokiu atveju naudojamos aproksimacijos. Matengginstatistikoje daznai susiduriame su
tikimybiniy skirstiniy aproksimavimu Gauso skirstiniais.

Daugelis statistimi iSvad; remiasi prielaida, kad stebimas atsitiktinis dydis normatji
skirstin. Duomem analizje kai kurie skirstiniai priderinami prie tam tiki€ablono — duomen
matematinio modelio. Labiausiai papftnormalusis modelis. Sk&vimams naudodami normgi
skirstink daug naujo suzinome apie yipopuliacip. Statistikoje milziniSkas teorinis ir praktinis
vaidmuo atitenka normalaus skirstinio kreivei. loderetai tam tikro atsitiktinio dydzio skirstin
gerai aproksimuoja normalusis skirstinys.

Darbe nagrigiama Br. GrigelionioGZD(«, £, 5,,9, 1) tikimybiniy skirstinip klase, kuriai
nepriklauso Gauso tikimybinis skirstinys. SkirstisiiiS GZD(«, S, 5,,0, 1) tikimybiniy skirstiniq
klass aproksimuojame Gauso tikimybiniais skirstiniais.

Gauso tikimybinis skirstinys turi labai geras dawy, t.y. kai

n-~ N(a,az),
tai

7=8 _N(01).
(o)

Sios savybs neturi skirstiniai i36ZD(a, B, f,,0, 1) Klags.

Darbo tikslas:

Sprsti klasikin uzdavin, kai tikimybinis skirstinys aproksimuojamas Gauskirstiniu.
UzraSyti neapiztai daly tikimybiniy skirstinp formalius charakteristini funkciju bei tanki
asimptotinius skleidinius, panaudojant Kolmogor&amonin iSdéstym ir Apelio daugianarius.

Gautos formuds bus naudingos matemaisn statistikos specialistams ir ekonomistams,
nagrirgjantiems finansuose iskilusias problemas, t.y. iné@nt matematinius modelius finans

matematikoje.



Darbo uzdaviniai:

GZD(a, B, p,,0,u) désniy charakteristids funkcijos aproksimavimas Gausoésdio

charakteristine funkcija, laikant, kadtshiy vidurkiai, dispersijos sutampa ir dispersijg

neribotai digja. Gauti skleidinius eikiy pavidalu ir iSdstyti % laipsniais.

K
GZD(e, f,, B,,0, 1) skirstiny tankiy aproksimavimas Gaus@shio tankiu ir jo iSvestiémis.
Gauti lygyke, kada skirstip iS klags GZD(a,f,, 5,,0,1) galime iSreiksti skirstinio beta
funkcija. Gavus toki lygybe, galime pritaikyti D. Alfers ir H. Dinges [6] tvinimus apie beta

skirstinio asimptotipelges.



1. Neaprztai dalas tikimybiniai skirstiniai
Su baigtine dispersija

Kaip zinome, keli charakteristini funkcijy sandauga yra charakteristifunkcija. T&iau
jei charakteristia funkcija Q(t) yra dviej funkcijy Q,(t) ir Q,(t) sandauga
QM) = QMQ,(),

tai tie dauginamieji gali ir neidi charakteristias funkcijos. Jei vis @to taip yra, tai jos vadinamos

charakteristias funkcijos dalikliais.
Charakteristia funkcija Q(t) yra vadinamaneapkztai dalig jei kiekvienam sveikam
teigiamam n ji yra kurios nors charakteristis funkcijos n-asis laipsnis. Tai reiSkia, kad

kiekvienamn egzistuoja tokia charakteristifunkcija Qn(t) , kad

Aw =3,/
ID Zymésime neapiztai daliy désniy klas su baigtine dispersija.
Funkcip Q,(t) vienareikmidkai apibzia funkcija Q(t ). Jei Q(t)# 0, tai egzistuoja
In Q(t) ir yra baigtinis.

Atitinkamas pasiskirstymo funkcijas bei atitinkasnatsitiktinius dydzius taip pat vadinsime
neapeZtai daliais[1].

»
>
1 70 T

1 pav Atsitiktinio proceso realizacijos grafikas

Kai duota neapttai dali charakteristin funkcija Q(t), tai jos pagalba apiétiame

atsitiktinio dydzio X (z) [zr. 1 pav.] charakteristinfunkcija:



0 =Q 1) =Q(1).

Jeigur =1, tuomet turime atsitiktinio dydzia; charakteristig funkcija
Me™: = Me™®@ =Q,(t) = j e™dP{ X, < %} .

Neapeztai dalaus tikimybinio skirstinidQ(x ,)turincio baigtire dispersig, charakteristia

funkcija Q(t) galima uZrasyti taip:

Q) = exp{it vt ]O(e"x 1 itx)ngx)} , (1.1)

X

¢ia y e R*, K(x) — nemagjanti apezta funkcija, K (—w) = Q K(+00) = DX, <0,
Tai yra Kolmogorovo charakteristig funkcijos kanoninis iSgtymas. Formal (1.1) yra
vadinamaKolmogorovo formulg2].

Palélus laipsniuz, gausime proceso Kolmogorovo charakteréstifunkcijos kanoninio
iSdestymo iSraisk:

Q)=Q7(t) = eXp{ltry+rI( ™ —1-itx) dK(X)}

Jeigu >0, tai gautume atsitiktinio dydzio X(r, ) charakteristines funkcijas
Me™ ) = Q™ (t) . Gauso ir Puasono skirstinatveju turime:

1. Tegu turim atsitiktipdydi X, ~ N(a, 02), t.y. Sio atsitiktinio dydZio charakteriséifiunkcija

yra
tZ 2

Me itX _ ita 2

Sio Gauso ébnio charakteristifunkcija turi kanonipiddestyma;

_ o o?) 2,2
Me'™: :exp{ita+ J-(eItx —1-itx) dE° ( )} exp{ita— Jzt }

kur KN(X):EéUZ)(X):{CZ’ x<0,

o, x>0.




y A
y=E¢"(%)
0_2
X
2 pav.EL7(x) grafikas
L (itx)? 2 .
_ &% 1 _itx 1+|tx+?+o((tx) )—1-itx {2 2
Pastebime, kad—— = 5 —>-——+0@Q) > ——.
X X x>0 2 2

Taigi, Kolmogorovo funkcij(x) Siuo atveju yraEé"z)(x ) kuri tenkina slygas:
EY? () =0,
E{) (+00) = 6% = DX, .
Jeigu charakteristinfunkcija, uzraSya Kolmogorovo formule, pakeliame laipsniy > , O

tai gauname:

—00

ix. ¥ 2 . G ot
(YERK :exp{itaroJrro [ (é‘x—l—itx)w}:[et g J .
X
Taigi gaunamesvnormaly atsitiktin dydj X(z,) su parametraigar,, 7,0 :

2,2
itarg———

2 2
e ~ N(ar,, 7,0°) .

IS cia iSplaukia, kad normalauséghio atsitiktinio dydzio X, ~ N(a, 0'2) charakteristin
funkcija paklus laipsniu z,, gauname & normalaus é&snio atsitiktinio dydzio
X(z,) ~ N(aro, roaz) charakteristia funkcija.

Pasiskirstymo funkcija Siuo atveju yra



AN

P{X(z,) <X} =

el

2. Puasono éBnio atveju turim atsitiktindyd; X, ~P(4), 4>0. Jo charakteristinfunkcija yra

M eitx1 _ e/l(e“ -1)
Puasono skirstinio atvepdX;=DX;=1.
Uzrasome charakteristifunkcija Kolmogorovo kanoninio iSgtymo pavidalu:

Me™: = exp{lt/1+ [ —1—itx)%} =exp{i(e" -1)},

) 0, x<1,
gia K —EP(x)={

c¢ia Kp(x) = By (%) {/1, 1

y=A.
yA
y=E"(x)
A
1 X

3 pav. E(x) grafikas

Charakteristin funkcija, uzraSya Kolmogorovo kanoninio iSgstymo pavidalu, palte

laipsniu z,, gauname:

(Me™1)% = exp{ltmo + J' (e —1—itx)ro—dEl(:;(X)} =

= eXp{(eit DAz} = eXp{MO( ~1)} = M€ X (r0)
Gauname # Puasono atsitiktindydj X(z)~P(z,4), kurio charakteristié funkcija

Meitx (r0) _ eroﬂ,(e” 1)



IS ¢ia iSplaukia, kad atsitiktinis dydiX (z, ipyja reikSmes 0,1,2,.ir reikSng migyja su tikimybe

P{X(z,) = m} =

m A7y
%, m=012....

3. GZD skirstinio atveju turim atsitiktindyd; &,; [4]. Jo charakteristinfunkcija yra

L iatj °
! e (197]

2 2 o

B(A..5,)

L
QZE(X) =

Uzrasome charakteristifunkcija Kolmogorovo kanoninio iSgtymo pavidalu:

. . 25
ot ot
B(ﬂl +?’ﬁ2 _j
v/ 197]

v A T . \dK, (%) 27 |
Me™> =Q ~(x)=exp{|tr< + [ (e —1-itx) e }: e’,
“ 1L( b B(,.5,)
¢ia
[k (U)du, kai x<0,
Ke®)=1 S
j k™ (v)dv+ j k*(v)dv, kai x> 0,
—0 0
kur

20X exp{— % x}
(04

k*(x) = > kai x>0,
1—exp{—”x}
k(X) = @
2§|><]exp{—2”ﬂlx}
k™ (x) = ¢ _J kai x<O.

1- exp{—Z” x}
(04

Charakteristin funkcija, uzraSya Kolmogorovo kanoninio iSgstymo pavidalu, palte

laipsniu z,, gauname:

Me"= |° = explitx,z, (e - —itx)r, X)L
e ' - sl ] (-2, 202 |

—00

. . 207
iat lat
B(,Bl"_zyﬁz_zj . i
T T gturo — Meltfza(fo).

B(B.. 5,)

10



Gauname & atsitiktini dydj &,;(z,), kurio charakteristieifunkcija yra

. . 207
B[ﬂl+ iatr, 5, - Iatroj
2 eityro

2
B(4,.5,)

Meit‘fza‘ (7o) _

GZD priklausolD neapéztai daly désniy klasei su baigtine dispersija.

Jei paimtume2s = ltai gautumeZD skirstin, kuris irgi priklausdD klasei.

11



2. Neapreztai daliy tikimybini g skirstiniy
formalas asimptotiniai skleidiniai

Tikimybiniy skirstinp analizje ypating vieta uzima j iSreiSkimas gerai zinom
atsitiktiniy dydziy funkcijomis, t.y. nuo vieno tikimybinio skirstinianalizs pereiname prie kito
lengviau jvertinamo tikimybinio skirstinio analéis. Mes Siame skyriuje nagésime, kaip Br.
Grigelionio GZD(e, g, 5,,0, 1) charakteristid funkcija skleidziama Apelio daugianariais, t.y.
atsitiktiniy dydzip charakteristin funkcija iS klags GZD(e, £, 5,,9, 1) aproksimuosim Gauso
atsitiktinio dydzion ~N(x,, x,) charakteristine funkcija.

Panaudosime Br. Grigelionio [4] tikimybinio skinsid, priklausatio GZD(e, £, f,,9, 1)
klasei, apibézima.

1 apibrezimas. Atsitiktinio dydzio ¢&,; tikimybin  skirstin Qzﬁ(x) vadinsime
apibendrintuoju GZD skirstiniu, jei jo charakteliis¢ funkcija yra

L iatj °
! e 197]

2 2 g

]
&= =555

1
kurteR', §>0, >0, £,>0, 8,>0ir B(ﬂl,ﬂz):jxﬂl‘l(l— x)>"'dx Oilerio beta funkcija.

0

Tokiy skirstiniy klas; Zymesime GZD(«, £, 5,,0, 1) -

2.1 Kolmogorovo formuds pritaikymai

Atsitiktinio dydzio &, priklausasio ID neapéztai daliy désniy klasei su baigtine dispersija
D¢ = K(+w), charakteristia funkcija, kuri uzraSyta Kolmogorovo formule (1.1), galimakpisti

taip:

e o o LI

0 itx : K (o)
:(exp{itK(_{ oo)+I( _Xlz_'tx)dP(X<x)H ,

(2.1.1)

12



gia y e R, K(x) — nemagjanti apezta funkcija, K(—0)= Q M&é=y.
IS cia iSplaukia, kad atsitiktinio dydziof, kurio charakteristié funkcija yra Q(t )

pagrindinius momentus galima iSreiksti pagalbirtstétinio dydzioX, kurio tikimybinis skirstinys

yra P{X < x}= KX xe R, momentais.
K (+o0)

Atsitiktinio dydZio & semiinvariantai apitéziami formule:

1d", -
=——InQlt :
KI’T'I im dtm Q( ) ‘t=0
IS (1.2) iSplaukia, kad
1 d2 : d |tx
D& =5 =_(Inme tf)zo— e {.tw K(+oo)j—dp{x x}}tzoz

= K(+oo)TdP{X <X} = K (+0)(P{ X < 400} = P{ X < —o0}) = K (+00) = £,

Surasime atsitiktinio dydziX pirmuosius du momentus, iSreikStus per Br. Grayed

apibeztus semiinvariantus. Yra Zzinoma , kad

2 it& 2 it&
ItX .[eltxdp{x < X} __d_ |n Me _d_ In Me

i2dt®  «, dat* &,

(2.1.1)

Diferencijaw abi lygykes puses ir pane t = 0, gauname

0 ) 3 it& 3 it
jXéthP{X<x} :%d_slnMe N MX:E: dslnMe
- |t=0 " dt K2 =0 K, i®dt K,

4 4
) dt*  «, K,

© ) 2 4 ite 2 2
DX = MX? - (MX)? =i? [ x’e™dR( X < —(ﬁj _1d InMe —[ﬁ] :ﬂ—(ﬁj >0,
K.
—© |t=0

[t=0

Tai gauname, kafk,| < \/x,x, .

Toliau naudosime dvi Kalinin [3] lemas.

2.1.1lema.Kai |y|<x, tai

Yy X_ y = Aj(Y)
(1+Xj _e{1+; " }

oA
kur A (y)=(-2)'y""> g, y* —Apelio daugianariai,
k=0

13



1 , , . .
koeficientaig, = ykai k=101,...,j-1 i=122,...,].
K v1+2v2§-jv{<j 2Vl(J +1)Vj V1!...Vj!
ViVt v =k+l
v,=012,...

Yrajrodyta[3], kad

1

91025’

g, =0 kaik<O0,

9o :m'
1
O _ZI_J'
O
2.1.2 lemaTarkime eilu¢ > @ x’ konverguoja funkciiz ¢(x) taskox=0 aplinkoje.
=
Tuomet
e =1+>" B,x,
=
a..a
kur g, = e il
! mmz,‘v]j vl.p!
Vv=012,...
Cia eilute f(x)=1+) B;x' konverguoja f(x)=e"®, kai x— 0.
i1
O

Nagriresime atsitiktinii dydziy Br. Grigelionio &,; ~ GZD(a, B, 3,,5, 1) [4] ir Gauso

1f u-xy ?
n~N(x,,«,), kurio pasiskirstymo funkcija yr&{n < x} =% je ZEJ'TZJ du, charakteristinj
K,27

funkciju skirtumo formal asimptotin skleidin.

Atsitiktiniy dydziy &, ir n charakteristiBmis funkcijomis yra:

14



Me"= = g4 (t) = eXp{ItK1+ .[ —itx %KGZ(X)}:

X

—00

xiexp[ 2 } 25xexp[ ’Bzx}
=ex |tzcl+J'e'tX -1- |tx) dx+J' ¥ -1- |tx) d

X 1—exp[—2ﬂ} X 1—exp[—2ﬂ}
a a

J'k’(u)du, kai x <0,
Ks(X) = _:

j k™ (v)dv+ j k*(v)dv, kai x> 0,
—0 0

X,

¢ia dK; (x) = k(x)dx, t.y.

kur
25xexp{—2ﬂ’82x}
K™ (X) = ¢ ) kai x>0,
2
1—exp{—x}
k() = .
25|><]exp{—2ﬂﬂlx}
k™ (X) = ¢ _J kai x<O.
2r
1- exp{—x}
a
Normalaus dsnio atveju turime
Me" = g, (t) = eX[{ItKl—F J' —itx dKy Z(X)},
X
kur K. (x) = 0, kai x<0,
Nk, kai x> 0,

Mes ptimeme, kad atsitiktini dydziy &,; ir n» du pirmieji momentai sutampa, t.y.
=M&; =Mn, k,=D&; =Dn, &, >0, K(+0) = Ky (+0) = x,.
Pazyngsime atsitiktinius dydziusX, ir X,, kuriy pasiskirstymo funkcijos yra

P{X, < x}=Ke(¥)

15



Kaip jau mirjome atsitiktinio dydzio &,; charakteristia funkcija aproksimuosime

normalaus atsitiktinio dydzig charakteristine funkcija. Tai atlikti yra pabita daugyle metod;,
mes pasirenkame skleisti Kalinin [3] Apelio daugigais.
Pazyntkime

Q. (t) = exp{it | (MJdP{ }} (2.1.2)

K, X2

Q1) = exp{lt s I(u]dP{Xz < x}} (2.1.3)

QM- _,
Q)

2.1.3 lemaTarkime, kadx, — c ir mazoms t reikSems yra

Tuomet teisinga formali lygyb

G.) = (QN(t)Tew{1+§(lJ (ZQG(t) QN(t)J}

Qu(t)
dia
ée(t)é()J 1( Qs(t)-Qu(t) J ( ()Q(t)}k
”*“(’fz YO R v IS G-yl
Kur
1
Ik = zzmm 2. (m+D) v, L, )

VYot AV =K+l

Vi=O,l,

[rodymas Nagrirejamas charakteristines funkcijas pagal (2.1.1) fdengalime uZraSyti

Me'z =| explit XL + T & -1 itx | ks (9] | -
K, X2 K
LKk €% —1-itx " (A 2
= (ex&llt . + _Ji—xz jdp{xl < X}H = (QG (t))(

tokiu pavidalu:

16



i)cl—’(zit2 % tx —
Ve — g3 (exp{lt K, ,[( 1- |txde (x)}] _
© KZ

(exp{lt— + _Hw]dp{x < x}HZ -6,

K

Pasinaudojame 2.1.1 lema ir gauname formggybe:

Q) -Q, (t)r _

(QG (t))“ = (QN (t) + Qs (1) - Qq (t))(z = (QN (t))(z {“ Q. (t)

=(éN(t))“{1+i. Q) QN(t)}

K Qu(t)
5, B O-Cu(®)
Qaofe {i( J ( X0
(2.1.4)
2.1.1 lemoje parinkome& = x,, 0 y:zczw.
Qu (1)
Cia Aﬂ[zcz%(g’“(t)] Apelio daugianariai, kurie pagal 2.1.1 kerdreiSkiami taip:
Q. (t)- Qe )} R ( ©G<t)—éN<t>J"“m ( &:(t)-0, <t)]k
A‘n(’fz QN(t) ( ) QN (t) ;gmk K, (ij (t .
Cia koeficientai yra lygs
1
I = zzmm 2. (m+D) v, Loy, )
O

2.1.4 lema.Charakteristini; funkciy skirtunmy skleidiiant\/l_ laipsniais, kai x, — «,
K

galime uzrasyti lygybe:

QG[J:ZJQ“[J:ZJGXP{

(2.1.5)

17



[rodymas.Pasinaudojus (2.1.2) ir (2.1.3) iSraiSkomis chamagtines funkcijas skleidziame
1

N

laipsniais igauname

(5], o
At A K.
QG[\/;J:exm KZ;:JF_J; v i, dP{X, < x}

ir

&
A ) g it

otk T F
QN[\/K_J_expl Kz;er_L - 2 dP{X, < x}.

Imant nagrigjamy charakteristini funkciju skirtuma, gauname

(&) @( ) o),
o[

I A
N K ot ok 7 K
:eXE|—KZ;:+:[C TZ dF{Xl<X}—|E;:+:[O TZ P{X2<X} —1=
itx
G
—exg [ T‘/;Z d[P{X, <x}—P{X, <x]]t -1
Kadangi

tai iS to seka, kad

18



e[j%] 1 itx

- ](?N][;] = exp Z T‘/;Z d[P{X, < x}—P{X, < x}]}-1=
e

0

= exp z% 1+% +IZZ:[%J %1%}d[P{X1 <x}—P{X, < x}]}l—

11

_exp IZ “T;] 32 ofpix, «x-Pix, < x}]}—l

O
2.1.5 lemaTeisinga lygyb
| s
& itx 11 i 1 -
K, | ex c—-—d|P{X, < xj—PiX, < xg|p—1| = a..
[ %jz[hJ L1 gpix, <x)-plx, }]} J 3]
(2.1.6)
Cia koeficientai
R ) e j 1 V1 1 Va 1 Vi 1
a, = (it)*? (—yj (—7) ( : 7}
,Z;‘ Z;' ZZ,, 3°t) \a”e G+ ) vl
2(r-D+j=s vi+vot.dvi=r
vi=012,...
(2.1.7)

)= [Xd(P(X, <t P{X, <x)) j=123...

[rodymasPazyntkime

= 1
JZZF

1=2

(LJ jx L alpix, <xj-P{x, <]

Jr,
Kai | = 2, tai Td[P{Xl <x}-P{X,<x}]=1-1=0.

Gauname, kad

(i Ye 1 () & 7 ()Y
_(JK_Z ;(HZ)![\/K_J y"_;(HZ)!(JZN KJ'
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Cia y, = J'x"d(P{x1 < xj—P{X, < x}), t.y. j-os eiks pseudomomentas.

Pasinauda@j 2.1.2 lema galime uzrasyti

K, -(expld}-1)=x, - expé(j?z)!(\/i’t{_] (\/%] ~1|=

Il
A
N
[EEY
+
[
=
Q“
|
[EEY
Il
e
8
=
\
~—

(2.1.8)
Cia koeficientai yra lygs:

a’ 67"1
. 1 o 2 .
,B] - Z | I ’ I_:L )"11)
V2Vt V=] V1""Vj'

vi=0412,

7, = [¥d(PX, < x}-P{X, <x}), j=123,..
Gauname, kad

2(vy vt Avy) y v V.
it 1 V(1 Y° 1 b1
ﬂj _V1+2vZ;ri"jl{\/K—2] (3!}/1j (4! }/Zj "'((j_’_z)!]/ij Vl!"'V'! B

j
V;i=041,2,...

) 2r v
S S D S ) A O Ry
=] VP Bt b e B VTR B U O R [ R AT R §

J
Vi+Vo by =T
vi=012,...

Istatome $i iSraiSky | (2.1.8) formu¢ ir gauname

= (i) et Yt ) 1 V(1 \* 1 |
’“;ﬂ{ﬁJ :KZ{TJ Z[Tj Z(yj (WZJ "'(<J+2)!7 J’j vl

J
VitV AV =T

¥=012,...

o (it ) i(it Y 1 Y1 )\ 1 ]
Z(T] WZ[T] 2(57) a (uzﬂ)

J
ViVt AV =T
v=012,...
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2r+j-2 " "y

°° 1 o\ 2rt 1 V(1 )° 1
(It)2r+1 (_yj (_yj ( - }/.
11 =) \/;J v1+2v2;-;jvj=j 3" \a” (j+21"

Wk by =
4=012,...

k-2 )
0 1 ] 0 j 1 1 1 V2 1
=] @ (—7] (—7] ( ——,
k=3 \/;zJ ; ; v1+2v2§jvjj 3 ' 4 ? (J +2)| J

2r+j=K vyt

%=012,

1

=L EFORT
It = =
sl \/;2 J ( ) ; ; v1+2v2+z+ljv 3 }/1 4' }/2

Ar+D+j=s vtpt.dy=r
%=012

(oo}

ESERP
s:lx/;z >

j s

.~ = it S 1| .
Taigi gaunamex, - =1 =) || a.
osmnanes S| | -3 )

Cia koeficientaisa pazynejome

OAKS :(it)s+2 i: i z (;' ]/1j l(iyzj 2 (

=l w+2vp+tjvi=]
2(r 1) j=s  vitvpt.dvi=r
v;=012,...

(2.1.9)

1 T
(G217 ) v

2.1.1 teoremakKai «, yra didek dispersija ir t reikSras mazos, tai teisinga formali lygyb

el ol )

Cia
B, kaig=123
c, = B+> > W, kai g=4,
nblzdn?+n&+—:l4
B, +i i VVﬁiii i AWM kai g= 6,5,...,
M omiey O amida T
s+n=g
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R D NP o £ ) B oy
’ =1 r=l vit2vp+adjvi=| 3' 4'7/2 (J‘+‘2)'7/J Vl!...V-!

Wd(it ) —

1, By = Z

Vi+2V,+.. +gv =g Vll '
v;=012,

J
2(r-1)+j=g vitvot.avy=r

vi=

0 0 m-1

Z Z Z( 1) gkaI(T}.CI(I?l’
=0

I+I +k+m+1 d

= ijd(P{X1<x}—P{X2<x}), j=123..,

() _
G-

gmk =

Z(s’(m+1)—l +8)a,cm, ™ =gM™,

)~
6,

Z(Sﬂk 1" + S”)a Cl(k)s , C(k) — 0‘1 ,

"G
151

1 . . .
, k=01...,j-1 i=12 ..,
VﬁZVZEme:m 2. (m+D)™y Ly ) J .
v1+1‘//i2;r.(.).1v2m=k+l

JrodymasNagriresime charakteristinifunkciju Me" ir Me"” skirtum, t.y.

Me'e —Me"” = (QG (t))(z - (QN (t))(z '

Charakteristins funkcijos Qg (t) ir Q (t) apibgziamos (2.1.2) ir (2.1.3) formirhis.

K

Nagrirejama charakteristini funkciju skirtuma skleisime % laipsniais. Kadangi

K, — o, pasinaudojus 2.1.3 lema galime uzrasSyti fogmul

o e S e

o I
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Cia Apelio daugianariai uzsiraso tokiu pavidalu

ki
i) )51 eE

. @e@%ﬁga
e

1
2 2. (m+2) v Ly L

V1+2Vo+.. AMyy,=m
ViVt AV =K+1
v;=012,

Pasinaudojus 2.1.4 lema formyR.1.10) galime perraSyti tokiu pavidalu
N tefi ) 11
2 t | ItX
= QN (E}] expx, - GX%IZ[EJ l— —d[P{Xl < X}— P{Xz <X}]}1 X

CEIE
( Itx T L L dlP(x, <x)-PiX, < x}]}—l

0 1 m @©
x 1+;(K—2] Al x, exp{[o 3 T
(2.1.12)

kur g, =

IS 2.1.5 lemos iSplaukia, kad
| s
& itx 11 =001 ] .
exp i, -| ex —— | = d|P{X, < x;—PiX, <Xj|p—1|r =ex —— | g,
2 p{g{@]wz[{ -Pix, }]} p[z(r] }
(2.1.13)
¢ia koeficientai
0 i 1 Vi 1 V2 1 Vi 1
= (it)®*? ( ;/j (—7j ( _ ;/'j :
,Z Zl zz, A \a’? (+21") wl.v!
2(r-1)+j=s V1+vz+ +vJ =r
=012,.
(2.1.14)
Formukje (2.1.13) dar kastpritaikius 2.1.2 lemp gauname
J : (2.1.15)

kur
N ’\l71 /\‘75
ﬂ _ z o, .0
s v VA
Vi+2V,+..4Svg=s V1 "*Vg"
7,2012,...
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Koeficientai o, aprasyti formuje (2.1.14).

Gauname, kad

~ 171 . . v
U\ 2V g )+ (7 4 20+ ST D1 DSS
P = (it) s
o AR
V1+2V,+.. +SVg=S Vi Vg

Vi=012,...

el i 1 " 1 "2 1 K 1
kur DS:Z z 1+2vz;Jv 1(3' j (Zyzj ((J—’_Z)I?/IJ Vl!"'v'!'

r= J
2 r-1)+j=s v1+v2+ Avi=r
=012,

IS cia iSplaukia, kad,BS yra 3s-0sios eik daugianaris atzvilgitt .

Surasime Apelio daugianarius (2.1.11) forépl Esamejrode 2.1.4 ir 2.1.5 lemose [Zr.
(2.1.5), (2.1.6) formules], kad

Ky - exp{j;( Itx JI 1 Xid[P{x1<x}—P{x2 <x}]}—1 :Zl(%%

Pasinaudaj tuo ka gavome, formuije (2.1.11) Apelio daugianarius galime perrasSyiuo

pavidalu:
N A DS B

Pakelkime eilutes laipsniu pasinauggkia formule [5]:

kur ¢, =4y, C, :m—lat)Z(kn— m+Kk)a,c, . , kaim>1 (n- nafiralus skatius).

k=1
Tarkime ¢, #0, tuomet pakei sumavimo tvark (2.1.16) formuje ir pritaikg (2.1.17)

formulg gauname
(1),
An as

i
. 1 m+1 . 1 1’ (m)m—l
=(-1 F z— G2, Y
2
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I'=01"=0k=0

I'H"+mk+L
o oo ml o 1 "
55l ] e
2

o0

SER SR S ) 1 d )
S[A]E £ S d;m |

Cia koeficientai yra tokie:

R A 1 )1 )" 1)1
G =be =070, 2, 2 (3' j [wj "'((J+2>!7‘] AR

Vi+2vpt. 4 V=]
=r

2(r-1)+j=s vitvot.dv=
v;=012,..

= ijd(P{Xl <xj=P{X, < xj),

1 .
Ok = - ,k=0212..m-1i=12...m
" Vﬁ%z‘mvmzmz1...(m+1)“mvl!...vm!
Vi+Vot.. AVn=K+1
V=012,

T LSS acn, o =ar
15 =1

G = |"1“ Z(s" 1"+ 90,00, ¢ =4y,
13 =1

0 0 m-1

Wi =2, 2 2D gnalhien:
=0

I+I +k+m+1 d

Cia W™ yra (I'+3)(m+1) + (I"+3)k -osios eits daugianaris atzvilgiit .

Taigi gavome, kad

wLSA:w 1 |y
An{z;[\/,(—zj asJ d%(@j Wi (2.1.18)

Istat gautas (2.1.15) ir (2.1.18) iSraiSkd@srmule (2.1.12) gauname

() o g )T 2
ol el g 2
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—

2m+d n

+

m=1 d=m+1 n=4 m=1 d=rm+1

2m+d=n

|
O»
pzd
=~
H
+
¢
ey
-

%]

K2

+

n

|
,ZO>
-
b
£
=
?\ -
{0k
?\ -

s=1 n=4 m=ld=m1

m=1 d=m+1
n=2 S+2m+d=

71~

m=1d=rm2 s n=4 m1d= 1
mid=g

s m=1d=m+1

& 1
L)cl—=1| |

kur c, :,3 ,kaig= 123

c4:,§4+iiw,

m=ld=m+1

3
«

|
D
-

2m+d=4

Co =Byt 2 Wt 2 2D, >, AW, kaig= 56,
m=1d=m+1 s=1 n=4 m=1ld=m1

2m+d=g s+2m+d=g
51 7 &G o o
Bo=1, Bs= z ————= s= 123..., o likusios konstantos apraSytos ali&g.

Vi+2V,+..+SVg=S V1!---VS!

vi=012,...

Taigi gavome asimptotircharakteringju funkciju skleidin per Apelio daugianarius:

) )

Cia c, yra 3s+ (I'+3)(m+1) + (I"+3)k -osios eits daugianaris atzvilgiit .

2.2 Formalus tanki asimptotinis skleidinys

Tarkime, kad nagrigjami tikimybiniai skirstiniai turi ap¢ztus tankiusp, (X ¥ ps(X):

n=2m+d

zzwwz@qfﬁizmwz

{a[) |t ] s bl 2l fime 33 n me
A eyl

SRV lgﬁgzzwmz4ﬁjiﬁjiiwmz
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Ul L Temann f| e _q it |dKu()
N \/K_Jdt_Zﬁ_Le exp{!( -1 \/’f_z} " }dt_

itu
_ _ tu |dKg (u)
X) = gt _ = [e™ex F _1- I
Ps () = j ge( ] J J[j[ JK—J < }
Cia imamex, = 0 ir charakteristines funkcijas uzraome:

it itx
To! At NIRE itx | dKy (X)
Me'™ =g,| —— |=ex e -1- —=
gN[\/’f_zJ W[ji \/’f_zJ X’

Tt t [ itk |dKL ()
Me'*2 = =ex el _1- —ce 7,

0, kai x<0,
kur Ky (X) =

K,, kai x>0,

dK; (X) = k(x)dx,
ty.

X

a
1- exp{— 2—” x}

k(x) = @
X
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2.2.1 teoremaTeisinga formali lygyé

0s(¥) = pN(x)+z[r]z (2 (¥ pN(X).

Ky Ky 9
. ~ t 2 t - 1
[rodymas.IS teoremos 2.1.1 turime, k{@G(TD ={QN [—D {1+ ZCQ(—] J
K> VK o=l \ VA2

IS Sios teoremogodymo iSplaukia, kacc,(t Jra 3s+(I'+3)(m+1+ (1" + 3k eiles daugianaris
atzvilgiu it , o ,[3’3 yra 3s-0sios eib daugianaris atzvilgitt .

Tegu H <o yra baigtires eiks, tuomet daugianac, (t) galime apibéZti taip:

t2

i]ge‘"xcg (t)etzdt——je ™(a, +a,(it) +...+a, (it)")e 2dt=
72,
Y8, L je-“X(ut) e Zdt—Zah( 1)“d pN(X)

da 9" ION(X)( )" = Te‘"x(it)he_tzdt,

a, — daugianaricc, (t koeficientai,h=123...,H.

IS to gauname, kad

pG(X)_ pN(X)+_I 7Itxe ZC (t)(\/—J

pN(X)+Z( ] J- _'tXC (t)e_fdtz pN(x)+§(\/K_] zah( 1)hd pN(X)_
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3. ZD analiz D.Alfers ir H. Dinges metodu

Siuolaikireje matematigje statistikoje yra labai naudinga vigkuri nors nezinong skirstir
aproksimuoti gerai zinomu skirstiniu. Vienas iSigasiai iSnagigty ir turintis geras savybes yra
normalus, arba kitaip vadinamas Gauso, skirsti®&aD(«, £,, 3,0, 1) tikimybiniai skirstiniai yra
naudojami finang matematikoje, bet apie juos yra nedaug zinoman&iskyriuje mes parodysime,
kaip galima § skirstin aproksimuoti normaliuoju skirstiniu, remiantis Blfers ir H. Dinges [6]
irodytomis teoremomis.

3.1 Beta tikimybinio skirstinio aproksimavimas

Gauso @sniu

D. Alfers ir H. Dinges savo straipsnyje [Bbde kelet teiginiy apie beta ir su juo susijusi
skirstiniy aproksimavim normaliuoju skirstiniu. Wy metodas yra grindziamas transformacijomis,
kurios IS tankio funkcijos iSskiria Gauso tanKie remiasi dviem elementariomis funkcijomis
A(a, p) ir D(e, p), kurios yra glaudziai susijusios su Peizer ir Bpahaudota funkcija (e, p .)

D. Alfers ir H. Dinges [6] binominio, beta, Stjudengama tikimybini skirstiniy analizei

panaudojo original metod, ir gavo kelei tvirtinimy, kuriuos panaudosiméD skirstiniy analizje.

2 Apibrézimas.[6] Funkcija D(a,u), kur @ € (0,1)ir ue R', yra teigiama ir i3kila. Visoms

a reikSmems D(« ,0) = 1. Jos asimptotinis elgesys nusakomas ribomis

im D(a,u):_ a |
um—o l-o

im D(a,u) _ 1—05'

U—oo u o
y L 1. (1 ul
Funkcija D(«,u) yra simetrirg, kai parametrasx == ir D| =,u :ﬁ'
1-¢e*

3.1.1 teorema. Tegu Y yra pasiskirss pagal beta pasiskirstym su parametrais
(a(n+1),1-a)(n+1), ty. Y~Béa(n+1),(1-a)(n+1)), O<a <1, n+1>0, tuomet teisinga
lygyke
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P(Y> p)= ¥ (e, p) = expls™ (@) - [+ D) expl- "2 A |
JT

tl—t)’
(3.1.1)
da EA(@u)=ain®+ (1-a)ini=% (3.1.2)
2 u 1-
® St a(mDt | - (a)(nHt —(n+1)t —
S () ZJ‘ ot +e € € _ +€ ﬁ_ln /(n+1)a(1 a) —Ina ™ (- g) HE),
5 1-e t 2
(3.1.3)
[rodymas Pagal beta pasiskirstymo apibima (zr. [6] (18) formut) turime
1 a(M)-1gq ) @Ga)(n+)-1
P(Y > D)ZI u L-u) du= 1 j U™ (4 —y )(1—a)(n+1)L
' B(a(n+1), 1-a)(n+1)) B(a(n+1),1-a)(n+1) | ul-u)
(3.1.4)

Pertvarkome pointegraknsraisSk ir gauname:

g (1- u)(l—a)(n+1) Inu"’(” g _eln(l—u)(l"”)("*l) _

=expfe(n+DInu+ @-a)(n+1)In(l-u)} =
=exp{(n+Y[aInu+ L-a)Inl-u)]} =

exp{— (n +1)[a|ni + (- a)lnl_lu]}exp{— (n+Ylana + 1-a)Ind-a)]}
exp{-(n+D[alnha+ 1-a)In(l- )]}

1 1 1
= o T ([ ) D) exp{— (n+ 1)[0: Ina +(1-a) Inl_ +alna+ 1-a)ln(l- a)}} =

1 a l-«o

"o g exp{_ (””)[“'”T L-a)in—0 } -
1 n+1 .,

= a_(n+1)a (1_ a)—(n+1)(1_a) exp{_ 2 A (a,u)}

Dabarjstatomg (3.1.4) ir gauname:

1 1 n+1 2 du
P ) = B D, )+ D) @™ a-a) <"*““)I p{__A )}U(l—U)'

Tarkime

exp(S" (@)} = -

(3.1.5)

\/ (”+1)2“(1_“) B(a(n+1,1-a)(n+1)a " (1—g) I
T

tuomet gauname (3.1.1) formqul
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P> p)=expis ™ () [ | =) exp{—”T“Az (@) mrins

ISnagricgkime S™Y(«) israiSk. Pasinaudej(3.1.5) formule logaritmuojame abi lygid

puses:

S™(a) +In \/—(” +1)§‘ U=a) | g ooe In(L- &) ™9 4 In B(ar(n+1), - a)(n+1)) =0.
T

Pasinaudaj formulemis:

i e'—-e” |dt
1.InT(2) = {(z—l)et— — }—,
{ 1-e' |t

2. B(z,w) =% (2r. [7], psl. 84) gauname, kad
Fla(n+))I'(1-a)(n+1) T(a(n+D))Ir'(1-a)(n+D)

B(a(n+1),(l—a)(n+1))= F(a(n+1)+ (1_ a)(n+1)) - l"(n+1)

C(a(h+D))'(A-a)(n+1)
r'(n+1) B
=InT'(a(n+1)+InT(1-a)(n+1)-InT(n+1).

INnB(ax(n+1), - a)(n+1) =In

IS to seka, kad

InB(a(n+1), A~ a)(n+1)) = T{(a(n+1)—l)et -ﬂ}ﬂ+

1-¢e' t
“ e_t _e_(l_a)(n"'l)t dt © e—t _e—(n+1)t dt
+ 1-a)n+D-NDet —— - | —_ n+)-Net -—= _
J {(( )n+D-1) i | W §
< t_ ara(nd)t -t @)t ot —(n+1)t
= {(a(n+1)—1+(1—a)(n+1)—1—(n+1)+1)e‘—e © *° 1e _ € +¢€ }%:
—-e
0

© . e—t _ e—a(n+l)t _ e—(l—a)(ml)t + e—(n+l)t dt
[ e+ - @
0 1-e t

Panaudojus Sias formules gaun8fé (o (3.1.3) formué:

® _t _a(n)t _ (1-a)(n+D)t —(n+D)t
4 € —€ —-€ +€e dt n+Yal-o - (D)1
S™(a)=| |e'+ - Xy (et Deloa) g pone (g gy odeo,
5 1-€ t 2

O
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3.1.2 teorema.Tegu Y yra pasiskires pagal Beta pasiskirstymsu parametrais
(a(n+1),1-a)(n+1), ty. Y~Béa(n+1),(1-a)(n+1)), O<a <1, n+1>0, tuomet teisinga

lygyke

Aa, p)
P(Y > p) = ¥ (a, p) = expiS™ ()} - j 1/(””) exp " a2 D(e,a)da, (3.1.6)

da A =ain®td-a)ni=%.
2 u 1

[rodymas Pasinaudojamgodyta formule (3.1.1), kurioje atliekame kintajnp pakeiting, ir
straipsnyje [6] D. Alfers ir H. Dinges nustatytonfimkcijos A(«,t ) savylemis:
Ala,t)=a. (3.1.7)

Suraskime integral@zius:

“ Mix@p) ir %Az(a,t)=a|n%+(1—a)|n(1l‘—fj C0<a<1,

IS to, kad A(«, t)_

td-1)
O<t<1[6], seka, kad
lim A(a,t) = -, kai t — 1,
lim A(a,t) = Ala, p), kait —> p.

Tuomet iSsireiSkiame

= Al(a,a).

Pasiéme [8] turime, kad

4 -1

W) =)
IS ¢ia gauname
g a da
dt = dA™(e,a) = (A (r,a) )da = Ra]
Pazyntkime
D(a,8) = —Ja(l-a) — 1 .y (3.1.8)

At (a,a)1- A (a,a))(Ale,t)),

Istat: gautas iSraiSkag(3.1.1) formu¢ gauname teoremos tvirtingn

A, p)
P(Y > p) = exp{S™? ()} - I 1/@ exr{—nTJrlasz(a,a)da.
S T
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Visoms tradiciems aproksimacijoms svarbi situacija, kai ir pn yra didel, o|a — p|

mazas. Tada uztenka pakeigtip{S™" («)} -D(a,a)= . 1
Pateikiame kelis teiginius iS straipsnio [6], kupies naudojami tolesniuog@dymuose.

1 teiginys.Tegu X yra pasiskires pagal standartinnormaly skirstiny, o Y, pagal beta

skirstink su parametrais(a(n+1), l—a)(n+1). Tuomet visiems fiksuotiems p, kabaw ir
a,—> a < (01 teisinga lygyb

P(Y, > p)
lim -
n—o P(X < \/n+1A(an’ p))

D(a,p).

2 teiginys. Tegu Y yra pasiskires pagal Beta skirstin su parametrais
(e(n+),l-a)(n+1). Tarkime, kad parametrai yra dideli. Tuomet galinag@roksimuoti

standartiniu normaliuoju X skirstiniu

P(A(a,Y)<a)~P(X <+n+1a), jei a nedidelis (3.1.9)
arba
P(Y > p) ~P(X <4n+1-A(a, p)), jei p—a nedidelis. (3.1.10)
O

3 teiginys.Tegu Y’ yra pasiskirsts pagal Beta pasiskirstyimsu parametraigk,n+1-Kk),

t.y. Y~Bék,n+1-K) ir o = k <1 tuomet visiemg € (01) teisinga lygyb
n

: _ ©) | _he _a
P(Y' < p) = exp{S" ()} A(Jp)\/;exp{ 5 j{D(a,a)ﬂ/l_aa}da (3.1.11)

P(A(e,Y') > a) = P(X >+/na) (3.1)11
Cia atsitiktinis dydisX yra pasiskirsis pagal standartimormaty skirstir.

arba
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4 teiginys.TeguY" yra pasiskirsts pagal beta pasiskirstyyrsu parametraigk + 1, n—Kk),
ty. Y~Bk+1Ln—Kk) ir a = % >0 tuomet visiemg € (01) teisinga lygyb

a)kaipe (01

Ala, p)
P(Y" > p) =exp{S”(a)} - J' \/zjexp{—gaZJ[D(a,a)ﬂ/l_Taa}da (3.1.12)
e JT

b) kai a € (—o0,+)

P(A(e,Y") = a) > P(X <avn), (3.1.12)
kur X yra pasiskirsts pagal standartimormal; pasiskirstym.

3.2ZD skirstinig aproksimavimas Gauso skirstiniu

(Dinges metodas)

Siame skyrelyjejrodysime svanp sary§i tarp beta irZD skirstiniy, kuriuo pasinaudojus

gaksime taikyti D. Alfers, H. Dinges teoremas.

GZD(a, B, f,,5, 1) skirstinp klax apibezeme 2 skyriuje. Siame skyriuje mes

panagrigsime atskig atvej, kai parametrag :% :

Jei d=1,tai & € GZD[a,,Bl,,BZ,%,,uj charakteristia funkcija yra

6,0 = [g,(0dx, te R,

kur tankis yra

il eXp{ZZgﬁl (x- ﬂ)}
aB(B,. B, )(1+ exp{ 20;: (e ﬂ)}jm ,

Atsitiktinis dydis & yra atsitiktinio dydziod ~ B4, 5,) funkcija.

xe R

gl(x) =
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3.2.1 lemaTeisinga lygyb

27
P{& <x}=P{O< 1+e);z{p{“27(zx(xﬂl})} , (3.2.1)

visiemsx e R*.

2
) eXP{a (& - ﬂ)}
Cia atsitiktinis dydis@ = , 0 ~Be B, 3,), jo tankio funkcija
2
1+ eXP{a(si - ﬂ)}

1
P~ 505, 2

uit(1-u)>, uelod].

[rodymas Lemos tvirtinimas iSplaukia i@{f;‘l < x}: Igl(u)du, atlikus kintanajy pakeitimy

po integralo Zenklu.

Atliekame kintamyjy pakeitimy V:E(u —p), taiu=p+-2v, du=-2dv ir gauname
o 2r 2r
\ S 27 exp{zwl (u- u)}
(04
P& <xi= [g,(udu= | du=

PP
-~ _waB(ﬂll B> {1"' exp{Z;T (U - /J)}j

22 (5 ) y 27 (5 ) v A
_ 2r o aJ- e’ dv= 1 aJ- ( e j dv
O‘B(ﬁl’ /82) 2r —o0 (1+ e’ )ﬂl+ﬁ2 B(lgl’ /82) —o0 1+¢€' (1+ e’ )ﬁz
Dar kart atliekame kintamju pakeitima y = € , €' = Y gauname
1+¢€' 1-y

e'dv=de’' =d - =1_y+2ydy: 1
-y @~y ()

-1
dv=e’—t dy:( yj dy dy

2 dy,

-y 1-y) @-y° @y’
2 (x-u)
o kintamojoy kitimo sritis yraO< y < T
27,
l+e“

Gauname, kad
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2z
22 (x4) pa A
e
2z

“=(x-p)
1 l+e« 1 d 1 l+e
P <xjf=——— [ ¥ Y

*(X “)

[y"ta-y)"ay.

B(A.B) ¢ AN VY BB.A)
1- y
Kadangi atsitiktinis dydis @ ~ Be(g,,8,), tai P{6< u}zéjzﬁl‘l(l— z)"*dz,
B(A., 2
ezj(x—u)
e[01], i§¢ia gauname, kadP{&, < x}= P60 < Eo
lvee

Suraskime, kam lygug kairéje lygybeés pusje.

%(X—#)

N e :
Pazymimew = — = ir tada gauname
27

l+e“

w+wexp{— X— y} exp{— X— ,u}
w= exp{ _ (x— ,u)} Wexp{— X— ,u)}

w= exp{%[(x— /,z)}(l— w) =

w 2
TR Al

Logaritmuojame abi lygyls —~— — exp{z—”(x— ,u)} puses ir gauname
a

1-w)
w 2
—— = (X—p).
o~ a (x—u)
IS cia
Zin :
Xy N mw)
Tada gauname lygybkad
a w
P —In =P : 3.2.2
{‘§1<”+2ﬂ (1—w)} o <wi (3.2.2)

Suraskime gy§j tarp atsitiktinio dydzicd ~ BdA,, 5,)ir &, € ZD(a, ., By, 1t).
IS (3.2.2) gauname, kad
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Eksponencijuojam abi nelygyb puses ir gauname, kad

2r w
eXp{;(é—ﬂ)}<m =
w>(1—w)exp{2§(él—u)} =

w> exp{%[(fl - ,u)} - Wexp{%[(f1 - ,u)} =

\A{l—f- exp{%” (& - u)}j > exp{% (& - u)} =

exp 2% (6, )}
1+ exp{z(j(é - u)} |

<wp=P{<w}

w>

Gauname, kadP

eXD{ZZ (& - ﬂ)}
rexpl 2 (6 )|

Tada galime daryti iSvagkad atsitiktinio dydzia? iSraiSka yrad =

3.2.1 iSvada.Atsitiktinio dydzio & tikimybirny skirstin galime iSreiksti beta tikimybinio

N ex 27 (6, )}
1 eXP{ZZ (& - ﬂ)} |

exp{%[ (& - u)} =0+ ¢9exp{277: (- ﬂ)} :

skirstinio pagalba:
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logaritmuodami gauname

tai

& =u+2iln(ij. (3.2.3)

Kai atsitikting dydj &, iSreiSkme beta atsitiktiniu dydzi@, tai dabaré, savybes galime tirti

panaudojant teoremas apetikimybin;j skirstin. Tai atliksime kitame paragrafe.

Pastaba. Norédami pritaikyti D. Alfers ir H. Dingesirodytas teoremas reikia pakeisti

irodytoje 3.2.1 lemoje formel

P&, > x}=P6> exp{zj(x_ﬂ)} :
1+ exp{zn (x— y)}

(94

3.3 Tikimybinio skirstinioQ,(x) aproksimavimas
Gauso @sniu

Siame skyrelyje pasinaudosime gauitysiu (3.2.1) ir pritaikysime D. Alfers ir H Dinges
[6] irodytas teoremas sy nagrircjamiemsé, € ZD(a, B, B, 14).

3.3.1 lemaTarkime, kadg, + £, yra sveikasiskatius (4, + 4, > 2). Tuomet

P{& > x}= exy{s(ﬂ“ﬂz)(—ﬂl ]} j £S5, exp{— Pt P, AZ( b UJ} du :
Bi+B)] o\ 27(Bi+5,) 2 B+ B, )| uu-1)
By

A{ﬁﬁﬁz‘ J
P{§1 > X}: eXp{S(ﬁﬁﬁZ)(Lj} j /181 + 0, exp{— B+ B UZ}D( I ,quu.
B+ P 27 2 B+ P,

—00
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(3.3.1)

exp{z(f (x- ﬂ)}

1+ exp{zn (x— y)} |

Cia y(X) =

1 2 ﬂl IBl IBl IBZ IBZ

= A ——, = | | , 3.3.2
2 (ﬂﬁﬂz y(X)J it b, n{v(x)(ﬁﬁﬂz)}ﬁﬁﬂz ”{(1—y(x))(ﬂl+ﬁz)} (3:3.2)
Sm{ B j~ 1 (1_ (ﬂ1+ﬁ2)2j_

Bi+B) 128+ B B,
Pagal formu (3.1.3) turime, kad

S(ﬂlJrﬁz)( ﬂl J _ T |:e_t n e—t _ eiﬂlt _ eﬁﬂi + ef(ﬁﬁﬂz)l :|i[ ~ In i ﬂlﬂz ~ In( ﬂl Jﬂl B In( ﬂz Jﬂz |
ﬁ1+ﬂ2 0 1-e t UZﬁﬁl"'ﬂz ﬁ1+ﬂ2 ﬁ1+ﬂ2

[rodymasLemosijrodymas iSplaukia i$ teoremos 3.1.1 ir teoremodéi lemos 3.2.1.

Musy atveju @ ~ Be(,, 5,) , tuomet gauname paramet ir n reikSmes:

{ a(n+1) = A,
Q-a)(n+D =pB,.
IS cia iSplaukia
ain+)+@L-a)(n+D) =B, + p,,
(N+D) =L+ f,,
ain+) - L-a)(n+1) =B, - B,,
20((B+ B,) = Bi=Po + B+ By

Gavome, kad

o P (3.3.3)
P+ P
Cia tariame, kadg, ir 3, yra sveiki skaiiai.
n=/4+p,-1 (3.3.4)

Yra bitini apribojimai
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a(n+1) >0, a >0,
A-&)n+1) >0, {07 <1

KadangiO < A <1, taiis cia iSplaukia, kadg, >0, g, < g, + f,, tai 5, > 0.

1+ 2
Tokie apribojimai yra ir GZDé&, f,, 5,,0, 1t ) apibgzime [4].

Pasinauda@j teorema 3.1.1 gausime, kad

exp{Zﬂ- (51 - ﬂ)}
P < 2 y(X) = \P(n) (L, y(X)J = exp{s(ﬁﬁﬂz)( /81 J} %

1+exp{2ﬂ(§l_ ﬂ)} B+ s B+ B,
a
bH P
y (Bt By)
% J'\/ ﬁl""ﬁz ﬂl+132 exp{_ﬁl""ﬁz Az( ﬂl 'uj} du _
y() 27 2 B+ B, uu-1

:exp{swg( A ]}j BB, exp{_ﬂ1+ﬂ2 Az( A ”j} du
B+ B, (%) 27(B, + ) 2 B+ B, u(u-1

IS 3.1.2 teoremos iSplaukia antroji teoremos lygyb

exp 2 (¢, - ) ,
P a } > y(X) = exp{s‘ﬁ“ﬂﬂ(—l j}x

1+ exg 22 (6, - ) e
a

) e, SRS B
2r 2 B+ B,

—o0

IS (3.1.3) gauname, kad

A J:
o - ()t - (Bt
S(ﬁr*—ﬂz)[ ﬂl J — I |: _t e_t —e Pitpo —-e Pitps + e*(ﬁﬁrﬂz)t ] dt

e + b
Bit+bB) % 1-¢e' t
A A |
_In\/(ﬂl+ﬂ2) B+ B, Bt B, _In[ 5, j(ﬁﬁﬁz)ﬁfﬂz_ln[ 5, j(ﬁﬁﬁz)ﬁﬁﬂz _
2n 'Bl+ﬂ2 ﬂl"'ﬂz

:T {e_t+et—e_ﬂ1t—e_ﬂztt+e‘(/’1+ﬁz)t}$_ln /i B, _|n( i Jﬁl_m( B jﬂz_
0 1-e t 2”131"‘:32 ﬂl"‘ﬁz ﬂ1+ﬂz
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3.3.1 iSvadaTeisinga lygyb

b 28, (2x, 2 BB o, 2
A(ﬁﬁﬁz’y(x)j \/ e ﬂz[ (x ﬂ)j+ﬁ1+/7’2 ln(ﬁl+ﬁ2)ﬂl+ﬁ2 +In(1+ex;{a(x ﬂ)}J ,

(3.3.5)

[rodymas.Turime, kad

exp{z(f (x- u)}

y(x) = > :
1+ exp{7Z (x— ,u)}

(24

Logaritmuojamey(x )ir 1— y(x) iSraiSk:

In y(x) = %(x— u)- In(1+ exp{%(x— ,u)}j ;

27
InL- y00)=1n 116%2;(”?)} i vrensl 2|

Istatome Sias iSraiSka$3.3.2) formut ir gauname

1., A B B B B,
—A In
2 (ﬁl 5 )] bt B, n{y(x)(ﬁﬁﬂz)}rﬁﬁﬂz {(1 y(X))(ﬂﬁﬁzJ
. B S S b [[Zﬁ(x ,u)j In(1+exp[— - )}H+
B+B B+h Bth BB Bth
P 27 2
+ﬁl+ﬂzln(1+exp{a(x y)}j

A 5 b
1 In( i3 ]( Ji2 J A (E(X_”)} 1 |n[1+exp{z(><—u)}j _
B+ B B+ B B+ B, Bi+p\ a B+ a

B (2= 1 BB ( p{z _ H
- ﬂ1+ﬁ2[a(x ﬂ)j+ﬁ1+ﬂ2|n(ﬁ1+ﬂg)ﬂl+ﬁz+|n 1+ex a(x 1)

IS ¢ia gauname, kad

ﬂl 181 ﬁ B 2 ﬂlﬂlﬂzﬂz & B 2
/{ﬂﬁﬂz'y(x)J \/ b+ ﬁz( s )j+ﬂ1+ﬂ2 In(ﬂ1+ﬂz)ﬂl+ﬂ2+ln(l+exr{a(X g )}j |
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3.3.2 iSvadaTarkime g, = S, = f# , tuometteisingos lygybs:

P{& > x}= —e8 J'\/74ﬂu“(1 u)#?du,

y(x)

. A(%y(x))
PlE, > xj=e? . I \/Ze‘ﬁuz 4 du
V4

—00

[rodymasKai Lﬁ :1, tai iS lemos 3.3.1 gauname, kad
1 + 2
S(Zﬂ)(ljzi 1_4_ﬁ22 :_l'g,
2) 248 Yij 8
1Az(l,ujziln{i}+lln ! :
2 2 2 l2u] 2 |2(1-u)
IS cia

Az(l,ujz In{ 1 }
2 4ud—u)

Tada pirmoji lemos 3.3.1 Iygfakuisiraéo

1
8 A2
P&, >x}=e yz[X)\/iexp{ B }u(u 5

o 1 [2 p{ J} du _
=e j ex =
v00 4u(1 u) )| u(u-1)
s B F{ ( 1 jﬂ} du
=e?8 J' ex In =
4u(1— u) u(u-1)

y(x)

_e—éﬂ J»\/i du _
qul-u)) u(u-2

y(X)

j \F AU’ 1-u)’du,

y(X)

p 1

et u(u-1°

Kai parametras ———==, tai funkcija D(L,u] yra simetrie ir

b+pB, 2 B+ P,

D(E,uj :l.
2 Vi-e¥

42



IS formuks (3.3.5) turime, kad

A{g,ymj:J-[%(x-ﬂ)j In e nfrved Zoc-f| -
_ \/—[%(x—ﬂ)j+%ln(%jﬂ ifreend Z ] -
recnfipooe-d] -

1+ex;{207:(x— ﬂ)} 2

= —[g(x—y)jﬂn
a 2
(3.3.6)
Tuomet antroji 3.3.1 lemos Iygyhuisiraéo
y(X) |u| q
u
> X} -
{651 J- \/7 v u(u 1)
O

3.3.1 teorema. Tarkime, kad atsitiktinio dydzio& tikimybinis skirstinys yra
G, (x)= Igl(u)du, kurio parametrai g, = g, ir B, = B,, (B, Ir p,, yra sveiki skaiiai) priklauso

nuo z ir r > co. Tarkime, kad

Lﬁl B+ B, > ©, kaiz — .

/811+ﬁ27 2,

Tuomet

. plz, > x| ) 1+ exp{Z;Z (X—,u)} |
o em%z”u—u§ fi-e

p a
CD ﬂlr + ﬂZT . '
" P + P 1+exp{2ﬂ

(24

&—u%
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. 1 x4
dia CD(X):—Ie 2du.
N2 2

[rodymas.Teoremogrodymas iSplaukia is 1 teiginio ir 3.2.1 lemos. ifk&inis dydis 6 yra
pasiskirsgs pagal beta pasiskirstynsu parametraig,, g,, t.y. 8 ~ Be(S,, 5,) . 3.3.1 lemoje esame
irock [zr. (3.3.3) ir (3.3.4) formules], kad

o b
P+ B

&“T — 1811 ,
/Blr"'ﬂzr

n:ﬁlr +ﬂ21 -1.

Todkl pritaike 1 teigin gauname, kad
PO o )
P(z <\B. + B A{ y(x)D L

ﬁlr + ﬁZr
eXP{Z”(X— u)}
o

lim

T—>0

¢ia y(x) = o :

1+ exp{(x - y)}

o

KadangiL — 1, reiékiai = i, Taigi gauname, kad

1r + 2r ﬁl + ﬁZ

eXD{Z”(X— u)}
Pl 6 > “2
1+ exp{”(x— ,u)} L exp{zn(x— ,u)}
lim a -D| 5 a

14 exp{zj(x— ,u)} |

G T
Pl X <\B, + B L,
B, + B, 1+ exp{Zﬂ-(X— ﬂ)}

o

Pagal 2 apilitzima turime, kadD(1 y(x)j = |y(x)|

2 NSO

Pasinaudajlema 3.2.1 gauname teoremos tvirtinim
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exp{zj(x— ,u)}

. Pz, > Xl 1+ exp{zj (X—,u)} |

5 exr{h (x—u )} _ 1
CD V M1z 27 i ’ a
forl e + P 1+exp{2”(x—,u)}

T—>0

(24

3.3.3 iSvadaTarkime g, = §, =/, tai A = 1 . Esamegrode, kad

P+ P
oo (x-a)) || L+ exp| 2% (x- )}
- a = |- % (x-p)+1n &
2 14 exp{zn(x—y)} “ 2
o

[zr. (3.3.6) formut].

Sig iSraiSky jstatome teoremos 3.3.1 formuluptr gauname:

exp{zj(x— ,u)}

2r
N ol e om)
T o 2 N
) 1+ exp{(x - ,u)}
| 24, |- (x=u)+In 5
(04
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3.3.2 lemaTarkime, kadg, —» «ir , — . Tuomet

5 | o)
L, a2 <X ~CD(X,/,[7’1+,[7’2)
At | ded 2 (6 - )

a

arba tai ekvivalentu

P> X~ 0l VA A i 1F{p{2(<ﬂ i}

(24

[rodymasLemosijrodymas iSplaukia is 2 teiginio ir 3.2.1 lemos.

Misu atveju atsitiktinis dydi# turi beta pasiskirstym

2r
oy e

Ankstiau esame gavtokias iSraiSkas:
exp{Zﬁ(x— ,u)}
(04

y(¥) = 5 ,
1+ exp{” (x— ,u)}

(94

n:/B1+162_1’

A
b+ P,

Istatome Sias gautas iSraiSkasteiginio (3.1.9) formwl ir gauname:

a=

2r
4 ex;{a(fl—ﬂ)} <I>( \/ﬁ)
L <Xp~D\X\B + 5, ).
A venpl 2 (- )

(04

Irodysime antt lemos dal [statome iSraiSkas2 teiginio (3.1.10) formuglir gauname:



EXD{Z;Z(X— ﬂ)} : exp{z(j (x- #)}
s 1+ exp{zj(x—y)} A ﬂl{‘iﬂz 14 eXp{Z”(x—,u)}

(24
Pasinaudojus 3.2.1 lema gauname teoremos tviginim

o et

(24

IS ¢ia galima gauti

eXD{(X— ﬂ)}
P{E1 < X} = 1—P{f1 > x}~1—d§ m By ’ a2
,Bl + ,82 1+ exp{n(x_ﬂ)}

a

3.3.4 iSvada.Tarkime g, =, =/, tai ﬁ:% Pagal formuy (3.3.6) analogiskai
1+ 2

A(%,@j—\/%(rjl —y)+%ln%+%ln(l+ ex;{%(g1 —y)}jw -

1+ ex;{ (& - }

Istatomej 3.3.2 lemos formglir gauname

jrodoma

- |-Z gl 21)+1n

1rex 2 (5 ) |
i _%ﬁ(si—ﬂ)ﬂn P{a } <x{ ~ ox2p).

2

Istat i kita formule turime
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1+ exp{zz (x— y)} !

2

Pl > X~ @ —2,8( (x— )jm

3.3.3 lemaKai g, >1 tuomet

_ (Br+52-1) L X
P{§1<x}_exp{8 (ﬁﬁﬁg—lj}
R B A
27 181+ﬂ2_1’ B -1 |
Joa exp{;(xfu)}
Bi+fr-1 l+exp{%(xﬂl)}

arba visiemsx e R*

[rodymas.Lemosjrodymas iSplaukia iS 3 teiginio ir lemos 3.ZKhdangi & yra pasiskirsis

pagal beta pasiskirstynsu parametrai§és,, 5,) , t.y. 6 ~Be(p,, 5,) turime, kad

{k:ﬂl’ {k:ﬂl’
=
n+1-k=p,, n=/p+p-1

§:E<1:> G=—P 1o 5, > 1.

ﬂ1+ﬂ2_1

Tuomet gauname:

_ (Bt Br-) B y 7 P+ /7’2 BPit+B,-1 /7’2
P{§1<x}—exp{8 (ﬂﬁﬁz—l} [ j \/ p{ }

h y()
X{D(L,Uj-l- Lu}du.
/81"‘/82_1 /82_1

Bitfo-L
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B ) exp{zj(x— ﬂ)}
ce v 1+ exp{zj(x— ,u)} |

IS 3 teiginio (3.1.11") formuk iSplaukia, kad

; exp{z”@l—m}
A “2 > x} =1- (x4, + £, —1)
At et degd 27 (6 - )
(04

EAZ( ﬁl y( )J ﬁl In |: ﬂl } ﬂz | { ﬁz }
2"\ B+ B, B+ B-1 | YX(B.+ B -1) ﬂ1+ﬂz (1- y(X))(ﬂ1+ﬂz 1)

Logaritmuojamey(x )ir 1— y(x) iSraiSk:

In y(x) _— (1+ exp{— X— }j
In(1- y(x)) =In| 1- exp{i’;(x#)}} :—In(1+exp{%ﬂ(x—u)}j.

1+exp{2ﬂ(x—y)

o

Istatome Sias iSraiSkaauk<iau esatia formule ir gauname
1Az( pi ,y(x)]: pi m{ pi } pr -1 m{ pr -1 }_
2 ﬂ1 ﬁz_ /81 /82_ ﬂl"‘ﬁz_l /81"‘/82_ ﬂ1+ﬂ2_
ﬂlfﬂlz HZE(X g )j '”(“exp{_ o )}H ﬂfiﬁzl 'n(“exp{_x g )}]

1 B (B, — 1" B, (Zn B ) ( F{_ﬂ ) D
SRy A ATy | ot Rl et

(3.3.7)

O

3.3.5iSvadaTarkime g, = 5, = g , tai Ay = B ‘tuomet i$ 3.3.3 lemos turime:
ﬂ1 + ﬂz -1 218 -

P{§1<X}=exp{8(2ﬁ‘”(%_1}}x j \/Z engl -2
it b
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IS (3.3.7) formuis gauname, kad

/{Tl " )j \/ 2- 1{'”{((2;—1))ﬁ'((Zﬂ/f—ll))ﬁl}2/2fﬂ1( w )j+2'”(1+ex'{_ i )}j

O

3.3.6 iSvadaTarkime g, = 3, p,-1=f, tai _ A B =1 tuomet i$ 3.3.3emos
Bi+B-1 28 2

P{& <y(¥=e D{S(Zﬂ)( j} 1/zﬂexp{ }{ i +u}du.
2r
cias(2] - L(l_ﬂ}_zﬂ
2) 24p\" p2 ) 8"

A{% : y(x)j = \/—%(x— 1)+ InGJ + In(1+ exp[% (x— ,u)}jz .

IS kitos lemos formus iSplaukia

turime:

2

2
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3.3.4lemaKai g, >1, tuomet

_ (f+B2-1) ﬁl -1 %
P{&, > x}= exp{S (—181 ) _J}

arba visiemsx e R*

[rodymas.Lemosjrodymas iSplaukia i$ 4 teiginio ir 3.2.1 lem&sdangi yra pasiskirsis

pagal beta pasiskirstynsu parametrai§és,, 3,) , t.y. 6 ~Be(p,, 5,) turime, kad

k+1= 4, k=4 -
{n—k=ﬂ2:’{n=ﬂ1+ﬂ2—

a=

S|x

~ p-1
>0=>a= —>O:>ﬂ >1
B+ B, - '

tuomet gauname

P{&, — SlA+h-1) p-1 j} x
{&>x} exp{ (/81+ﬂ2_

-0

exp{zj(x— ,u)}
1+ exp{zj(x - y)} |

IS 4 teiginio (3.1.12") formak gauname, kad

Kur y(x) =

A[ ﬂflﬂ‘lfl, y(x)
) 1+ P 1
T /ﬂﬂ p{ﬂﬂ }Hﬂl
/[7)1""/32_1,

u] + Lu}du.
131 -1
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ﬂl_l

oy a-a) ||

> x4, + 5, —1)

ﬂl+ﬂ2 -1

Analogiskai kaip (3.3.7)rodoma
1. pA-1
A
2 (ﬁl 51" )j
1 B-YTB”

|14 eXp{ZZ(fl—ﬂ)} _

At =) "B -

2.3.7 iSvadaTarkime g, = 5,=/,t

P{‘§1 2 X} =
o _

oo

(3.3.8)

O

p-l _ p-1 , tuomet i$ 3.3.4 lemos turime:
ﬂl+ﬂ2_1 218_1

—y()

exp{seﬁ-n( j} NEE ,{2/3 1, }
20— 2

(oo e

¢ia y(x) = eXp{Zj(X—#)} .
1+ exp{zj(x— ,u)}

IS formuks (3.3.8) gauname

£-1
26— 251 )j \/ 261

AnalogiSkai gauname

M(%(X—#)}

2 BB 2z, }
T 1 R +In(1+exp[a(x 1) J

nB-0"p"

25 -1 25— 1

(e

@B-97

In(1+ exp{%(cfl - y)}j > x} > @(x 2 —1)
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2.3.8 iSvada.Tarkime g, -1=p4,4, =/, tai &:1, tuomet iS 3.3.4lemos
ﬂ1+ﬂ2_1 2

gauname:

el (3] ] B o [
Sy R R
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ISvados

Neapeztai daly atsitiktiniy dydziy &,,~GZD(e, S, 5,0, 1) ir Gauso atsitiktini dydziq
n~N(x,,x,) su baigtine dispersija charakteristines funkcijagragme Kolmogorovo

charakteristigs funkcijos kanoniniu iS&gstymu:

B(4..5,) X

—00

25
ot ot
_ . B(ﬁ1+272-s/82 27[) . _ T . VdK,(X)
Meézs — Q,;(X) = e = ex Ita, + J- (e'tx -1- |tX)L2 =

X

25]>4exp[ 27 } 2§xex;{ 27p }
=ex |tK1+j étx -1- |tx)x dx+.[ étx -1- |tx) d

o 3 T

Me"” = Q (X) = exp{itzcl + J'(e"x ~1- itx)%}.
Kur K. (x) = 0, kai x<0,
MYk, kai x> 0.

Apibrézéme atsitiktinius dydziusX, ir X, , kuriy pasiskirstymo funkcijos yra

Ke(®) , P{X2 < x}zKN—(X). Atsitiktiniai dydziai X, ir X, vaidina svarhy pagalbin
K, K,

P{X, < x}=

vaidmen. Pagrindini atsitiktiniy dydzip &,; ir 7 momentus iSreishkne atsitikting dydziy X, ir

X, momentais. Si atsitiktiniy dydZiy cherakteristias funkcijos yra susijusios taip:

X, _ [ a d? InMe"
Me™: = |e"dP{ X, <} = ——5———,
_j AX, <% dat*  «,
2 ity
Me'X: — je“qu <yp=-9 InMeT
dt*  «,
IS cia iSplaukia, kad Mxlzﬁ, MX, , kur x, yra atsitiktinio dydzio &,; trecios eiks

K, Kz
semiinvariantas, ac, yra atsitiktinio dydzion trecios eiks semiinvariantas. Taigi ne visuomet

MX, = MX,.
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Mes péméme, kad atsitiktini dydziy &,; ir n» du pirmieji momentai sutampa, t.y.

K =M&s =Mn, k,=D&; =Dn, x,>0, Ks(+x) = Ky (+0) = k.

Pasinaudej pagalbiniais atsitiktiniais dydziais<; ir X, mes suradome atsitiktinidydziy Br.

Grigelionio &,; ~GZD(e, 4, f,,0, 1) ir Gauso n~N(x,,«x,), kurio pasiskirstymo funkcija yra

U—ky

] du, charakteristinj funkciju skirtumo formal asimptotin skleidin.

Pln<x} =— je [

Atsitiktinio dydzio &,; charakteristin funkcija aproksimavome normalaus atsitiktinio dydzio
charakteristine funkcija Kalinin pagytais Apelio daugianariais. Gavome tgKormalia lygybe,

i | Qe ~Qu®)
Q)

<1,x, > o, tai t mazoms reikSams:

Qe(t) Qn (t) m
A A (1) Qs () —Qy (1)
G.0) =6.w) e [1+mzl( ] (Z—QN o ]J

Zymgjimai 16 psl.

Charakteristini funkcijuy skirtum skleidiiant\/l_ laipsniais, kaix, — o, galime uzrasSyti
K

lygybe:

QG(\/;J{ :?N](\/_] —exp{[og(\}ti] -—-Xid[P{xl<x}— P{X2<x}]}—1.
I

GZD(e, f,, B,,0,1) désniy charakteristines funkcijas aproksimavome Gaussnid

charakteristiamis funkcijomis, laikydami, kad ésniy vidurkiai, dispersijos sutampa ir dispersija

)

[ koeficientoc, sudti ieina pagalbinj atsitiktiniy dydziy X; ir Xz | -0s eits pseudomomentai

K, neribotai didja. Skleidiniai yra gauti eikiy pavidalu ir iSdstyti % laipsniais:
zymgjimai 21-22 psl.
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7= T Xd(P{X, < x}— P{X, < x}).

Kadangi niisy nagrirejami skirstiniai turi apgztus tankius, tai pasinaudogharakteristini
funkciju asimptotiniu skleidiniu, uzrame tanky asimptotin skleidin [zr. 2.2.1 teorema]:

P = m(x)i( Ji—j > a1 Il

Cia H baigtinis skaiius [Zr. 28 psl].

Remiantis D. Alfers ir H. Dingegrodytais teiginiais apie beta ir su juo susiguskirstiniy
aproksimavim normaliuoju skirstiniu, mes savo darbe aproksinmag@D skirstin Gauso dsniu.
Tuo tiksluirodyta lygyle [zr. 3.2.1 lema]

P{& <x}=P{O< eXp{ZZ(X_ﬂ)}

1+ ex;{zj(x— y)} |

Atsitiktini dydj &, iSreiSkme beta atsitiktiniu dydzi@ :
a 0
=u+—1In| —|.
S=u+ (l— 9)
2
exp{” (51 - /J)}
(04

Lvexpl 2 (6 - )}

Remiantis Siomis savgmis buvo jrodytos lemos, susijusios su atsitiktinio dydzg;

IS cia iSplaukia, kadd =

aproksimavimu Gauso skirstiniu. Sis metodas remdsem elementariom funkcijom, kuyri

pagalba iS tankio funkcijos iSskiriamas Gauso tankos funkcijos apiéziamos taip:

1 B )i )i B, B,
=A , | :
2 {/31 + 3, 4 )j B+ P, {y(x)(ﬁﬁﬂz)}ﬁﬁﬁz n{(l—y(X))(ﬂﬁﬁz)}

ir funkcija D(ﬁ,uj [zr. (3.1.8) formud], kuri turi paprastegrpavidah, kai ji simetrire, t.y.

1+2

kai ——2— A _1 , tai D(l uj |u|

B+ B, 2 2 V1- e_uz '

Kai g, ir B, yra sveikiskatiai (5, + £, > 2), tuomet teisingos lygys

p{é:l > X}: eXp{S(ﬂyFﬂﬂ( A J} Jl' B, EXle— B+ B, Az( B ’UJ} du
131 + 182 y(x) Zﬂ(ﬂl + ﬂz) 2 131 + ﬂz U(U _1)
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A[i,y(x)j

Pit+Bo

SP GX%W{L} [ s G%M}D(L}i
B+ B, z 2r 2 B+ B,

00

Kai B, > «ir 3, — «, tuomet teisinga

2
| e )
L, 5 <X ~CD(X4/,31+,32)
Gl 1+exp{”(§1—ﬂ)}

a

arba tai ekvivalentu

Ple, > X~ & B+ A — Do e"p{a(x—ﬂ)}



Summary

In mathematical statistics there are often usedmab approximations for many
distributions. Classical problem is being solvedusyng normal approximations employed a few
well-known methods. In this paper normal approxiora&® are developed for Br. Grigelionis
GZD(e, f,, B,,90, 1) distributions.

We show that normal approximations used for betstridutions are applied for
GZD(e, f,, B,,0, 1) distributions. In this paper we apply D. AlfersHr Dinges [6] statements
about beta distributions asymptotical treatments.

It is written down formal characteristic functioand density for infinite divisible
distributions asymptotical expansion used Apeliypamial.

The results will be useful mathematical statisspecialists and cea who are researching

problems in finance theory, i.e. to analyze matherabmodels in finance mathematics.
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Darbo pasiskirstymas

Nagrirgjamy temy pasiskirstymas:

1 Skyrius — N. Giedrgtir R. Stankeuiite,
2.1.3 lema — N. Giedr§t

2.1.4 lema — N. Giedrgt

2.1.5 lema — R. Stankeviiteé,

2.1.1 teorema — N. Gied#yir R. StankeWuite,
2.2.1 teorema — R. Stankenité,

3.1.1 teorema — N. Giedgytir R. Stankewiiate,
3.1.2 teorema — R. Stankenwité,

. 3.2.1lema— N. Giedr§t

10.3.3.1 lema — R. Stankeviité,

11.3.3.1 teorema — N. Giedgyt

12.3.3.2. lema — R. Stankeiite,

13.3.3.4 lema — R. Stankeviite,

14.3.3.3 lema — N. Giedr§t

15.3.3.4 lema — N. Giedrgt
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