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I�VADAS

Tegul s = σ + it yra kompleksinis kintamasis. Rymano dzeta funkcija ζ(s) pus-

plok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
.

Ji yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus ta²k¡ s = 1, kuris

yra paprastasis polius su reziduumu, lygiu 1.

Svarbi¡ viet¡ funkcijos ζ(s) teorijoje uºima momentu� problema. Tegul

Ik(T, σ) =

T∫
0

|ζ
(
σ + it

)
|2kdt, k ≥ 0, σ ≥ 1

2
.

Momentu� problema reikalauja rasti momentu� Ik(T, σ) asimptotik¡, kai T → ∞, arba

bent gauti ju� i�ver£ius. I�domiausias atvejis yra σ = 1
2
. Egzistuoja hipotez
e, kad

Ik

(
T,

1

2

)
∼ CkT (log T )

k2 , T →∞,

su kuria nors teigiama konstanta Ck. �i¡ hipotez¦ atveju k = 1, i�rod
e Hardis (Hardy)

ir Litlvudas (Litllwood) 1918 metais. Jie gavo, kad C1 = 1. Kai k = 2, dydºio I2(T, 12)

asimptotin¦ formul¦ rado Ingamas (Ingham) 1924 metais. Yra ºinoma, kad C2 =
1

2π2 . Dar

viena k reik²m
e, su kuria yra ºinoma momento Ik(T, 12) asimptotika, yra lygi

C√
log log T

.

�i reik²m
e yra glaudºiai susijusi su Rymano dzeta funkcijos ribine teorema apie kon-

vergavim¡ i� logaritmi²kai normalu�ji� d
esni� ir buvo i²nagrin
eta [3] monogra�joje.

Momentu� Ik(T, σ) tyrimui yra naudojami i�vair	us metodai. 1995 m. japonu�

matematikas Motocha²is (Motohashi) pasteb
ejo, kad ²iam tikslui gali b	uti pritaikomas

Rymano dzeta funkcijos modi�kuotosios Melino (Mellin) transformacijos. �ios transfor-

macijos paprastai ºymimos Zk(s) ir turi pavidal¡

Z
k
(s) =

∞∫
1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ ix

)∣∣∣∣2kx−sdx, σ > σ0(k) > 1.
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Motocha²is pirmasis apibr
eº
e transformacij¡ Z2(s) ir pritaik
e j¡ ketvirtojo momento

I2(T,
1
2
) tyrimui. Funkcija Z2(s) yra pakankamai sud
etinga. Pavyzdºiui, ta²kas s = 1

yra jos penktosios eil
es polius, o Rymano dzeta funkcijos kompleksiniai nuliai s = ρ
2
, ρ yra

Z2(s) poliai. Funkcija Z2(s) turi ir daugiau ypatingu� ta²ku�, kurie yra susij¦ su sud
etinga

moduliniu� formu� teorija.

Magistrinio darbo tikslas yra i²nagrin
eti paprastesn¦ funkcij¡ Z1(s). Darbe yra gau-

namas funkcijos Z1(s) analizinis prat¦simas i� pusplok²tum¦ σ > −3
4
ir i�ver£iai.
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1. PAGALBINIAI REZULTATAI

Mums bus reikalinga antrojo momento I1(T,
1
2
) asimptotin
e formul
e. Tegul γ0 yra

Oilerio (Euler) konstanta, tai yra,

γ0 = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ ...+

1

n
− log n

)
= 0, 577215... .

Tarkime, kad

I1

(
T,

1

2

)
= T log

(
T

2π

)
+ (2γ0 − 1)T + E1(T ). (1.1)

1.1 lema. Tegul T →∞, tuomet

E1(T )� T
1
3 .

Lemos i�rodym¡ galima rasti [4] monogra�joje. �ia ºymuo f(x)� g(x), x ∈ X, rei²kia,

kad egzistuoja tokia konstanta C > 0, jog visiems x ∈ X yra teisinga nelygyb
e |f(x)| ≤

Cg(x). Taigi, ²is ºymuo yra ºymens f(x) = O(g(x)), x ∈ X, sinonimas. Daºnai ji� naudoti

patogiau, nes yra nereikalingi skliausteliai.

1.2 lema. Egzistuoja tokia konstanta C > 0, kad

T∫
0

E2
1(t)dt ∼ CT

3
2 , T →∞.

Lemos i�rodymas yra duotas [2] monogra�joje.

Apibr
eºiame funkcijas

f(T, n) = 2Tarsinh
√
πn

2T
+
√
2πnT + π2n2 − π

4
,

g(T, n) = T log

(
T

2πn

)
− T +

π

4
,

arsinhx = log(x+
√
x2 + 1),

ir sumas

S1(T ;N) = 2−
3
2

∑
n≤N

(−1)nd(n)n−
1
2×

×
(
arsinh

√
πn

2T

)−2(
T

2πn
+

1

4

)− 1
4

sin(f(T, n)),
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S2(T ;N) =
∑
n≤N1

d(n)n−
1
2

(
log

T

2πn

)−2
sin(g(T, n)),

kuriose

C1T < N < C2T, 0 < C1 < C2,

N1 =
T

2π
+
N

2
−
√
N2

4
+
NT

2π
,

ir

d(n) =
∑
d|n

1.

Be to, tegul

G(T ) =

T∫
1

E1(t)dt− πT.

Mums bus reikalinga funkcijos G(T ) i²rai²ka baigtin
emis sumomis. Toks rezultatas buvo

gautas [1] straipsnyje.

1.3 lema.Tegul T →∞. Tuomet yra teisingas i�vertis

G(T ) = S1(T ;N)− S2(T ;N) +O(T
1
4 ).

Funkcijos G(T ) i²rai²ka yra gana sud
etinga, nes i� j¡ i�eina sud
etingos sumos S1(T ;N)

ir S2(T ;N). Pasirodo, kad pritaikius i² analiz
es gerai ºinoma Teiloro formul¦, funkcij¡

G(T ) galima uºra²yti paprastesniu pavidalu. Tai buvo padaryta [2] monogra�joje.

1.4 lema. Tegul T →∞ , tuomet yra teisingas i�vertis

G(T ) = 2−
1
4π−

3
4T

3
4

∞∑
n=1

(−1)nd(n)n−
5
4 sin

(√
8πnT − π

4

)
+O(T

2
3 log T ).

Funkcijos G(t) vidurkio

T∫
1

G(t)dt

i�ver£iui yra reikalinga klasikin
e i²vestiniu� testo lema.

1.5 lema. Tarkime, kad g(x) yra teigiama monotonin
e funkcija intervale [a, b], |g(x)| ≤

G, o funkcija f(x) intervale [a, b] turi monotonin¦ i²vestin¦ ir f ′(x) ≥ a > 0 arba

f ′(x) ≤ −a < 0. Tuomet yra teisingas i�vertis
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b∫
a

g(x)eif(x)dx� Ga−1.

Jeigu funkcija f(x) inervale [a, b] turi antr¡j¡ i²vestin¦ ir f ′′(x) ≥ b > 0 arba f ′′(x) ≤

−b < 0, tai tuomet

b∫
a

g(x)eif(x)dx ≤ Gb−
1
2 .

Lemos i�rodymas yra duotas [2] monogra�joje.

Naudodami 1.4 lem¡, gausime funkcijos G(T ) i�verti�.

1.6 lema. Tarkime, kad T →∞. Tuomet yra teisingas i�vertis

G(T )� T
3
4 .

I�rodymas. Kadangi funkcijai d(n) su kiekvienu ε > 0 yra teisingas i�vertis [4] d(n)� nε,

ir

∣∣∣∣ sin(√8πnT − π

4

)∣∣∣∣ ≤ 1,

tai eilut
e 1.4 lemoje absoliu£iai konverguoja. Tod
el

G(T )� T
3
4

∞∑
n=1

1

n
5
4
−ε

+ T
2
3 log T � T

3
4 + T

2
3 log T � T

3
4 .

1.7 lema. Tarkime, kad T →∞. Tuomet yra teisingas i�vertis

G1(T )� T
5
4 .

I�rodymas. Pirmiausia i�vertinsime integral¡

I1
def
=

2T∫
T

S1(t;N)dt.

Imame N = cT su pakankamai maºa konstanta c. Kadangi

eif(t,N) = cos(f(t, n)) + i sin(f(t, n)),
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tai

sin(f(t, n)) =
eif(t,n) − e−if(t,n)

2i
.

Tod
el integralo I1 i�ver£iui gauti pakanka i�vertinti sum¡

∑
n≤cT

(−1)nd(n)n−
1
2

2T∫
T

(
arcsin

√
πn

2t

)−2(
t

2πn
+

1

4

)− 1
4

eif(t,n)dt.

I² funkcijos f(t, n) apibr
eºimo randame, kad

f ′(t, n) = 2 arcsin

√
πn

2t
+ 2t

(
arcsin

√
πn

2t

)′
+
(√

2πnt+ π2n2
)′
=

= 2 log

(√
πn

2t
+

√
πn

2t
+ 1

)
+ 2t

(
log

(√
πn

2t
+

√
πn

2t
+ 1

))′
+

+
1

2

(
2πnt+ π2n2

)− 1
22πn = 2 log

(√
πn

2t
+

√
πn

2t
+ 1

)
+

+2t
−1

2

(
πn
2π

)− 1
2 πn
2t2

+ 1
2

(
πn
2t

+ 1
)− 1

2 πn
2t2√

πn
2t

+
√

πn
2t

+ 1
+
(
2πnt+ π2n2

)− 1
2πn =

= 2 log

(√
πn

2t
+

√
1 +

πn

2t

)
.

Tod
el

f ′(t, n)�
√
n

T
.

Vadinasi, pagal 1.5 lem¡

2T∫
T

(
arcsin

√
πn

2t

)−2(
t

2πn
+

1

4

)− 1
4

eif(t,n)dt� T
5
4n−

3
4 .

I² £ia i²plaukia, jog

I1 � T
5
4

∑
n≤cT

d(n)n−
5
4 � T

5
4 . (1.2)
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Tegul dabar

I2
def
=

2T∫
T

S2(t;N)dt.

Tuomet [4] monogra�joje yra i�rodyta, kad I2 � T log4 T . I² £ia ir (1.2) gauname, kad

2T∫
T

G(t)dt� T
5
4 .

Kadangi

G1(T ) =

T∫
1

G(t)dt =

[
logT
log2

]∑
j=1

T ·2−j+1∫
T ·2−j

G(t)dt�

�

[
logT
log2

]∑
j=1

(T · 2−j)
5
4 � T

5
4

∞∑
j=1

2−
5
4
j � T

5
4 ,

nes eilut
e

∞∑
j=1

2−
5
4
j

konverguoja kaip geometrin
e progresija. Lema i�rodyta.

Mums bus dar reikalinga Atkinsono formul
e.

1.8 lema. Yra teisingas i�vertis

E1(x) = S1(x;N) + S2(x;N) +R(x), R(x) = O(log2 x).

Lemos i�rodymas yra duotas [2] monogra�joje.

9



2. FUNKCIJOS Z1(s) ANALIZINIS PRAT�SIMAS

I² apibr
eºimo turime, kad pusplok²tum
eje σ > 1

Z1(s) =

∞∫
1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ ix

)∣∣∣∣2x−sdx.
2.1 teorema. Funkcija Z1(s) yra analizin
e pusplok²tum
eje σ > 1.

I�rodymas. Funkcija ∣∣∣∣ζ(1

2
+ ix

)∣∣∣∣2x−s
yra analizin
e visoje kompleksin
eje plok²tumoje, nes kai x ≥ 1, funkcija x−s yra sveikoji

funkcija. Tod
el teoremos i�rodymui pakanka i�rodyti, kad integralas, apibr
eºiantis funkcij¡

Z1(s), konverguoja tolygiai srityje σ ≥ 1+ε su kiekvienu teigiamu ε. Tuomet, remdamiesi

Vejer²traso teorema integralams, tur
esime, jog funkcija Z1(s) yra analizin
e srityje σ > 1.

Tolygiam min
eto integralo konvergavimui i�rodyti pakanka parodyti, kad integralas yra

maºoruojamas absoliu£iai konverguojan£iu integralu, kuris nepriklauso nuo s. Kadangi

srityje σ ≥ 1 + ε yra teisingas i�vertis

|x−s| = |x−σ−it| = x−σ|x−it| = x−σ ≤ x−1−ε,

tai i�rodysime integralo
∞∫
1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ ix

)∣∣∣∣2x−1−εdx (2.1)

konvergavim¡. I² (1.1) i�ver£io ir 1.1 lemos gauname, kad yra teisingas i�vertis

I1

(
T,

1

2

)
� T log T. (2.2)

Integruodami dalimis, randame

∞∫
1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ ix

)∣∣∣∣2x−1−εdx =

∞∫
1

x−1−εd

( x∫
1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ it

)∣∣∣∣2dt) =

= x−1−ε
x∫

1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ it

)∣∣∣∣2dt∣∣∣∣∞
1

+ (1 + ε)

∞∫
1

( x∫
1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ it

)∣∣∣∣2dt)x−2−εdx.
Tod
el i² i�ver£io (2.2) i²plaukia, kad

∞∫
1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ ix

)∣∣∣∣2x−1−εdx�
10



� x−1−εI1

(
x,

1

2

)∣∣∣∣∞
1

+

∞∫
1

x−2−εI1

(
x,

1

2

)
dx�

� x−1−εx log x

∣∣∣∣∞
1

+

∞∫
1

x−2−εx log xdx =

= x−ε log x

∣∣∣∣∞
1

+

∞∫
1

x−1−ε log xdx�

�
∞∫
1

log xd(x−ε)� x−ε log x

∣∣∣∣∞
1

+

∞∫
1

x−ε
dx

x
=

=

∞∫
1

x−1−εdx =
x−ε

−ε

∣∣∣∣∞
1

=
1

ε
.

Taigi, gavome, kad (2.1) integralas konverguoja tolygiai pusplok²tum
eje σ > 1 + ε, su

kiekvienu ε, tod
el jis apibr
eºia funkcij¡, analizin¦ srityje σ > 1.

�io skyrelio tikslas yra analizi²kai prat¦sti Z1(s) i� kair¦ nuo pusplok²tum
es σ > 1.

2.2 teorema. Funkcija Z1(s) yra meromor�²kai prat¦siama i� pusplok²tum¦ σ > −3
4
.

Ta²kas s = 1 yra antrosios eil
es polius. Be to, yra teisinga lygyb
e

Z1(s) =
1

(s− 1)2
+

2γ0 − log(2π)

s− 1
− E(1)+

+π(s+ 1) + s(s+ 1)(s+ 2)

∞∫
1

G1(x)x
−s−3dx.

I�rodymas. Naudosime (1.1) formul¦. I² funkcijos Z1(s) apibr
eºimo turime, kad

Z1(s) =

∞∫
1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ ix

)∣∣∣∣2x−sdx =

∞∫
1

x−sd

( x∫
1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ it

)∣∣∣∣2dt).
Tod
el i² (1.1) formul
es randame, kad

Z1(s) =

∞∫
1

x−sd

(
x log

(
x

2π

)
+ (2γ0 − 1)x+ E1(x)

)
=

=

∞∫
1

(
log x+ 2γ−10 − log 2π + 1 + E ′1(x)

)
x−sdx =

=

∞∫
1

(
log x+ 2γ0 − log 2π

)
x−sdx+

∞∫
1

E ′1(x)x
−sdx. (2.3)
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Kai σ > 1, integruodami dalimis, gauname

∞∫
1

x−s log xdx =
1

1− s

∞∫
1

log xd(x−s+1) =

=
1

1− s
log x · x−s+1

∣∣∣∣∞
1

− 1

1− s

∞∫
1

x−s+1d(log x) =

=
1

−1 + s

∞∫
1

x−sdx =
1

−1 + s
· 1

1− s
x−s+1

∣∣∣∣∞
1

=
1

(s− 1)2
. (2.4)

Ai²ku, kad

∞∫
1

(2γ0 − log 2π)x−sdx = (2γ0 − log 2π)
1

1− s
x−s+1

∣∣∣∣∞
1

=

= −2γ0 − log 2π

−1 + s
. (2.5)

Be to, remdamiesi 1.1 lema, turime

∞∫
1

E ′1(x)x
−sdx =

∞∫
1

x−sd(E1(x)) = E1(x)x
−s
∣∣∣∣∞
1

+ s

∞∫
1

E1(x)x
−s−1dx =

= −E1(1) + s

∞∫
1

E1(x)x
−s−1dx. (2.6)

Intergalo

I =

∞∫
1

E1(x)x
−s−1dx

konvergavimui nustatyti panaudosime 1.2 lem¡. Pritaik¦ Ko²i nelygyb¦, turime, kad

I ≤
( ∞∫

1

x−2σ−2αdx

∞∫
1

E2
1(x)x

2α−2dx

) 1
2

. (2.7)

�ia α yra pagalbin
e konstanta, kuri¡ parinksime v
eliau. Antr¡ji� integral¡ (2.7) nely-

gyb
eje integruojame dalimis ir taikome 1.2 lem¡. Gauname

12



∞∫
1

E2
1(x)x

2α−2dx =

∞∫
1

x2α−2d

( x∫
1

E2
1(u)du

)
=

= x2α−2
x∫

1

E2
1(u)du

∣∣∣∣∞
1

− (3− 2α)

∞∫
1

( x∫
1

E2
1(u)du

)
x2α−3dx�

� x2α−2+
3
2

∣∣∣∣∞
1

+

∞∫
1

x
3
2
+2α−3dx. (2.8)

Dabar parenkame konstant¡ α taip, kad kairioji (2.8) i�ver£io pus
e b	utu� apr
eºta. Taigi,

turi b	uti 2α− 1
2
< 0.

Gauname, kad α < 1
4
. Sugri�º¦ prie (2.7) i�ver£io, matome, kad σ reikia pasirinkti taip, kad

−2σ − 2α < −1, arba σ >
1

2
− α.

Kadangi α yra bet koks skai£ius maºesnis uº 1
4
, tai i² £ia randame, kad σ > 1

4
. Taigi

gavome, kad integralas I konverguoja absoliu£iai srityje σ > 1
4
.

Dabar i² (2.3)�(2.7) turime, kad pusplok²tum
eje σ > 1
4
yra teisinga lygyb
e

Z1(s) =
1

(s− 1)2
+

2γ0 − log(2π)

s− 1
− E1(1) + s

∞∫
1

E1(x)x
−s−1dx. (2.9)

Lieka parodyti, kad funkcija Z1(s) galima analizi²kai prat¦sti i� sriti� σ > −3
4
. Tarkime,

kad σ > 1
4
. Tuomet

∞∫
1

E1(x)x
−s−1dx =

∞∫
1

x−s−1d

( x∫
1

E1(u)du

)
=

= x−s−1
( x∫

1

E1(u)du

)∣∣∣∣∞
1

+ (s+ 1)

∞∫
1

( x∫
1

E1(u)du

)
x−s−2dx. (2.10)

Pasinaudoj¦ dar kart¡ 1.2 lema, gauname i�verti�

x−s−1
( x∫

1

E1(u)du

)
� x−σ−1

( x∫
1

dx

x∫
1

E2
1(u)du

) 1
2

� x−σ−1+
1
2
+ 3

4 = x−σ+
1
4 .

Kadangi σ > 1
4
, tai i² £ia randame, kad
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x−s−1
( x∫

1

E1(u)du

)∣∣∣∣∞
1

= 0.

Taigi, sugri�º¦ prie (2.10) lygyb
es, matome, kad

∞∫
1

E1(x)x
−s−1dx = (s− 1)

∞∫
1

( x∫
1

E1(u)du

)
x−s−2dx. (2.11)

I² funkcijos G(T ) apibr
eºimo randame, kad

x∫
1

E1(u)du = πx+G(x).

Vadinasi,

∞∫
1

( x∫
1

E1(u)du

)
x−s−2dx =

∞∫
1

(πx−s−1 +G(x)x−s−2)dx =

=
π

−s
x−s
∣∣∣∣∞
1

+

∞∫
1

G(x)x−s−2dx =
π

s
+

∞∫
1

x−s−2d

( ∞∫
1

G(u)du

)
=

=
π

s
+ x−s−2

( x∫
1

G(u)du

)∣∣∣∣∞
1

+ (s+ 2)

∞∫
1

G1(x)x
−s−3dx =

=
π

s
+ x−s−2G1(x)

∣∣∣∣∞
1

+ (s+ 2)

∞∫
1

G1(x)x
−s−3dx, (2.12)

nes

G1(x) =

x∫
1

G(u)du.

I² 1.7 lemos i²plaukia, kad

x−s−2G1(x)

∣∣∣∣∞
1

= 0,

nes σ > 1
4
. Be to, 1.7 lemos i�vertis
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G1(x)� x
5
4

rodo, kad integralas

∞∫
1

G1(x)x
−s−3dx�

∞∫
1

x−σ−
7
4dx

konverguoja, kai

−σ − 7

4
< −1,

tai yra, kai σ > −3
4
.

I�ra²¦ (2.11) ir (2.12) i� (2.9), gauname, kad pusplok²tum
eje σ > −3
4
yra teisinga lygyb
e

Z1(s) =
1

(s− 1)2
+

2γ0 − log(2π)

s− 1
− E(1)+

+π(s+ 1) + s(s+ 1)(s+ 2)

∞∫
1

G1(x)x
−s−3dx,

kuri rodo, kad funkcija Z1(s) yra analizin
e pusplok²tum
eje σ > −3
4
, o ta²kas s = 1

yra antrosios eil
es polius su reziduumu 2γ0 − log(2π).
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3. FUNKCIJOS Z1(s) I�VERTIS

�iame skyrelyje i�vertinsime funkcij¡ Z1(s) juostoje 0 ≤ σ ≤ 1. �iam tikslui naudosime

(2.9) formul¦. Kadangi ²ioje formul
eje nariai

1

s− 1
,

2γ0 − log(2π)

s− 1
, E1(1)

yra apr
eºti, tai lieka i�vertinti integral¡

s

∞∫
1

E1(x)x
−s−1dx. (3.1)

3.1 teorema. Tarkime, kad 0 ≤ σ ≤ 1 ir t ≥ t0 > 0. Tuomet yra teisingas i�vertis

Z1(σ + it)�ε t
4
3
−σ+ε.

I�rodymas. Pastebime, kad (2.9) formul¦ mes i�rod
eme tiktai srityje σ > 1
4
, ta£iau 2.2

teorema leidºia tvirtinti, kad (2.9) formul¦ galime prat¦sti i� sriti� σ ≥ 0.

Tarkime, kad X ≥ 1. Interval¡ [1,∞] padalijame i� dalinius intervalus [X, 2X], ir

nagrin
ejame funkcij¡

s

2X∫
X

E1(x)x
−s−1dx.

Tur
edami pastarojo integralo i�verti� ir sumuodami, gausime ir (3.1) funkcijos i�verti�.

Atskirai nagrin
esime tris atvejus:

1) X < t;

2) t ≤ X ≤ t2;

3) X > t2.

1) atvejis. Integruodami dalimis, randame

s

2X∫
X

E1(x)x
−s−1dx = −

2X∫
X

E1(x)dx
−s =

= −E1(x)x
−s
∣∣∣∣2X
X

+

2X∫
X

x−sdE1(x). (3.2)
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I² 1.1 lemos i�ver£io i²plaukia, kad

−E1(x)x
−s
∣∣∣∣2X
X

� X
1
3
−σ. (3.3)

I² funkcijos E1(x) i²rai²kos turime, jog

2X∫
X

x−sdE1(x) =

2X∫
X

x−sd

(
I1

(
x,

1

2

)
− x log

(
x

2π

)
− (2γ0 − 1)x

)
=

=

2X∫
X

x−s
∣∣∣∣ζ(1

2
+ ix

)∣∣∣∣2dx−
2X∫
X

x−s
(
log

x

2π
+ 1

)
dx−

−
2X∫
X

x−s(2γ0 − 1)dx. (3.4)

Kadangi Rymano dzeta funkcijai galioja klasikinis i�vertis [4]

ζ

(
1

2
+ it

)
� t

1
6 ,

tai i² (3.4) randame

2X∫
X

x−sdE1(x)� X
4
3
−σ +X1−σ logX +X1−σ � X

4
3
−σ.

I² £ia, (3.2) ir (3.3) gauname i�verti�

s

2X∫
X

E1(x)x
−s−1dx� X

4
3
−σ.

I² £ia randame, kad

s

t∫
1

E1(x)X
−s−1dx = −

∑
0≤j≤ log t

log 2
−1

t·2−j∫
t·2−j−1

E1(x)x
−s−1dx�

�
∑

0≤j≤ log t
log 2
−1

(t · 2−j)
4
3
−σ � t

4
3
−σ. (3.5)
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3) atvejis. �iuo atveju integralo

s

2X∫
X

E1(x)x
−s−1dx

i�ver£iui naudosime Atkinsono formul¦, kuri duoda funkcijos E1(x) i²rai²k¡ elementario-

sioms funkcijoms. Jos tvirtinimas yra 1.8 lema.

Pritaik¦ Ko²i nelygyb¦, turime, kad

2X∫
X

R(x)x−s−1dx�
( 2X∫
X

R2(x)dx

2X∫
X

X−2σ−2dx

) 1
2

�

�
(
X log4X ·X−2σ−1

) 1
2

= X−σ log2X. (3.6)

Pana²iai yra i�vertinamas ir integralas

2X∫
X

S2(x,N)x−s−1dx.

�ia mes parenkame N = cX su pakankamai maºa teigiama konstanta.

Kadangi galioja i�vertis [4]

2X∫
X

|S2(x,N)|2dx� X log4X,

tai pritaik¦ Ko²i nelygyb¦ randame, kad

2X∫
X

S2(x,N)x−s−1dx�
( 2X∫
X

∣∣S2(x,N)
∣∣2dx 2X∫

X

x−2σ−2dx

) 1
2

�

�
(
x log4X ·X−2σ−1

) 1
2 = x−σ log2X.

I² £ia ir (3.6)

s

∞∫
t

(
S2(x,N) +R(x)

)
x−s−1dx =
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=
∞∑
j=0

t2·2j+1∫
t2·2j

(
S2(x,N) +R(x)

)
x−s−1dx�

� t

∞∑
j=0

(t2 · 2j)−σ log2(t2 · 2j)� t1−2σ log2 t. (3.7)

Dabar i�vertinsime integral¡ su S1(x,N). Pastebime, kad i² funkcijos S1(x,N) apibr
eºimo

gauname

s

2X∫
X

S1(x,N)x−s−1dx�

� t
∑
m≤cX

∣∣∣∣(−1)md(m)m−
3
4

∣∣∣∣∣∣∣∣
2X∫
X

x−
3

4−σ e(x,m)eiF±(x)dx

∣∣∣∣,
£ia

e(x,m) =

(
1 +

πm

2x

)− 1
4
(√

2x

πm
arsinh

√
πm

2x

)−1
= 1 +O

(
m

x

)
, (3.8)

o

F±(x) = f(x,m)± t log x

ir

f(x,m) = 2x · arsinh
√
xm

2x
+
√
2πmx+ π2m2 − π

4
.

Uºtenka nagrin
eti F−(x), kadangi F ′+(x) 6= 0.

I² funkcijos F−(x) apibr
eºimo gauname, kad

F ′−(x) = 2 log

(√
πm

2x
+

√
1 +

πm

2x

)
− t

x
.

Kadangi X > t2 ir N = cX su pakankamai maºa konstanta c, tai i² £ia randame, kad

F ′(x)�
√
m

X
.
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Pasinaudoje ²iuo i�ver£iu ir 1.5 lema, i² (3.8) gauname, kad

s

2X∫
X

S1(x,N)x−s−1dx�

� t
∑
m�X

d(m)m−
3
4X−

3
4
−σm−

1
2X

1
2 � tX−

1
4
−σ.

Vadinasi,

s

∞∫
t2

S1(x,N)x−s−1dx� t

∞∑
j=0

∣∣∣∣
t2·2j+1∫
t2·2j

S1(x,N)x−s−1dx

∣∣∣∣�
� t

∞∑
j=0

(t2 · 2j)−
1
4
−σ �1− 1

2
−2σ= t

1
2
−2σ.

I² £ia ir (3.7) galutinai turime, kad

s

∞∫
t2

E1(x)x
−s−1dx� t1−2σ log2 t. (3.9)

Atvejis t ≤ X ≤ t2 yra pats sud
etingiausias. Ji� dar dalijame i� tris atskirus atvejus:

a) m ≥ c1t2

X
, su pakankamai didele konstanta c1. �iuo atveju v
el turime, kad

F ′−(x)�
√
m

X
,

tod
el, pakartoj¦ tuos pa£ius samprotavimus kaip ir atveju X � t2, gauname

s

2X∫
X

S1(x,N)x−s−1dx�

� t
∑

c1t
2

X
≤m≤c1X

d(m)m−
3
4X−

3
4
−σm−

1
2X

1
2 � t1+εX−

1
4
−σ.

Taigi v
el randame, kad

s

t2∫
t

S1(x,N)x−s−1dx� t1+ε
∞∑
j=0

∣∣∣∣
t·2j+1∫
t·2j

S1(x,N)x−s−1dx

∣∣∣∣�
20



� t1+ε
∞∑
j=0

(t · 2j)−
1
4
−σ � t

1
2
−σ+ε. (3.10)

b) m ≤ c2t2

X
su pakankamai maºa teigiama konstanta c2. �iuo atveju i² funkcijos F−(x)

i²vestin
es pavidalo randame, kad F ′−(x)� t
X
.

V
el pasinaudoj¦ 4.2 lema, gauname

s

2X∫
X

S1(x,N)x−s−1dx�
∑

m≤ c2t
2

X

d(m)m−
3
4X−

3
4
−σX1t−1 =

= X
1
4
−σ

∑
m≤ c2t

2

X

d(m)m−
3
4 �

� X
1
4
−σ
(
t2

X

) 1
4

tε = t
1
2
+εX−σ. (3.11)

Tod
el

s

t2∫
t

S1(x,N)x−s−1dx� t
∞∑
j=0

∣∣∣∣
t·2j+1∫
t·2j

S1(x,N)x−s−1dx

∣∣∣∣�
� t

∞∑
j=0

(t · 2j)−
1
4
−σ � t

1
2
+ε

∞∑
j=0

(t · 2j)−σ �

� t
1
2
−σ+ε

∞∑
j=0

2−jσ � t
1
2
−σ+ε.

c) Liko sunkiausias atvejis � kai F ′−(x) kuriame nors ta²ke x0 ∈ [X, 2X] virsta nuliu,

arba, kai yra daug maºesn
e uº trupmen¡ t
X
. Skai£iuojame funkcijos F−(x) antr¡j¡

i²vestin¦. Randame, kad

F ′′±(x) =

(
(πm
2x

)−
1
2 (−πm

2x2
) + (1 + πm

2x
)−

1
2 (−πm

2x2
)
)√

πm
2x

+
√

1 + πm
2x

∓ t

x2
=

=

−πm
2x2

(
1√
πm
2x

+ 1√
1+πm

2x

)
√

πm
2x

+
√

1 + πm
2x

∓ t

x2
=

= −πm
2x2

√
πm
2x

+
√

1+πm
2x√

πm
2x
·
√

1+πm
2x√

πm
2x

+
√

1 + πm
2x

∓ t

x2
=
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= −πm
2x2

1√
πm
2x

+
√

1 + πm
2x

∓ t

x2
.

Kadangi pagal m	usu� parinkim¡ santykis m
X

yra maºas, tai i² £ia i²plaukia, kad ta²ko

x0 aplinkoje yra teisingi i�ver£iai c4t
X2 ≤ F ′′(x) ≤ c3

t
X2 .

Pritaik¦ 1.5 lem¡ su antr¡ja i²vestine, gauname, kad

2X∫
X

S1(x,N)x−s−1dx�
∑

c6t
2

X
≤m≤ c5t

2

X

d(m)m−
3
4X−

3
4
−σ
(

t

X2

)− 1
2

�

� t−
1
2X

1
4
−σ

∑
c6t

2

X
≤m≤ c5t

2

X

d(m)m−
3
4 �

� t−
1
2
+εX

1
4
−σ
(
t2

X

) 1
4

= tεX−σ.

I² £ia randame

s

t2∫
t

S1(x,N)x−s−1dx� t
∞∑
j=0

∣∣∣∣
t·2j+1∫
t·2j

S1(x,N)x−s−1dx

∣∣∣∣�
t1+ε

∞∑
j=0

(t · 2j)−σ � t1−σ+ε
∞∑
j=0

2−j−σ � t1−σ+ε. (3.12)

I² (3.10)�(3.12) i�ver£iu� galutinai gauname, kad

s

t2∫
t

S1(x,N)x−s−1dx� t1−σ+ε.

3.1 teoremos tvirtinimas dabar i²plaukia i² (3.5), (3.7), (3.9) ir (3.13) i�ver£iu�.
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I�VADOS

Magistro darbe i²nagrin
eta funkcija Z1(s) . Pagrindiniai darbo rezultatai yra tokios

teoremos:

2.2 teorema. Funkcija Z1(s) yra meromor�²kai prat¦siama i� pusplok²tum¦ σ > −3
4
.

Ta²kas s = 1 yra antrosios eil
es polius. Be to, yra teisinga lygyb
e

Z1(s) =
1

(s− 1)2
+

2γ0 − log(2π)

s− 1
− E(1)+

+π(s+ 1) + s(s+ 1)(s+ 2)

∞∫
1

G1(x)x
−s−3dx

ir

3.1 teorema. Tarkime, kad 0 ≤ σ ≤ 1 ir t ≥ t0 > 0. Tuomet yra teisingas i�vertis

Z1(σ + it)�ε t
4
3
−σ+ε.
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The Mellin transform of the Riemann zeta - function on the critical line

SUMMARY

Let ζ(s), s = σ + it, denote the Riemann zeta - function. We consider the modi�ed

Mellin transform Z1(s) of |ζ(12 + it)| 12 de�ned, for σ > 1, by

Z1(s) =

∞∫
1

∣∣∣∣ζ(1

2
+ it

)∣∣∣∣2x−sdx.
We prove that the function Z1(s) is analytically continuable to the halfplane σ > −3

4
,

except for a simple pole s = 1 with residue

2γ0 − log(2π),

where γ0 is the Euler constant.

Moreover, we obtain that, for 0 ≤ σ ≤ 1 and t ≥ t0 > 1, the estimate

Z1(σ + it)�ε t
4
3
−σ+ε

is true with arbitrary ε > 0.
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