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IVADAS

Tema: kintamo difuzijos koeficiento paraboliniy lyg€iy sprendimas skaitiniais metodais.

Temos aktualumas. Pirmiausiai $i tema aktuali fizikams, tiriantiems naujas medZiagas.
Inzinieriams, konstruojantiems naujus prietaisus — ypac dabar, Zengiant | nanotechnologijy erg.
Tokie eksperimentiniai darbai atlickami ir Siauliy universiteto fizikos katedroje (prof. A.
Janaviéius, doc. Z. Norgeéla). Biitent kintamo difuzijos koeficientu nusakomi intensyviis difuzinio
priemaisy jterpimo procesai. Analogiskai apraSomi sklidimo procesai nedideliuose turiuose.

Darbo objektas. Kintamo difuzijos koeficiento paraboliniy lyg¢iy sprendimas skaitiniais
metodais. ApraSomi standartiniai, jau placiai Zinomi kintamo difuzijos koeficientu paraboliniai
lygciy sprendimai, taip pat kuriami nauji, ir jie realizuojami MATHCADO o paketu.

Darbo tikslas. Tyrimo tikslas — kintamo difuzijos koeficiento paraboliniy lygciy
sprendiniy radimas.

Darbo uzdaviniai:

1. I8spresti kintamo difuzijos koeficiento parabolines lygtis skaitiniais metodais ir
kompiuterinio modeliavimo programomis;

2. ISanalizuoti standartinius kintamo difuzijos koeficiento paraboliniy lygciy
sprendimo metodus;

3. Palyginti sprendiniy, gauty trigonometrine bei hiperboline tangento ,tilto*
funkcijomis, efektyvuma;

4. Istirti modeliuojant kompiuteriu, kaip priklauso sprendinio tikslumas nuo
hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos parametro (h);

Darbo Saltiniai. RaSant magistrinj darba naudojamos mokslinés knygos, moksliniai
straipsniai jvairiomis kalbomis. Informacija ieSkoma jvairiuose Saltiniuose: bibliotekoje, internete
ir kt.

Darbo metodika. Siame darbe sukurti nauji sprendimo metodai ir jie iSbandyti,
naudojantis miisy sudarytomis kompiuterinémis programomis.

Darbo struktiira. Baigiamajj darba sudaro jvadas, dvi dalys, suskirstytos j atskirus
skyrius. Pirmoje dalyje apraSyta teorija, kuri naudojama jgyvendinti sprendimams. Teorijoje
nagrinéjama: difuzijos procesas ir jos lygtis; Silumos sklidimo procesas ir jos lygtis; tiesinés ir
netiesinés lygtis bei nagrin€¢jami jvairiausi metodai, kuriy pagalba sprendziamos Sios lygtys.
Antrojoje dalyje bus pateikiami sprendiniai, gauti kompiuteriu skaitiniais metodais. Remiantis
empiriniais tyrimais suformuluotos i§vados, paraSyta santrauka lietuviy ir angly kalbomis. Darbo

pabaigoje pateikiamas literatiiros sarasas bei priedai.



1. TEORINE DALIS

1. 1. Baigtiniy skirtumy metodas

Spresime antros eilés paprastgsias diferencialinés lygties (PDL) krastinj uzdavinj:

{—u" +g(x)u=f(x),0<x<l,
u(0) = po,u(b) = py.

Tarkime, kad (1) lygties koeficientas g(x) tenkina salyga ¢(x) > 0. Tada diferencialinis

(1

krastinis uzdavinys turi vienintelj sprendinj. [2]
1. 1. 1. Baigtiniy skirtumy schema

Sj uzdavinj (1) spresime baigtiniy skirtumy metodu. Remdamiesi $io metodo bendraja
schema, pirmiausia intervale /0,/] apibréziame tolygyji diskretyjj tinkla:
wp ={x;:x;i=ihi=1,2,..,N-1}, Nh=1
Diferencialinio kra$tinio uzdavinio sprendinio artinj tinklo w;, mazguose Zymésime:
yvi=y(x),i=01, ..., N.
Zinodami diskre¢iojo sprendinio reik§mes tinklo taskuose ir taikydami interpoliavimo
formules , galime apskaiciuoti sprendinio reikSmes visame intervale [0,/].
Norédami sudaryti uzdavinj, kurj tenkina funkcija y, (1) lygtyje iSvesting u" pakei¢iame
jos skirtuminiu artiniu:
Y =2ty
h2

Apibrézkime tokias skirtumy funkcijas:

+qy, =f,i=12.,N-1

_yi_yi—l :yi+1_y,~
yx h 2 yx h
Tada baigtiniy skirtumy lygtj galime uzraSyti ir trumpiau:
yx_y;—'_q,'yi: i,i:1,2,...,N*]. (2)

Per Sios tiesiniy lygciy sistemos pridedame krastines salygas:
Yo = Hor Yy = Hy- G)
(2) — (3) uzdavinys vadinamas baigtiniy skirtumy schema, aproksimuojancia PDL krastinj

uzdavinj. [2]



1. 1. 2. Baigtiniy skirtumy schemos sprendinio radimas

Gautgja baigtiniy skirtumy schema uzraSykime kaip tiesiniy lyg€iy sistema su trijstriZzaine
matrica:
Cyy =By, = Fi + 414,
-4y, ,+Cy,—-By, =F,i=2,..,N-2, 4)
Ay Yy T Oy = o + Byt
Matricos koeficientai yra apskaiciuojami pagal Sias formules:
1 1

Ai:h_Z’Bi :h_z’ i:1,2, ...,N*],

2
Ci:h—z

Tiesiniy lygciy sistemos su trijstrizaine matrica yra sprendziamos perkelties metodu.

+ Q(x)a Fi :f(xi)'

UzraSykime sistemos sprendinj taip:
yvi=oy,+p,i=12 .., N-2 (5)
IS (4) sistemos pirmosios lygties randame, kad
a=gh B ©
I tiesiniy lygcCiy sistemos 1-3j3 lygt] jrase rekurenciajg formule
Yin =y + By
apskaiCiuokime perkelties koeficientus:
B, F +A4p,
%ZQ—é%jA:d—éi?
Zinodami «, ir f3,, nuosekliai apskai¢iuojame koeficientus
a,p,1=2,3, .., N=-2.
Tai ir yra perkelties metodo tiesioginés eigos etapas. Tada ] tiesinés lygCiy sistemos
paskutinigja lygtj jras¢ formule:
Yo =0y Vyat By

randame sprendinj:

_ Fy +Byu + Ay By,
Cy,—Ay,ay,

Y-

Likusias sprendinio reikSmes y;, j = N — 2, ..., I nuosekliai apskaiCiuojame pagal (5)

rekurencigja formulg. Tai ir yra perkelties metodo atbulinés eigos etapas.



Sis tiesiniy lyggiy sistemy su trijstrizaine matrica sprendinio metodas yra labai efektyvus
— lygciy sistemos sprendinys randamas atlikus O(N) aritmetiniy veiksmy, o sprendziant Gauso
metodu tekty atlikti O(N°) aritmetiniy veiksmy.

Nurodysime pakankamas salygas, garantuojancias, kad (4) tiesiniy lygCiy sistema turi
vienintel] sprendinj, kurj galime apskaiciuoti perkelties metodu. Be to, tada skaiCiavimo
algoritmas yra stabilus apvalinimo paklaidy atzvilgiu. [2]

1.1 Lema. Tarkime, kad tiesiniy lygciy sistemos matrica yra diagonaliai vyraujanti:
(7)

Tada baigtiniy skirtumy schema (2) — (3) turi vienintelj sprendinj. Jj galime apskaiciuoti

Bl

7

C,|=

Ai

+

perkelties metodu ir visi koeficientai o; tenkina nelygybe:

)| <1,i=1 .., N-1. (8)

(2]
1. 2. Kvadratinio funkcionalo aproksimavimo metodas

Siame poskyryje susipazinsime su dar vienu baigtiniy skirtumy schemy sudarymo
metodu. Sio metodo svarbi savybé yra ta, kad gautoji baigtiniy skirtumy schema tenkina diskretyjj

energijos tvermés désnio analogg. Panagrinékime diferencialinj krastinj uzdavin;j:

k)™ 4 g = F0 < x <1,
dx dx
u(0)=0,u(/)=0

©)

Tarkime, kad diferencialinés lygties koeficientai tenkina salyga:
k(x) 2 ko> 0, q(x) > 0.
Tai, kad uzdavinio krastinés sglygos yra homogeninés, nemazina analizés bendrumo, nes

turédami krastinés salygas
u(0) = po,ul) = p,
pradzioje atliktume pakeitima:

[—x X
U(X)=M(X)—Tﬂo—7ﬂ1,

tada naujoji funkcija U jau tenkinty homogeninés krastinés salygas.

Pastebésime, kad (9) diferencialinis krastinis uzdavinys yra ekvivalentus funkcionalo
! l
I(u) = j (k(x)W)? + qu*)dx -2 j fudsx
0 0

minimumo radimui: diferencialiné lygtis yra Sio funkcionalo Eulerio lygtis, o kraStinés salygos

apibrézia leistinyjy funkcijy aibe.



Apibrézkime diskretyjj tinkla
w, = {xi :x; =ih,i=0,1,..,N,x, =l}.
Pasinaudoj¢ integralo adityvumo savybe, funkcionalg /(1) galime uzrasyti taip:
N X X;
Iu)=>( j ke(x)(u')? dx + j (qu* =2 fir)dx) .
=y Xi-|
Panagrinésime diskreciyjy funkcijy aibe:
S() = {Y: (y(), Vi, ooy yN) Yo = 0, YN 0}
Funkcionalo /(u) formul¢je integralus aproksimuokime skaitinio integravimo artiniais.

Gausime diskretyjj funkcionala:
N 5 N-1 5
1,(Y)= zki—O,S (y)_c,i) h+ Z(qui - 2f,‘yi)h~
i=1 i=l1

Ieskosime /,(Y) minimumo, kai ¥ € S). I§ biitinosios minimumo salygos

I
a—”:O,]SiSN—]
6)/1‘

ISvedame baigtiniy skirtumy schemos i — t3jg lygti:

ki+0 sV _ki—O sVxi
- i = 4qg.y. =T,
p 9.y = f;.

Pridéje ir krastines salygas, gauname baigtiniy skirtumy schema:

{_ (ki—O,Sy)_c,i)x +Qiyi = iﬁi :1929"'9N_19
Vo =0,y, =0.

(10)

Sia schema vél galime uZradyti kaip tiesiniy lygéiy sistema su trijstrizaine matrica. Jos
koeficientai apskai¢iuojami taip:

ki—O 5

AT

Ci=Ai+Bi+q,Fi=f.

k.
, B =% i=1,2,..,N-1,

i ]’l2
IS eliptiskumo salygos ir koeficienty formuliy iSeina, kad tiesiniy lyg€iy sistemos matrica
yra diagonaliai vyraujanti, tod¢l egzistuoja vienintelis (10) baigtiniy skirtumy schemos

sprendinys. Sj sprendinj taupiai apskai¢iuojame perkelties metodu.

(2) baigtiniy skirtumy schemg galime gauti i$ (10) imdami k(x) = 1. [2]
1. 2. 1. Aproksimavimo paklaidos analizé

IStirsime, kokiu tikslumu (10) baigtiniy skirtumy schema aproksimuoja (9) diferencialinj

uzdavinj. Panagrinésime bendresn¢ baigtiniy skirtumy lygtj:

_(ai—O,Sy)_c)x +diyi =0, (11)



Cia a, dir ¢ yra funkcijos, apibréztos diskregiojo tinklo w, taSkuose. Tada (11) baigtiniy
skirtumy lygties aproksimavimo paklaida vadiname dydj, kurj gauname | diskrecigja lygtj jrase
diferencialinio uzdavinio sprendinj:

—(a,_osus), tdu, —o,,
¢ia u yra diferencialinio uzdavinio sprendinys.

Nurodysime pakankamas sglygas, kada baigtiniy skirtumy lyg¢iy aproksimacijos tikslumo
eilé yra antroji.

1.2 lema. Jei baigtiniy skirtumy lygciy koeficientams galioja lygybés:

a[+0,5 ;aiO,S — kl., +O(h2)} (12)

a. —da._
i+0,5 i-0,5 :ki +0(h2),

= f(x)+O(), d, = q(x,)+0(h*), (13)

tai jy aproksimacijos tikslumo eilé yra antroji. [2]

1. 3. Neapibrézty koeficienty metodas

Tam, kad sudarytume skaitinio integravimo formules galima pasinaudoti neapibrézZty

koeficienty metodu. Tuo tikslu pakei¢iame ivesting y'(x,) ir iSraiSkas f(x,, y(x,)) kazkokiomis

iSraiSkomis
y(x,) = ia (x" 2 (14)
f(xn’y(xn ) = beif(‘xnfi’y(xnfi)) (15)

Turime galvoje, kad a_; ir b_ nepriklauso nuo 4. I§ ¢ia gauname apytikslia lygybe.

3 a0 _,y(xn ) Zb-" f(x, . v(x,.)). (16)

i=0
Sitg lygybe apraso baigtiniy skirtumy schema.

k

k
Z a_i;;n_i - zb—ifn—i =0. (17)
i=0 i=0

Dydis

Sa y(x, ) <
=2 IS 1, () =0

i=0

yra vadinamas diferencialinés lygties aproksimavimo lygciy sistemos (17) paklaida.



Apibrézimas. Skirtuminge schemg aproksimuoja diferencialing lygtj atkarpoje
[xo,x0+X],jeigu

Hr“ max |r|—>01h—)0

Xp<x,<xg+X

Turint galvoje, kad f(x, ,, v(x, ;) =)'(x, ) ir x,, = x, —ih, gauname

:Zkli"y(x i) Zb_ly (x, —ih).

Tariame, kad visi sprendiniai iki eilés g apriboti:

P )| <M, <o i x, Sx<x,+ X, p=0,...q

ISreiskiame visus dydzius y(x, —ih) ir y'(x, —ih) su Teiloro formule:

Vx, —ih) = 2ﬂ”<)(m) v B
_ (p) ( )P—l i
V(x, —ih) = Zy ()

kur pagal likusj Teiloro eilutés narj turime

, i < M, (ih)" /(g -1).

[rasydami iSraiskas y(x, —ih) ir y'(x, —ih) | deSingj¢ lygties puse 7, ir surinkg visus

koeficientus prie y*’(x,). Gauname

r,=Eh y(x,)+ Ey'(x,)+..+ E_ b7y (x,) + &, (18)
¢ia
k
E, = Zaﬁ‘,
=0
k p k p-1
E, - Za (=) Zb”( i) . p>0. (19)
i=0 ' i=0 1)'
k i k
E,=Y -y b g =00
i=0 h i=0
Turime
!c“n! <D,M h"",
kur

D, = Yo 53l |

10



Paprastai jeigu reikia atlikti tikslesnj jvertinimg, galime sumazinti jvertyje |g,| dydi D,.

Jeigu E,=---=E =0, iki & =0(h") ir sakome, kad (4) schema turi m-tosios eilés
aproksimavimg. Bet kokia m-tosios eilés aproksimacija yra ¢ eilés aproksimavimo schemoje, kai

g<m.Jei E,=---=E =0,0 E . #0,tai sakome, kad aproksimavimo eilé yra lygi m.

m+1

Bet kokiai glotniai funkcijai y(x) pagal (14), (15) gauname:

h—0

limiw = )'(x), (20)

lim > b G = i, y(x = ih)) = £ (x.y(x).,

Lema. Sqrysis (20) patenkinamas tada ir tik tada, kada
E,=FE =0, by+---+b_, =1. (21)
Lygtys £, =---=E  =0,sudaro algebring tiesing lyg€iy sistema su 2k+2 nezinomaisiais.
Jeigu nezinomyjy yra daugiau negu lygc€iy, t.y. 2k+2>m+1(arba vienas ir tas pats 2k > m ) tai
sistema turi nenulinius sprendinius. Galime parodyti, kad kai 2k=m Sita sistema turi viena
parametring nenuling sprendinio Seima

_ 0 _ 0
a,=ca_, b,=cb_,

— -

k
be to, @ = Zbg # (. Parinkes ¢ = @', gauname 2k eilés aproksimavimo schemg. Kartais biina
i=0

reikalinga sudaryti iSreikSting schema (by=0). Spregsdami lygciy sistema b, =0,

k
E,=--=FE, =0 ir parinkdami sprendinj chﬁ. =1, gauname schema su (2k-1)

i=0

aproksimavimo eile. [1]

1. 4. Skirtuminiai vienmatés parabolinés lygties sprendimo metodai

Tarkime, kad reikia spresti diferencialing lygti

ou 0’u
STt f(x,1) (22)

srityje é ;= [O,X ]x [O,T ] su pradinémis ir krastinémis reikSmémis.

u(x,0) = u, (x), u(u,t) = (1), u(X,t)=p,(t). (23)
Turint galvoje, kad kraStinés ir pradinés salygos funkcijos yra pakankamai glotnios.
ISskaidome sritj QT ] sta¢iakampius tinklelius su zingsniu 7 = X / M pagal X, o su Zingsniu

t=T/N pagal laika t. leSkosime funkcija u,, tinklo mazguose (m, n), kur

11



éh,T = {(mh,nr) 0<m<M,0<n< N}, kad Situose taskuose funkcijos reik§més yra
pakankamai artimos sprendiniui. Pazymésime tuose taSkuose funkcijy reikSmes
u"(mh,nty=u’.

Vietoje iSvestiniy (24) formuléje uzraSysime skirtumines reikSmes. PaskaiCiave

atitinkamas i$vestines ou / Ot :

ou _u(mh,(n+1)7)—u(mh,nt) o
at (mh,nt) T

ou _u(mh,nt)—u(mh,(n—1)7)
6t (mh.,nt) T .

Priklausomai nuo to kaip aproksimuojame galima sudaryti skirtingas schemas. Antraja
iSvesting pagal x iSreikSime taip:

0’u

ox’

- u((m—-Dh,nt)—-2u(mh,nt)+u((m+1)h,nt)
h’ '

(mh.,nt)

IraSydami S$ias iSraiSkas atitinkamai vietoj iSvestiniy j (1) formulg turésime:

n+l n n n
u'™ —u u -2u” +u
-1 +1 n.,
m T m m h 27)1 m ¢m ; (24)

m=1,..M -1, m=0,.., N —1;

n

n+l

—2um"™ +u
t . m+1 _i_(p:;rl; (25)
T h

m=1,..M -1, m=0,.., N —1;

un+l_un un+l

m m m—1

Funkcija ¢ yra Saltinio (arba versmés) funkcijos f'(x,?) aproksimacija. Pazymékime,

w, =uy(mh), ug = p,(n7), uj, = u, (n7). (26)

Tokiu budu, (23), (25) ir (24), (25) apraSo aproksimacijos metodg diferencialinei lygciai
uzrasyta (21) arba (22) formule.
IeSkosime aproksimacijos paklaidas 1§ (23) ir (25) formulés. Tuo tikslu jraSysime i (23)

tiksly diferencialinés lygties sprendinj. Kadangi,

u(x,nr+r)—u(x,nr):8_u 162? Co0<E<r,
T ot (xt) 2 Ot (eneid)
u((m—"1)h,t)—2u(mh,t)+u((m+1)h,t) _ 62u| +£64u
h? ox* |, 120xt| 7
0<n<h,

tai
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u(x,t+7)—u(x,t)  u(x—ht)=2u(x,t)+u(x+ht)

. W2 o(x,1) =
ou O*u 1 o'u h* 0*u
= Toato e T, e Cenn)=
ot Ox 2 ot 12 ox
(x,t+&) (x+1,t)

= f(x,t)—p(x,t) + O(h* + 7).
Tokiu budu, jeigu sprendinys yra ¢ = f(mh,nt), tai (27) ir (29) lygties patenkinamos

paklaidos eilé bus O(h* + 7) (krastinés ir pradinés salygos patenkinamos tiksliai).
Taciau tarp schemy (23), (25) ir (24), (25) vis délto yra principinis skirtumas.
ISsiaiskiname jo esme. I§ (23) formulés seka

n+l

T
u'’ =u +h—2(u

n
m—1

~2ul, ) + Tl 27)

m

Jei u,(; zinomi i§ (27) galime rasti u,ln (m =1, .., M — 1) ir tt. Sekanciame laiko

sluoksnyje reikSmes rasime i§ (27), todél schema (23) ir (25) yra vadinama isreikstine.

Pertvarke (24), turésime

T n+l 22— n+l T n+l n n+l .
—h—zumq +[1+h—2 U, _h_zuerl =u, +7¢, ,m=1,.,M-1,

ug™ =" = (n+1)7), uy =y = gy ((n+1)2). (28)
Jeigu u, ,m =1, ..., M — 1, zinomi, tai (27) sudaro tiesing algebriniy lyg¢iy sistema u,’;“ ,
m =1, ..., M — 1, atzvilgiu. Todél schema (24), (25) vadinama neisreikstine.
n+l n+l

Tiesiniy lyggiy sistema (27) nezinoma vektoriaus v = (u;",...,u};",)" atzvilgiu. Gali biti

uzrasyta lygtimi A v = b, kur A4 yra kairés pusés matrica, o b desinés pusés vektorius.

I+ _h—2 0 0 0
A= _hLz 1+% _hLz 0 0 |
0 0 0 _hiz 1+.fl—z
u,]f+r(01:”1a 2<k<M-2,
b, = u1n+2'(01”+1+hi2y1((n+1)r), ot
Uy, + TP +hi2/,¢2 (n+1)0), k=M-1.

Sitg sistemg galima i$spresti standartiniais metodais. Dabar i$nagrinésime skirtuminés

schemos sprendinio stabiluma. Mazgus (m, n) ir m = 1, ..., M, vadinsime n-sluoksniu. Tegul u,

- suspausta funkcija u” .

13



Kintancia schemg vadinsime stabilia tinklelio erdvine norma , C jeigu egzistuoja tokia

konstanta c; , kuri nepriklauso nuo tinklo zingsniu 4 ir 7, ir kuriai tinka jvertis

[ 11

max
0<n<N

max
0<n<N

(p”H +max{0max

u" H < ¢,\max
<n<N

<n<N

Ay ]y My s

1. 5. Maziausiy kvadraty metodo taikymas tiesiniy algebriniy lygciu
sprendimui

Maziausiy kvadraty metodas taikomas algebriniy tiesiniy lygciy apytiksliam sprendimui
tada, kai lygCiy skaicius yra didesnis uz nezinomyjy skaiciy ir tikslaus sprendinio gauti
nejmanoma.

Tarkime, kad duotos trys tiesinés lygtys. Maziausiy kvadraty metodu nurodomas toks

sprendinys - taskas A, kuriam visy trijy lygciy paklaidy kvadraty suma biity minimali.

v

1 pav. Grafiniu biidu randamas taskas A

Metodo esmé. Tarkime, kad duota algebriniy lygc€iy sistema:

a, x, +a,x, +...+a,yxy =b,

Ay X, +ApXy +...+ayyXy =b,, 29)

Ay X, +ay,X, +...+a,yxy =b,,.

gia M > N, M — aproksimavimo lygéiy skai¢ius, o N — aproksimavimo koeficienty skaic¢ius. Sia
lyg¢iy sistema uzraSome matricos pavidalu a,, -x, = b, . Sudarome funkcija
M N
F(C)=Y>(a,, x,-b,)
m=0 n=0
kuri vadinama optimizavimo funkcija, tai i§ esmés yra algebriniy lygciy sprendiniy paklaidy

dispersija. (29) lyg€iy sistemos sprendinio ieSkome pavidalu

14



K

F(C)= fﬁZ(am -¢,—b,\a,,c,—b,).

m=0 n=0 k=0
Sios funkcijos minimumo biitina ir pakankama, salyga: visos dalinés i§vestinés pagal c,
lygios 0:
OF (C) _
oc

n

0. (30)

Sudiferenciave (30) funkcijg F (C) gauname, kad
M N
Z Z (amn ) cm - bm )akm = O
m=0 n=0

Gavome algebriniy lygc€iy sistema C atzvilgiu 4-C=B, kurios kairiosios pusés matrica yra
o desSiniosios pusés matrica

Bakalauro darbe [5] $i lygCiy sistemos maziausiy kvadraty metodu procediira neatlikta,
kadangi matematinio paketo MathCAD‘o paskutinése versijose, pradedant nuo MathCAD 13,
jvesta programa, kuri (29) lygCiy sistema maziausiy kvadraty metodu iSsprendzia automatiskai.

[3]

1. 6. Netiesinés difuzijos lygties sprendimas, tinklelio metodu ketvirtos eilés
polinomais

Netiesines difuzijos procesg apraSanti diferencialiné lygtis

Si lygtis bendru atveju sprendiniy, isreik§ty elementariomis ar netgi specialiomis
funkcijomis, neturi. Taciau, kai difuzijos koeficientas yra konstanta arba kai difuzijos
koeficientas yra D(u) = u” egzistuoja, atskirieji sprendiniai, iSreiSkiami elementariomis
funkcijomis. Taigi spresime tokig diferencialing lygt;:

2,2 o
ot Ox ox

15



Sio sprendinio algoritma sudarysime ne tik standartiniu (aprasytu 1.1. skyrelyje)
baigtiniy skirtumy metodu, bet ir aproksimuodami sprendinius i§ anksto pasirinkty mazgy
aplinkoje aukstesnés eilés polinomais.

Sprendinio ieskosime kiekviename mazgo taske tokiu pavidalu:

u=a(®) + bh + (I +dWh’ + e@h’ ;
¢ia h = x —xy, 0 xy - yra duotojo mazgo koordinaté x.

Reikalausime, kad difuzinés lygtys buty patenkintos kiekviename mazge. Vadinasi,

tuose taskuose turime apskaiciuoti j difuzijos lygtj jeinancias iSvestines.

Pagal laikg ¢ gaunama iSvestin¢ yra:

Z—L; =a'(t)+b'(t)h+c'O)h* +d'(OF +e' O)h* (v); (32)
o pagal koordinate x iSvestiné yra:
ou 2 3
™ =b(t) + 2 c(t)h + 3d)h” + 4e(t)l. (33)
X

Taigi visas gautas iSvestines (32) ir (33) jraSome ] diferencialing lygtj (31) gauname:

ou O [ » 6u}
—=—|yf —1=
ot Ox ox
- ai [a(t) + b(oh + c(th® + d(B)h* +e(®Oh* ] [b(t) + 2 c(Hh + 3d(H)h” + de(H)h’]]
X

ISreiskiame deSiniajg difuzinés lygties dalines iSvestines pagal x:

a_u = i[u” -a—u] = pla(t) + b(O)h + c(Oh> +d(O)h’ +e()h* 17" -[b(t) + 2c(t)h + 3d()h* + de()h’ ] +
ot oOx ox
+[a(t)+b(O)h +c(t)h® +d)h’ +e(t)h*]-[2c(t) + 6d(t)h +12e(t)h*].

Kiekviename mazge m turi biiti patenkinta diferencialiné lygtis
a, =pa’ b +a’ 2c,.
Diferencialinés lygties ¢ atzvilgiu lygtys kiekviename x aSies taske x,. Taigi
pasizymime saglyginai:
o O O O O
m-2 m-1 m m+tl m+2
Kad galétume rasti tas iSvestines ne per aproksimavimo parametrus a, b, c ir t.t., o per
funkcijy reikSmes aplinkiniuose taskuose, iSreiSkime tuos parametrus per aplinkos tasky
funkcijas.

Tariant, kad 4 = 0 viduriniame taske x,, uzraSome kitiems keturiems taskams:
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{um_z =a, —2b h+4c, h>—8d h*+16e h*,

u,,=a,+2b h+dc h>+8d h’+16e h*,

2 3 4
{uml :ani_bn1h+cn1h _dmh +emh H

_ 2 3 4
u,. ,=a,+b h+c h”+d h” +e h".

Sudéjus kiekvienos sistemos narius ir vél sudarius vieng bendrg sistema gauname:
u, ,+u, ,=2a,+8, h’+32e h*
(34)
u,  +u, =2a, +2c, h’+2e h'.
(34) sistemos antrgja lygt] padauginus i$ (-16) ir jg prid€jus prie pirmosios lygties
gauname:
u, ,+u, ,—16u,  —16u,  =-30a, —24c, h’. (35)

IS (35) lygties isreiskiame koeficientg c,, per kitus Sios lygties narius:

c = _um—Z +16um—1 _30um +16um+1 _um+2

" 24h?

Atémus antrajg sistemos lygt] i§ (34) lygties ir v¢él sudarius vieng bendrg sistema
gauname:
{u —u, ,=4b h+16d h°,

u u, , =2b h+2d I’

m+
Antraja sistemos lygtj padauginus i$ (-8) ir jg pridéjus prie pirmosios lygties gauname:

u u, ,—8u,,  +8u, =-12b h.

m+2 m+1

IS Sios lygties iSreiskiame koeficienta b,,, per kitus Sios lygties narius:

b — um—2 _Sum—l + 8um+1 _um+2

" 12h

Taigi i diferencialinés lygties sprendinius jeinantys parametrai bus tokie:

a m u m )
b _ um—2 _Sum—l + 8um+1 _um+2 .
" 12h ’
c = _um—Z +16um—1 _30um +16um+1 _um+2
" 245 '

Diferencialiné lygtis duotajam m taskui su koordinate x,, bus tokia:

du, ey

dt " 144n°

(um—Z _8um—l +8um+l _um+2 )2 + 2up . _um—Z +16um—1 _30um +16um+l _um+2
" 24h*
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Pritaikydami S$ig lygt] kiekvienam mazgui, iSskyrus krastinius, gausime paprastyjy
diferencialiniy lygc€iy kiekvienam nezinomajam u,, sistema. Ja iSsprendéme standartinémis

skaitinio integravimo Rungés ir Kuto metodu. [8]

1. 7. Mathcad

Mathcad — tai matematinis redaktorius, leidziantis atlikti jvairiausius mokslinius ir
inzinerinius skaiCiavimus, pradedant elementarigja aritmetika ir baigiant sudétingiausiais
skai¢iavimo metodais. Mathcad naudotojai — studentai, mokslininkai, inZinieriai, jvairiausi
technikos specialistai. Programa labai paprasta, turi didel¢ matematiniy metody biblioteka, puikias
rezultaty vaizdavimo galimybes (grafikai, animacijos ir t.t.). Todél Mathcad netruko tapti
populiariausia matematiniy skai¢iavimy programa.

Matematinis programy paketas MATHCAD yra bene universaliausias — t.y., jis tinka tiek
mokymuisi, tiek moksliniam darbui. Be to, nereikalauja ypatingy kompiuterio iStekliy (spartos bei
atmintings talpos). Tac¢iau matematinio programy paketo MATHCAD simboliniy skai¢iavimy ir
programavimo galimybés yra ribotos (t.y. labai sunku kurti savo programas ir funkcijas).

Pagrindinés MATHCAD o funkcijos yra Sios: skai¢iavimo atlikimas su realaus tipo bei
kompleksiniais kintamaisiais, su vektoriais, skaliarais ir matricomis; specialiyjy, elementariyjy,
vartotojo, ir statistiniy funkcijy panaudojimas; lygCiy sprendimas; sumy ir integraly
apskai€iavimas; simboliniai skai¢iavimai; grafiky braiZzymas; programavimas.

MATHCAD’u galima apskaiCiuoti jvairias kombinatorines iSraiSkas (pvz. faktorialg,
deriniy skaiciy), integralus, eiluCiy sumy skaiciy, nubraizyti 7 tipy grafikus ir kt. Taip pat
MATCHAD’as leidzia atlikti turimy duomeny analize¢ ir parinkti geriausig nagrinéjamo objekto
modelj. Galima jvesti bei iSvesti skaitinius it tekstinius duomenis bei dirbti su kintamyjy
dimensijomis. Kartu su standartinémis MS-OFFICE funkcijomis (FILE, EDIT, VIEW, INSERT,
WINDOWS) galima naudoti MATHCAD-o jrankiy juostas MATH, MATRIX, CALCULUS,
CALCULATOR, GRAPH, SYMBOLICS ir kt.

MATHCAD’e galima apibrézti ir jvesti jvairiausias funkcijas: trigonometrines;
hiperbolines; atvirkStines trigonometrines; atvirkstines hiperbolines; rodyklines; logaritmines.

Be elementariyjy ir specialiyjy funkcijy dar yra ir vartotojo funkcijos. Funkcijos
apibréziamos raSant funkcijos identifikatoriy ir lokalinius bei globalinius kintamuosius. Vartotojo
funkcijos lokaliniai kintamieji apraSomi specialiosios funkcijos apraSymo viduje, o globaliniai —
iSoréje (t.y. kintamasis, kuriam priskiriama reikSmé — globalinis kintamasis). Kiekviena funkcija

turi savo identifikatoriy, pvz: y : = sin (x). [8]
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2. UZDAVINIO FORMULAVIMAS

Savo bakalauro darbe [8] difuzijos lygtj
ou O ou
Eza[l)(u)a} (1)
sprendziau tinklelio metodu, suvesdama diferencialing lygt] dalinémis iSvestinémis | paprastyjy
lygciy sistema, kurios sprendziamos standartiniais metodais.
Magistro darbe diferencialine difuzijos lygtj
ou O ou
> = a[D(x, 1) a} — Au +ve(x,t), ()
modifikuojame, prie (1) difuzijos lygties prijungiame Au - tai medziagos kiekis, kuris nyksta
savaime, o nykimo greitis proporcingas koncentracijai u; ve(x,f) - tai difunduojanciy daleliy
Saltinio galia; D(x,¢) - difuzijos koeficientas néra pastovus, o priklausantis nuo vietos ir nuo
laiko.
Diferencialing difuzijos lygti (2) sprendziame dviejy skirtingy ,,tilto* funkcijy metodu:

1. Hiperbolinio tangento ,,tilto funkcija

1 -X + -X, -
tih(x, X,, p,h) = —| th| *— 21 TP | gyt T2 TP 3)
2 p-h p-h
¢ia tih — hiperbolinio tangento ,tilto* funkcija, X, — ,tilto” centro koordinate, p — ,tilto*

pusplotis, & — , tilto* galy nuozulnumas.

2. Trigonometrine , tilto* funkcija

x—X,
2p

tit(x,X,,p):cos(ﬂ- ] ,(—p<x—X,£p). 4)

Cia tit — trigonometriné ,,tilto* funkcija.

(Si , tilto* funkcija, kiek mums Zinoma, yra pradéta naudoti naujai, bitent spresti kintamo
difuzijos koeficiento paraboliniy lyg¢iy sprendimui).

Naudojantis matematiniu kompiuterio paketu Matchad‘u sudaréme originalias skaitinio

sprendimo programas. Diferencialing difuzijos lygti (2) sprendziame su konkre¢iomis parametro

A=02

Saltinio funkcijos ve(x,?)
2
welx,f) =10 exp[ﬂ - l:|

ir difuzijos koeficiento D(x,?)
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¢ 2

] 004 AHE

Dix,1) = 0.06 + 0.03 (T_
1

reikSmeémis.
Strypo galuose difuzijos srauto néra, ir tai iSreiSkiama salygomis, kad koncentracijos

pirmosios iSvestinés pagal x strypo galuose yra lygios nuliui, t.y. kairiajame strypo taske X;:

ou(x,t) ~0
x|y,
ir deSiniajame strypo taske X5:
ou(x,t) _0
ox |y, '

Taip pat turi biiti patenkintos pradinés salygos, t.y. koncentracijos priklausomybé nuo

vietos pradiniu laiko momentu.
u(x,t)|t:0 =u0(x).,

¢ia pradinis koncentracijos lygis:

2
el
s = D.j-cns(ﬂ-xz ] +0.1
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3. KINTAMO DIFUZIJOS KOEFICIENTO PARABOLINIU
LYGCIU SPRENDIMAS SKAITINIAIS METODAIS
NAUDOJANT ,,TILTO* FUNKCIJAS

3. 1. Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos savybés

Difuzijos diferencialinés lygties (2) sprendimui naudojome ,.tilto* funkcijas:
Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos (3) pagrindinés savybés:
1. sumos:
tih(x,x,,x, —x,,h) + tih(x,x,,x; —x,,h) =tih(x,x,,x; — x,, h).
Sugretinus N tilty, gauname viena, kurio tilto plotis N karty didesnis, t.y.
N
D tih(x,g,np,h) =tih(x,g, Np,h). 39
n=1
2. iSvestingés:

Pazymime y(x) = tih(x,g, p,h),tada :

ir

2 B _ _ _ 3 . . 3
LY _ =L _th(wjﬂh Xogop) gl xmgtp) _,(x-g-p) |
dx h h h h h

3. integralo:

[ih(x.g. p.hydx =2p. 5]

3. 2. Hiperbolinio tangento ir trigonometrinés ,,tilto* funkciju sumos grafikai

Sud¢je atskiras ,.tilto* funkcijas, gauname vieneting funkcijg, kurios atskiras zonas
dauginame i$ skirtingy polinomy.

Galutinis sprendinys yra lygus atskiry polinomy, padauginty is ,,tilto* funkcijy, sumai.

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcija (3) ir trigonometring ,.tilto* funkcija (4) pazymeta
raudonu punktyru, o mélynu punktyru paZzyméta sumos: hiperbolinio tangento (3°) ir

trigonometrinio ,,tilto* funkcijos.
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3. 3. Difuzijos lygties sprendimo, panaudojant hiperbolinio tangento ir
trigonometrinés ,,tilto* funkcijos, algoritmas

Diferencialinés difuzijos lygties (2) sprendinio trigonometrinio ,,tilto* funkcijos lygciai

ieSkome tokiu pavidalu:

J K
u(x,r) = ZZZZ%UWW x,X,,p)- polx,X,, p,n)- fif(faEaQ)‘PO(fJ},q,k),
n j k

)
o hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijai diferencialinés difuzijos lygties (2) sprendinio ieSkome

Sitokiu pavidalu:

L N J K
u(x,t) :Zzzzcln(lnjk)tlh X Xl,p,h)‘pO(X,Xl,p,n)‘tih(l‘,Tj,q,h)‘pO(f,Tj,q,k)
! j ok

(6)

Cinin, j k)=n+ NI+ N1-L1k+N1-L1-K1
- neapibréztieji koeficientai ir toliau §j ¢ indeksg nusakysime funkcija —
in(n,0, j,k)=n+N1-1+N1-L1-k+N1-L1-K1- j; (7)
X, - ,tilto* funkcijy centrai x aSyje:
X, =Xv+p-(I-0.5L),
¢ia Xv — intervalo vidurio taskas; L — , tilto* funkcijy skaicius, / — tilto centry koordinaciy X
indeksai ir p — ,.tilto pusplotis x aSyje.
T, - ,tilto* funkcijy centrai # aSyje:
T,=Tv+q-(j—0.5J)
¢ia Tv — intervalo vidurio taskas; J — ,.tilto* funkcijy skaicius, j - tilto centry koordinac¢iy T
indeksai ir g — ,,tilto* pusplotis t aSyje.

po(x, X,,p, n) - polinomo narys pagal x su laipsniu rodikliu z:

(x_Xan.
p b

ir po(t,T s q,k) - polinomo narys pagal ¢ su laipsnio rodikliu 4:
k
q

3. 3.1 Sprendimas naudojant hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijas

Hiperbolinio tangento ,.tilto funkcija pagal x:
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-X - X -
tih(x, X, p,h) = % : (th(wJ - th(uD :

p-h p-h

ir hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcija pagal :

t—T + t—T —
a3 (o 5o )
q- q-

Hiperbolinio tangento , tilto* funkcijy iSvestinés (pirmoji ir antroji) pagal x:

2 2
L P (e T A P (e et . B
2-p-h p-h p-h

tih'(x,Xl,p,h):

2 3 3
_th(x—th+pj+th(x—X,h—pj +th(x—X,h+ pj _th(x—X,h—pj
tih"(x,X,,p,h): P P P 14 )

p2.h2

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijy iSvestinés (pirmoji ir antroji) pagal ¢:

1 t-T +q\ t-T —q\
tih’(t,TA,q,h): | =thl —L—— | +thl —L—| |,
! 2-q-h q-h q-h
(T + t-T.—q\ (t-T +q) (t-T.—¢qY
—th[i-’h q]+th[—'/h qj +th(—’h q} —zh[—-’h q}
tih"(t,Tj,q,h): 9 9 9 9 .

q2.h2

Apskaiciuojame polinominiy nariy iSvestines (pirmajg ir antraja) pagal x:

]
pol(x’Xlapan)ZE.(x_Xl]

p p
ir
2 |n—2|
” n-n (x-X
po"(x,X,, p,n)= . ( ’j )
p p
Apskaiciuojame polinominiy nariy iSvestines (pirmajg ir antraja) pagal #:
k=]
k (t-T,
pO'(taT/‘aq’k):_'( ]j
' q q
ir

k=2
" kZ_k =T,
po (tar/‘aq’k): ) ( jj .
q q

Sprendinio funkcijos vieno nario pirmoji i§vestiné pagal x:

di’(x,X,,p,n): tih(x,X,,p,h)- po’(x,Xl,p,n)+tih'(x,Xl,p,h)+ po(x,Xl,p,n)

ir antroji i§vestiné pagal x:
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di"(x, Xl,p,n) = tih(x, X,,p,h)-po"(x, X,,p,n)+ 2. tih'(x, X,,p,h)-po'(x, X,,p,n)+

+ tih"(x, X,,p,h)- po(x,Xl,p,n).

Sprendinio funkcijos vieno nario pirmoji iSvestiné pagal ¢:

di'(t,T,,q,k)=tih(t,T,,q,h)- po'(t,T,,q.k)+ tih'(t,T,, g, h)+ po(t,T,,q,k)

ir antroji i§vestiné pagal :

di'(t,T,,q,k)=tiht,T,,q,h) po"(t,T,,q.k)+2-tih't,T,,q,h) po'(t,T,,q,k)+

+tih"(t,T_/,q,h)-po(t,Tj,q,k).
3. 3.2 Sprendimas naudojant trigonometrinés ,,tilto* funkcijas

Trigonometriné ,.tilto* funkcija pagal x:

_Xl

tit(x,X,,p)zcos(ﬂ-x J,(—p<x—Xl£p),

ir trigonometriné ,.tilto* funkcija pagal ¢:
t—T,
tit(t,Tj,q)= COS(ﬂ" > / J,(—q < t—TJ. < q)
q

Trigonometriniy ,,tilto* funkcijy iSvestinés (pirmoji ir antroji) pagal x:

tit'(x,X,,p):—%sin(ﬂ- x—pX, j,(—p <x-X,<p),

2 p—
z‘iz‘"(x,)(,,p):—zi72 .cos(yz-x le ),(—p <x-X,<p).

Trigonometrinés ,,tilto” funkcijy iSvestinés (pirmoji ir antroji) pagal ¢:

it (1,7, q) = Cos[;z- t;qT" j(— g<i-T,<q)

ir

tit(t,]’_/,q):cos(ﬂ-t;(? j,(—q <t-T, < q)

Apskaic¢iuojame polinominiy nariy iSvestines (pirmajg ir antraja) pagal x:

-1
po'(x,X,,p,n)zﬁ'(x_le
p p

ir
2
n-—n

po”(anlapan): P (
p

Y Xl j|n—2|
b .

Apskaiciuojame polinominiy nariy iSvestines (pirmajg ir antraja) pagal #:
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_ |k-1]
pO'(t,Tj,Qak)=£'[t T/J
q q

ir

k=2
" kZ_k t-T,
po (Z:T/:Q7k): ) ( Jj .
q q

Sprendinio funkcijos vieno nario pirmoji iSvestiné pagal x:
di'(x,X,, p,n)=tit(x,X,, p)- po'(x,X,, p.n)+tit'(x,X,, p)+ po(x, X,, p,n)
ir antroji iSvestiné pagal x:
di"(x,X,,p,n)z tit(x,Xl,p)- po"(x,Xl,p,n)Jr 2-tit'(x,X,,p)-po’(x,Xl,p,n)Jr
+1it"(x, X, p)- po(x,X,, p,n).
Sprendinio funkcijos vieno nario pirmoji i§vestiné pagal ¢:
di’(t,Tj,q,k)z tit(t,Tj,q)-po'(t,T_/.,q,k)+tit'(t,Tj,q)+ po(t,Tj,q,k)
ir antroji iSvestiné pagal ¢:
di"(t,Tj,q,k): tit(t,Tj,q)- po"(t,Tj,q,k)+ 2- tit'(t,Tj,q)- po'(t,Tj,q,k)-i-
+ tit"(t,Tj,q)- po(t,Tj,q,k).

3. 3. 3. Algebriniy lygciy sistema difuzijos lygties sprendinio

neapibréZtiesiems koeficientams nustatyti

IraSome ieSkomas iSvestines ir funkcijas 1 difuzijos diferencialing lygtis, atitinkamai

trigonometriniai ,,tilto* funkcijai (5), o hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijai (6), duotajam taskui

(x,.2,)

LNJK , ( )
ZZZZC[Z (tr’Tj’q’kj - di xm,Xl,p,n =
I njk
NJK '"( ) ‘
ZZZdz xm,Xl,p,n -dl(tr,Tj,q,k)-i-
I njk
OD(x N )LNJK
+#2222di'(x X ,p,n)- di(t ,T.,q,kj—
Ox Injk m” 1 r

:D(x N
m'r

®)

LNJK
-3y Zdi(xm,Xl,p,n)- di(tr,T .,q,k) + ve(xm’tr ): 0
I njk J

Ir ty lygciy skaicius lygus M1- R1. Be to, dar uzraSome lygtis, reikalaujancias patenkinti

krastines salygas, t.y. kairiajame strypo taske X;:
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ou

or =0,
Oox

x=X;

L N J K
S>> di(X,. X, p.n)dilt, . T,.q.k)=0. ©)
I ik

Desiniajame strypo kraste:

ou

o =0,
Oox

x=X,

L N J K
>SS di(X,, X, pon)dilt, . T, q,k) =0 (10)
] Tk

Taip pat turi buti patenkintos pradinés salygos:
L N J K
Zzzgdi(xm,X,,p,n)'di(ﬂ,Tj,q,k):MO(X). (11)
noj
Bendras lygciy skaicius
M1-R1+2R, + M1,
o nezinomyjy skaicius
L1-J1+ N1+ K1,

kai indeksai L, N, J, K ,,perbéga* reikSmes atitinkamainuo 0... L; 0... N; 0... J; 0 ... K.

Sig lygéiy sistema (9), (10), (11) sprendziame maziausiy kvadraty metodu su sglyga, kad
lygciy skaicius Zymiai virSija nezinomyjy (parametry) ¢, ; ;) skai¢iy (7).

Sias algebrines lygtis

A-C=B

nusakome kairiosios pusés matrica 4 ir deSiniosios pusés matrica B. (8) lygtis gauta i$
reikalavimo, kad biity patenkinta difuzijos diferencialiné lygtis (2).

Difuzijos diferencialinés lygties (8) pirmasis narys yra iSreikStas iSvestinei pagal laika

u . . . e e . ou
8_ , 0 tos pacios lygties (8) antrasis narys yra iSreikStas antrajai iSvestinei pagal koordinates — .
t

ox
Arln+M1-r,in(n,l,j,k) = dl(‘xm > Xl > p’ n) ’ dl,(tr > T/' 4 q’ k)_ di"(xm H X] s pa ”l) ' dl(tr > Tj 5 qa k) D(xm 5 tr )’

Pirmajai koncentracijos iSvestinei pagal koordinates ir difuzijos koeficiento iSvestinei

Ar’r’t+M1~r,in(n,l,j,k) = di’(xm ’ Xl ’ p’ n) ’ dl(tr ’ Tj ’ q’ k) D(xm ’ tr )’
ir lygties (8) laisvajam nariui

Arl:l'Jer-r,in(n,l,j,k) = dl(‘xm b Xl H p’ n) ’ dl(tr 4 Tj H q’ k);

ir visa (8) lygties kairiosios pusés matrica yra tokia:

A0=A"—A"+24". (12)
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Lygties (8) kairiosios krastinés saglygos matrica yra gaunama is (9) :

Ak, iy = di'(X 1, X pon)- dilt, T, q,k)- 34, (13)
o deSiniosios krastinés saglygos matrica yra Sitokia ir gaunama 18 (10):

Ad, i = d1'(X 5, X, pon)-dile, T, q,k)- H (14)
ir pradinés salygos 1§ (11) lygties:

A2 vivoimiminr = dix, s X s pon)-diley, T, q.k)- H . (15)

Visa kairiosios pusés matrica yra lygi $iy: (12), (13), (14), (15) matricy sumai.
Pries$ sprendziant algebrines lygtis pastarosioms trims dedamosioms matricoms (12), (13)

ir (14) ivedamas papildomas svoris H, kadangi kraStines ir pradines saglygos apraSo mazZesnius

lygéiy skaicius.
Desiniosios lyg€iy sistemos matrica gaunama i§ pradinés salygos lygties
B, = uEI|:xm:| H
ir Saltinio funkcijos
EIr:1+I\.fII-r+Iﬁ.-'Il = ve{xm,tr]

Sita diferencialinés difuzijos lygties (8) uzdavinj suvedame j tiesing algebriniy lygéiy su
nezinomaisiais C sistema:

A-C=B. (16)

3. 4. Lygties sprendimo ,,tilto* funkcijomis realizavimas matchad‘o

programomis

Naudodamiesi matematiniu kompiuterio paketu Matchad‘u sudaréme originalias skaitinio
sprendinio programas. Zemiau apradyta miisy sudaryta programa, sprendzianti kintamo difuzijos
koeficiento paraboliné lygtis, panaudojant hiperbolinio tangento ,.tilto* bei trigonometring ,,tilto*
funkcija.

Pasirinkame trigonometriniam ir hiperbolinio tangento metodui vienodus pradinius

duomenis
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Xl=0 =05 H=321-Hl1 =050 + )

Tl:=0 T2:=04 Ti=T2-TI Tw=05(T1 + T2
-(x-0 1)2 t
A=02 V=01 ©=001 welx,f) = 10 exp| ——————— - —
e 2 T
v
t 2 2+ i+
Dix,t) =006 + 003 [?] + 0.04.¢ * Doz, t) = 0.04-e *
i
2 n
- il -
wl(x) = D.ﬁ-cus(n-xz : ] + 0.1 polx, g0, = (ﬁ]
: i3

Cia: X1 — pradinis taskas; X2 — baigtinis taskas; i§ kuriy suskai¢iuojama intervalo vidurio
taskas (Xv) ir intervalo plotas (X7).
Tl — laiko momentai pradZioje; 72 — laiko momentai pabaigoje, 1§ kuriy pagal
atitinkamas formules suskai¢iuojama intervalo vidurio taSkas (7v) ir intervalo plotas (77).

4 - koeficientai nurodantys, kokiu mastu nyksta koncentracija (t.y. kaip sparciai);

V' — nusako koncentracijos Saltinio parametrus;
7 - Saltinio galios slopinimo parametras;

ve(x,t) — Saltinis, kurio galia priklauso nuo strypo vietos ir laiko.

D(x, t) — difuzijos koeficientas kintantis, pagal I Dx(x, t) —18vestin¢ pagal x.
i

u0(x) — pradinis koncentracijos lygis.

po(x,g,p,n) — aproksimavimo polinomo nariai.
Prie hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos priskiriame konkrecig # — nuolydzio parametro

—reikSme, pvz., 1=0.09.
Hiperbolinio tangento ,.tilto*“ funkcijoje bei pirmojoje ir antrojoje iSvestinés grafikuose
= (.1, zaliu pazyméti didziausias tilto

mélynu pazyméti maziausias tilto nuozulnumas #
nuozulnumas /2 = 1. Raudonos linjjos yra tarpinés reikSmés tarp maziausio ir didZiausio tilto

nuozulnumo A.
Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcija pagal x ir jos grafikas su jvairiais nuozulnumais #:
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1ih(x,0,2, 1)
tib(x,0,2,0.1)

tikix,0,2,1) 9O

3 pav. ,, Tilto “ funkcijos su jvairiais nuozulnumais h grafikai

Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos pirmoji iSvestine pagal x ir jos grafikas su jvairiais

nuozulnumais A:

E 2
tihi(x, g, p, ) = L-[—tM(%] + ta;m[x" i_ p] J

Z-h
I I I I I
s I .
it
it
it
0
tik(x,0,2, )
tik(x,0,2,0.13 .
mEEm |:| = el
tik'(x,0,2.1)
b
o
b
1
L v :
I I I I I
-3 -2 -1 1] 1 2 3

4 pav. Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos pirmosios isvestinés su jvairiais

nuozulnumais h grafikai

Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos antroji iSvestiné pagal x ir jos grafikas su jvairiais

nuozulnumais /:
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3 3
1 -g+ -g- -g+ -g-
H'(x, gp b = —— | —tanh| Z BT R [ ETEBTR [ ETETR Y | ETETR
hh h h h h

til'(x,0,2,k)
tik'(x,0,2,0.13

tih'{x,0,2,1)

B R e

1

1
| ]

1
—_
L]

5 pav. Hiperbolinio tangento ,,tilto “ funkcijos antrosios isvestinés su jvairiais
nuozulnumais h grafikai
ISvada: kuo tilto nuoZzulnumas /# mazesnis, tuo iSvestiniy grafiky smaigaliai auksciau,
ypac antrosios iSvestinés. (Priedas 1)

Trigonometriné ,.tilto* funkcija bei jos pirmoji ir antroji i§vesting:

2
tit(x, g, p) = cns(n- x; g] (T-pax-g=p)
B

tit(e, g, 1) = ;—“-sin(n-"" g]-rz—p <x-g<p)
13
ir
2
tit'(x. g.p) = i-cns[n- z g]'(‘P “EX-gEp
2p2 P

Abiejy ,.tilto* funkcijy aproksimavimo polinomo nario pirmoji ir antroji iSvestinés yra

atitinkamai lygios.

nix-g |n—1| ng—n - g |n—2|
PO, g.p. 1) :=;-( ] pot(, 2, p,10) = ( ]

2
P o I3

Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos atskiras aproksimavimo narys bei jos pirmoji ir

antroji iSvestine:
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i, g.p. 1) = tihix, g p ) -pole, 2. p. 1)
di(x, g.p.10) = tihx, g p. k) -po'te. g.p,m + tih'(x, g, p. 10 poCx. g.p. 1m0
di'(x. g.p. ) = tih(x, g p, - po'(x. g, p 10 + 2etihitx, g p ) po'Ce, g, p 10 + (e, g p W0 pox. 2.0, 10
ir trigonometrinés ,.tilto*“ funkcijos atskiras aproksimavimo narys bei jos pirmoji ir antroji
iSvestiné:
dix, g, 0, 1) = tx, g, 1) -polx, 2. p .1
i, g.p, 1) = 0, g0 po'(e, g.p, 1) + X, g, 1) polx, g.p, 1)
di'(x, g0 1) = (X, 2,00 po'(x. 8,010 + 240K, 2. 1) po'(x. g, p 1) + (K, g, 1) polx, 2. p, 1)

Suvienodinus trigonometriniai ir hiperboliniai tangento ,,tilto* funkcijai visus parametrus
ir parinkus neapibrézty parametry skai¢iy vienoda N1-J1-K1-L1=576, taip pat lygciy skaiciy

suvienodinus gauname Sitokius parametrus:

Li=4 L=L1-1 l=0.L Ml=6 MN=Nl-1 n=0.H
=4 J=I1-1 j=0.] Kl=6 K=Ki-1 k=0.K NILLKIJI=57
10554 1.05Ti
=" p=0175 X = v+ p(l-05L . =014 T =Tv+g(j-035
P 5 P 4 P S q s g(j- 030

M=41 Ml=M+1 m=0M x =%+ZK—

) TrL ™
R=4 Rl=R+1 r=0.R tr:=T1+Tié
5= ML + ML + 2RI §= 1804 % 107
in(n.LiK =n+ N1+ NILLk+ NILLKL]  He= /MR

Cia L1 — , tilto* funkcijos x aSies kryptimi skaiéius; L - NI — aproksimavimo polinomo
eilé p0 (x,,X,p,n) pagal x asj; JI — aproksimavimo polinomo eilé p0 (t,, Tj, g, k) pagal t asj; KI —
aproksimavimo polinomo eil¢ pagal t aSj; NI-L1:-K1-JI= neapibrézty parametry skaicius; p —
atskiro , tilto* plotis x aSyje; X, - ,.tilto* funkcijy centrai t aSyje; g — atskiro ,,tilto plotis t aSyje;
T, - ,tilto™ funkcijy centrai laiko aSyje; M1 — aproksimavimo tasky x aSyje skaiCius; M —
paskutinio skai¢iaus indeksas; m — aproksimavimo tasko x aSyje indeksas; x, - aproksimavimo
tasky x aSyje koordinatés; R1 — aproksimavimo tasky t aSyje skaiCius; R — paskutinio skaiciaus
indeksas; r — aproksimavimo tasko t aSyje indeksas; #, - aproksimavimo taSky ¢ aSyje lygciy
skaiCius; S — lygCiy skaicius; in(n,l,j,k) — sutrumpinta indeksy funkcija; H — svoris, kokiu laipsniu
reikia patenkinti kraStines ir pradines salygas lyg€iy sistemoje; M1-R1 — neapibrézty parametry
skaicius;

Difuzijos lygties aproksimavimo koeficientas prie nezinomyjy matrica iSreiSkiama

tokiomis lygtimis:
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ﬂm+I\.fIl-r,jn(n,1,j,k]| = d1|:xm,X1,p,nl|-d1|:tI,Tj,q,kl| e |:xm’Xl’p’n.lldil:tr’Tj’q’k.l'Dl:xm’tr.l
A M 1 in(n, k= B Epe ) dift Ty o k) Dxix ot

= Il r in(n, 1,k Eg'il:xm’Xl’p’ﬂ.l"d'il:tr’Tj’q’k.l

Cia: An1+M1~r,in(n,[,j,k) > Am+M1~r,in(n,l,j,k) > Am+M1~r,in(n,l,j,k) - difUZijOS lygtles aprOkSimaVimO
koeficientai prie neZinomyjy matrica; 40 — sudarytas i$ treciosios matricos;

Norint surasti bendrg visy lyg€iy matrica, pirmiausiai reikia iSsiskaidyti j kairiojo,
desiniojo strypo krasto krastinés lygties matricas bei pradinés lygties matrica. Taip pat prijungti i$
pries taip apskaiciuoty bei sudaryty difuzijos lygties aproksimavimo koeficienty prie neZinomyjy
visas tris matricas.

A= A - A" 4+ 3 A"

BE ey = ®(X0%po0) it T, 0, k) 3H

ﬁdr,in(n,l,j,k]l = d1|'X2 ol ,nl|-|c9,1|:’r,r,Tj 4.k H

AL M0 inin, 1,7,k = B KR 1) ity T, 0 k) H
Ak, 4014y - Kairiojo strypo kraSto krastinés salygos lygties matrica, kuri yra padauginta
i 3H ir 8i lygtis reikalauja didesnio tikslumo; Ad, ., ;- deSiniojo strypo kraSto kraStines
salygos lygties matrica; A2, .,/ 0...4 - Pradines salygos lygties matrica; A — bendra visy
lyg€iy matrica.
Aproksimacijos funkcijos reik§mes radimui ir jos iSraiSkai gauti, skai¢iuojame:

8= rowsl &) a = 1204 g=0.5-1 EIs =10
E_=ullx |H
m 1 ml

Elrr1+I‘-.-'Il-r+Iﬁ.-'Il = VEI:}{m’tr.I

= laolvel & H)

L H I |
b= D, 20 20 2 Cmin i A meMrinn 1j )
l1=0n=03j=0k=0

Cia S — aproksimavimo tasky skaiéius; s — aproksimavimo tasky indeksai ; B — pradinés
algebriniy lygc€iy matricos deSiniosios pusés nulinés reikSmés, galutiné matrica B sudaro By ir By,
suma; B, - pradiniy reikSmiy stulpelis; B, .,,.,.,q - Saltinio funkcijos reikSmiy stulpelis; ¢ :=
Isolve (A,B) — algebriniy lyg€iy sistemos surastieji neapibréztieji koeficientai; u -

m,r

aproksimacijos funkcijos reikSmés, pagal kurias yra bréziamas grafikas.
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6 pav. U(x,t) priklausomiems nuo laiko t skirtinguose taskuose grafikai;

0.7

0.1

Xm

7 pav. Priklausomybiy u(x, t) skirtingais laiko momentais t grafikai
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3. 5. Sprendiniy trigonometrinés bei hiperbolinés tangento ,,tilto* funkcijomis
tikslumo analizé

3. 5. 1. Difuzijos lygties sprendiniy standartiniy nuokrypiy planas

Palyginkime sprendiniy, gauty trigonometrinés ir hiperbolinio tangento ,.tilto*
funkcijy metodu, paklaidas.
Apskai¢iuojame matricg K/, nusakancig su kokia paklaidg patenkinta diferencialiné

difuzijos lygtis konkreciuose taskuose (x,, ir ¢, )

N L K J
By ™ 20 2 20 2 A0ty inin 1.9 Cinen 1, 1) ™ Vo Frt
n=01=0k=0]=0

T = stdew KD

IS Sios paklaidy matricos komanda stdev(Kl) apskaiCiuojame diferencialinés lygties
sprendinio paklaida, kuri nusakoma paklaidy dispersijos kvadrating Saknimi (nuokrypio o).

Paklaidy plang parodo grafikai:

0001
4003

0k 0 001 <1000 00 1301
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8 pav. Difuzijos lygties sprendiniy standartiniy nuokrypiy planas

Palyginus trigonometrinés ir hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos paklaidy planus, kurie
yra nubrézti grafiSkai remiantis difuzijos paklaidy lygtimi. Galime teigti, kad hiperbolinio
tangento ,.tilto* funkcijos paklaida yra mazesné negu trigonometrinés ,,tilto” funkcijos.

Tikslus ,,tilto* funkcijos difuzijos lygties paklaidos ir standartiniai nuokrypiai yra tokie:

e Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos: ¢ =4.219x 10 4
e  Trigonometrinés ,.tilto* funkcijos: ¢ = 6.6x 10 3 _

3. 5. 2. Difuzijos lygties sprendiniy pradiniuy salygu paklaidos

Palyginkime sprendiniy, gauty trigonometrinés ir hiperbolinio tangento ,tilto*
funkcijy metodu, pradiniy salygy paklaidas.
Apskai¢iuojame matricg K0, nusakancia su kokia pradiniy salygy paklaida patenkinta

diferencialiné difuzijos lygtis konkreciuose taSkuose (x, ir ¢,)

E0 =mu —ulfx_|
AN 1, 1y

’

ol = stdew( k)

IS Sios paklaidy matricos komanda stdev(K(0) apskaiciuojame diferencialinés lygties
sprendinio paklaida, kuri nusakoma paklaidy dispersijos kvadrating Saknimi (nuokrypio o).

Pradiniy salygy grafikas:
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9 pav. Difuzijos lygties sprendiniy pradiniy sqlygy paklaidos

Tikslus ,.tilto* funkcijos pradiniy salygy paklaidos (standartiniai nuokrypiai):

e Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos 60 = 2.424% 10>

® Trigonometrinés , tilto“ funkcijos o0 =2.984x 10~ 2

3. 5. 3. Difuzijos lygties sprendiniuy krastiniy salygu paklaidos

Palyginkime sprendiniy, gauty trigonometrinés ir hiperbolinio tangento ,,tilto*
funkcijy metodu, krastiniy salygy paklaidas.

Apskaiciuojame matrica Kk, , nusakancia su kokia kairiojo krasto paklaida patenkinta
diferencialiné difuzijos lygtis konkreciuose taSkuose (x, ir ¢,)

N L K I
Kk=3 > > 4%, inn 1, 10 Cingn, 1, 10)
n=01=0%k=0j=0

ok = stdew(k1)
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Ir apskaic¢iuojame matrica Kk, , nusakancia su kokia desiniojo krasto paklaida patenkinta

diferencialiné difuzijos lygtis konkreciuose taSkuose (x,, ir ¢, )
N L K I
=ZZZ rm{nl]k}l ]IU:I‘Ll_]k:II
n=01=0k=0j= )
od = stdev(Kd)

IS Siy krastiniy paklaidy matricy komandy stdev(Kk) ir stdev(Kd) apskai¢iuojame
diferencialinés lygties sprendinio paklaida, kuri nusakoma paklaidy dispersijos kvadrating Saknimi
(nuokrypio o).

Krastiniy salygy grafikas:
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9
410°
s10*
o T% i g ; x&i?”ﬁ 83$$°392888“g@fi@ib89@61%4)?
@ L. @@ ﬁ@f\ N Kd
l &i % i e f5b Sgetbess ‘l’ J;J’ l l M‘L
1B -510*
0
-410° ~0.00t
0 005 0.1 0.5 02 025 03 035 04 0 005 01 015 02 025 03 035 04
t t
Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos kraStinés Trigonometrinés ,,tilto* funkcijos
salygos kairinéms ir deSininéms taskams. krastinés salygos kairinéms ir deSininéms

taSkams.

10 pav. Difuzijos lygties sprendiniy krastiniy sqlygy paklaidos

Hiperbolinio tangento ,tilto“ funkcijos pradiniy salygy paklaidos bei standartiniai

nuokrypiai kairiajame taske yra lygus ok = 1.206x 10 >0 deSiniajame taske od = 7.666x 10 6.

Trigonometrinio ,,tilto* funkcijos pradiniy salygy paklaidos bei standartiniai nuokrypiai

kairiajame taske yra lygus: ok = 2.533x 10~ * o desiniajame taske od = 5.503x 10 >
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3. 5. 4. Sprendiniuy trigonometrinés bei hiperbolinés tangento ,,tilto* funkcijomis
tikslumo analizé

1 lentele. Sprendiniy tikslumo analizé

Paklaidy
standartiniai o = stdev (KI) o0 := stdev (K0) ok := stdev (Kk) od := stdev (Kd)
nuokrypiai

Hiperbolinio
tangento ,,tilto* G =4219% 10
funkcijos

4 5 5 6

o0 =2.424% 10 ok = 1.206x 10 od = 7.666x 10

Trigonometrinés 3

- 4
Lilto® funkcijos | © 7 6.6x 10

4 5

o0 =2.984x 10 ok =2.533%x 10 od = 5.503x 10

ISvada: Palygine trigonometrinio bei hiperbolinio tangento ,tilto* funkcijos paklaidy
standartinius nuokrypius gavome, kad tikslesn¢ yra hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos
paklaidy standartiniai nuokrypiai visais atvejai t.y. pradinéms sglygoms, kraStinéms salygoms

(kairiajame ir deSiniajame kraste); paklaidy planams.

3. 6. Sprendiniy paklaidos priklausomybés nuo hiperbolinio tangento ,,tilto*

funkcijos nuolydzio parametro (h)

Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos nuolydzio parametro kitimas ir priklausomybé nuo
pradiniy sglygy paklaidos (Pirmas stulpelis /4, o antrasis - 6()) . Pirmiausiai pasirinkus nuolydZio
parametrg nuo 0.1 iki 1.5, keiCiant zingsnj kas 0.1 pastebime Sitokig tendencijg iSreikstoje

matricoje bei grafiskai:
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11 pav. Sprendiniy paklaidos priklausomybés nuo hiperbolinio tangento ,, tilto * funkcijos

nuolydzio parametro (h) iliustracija

I$vada: Pasirinkus nuolydzio parametra nuo 0.1 iki 1.5 su zingsneliu 0.1. Pastebime, kad
kuo maZesnis nuolydZio parametras, tuo tikslesné bei mazesn¢ pradiniy salygy paklaida. Taigi
$iuo atveju tiksliau yra kai £1=0.1, 0 60=4.584-10"".

Norint jsitikinti, kad kuo mazesnis 4 taip pat pradiniy salygy paklaida yra mazesné buvo
pasirinkta nuolydzio parametras nuo 0.01 iki 0.1 kas Zingsnj 0.01. Taigi Sig tendencija galime

jzvelgti matricoje bei grafike:
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12 pav. Sprendiniy paklaidos priklausomybés nuo hiperbolinio tangento ,, tilto * funkcijos

nuolydzio parametro (h) iliustracija

I$vada: Pasirinkus nuolydzio parametrg nuo 0.01 iki 0.1 su zingsneliu 0.01. Pastebime,
kad kuo arciau 0.1 nuolydZio parametras, tuo tikslesné bei mazesné pradiniy salygy paklaida.

Taigi $iuo atveju tiksliau yra kai & = 0.09, 0 60 = 4.219-10”.
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ISVADOS

Magistro darbe sprendéme diferencialing difuzijos lygti
(’;—L; = %[D(x, 1) Z—Z} — Au + ve(x,t)
naujais metodais.

ISanalizave standartinius kintamo difuzijos koeficiento paraboliniy lygciy sprendimo
metodus, mes Siame darbe pasiiiléme spresti Sias lygtis naudojant vadinamasias ,tilto*
funkcijas.

IsSbandéme dviejy rusiy ,.tilto* funkcijas:

e hiperbolinio tangento
1 -X, + -X, -
tih(x, X, p,h) = | thl 221 TP | gy X721 TP
2 p-h p-h

e trigonometrinio

ir

x—-X
2p

2
tit(x,X,,p):cos(ﬂ- ’j (-p<x-X, <p).

Diferencialinés lygties sprendinio ieSkojome per ,.tilto* funkcijy ir polinomy sandaugy
suma:
e trigonometrinei ,,tilto* funkcijai

L N J K
u(x,tr) = ZZZZcin(l,,l’j,k)tit(x,Xl,p)-po(x,Xl,p,n)-l‘it(t,Tj,q)-pO(l‘,Tj,q,k)
7k

I n
ir

e hiperbolinei tangento ,.tilto funkcijai

L N K
u(x,t)= ZZizk:cm(l,n,j,k)tih(x,)(l,p,h)-po(x, X,,p,n)-tih(t,Tj,q,h)- po(t,Tj,q,k)

Gavomje kompiuterinius sprendinius ir nustatéme ty sprendiniy paklaidas (9 pav. ty

paklaidy planai).

e Palygine trigonometrinio bei hiperbolinio tangento ,tilto funkcijos paklaidy
standartinius nuokrypius gavome, kad tikslesnis yra hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos
metodas.

e Gauti tyrimo metu rezultatai gali buti naudingi fizikams, tiriantiems naujas
medziagas. Inzinieriams, konstruojantiems naujus prietaisus — ypa¢ dabar, Zengiant |

nanotechnologijy era.
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SUMMARY

The solution of variable diffusion coefficient of the parabolic equations by
numerical methods

Objective. The solution of variable diffusion coefficient of the parabolic equations by
numerical methods.

Objectives of the research: analyze solution methods of standard variable diffusion
coefficient parabolic equations; solve variable diffusion coefficient parabolic equations using
numerical methods and computer modeling programs; compare the affectivity of solutions
gained by trigonometric and hyperbolic tangent ,,bridge* functions; investigate the solution
precision dependability of hyperbolic tangent “bridge” function’s parameter “h”, using
computer modulations.

Differential diffusion equation:

ou = 9 D(x,t)a—u — Au +ve(x,t),
ot Ox ox
here Au - the amount of matter, it declines by it self, and the speed of decline is proportional

to concentration; ve(x,?) - the source of diffusing particles; D(x,¢) - diffusion coefficient is

not constant, it depends from time and place.

In this research paper diffusion function is solved using “bridge” functions method,
that means that all range is divided to separate zones (“bridges”) and separate approximation
polynomial is used for each of them. Common solution is equal to the sum of separate
polynomial multiplied of “bridge” functions.

Having analyzed the standard variable diffusion coefficient parabolic equation
solution methods, suggested in this work we deal with these equations using the so-called
"bridge" function.

Tried two types of "bridge" functions:

e hyperbolic tangent
-X - X -
{ih(e X, po) = | h| TSP XA P
2 p-h p-h

e trigonometric

and

2
tit(x,Xl,p)zcos(ﬁ- ] ,(—p<x—X,£p).

44



Differential equation, the solution we were looking through the "bridge" functions and
products of powers of polynomials amount.

Solution expressed trigonometric ,,bridge* function in this form:
L N N K
u(x,t)= ZZZZcin(,’n’j,k)tlt(x, X,,p)- po(x, X,,p,n)-tzt(t,Tj ,q)- po(t,Tj,q,k)
I n j k
and hyperbolic tangent ,,bridge* function in this form:

L N N K
u(x,t) = Zzzzcin(l,n,j,k)tih(xa)(l7pah).po(anlapan).tih(ta]-}aqah)'po(ta]}aqak)
I n j k

Differential equation’s solution inserted to linear algebraic equation system
A-C=B8B.
From which indefinite coefficients C are found.
We have received a computer-based solution and the solutions found errors (Figure 9.
The plans for error’s).
Get the study results may be useful to physicists, who researching a new materials.
Engineers who constructing new devices - especially now moving into the era of

nanotechnology.
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Priedas 1

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos sprendimo algoritmo realizavimas
matchad‘o programa

Naudodamiesi matematiniu kompiuterio paketu Matchad‘u sudaréme originalias skaitinio
sprendimo programas. Zemiau apra$yta sudaryta programa.
Parenkamas atitinkamas X7 — kairysis intervalo krastas
X1 =-3.0
ir X2 — desinysis intervalo krastas
X2 = 3.0,
i$ kuriy suskaic¢iuojama intervalo vidurio taskas (Xv)
Xv=205-(XI+X2)
ir intervalo plotas (X7)
Xi=X2-XI
h — tilto nuoZulnumas
h=0.102 .1
ir x — tasSky koordinatés
x=XI,XI +0.002.. X2
Hiperbolinio tangento ,.tilto*“ funkcijoje bei pirmojoje ir antrojoje iSvestinés grafikuose
mélynu pazyméti maziausias tilto nuozulnumas s = 0./, zaliu pazyméti didziausias tilto
nuozulnumas /2 = 1. Raudonos linjjos yra tarpinés reikSmés tarp maziausio ir didZiausio tilto
nuoZulnumo 4.

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcija pagal x ir jos grafikas su jvairiais nuozulnumais h:

i =L il 5l 25 e p
titx, 2,0,k = 2 (tﬂ.‘tﬂl( m ] ta.nh[ o ]]

tihix,0,2, 1)
tih(x,0,2,0.1)

tibhix,0,2,1) 92

2 pav. ,, Tilto “ funkcijos su jvairiais nuozulnumais h grafikai
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Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos pirmoji iS§vestiné pagal x ir jos grafikas su jvairiais

nuozulnumais h:

2 2
) 1 i-g+p I—-g-p
tin(x, g, p,l) = — | —tanh| Z—2—L | 4 tanh| =—= %
(%, g.p.h) E-h[ [ n ] [ "

I I I I I
s i .
it
it
it
i
til(x,0,2, 1)
tik(x,0,2,0.13 .
mEEm |:| = el
tihx,0,2,13
b
i
b
t
Sk v :
I I I I I
-3 -4 -1 1] 1 2 3

3 pav. Hiperbolinio tangento ,,tilto “ funkcijos pirmosios isvestinés su jvairiais

nuozulnumais h grafikai

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos antroji iSvestiné pagal x ir jos grafikas su jvairiais

nuozulnumais h:

3 3
| [ o8B o ¥m8-0) L (X-g+p) o (X-g-p
h h h h

tih'(x, 2.0.h) = —
(x,g.p.h) Y

til'(x,0,2, )
tik'x,0,2,0.1)

tih'x,0,2,10

O R N o

1
1
| ]
1
—_
L]
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4 pav. Hiperbolinio tangento ,,tilto “ funkcijos antrosios isvestinés su jvairiais

nuozulnumais h grafikai

Isvada: kuo tilto nuozulnumas /# mazesnis, tuo iSvestiniy grafiky smaigaliai auksciau,

ypac antrosios iSvestinés.
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Priedas 2

Diferencialinés difuzijos lygties sprendimo hiperboliniy tangenty ,.tilto* funkcijy

realizacija matchad‘o programa

=0 =035 H=2-H1 Hv=05021 + 2
Tl =10 T2=04 Ti=Ti-TIl Tv=050(T1 + Td
—x—10 1)2 t
A=02 V=01 © =001 velx, B = 10eup| ———— — —
Al 2 .
W
t 2 - Ea+ - E2+
D(x.t) = 0.0 + 0.03 [?] + 004 4T Dz, 1) = 004 *
i
2 I
- -
E D.j-cns(ﬂ- £ : ] +01 polx, g.p,1 = (ﬁ]
: B
: RS LSS5 A TN E 8 -4
h=009 tihx, 0.0 = 2 ph ph

2 2
1 - -z
g pt) = _.[_tm(ﬂ] . tm(@] J
2p-h p-h p-h

b (x, g p 1

nix-g |n—1| ﬂg_n - g |n—2|
po'(x.g.paa e ;( o ] po'ie, g, 0.1 = ( ]

dity, g p.0) = tihx, g.p W) polx. g, p.1m

dill,:}{,g,p ,ﬂj = tj.h(}:, grprh:]'pl:'ll::{r g,P,ﬂj + tﬂ'l'[:}{, grprh:]'pl:'[:xr grprﬂ:]

di"[:}{,g,p ,ﬂ) = t‘:i'h(:{r g=p=hj'pl:'"(:x=g?prn:l + Z-t:ih'ﬂx,g,p,hj-pu'(x, grprﬂ:] + tﬂ'.l."[:}:, grprh:]'pl:'[:xr grprﬂ:]

Li=4 L=L1-1 1=0.L Ml=d HN=HNl-1 n=0.HN

=4 J=I1-1 4j=0.] Kl=6 K=Kl-1 k=0.K NILIKIJ=>57
1.05 %4 1.05-Ti

P = p=01%5 Xl =Ev+pl-05L g:= : =014 Eﬁ =Twv+ q(j-05N

I
o
I = 40 Ml =LI+1 m:ﬂ..M X :=X1+X1-H

T
E =40 Rl=E+1 t=0.F tr:=T1+Ti-é MI1-R1 + M1 + 2R1 = 1204
min.l ik =n+ N1+ MNI-L1-k+ NI.L1-Klj H =+/M1-El
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Hm+IﬁrI1-r,in(n,1,j,k]| = d4|lxm,X1,p,n_|-d1|ltr,Tj,q,k_| - i |Ixm,X1,p,n_|-d1|ltr,Tj,q,k_|-D|Ixm,tr_|
A vt M1y, in(m, 1§, ) = di|.xm’Xl’p’nJ'di'.tr’Tj’q’kJ'Dx'.xm’tr_'

A w1y, inn, 1, i,k dillxm,Xl,P,ﬂ_l-diltr,Tj,q,kJ
Al= A A"+ A4

ﬂkr,in{n,l,j,k} = d1|IX1,Xl,p,n.|-d1|ltr,Tj,q,k.|-3H
ﬂdr,imfn,l,j,k:l = ':hP’u:XPP:n.|'d1|ltI=Tj,q=k.|'H

Mm+M1.n,m(n,1,j,k} = di'.xm’Xl’p’nl'di'.tD’Tj’q’k.' H
A= stackiad Al Ak Ad) 2= rows(A) 5= 1204 g=0.3-1 Es =10
Em = uEI|:xm:| H Em+I‘u’Il-r+I'u’I1 = Vel:xm’tr] &= lsolve( A B)

L W I K
YT 2 20 2y 2 i1 A e My, inn LK)
1=0n=0j=0k=0

m

4 pav. U(x,t) priklausomiems nuo laiko t skirtinguose taskuose grafikas
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5 pav. Priklausomybiy u(x, t) skirtingais laiko momentais t grafikai

M L K I
Ko™ 20 20 20 2 (A0t intn, ik Cinn, L) ~ 7%t

| Ty o= stdew KD

=0 k=07=0

—_

4

o= 2424510 ° o =4219% 10

M) o0 = stdew(KO)

= stdew(KE) ok=3213x10 )

0k=0i=0

L K I
2 2 2 (B a1 0] ods stdew(Kd)  od= 7665 x 107

0k=0ij=0

6
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=0.003
-0.001
a1

=0.002 =0.00L.0 oo =0.001 =001 g .00l -0.001 -0.001

6 pav. Difuzijos lygties sprendiniy standartiniy nuokrypiy planas

[

51077

DT T T‘? @T @ ¥ eoe, | cadq g

e

-s107?
-1107*
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0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

Yan

7 pav. Difuzijos lygties sprendiniy pradiniy sqlygy paklaidos
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8 pav. Difuzijos lygties sprendiniy krastiniy sqlygy paklaidos

T T T T
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b
03, .o‘o. .o‘o. ol
. . * . * .
] * * » * » *
tih| . 5,50
= el » * * * * * |
'L' b * ® . .
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m

9 pav. Hiperbolinio tangento ,, tilto * funkcijos suma



Priedas 3

Diferencialinés difuzijos lygties sprendimo trigonometriniy ,,tilto* funkcijy
realizacija matchad‘o programa

=0 =05 H=X1-X =050 + X
Tl =0 Ti=04 Ti=T2-TI Twv=05{Tl + T3
—(z-10 lj2 t
Aa=02 We=101 =001 velx,f) = 10 exp| ——— - —
2 T
v
t 2 H2 %2
Dix,t) = 0.06 + 0.03 (?] + 004 <TE Dix,t) = 0046
i
2 n
- -
wl(z) = 0.5-cos| m ——— | +0.1 polx,g.pm = | 8
2.5 n
2
. i-g
tit(x, 2.0 = CDS[‘J‘[- 2 j T-p<x—-g%g
13
tit'x, 2. 60 = i-sin[it- *- gj-(—p <x-g5p
p P
tit'(x, g, = ——-cos| n- g T-p<x—-g=gl
2 P
p
nixz-g [m-1] nz—n - g [n-2|
po'lx,g.p.0 = —[—] po'lE, g.p.m = ( ]
PP 2 P

ditx, g.p, 1) = (2, g, p)-pol, 2.0, 1)
ditx, g.p. 1w = . g ) po'(x, g, p. 1) + U, 2.0 pol, g.p. 1)

di'(x, g.p 1) = (X, 2. p)-po'(x, g, p 1) + 2HbR, 2. -po'(x, 2. p, 1) + (. g, p)-polx, g.p, 1)

Li=4 L=L1-1 l=0.L Hl =4 M=Hl-1 n=0.HN
=4 J=11-1 j=0.] Kl=6 K=Ki-1 kx=0.K NILIKIJ=>57
1055 1.05-Ti
po= p=0175 X1:=Xv+p-(1—l:l.5Lj = : g=014 %:=Tv+q-(j—l:l.5.lj
M=40 Ml=M+! m=0.M x =3%+X—o
Lt
EMF 40 Rl=FR+1 t=0.R tr =Tl + T1-; AI;I~:= /1Rl
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mgn,l,j,kj =n+ Nl-1+ M1.L1-k+ H1.L1-K1j ASM:= h1-El + Il + 2R1 5= 1804
‘é"m+M1-r,jn(n,1,j,k]| = di'.xm’Xl’p’ﬂl'di'.tr’Tj’q’k.' - i |.xm’Xl’p’ﬂ.l'diltr’Tj’q’kJ'Dlxm’tr_'
& vt M1 in(m, 1§, K) = d1|lxm,X1,p,n_|-d1|ltr,Tj,q,k_|-Dx|lxm,tr_|

. m+M1r,in(n,1,j,k) 'E"il.xrnt’xl’f:'’ﬂ.l'd'il.tr’TJ"q’k-I Al= AT - AT+ LA

ﬂkr,in(n,l,j,k]l = |. Il ,Xl,p,ﬂj-diltr,Tj, q,k_| -EH

A in g x = FETpen] At Ty q k) H
AL ML infn, 15,8 = O X o) ity Ty K| H
& = stackf A2 A0 Ak Ad) 2= rows(A) d=1804 ==0.3-1 Bs =10

Elm = uEI|Ixm_| H B &= lzalvel & B)

LY TS (A LY

L N I K
Y™ 2 20 2 2 i A e My ine L)
1=0 n=0j=0 k=0

¥

10 pav. U(x,t) priklausomiems nuo laiko t skirtinguose taskuose grafikas
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11 pav. Priklausomybiy u(x, t) skirtingais laiko momentais t grafikai

H L K I
=20 20 2 2 (Al intn 150 St i) T VR o e stdevin

El
m,

n=01=0k=0; =0

AT L wljx | ol = stdev(K0) ol = 2084 % 10 4 g=66x%10 .
N L E I

Kigm 20 20 20 20 (MRointn i ntn ik ol stdev(ity k= 2523 x 107 %
n=01=0%k=0 =0
N L E I

Kam 20 20 20 20 Pt Lig nnLik) o= stdev(d)  od= 5308107
n=01=0k=0j=0
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12 pav. Difuzijos lygties sprendiniy standartiniy nuokrypiy planas
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13 pav. Difuzijos lygties sprendiniy pradiniy sqlygy paklaidos
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14 pav. Difuzijos lygties sprendiniy krastiniy sqlygy paklaidos
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15 pav. Trigonometriniy ,, tilto “ funkcijos suma




Priedas 4

Sprendinio konstravimo trigonometriniy "tilto" funkciju metodu animacija

¥1=10 X2=05 Hi=H2-X1 Xv=05(+ X
Twv=05(Tl + T2)

T1:=10 TZ:=04 Ti=T2-T1

2
tiltolx, 2,40 = CDS(‘JI- xz— g] IT-p<x-g=m
P
I1=4 L=I11-1 l=0.L

=6 TI=I1-1 j=0.1]

1 Ti
=— =01 = Zw + pil - 050 = — =008 T.=Tv+ aq{-05
P=T 2 4 P I S q s g(j- 03D
M=d40 Ml=M+1 m=0.M x =3XI+%io

R=4 Rl=R+1 1=0.R tr:=T1+Tié

Ei'_.-’m:= FRAME Winax = 35
o] = Z tﬂtnixm,de{W’Ll},pj-tﬂm tr,T iy
floor H
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16 pav. Animacija ketvirtadaliui
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wl=10 wil=29

Il

= tﬂtn{xm,deiwl,Ll},pJ-tﬂtu tr,T w1y +tﬂtn{xm,deiwz,Ll},pJ-tﬂtu tr,T
flooy] flooy]

17 pav. Animacija visai daliai
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Priedas 5

Sprendiniy paklaidos priklausomybés nuo hiperbolinio tangento ,,tilto*

funkcijos nuolydzio parametro (/)

Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos nuolydzio parametro kitimas ir priklausomybé nuo
pradiniy salygy paklaidos (Pirmas stulpelis 4, o antrasis - a0)) .

Pasirinkus nuolydzio parametra nuo 0.1 iki 1.5, keiciant zingsnj kas 0.1 pastebime Sitokia

tendencijg iSreikStoje matricoje bei grafiskai:

01 4584% 10 "

02 9201 % 10”7

03 5557 %10

04 5768 %10
0.004

05 6185 % 107"

-4
06 2735 % 10 0003

07 1022 %10 -

hﬁ{l}
_ W
ho=|0g 145% 10 ° 0002

09 1722 % 10 °

10 2266 % 10~ 0001

11 2645 %10~

- 0
12 2739 =10 ? o 0.2 0.4 0& 0.z 1 12 1.4 1.6

_ oy
13 183 10 ° ho

14 4132 %10~

15 4368 %10~
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Norint jsitikinti, kad kuo mazesnis 4 taip pat pradiniy salygy paklaida yra mazesné buvo
pasirinkta nuolydzio parametras nuo 0.01 iki 0.1 kas zingsnj 0.01. Taigi Sig tendencija galime

1zvelgti matricoje bei grafike:

0m 001z

002 2516 % 107~

» 0.0L5
003 1946 x 10

004 1795 % 10 -

-3 0m
005 1452 =10

_ £1}
006 1072 % 107~ ha

4

007 725610 0003

008 4969 % 107

005 4219 x 107 * q

3

1] .0z 0.04 0.0a .08 0.1
40y

01 2266 =10

Pradiniy salygy paklaidy, keic¢iant nuolydzio parametrg nuo 0.01 iki 0.1 Zingsneliu
0.01 ir nuo 0.1 iki 1.5 Zingsneliu 0.1, programa. Visi rezultatai yra iSsaugoti 5 priedo

aplankale elektroninéje versijoje atitinkamais failo vardais (h=0.1; h=0.01; h=0.09; h=1.5 ir
tt).
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