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Reziumeé

Disertacijos tyrimy sritis susijusi su duomeny analizéje bei vizualizavime
sprendziamu uzdaviniu — atvaizduoti duomenis i§ labai didelés dimensijos
erdvés | mazesnés dimensijos projekcing erdve taip, kad kiek galima labiau biity
iSlaikyta duomenuy struktiira, bei leisti vizualiai pazvelgti { sudétingas
daugiamaciy duomeny aibes. Disertacijoje koncentruojamasi | tuos duomenu
dimensijos mazinimo metodus, kurie iSlaiko lokalia struktiira bei nagrinéja
specifinius duomenis — daugdaros tipo daugiamacius duomenis. Taigi
disertacijos tyrimu objektas — daugiamaciy duomeny vizualizavimo algoritmai ir
metodai, iSlaikantys lokalig struktiira, bei daugiamaciy duomenu projekciju
mazesnés dimensijos erdvéje vertinimo kriterijai. Pagrindinis disertacijos tikslas
yra iSanalizuoti daugiamaciy duomeny vizualizavimo algoritmus, iSlaikancius
lokalia struktiira, juos modifikuoti bei iStirti nagrinéjamy algoritmy valdymo
parametry svarba ir pasitlyti bidus Siems parametrams parinkti, siekiant gauti
tikslesng duomeny projekcija.

Pirmame skyriuje atskleidZziama nagrinéjamos problematikos svarba,
ivardinamas tyrimy objektas, apraSomi keliami tikslai bei uzdaviniai, mokslo
naujumas ir kt. Antras skyrius skirtas daugiamaciy duomeny projekcijos metodu
analitinei apzvalgai. Ji leido iSgryninti kelias aktualias tyrimy kryptis, kurias
vienija lokalios struktiiros iSlaikymo biitinumas. Tre€iame skyriuje lokalios
struktiiros iSlaikymo idéjos pritaikomos duomeny aibiy papildymui naujais
duomenimis. Ketvirtame skyriuje nagrin¢gjamas metodas, leidZziantis
daugiamacius duomenis atvaizduoti mazesnés dimensijos erdvéje taip, kad ju
projekcijos nepersidengty. Cia irgi akivaizdi lokalios struktiros islaikymo
panaudojimo idéja. Penktas ir SeStas skyriai skirti nagrinéti dviem netiesinés
daugdaros atpazinimo metodams, kurie daugiamacius duomenis transformuoja i
mazesnés dimensijos erdve, iSlaikant kaimyniSkuma tarp artimiausiu tasky ir
atskleidziant daugiamaciy duomeny netiesing struktiira. Septintas skyrius skirtas
daugdaros topologijos iSlaikymo matams tyrinéti. AStuntame skyriuje pateiktos
bendrosios iSvados.

Disertacija sudaro astuoni skyriai ir literatiiros saraSas. Bendra disertacijos
apimtis: 168 puslapiai, 103 paveikslai ir 6 lentelés.

Tyrimy rezultatai publikuoti 6 moksliniuose leidiniuose (keturi i§ ju
zurnaluose): 2 straipsniai tarptautiniuose periodiniuose leidiniuose, jtrauktuose i
Mokslinés informacijos instituto pagrindinj sarasa (ISI Web of Science), 2
straipsniai  kituose recenzuojamuose mokslo Zzurnaluose, 2 straipsniai
konferencijy praneSimy rinkiniuose. Tyrimy rezultatai buvo pristatyti ir aptarti
S-iose respublikinése ir tarptautinése konferencijose.
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lokaliosios Gramo matricos reguliarizacijos
algoritmo R2 valdymo parametras —

reguliarizuotos Gramo matricos C'
determinantas
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Sammono projekcijos paklaida

daleliy (tasky) tarpusavio saveikos potenciné
energija. Standumo  (rigidity) parametras
p €(—L+w) suteikia galimybe kontroliuoti,
kaip greitai stimos jégos mazés didéjant
atstumams tarp daleliy (tasky)

lokaliosios Gramo matricos reguliarizacijos
parametras LLE algoritme

matricos [-asis tikrinis vektorius

kaimynystés grafas, V' — vir$iiniy aibé, £ — briauny
aibé

geodezinis atstumas tarp daugdaros taSky X, ir
X,

J

netiesinés daugdaros atpazinimo metody (LLE, LE,
HLLE, LTSA, ISOMAP) valdymo parametras —
tasko artimiausiy kaimyny skaicius

geodeziniy  atstumy  skai¢iavimo  algoritmo
parametras — artimiausiy kaimyny skaicius,
reikalingas kaimynystés grafui sudaryti

LE algoritmo modifikacijos valdymo parametras —
maksimalus artimiausiy kaimyny skaicius

KM mato valdymo parametras — mazesnysis
artimiausiy kaimyny skaicius

KM mato valdymo parametras — didesnysis
artimiausiy kaimyny skaicius (k, <k, )

MRRE mato valdymo parametras — artimiausiy
kaimyny skaicius kiekvienam duomeny taskui

grafo G Laplaso matrica
matricos /-3ji tikrini vektoriy atitinkanti tikriné
reik§meé

analizuojamy objekty (tasky) skaicius
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iteracijos numeris

d-maté daugdara, idéta erdvéje R”

iSretinta  (sparse) matrica, kurios d tikriniai
vektoriai suformuoja taSky Y. koordinates LLE
algoritme

taSko X, koordinaciy skaiCius; erdvés, kuriai

priklauso taSkas X,, dimensija; objekta

i

apibuidinanciy parametry skaicius

lokaliosios Gramo matricos C' rangas, t.y.
matricos C' tikriniy reik§miy nelygiy nuliui
skaicius

RPM algoritmo pradinis mokymo greitis

n-maté erdvé

Spirmano koeficientas

lokaliosios Gramo matricos reguliarizacijos
algoritmo R1 valdymo parametras

LE algoritmo valdymo parametras — Siluminio
branduolio parametras, naudojamas Gauso

branduolio funkcijoje svoriams w; apskaiciuoti

i-oji grafo G virSungé, atitinkanti duomeny taska
X.

1

LE algoritmo modifikacijos valdymo parametras —
svorinis slenkstis, vir§ kurio svoriai laikomi
tinkamais, t.y. tuos svorius turintys taskai turi
itakos nagrinéjamam taSkui ir yra laikomi
artimiausiais kaimynais

kaimynystés grafo G  briaunos, jungiancios
virStines V; ir V;, svoris LE algoritme; svoris
tarp i-ojo tasko ir jo j-ojo kaimyno LLE
algoritme; svoris daugiamatése skalése
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kaimynystés grafo G briauny svoriy matrica LE
algoritme; svoriy matrica LLE algoritme

duomeny tasko X, j-oji koordinaté; objekta X,
apibudinantis j-asis parametras

objekta apibudinantis j-asis parametras
analizuojamy duomeny matrica (aibé)

i-asis duomeny taskas (vektorius), X; € R"

transponuotasis vektorius X,
duomeny taSko X, j-asis kaimynas
vaizdo tasko j-oji koordinate

vaizdo tasky matrica (aibé)

vaizdo taSko koordinatés, taSko X, transformacija
mazesnés dimensijos (vaizdo) erdvéje RY,
d<n

vaizdo tasko Y j-asis kaimynas; taSko X}
transformacija maZesnés dimensijos (vaizdo)
erdvéje R, d <n

staciakampis, gautas iSardzius tora, kuriame RPM
metodu pavaizduotos n-matés erdvés taSky X,
transformacijos Y;; w — staCiakampio plotis, /# —
staciakampio aukstis

Euklido atstumas tarp n-matés erdvés tasky X, ir
X,

J
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Ivadas

1.1. Tyrimy sritis

Sparciai vystantis technologijoms, tobuléjant kompiuteriams ir programinei
irangai, informacija gaunama labai greitai, o kaupiamy duomeny apimtys ypac
sparciai didéja. Todél susiduriame su bitinybe analizuoti bei vertinti didZiulius
duomeny kiekius. Lieka esminé problema — kaip tuos duomenis suvokti ir
interpretuoti, kaip i§ turimy duomeny gauti reikiama informacija, atskiriant
menkavercius faktus. Paprastai atsiranda biitinybé nustatyti ir giliau pazinti tokiy
duomeny struktiira: susidariusias grupes (klasterius), itin i$siskirianc¢ius objektus
(taskus atsiskyrélius), objekty tarpusavio panasuma ar skirtinguma. Suvokti
duomenis nelengva, ypaC kai jie yra daugiamaciai, t.y. kai nurodo sudétinga
rei§kinj ar objekta, apibiidinama daugeliu parametry (poZymiu, savybiy), kurie
gali biiti ne tik skaitiniai, bet ir loginiai, tekstiniai ir kt. Sio darbo tyrimy sritis ir
yra daugiamaciy duomeny analizé bei ty duomeny suvokimo gerinimo biidai.



2 1. [IVADAS

1.2. Darbo aktualumas

Realiame gyvenime sprendziami uzdaviniai daznai susij¢ su daugiamaciais
duomenimis. Néra tokios zmoniy veiklos srities, kur nebuty kaupiami ir
analizuojami tokie duomenys. Su jais susiduriame medicinoje, ekonomikoje,
ekologijoje, sociologijoje, technikoje ir daugelyje kity sriciy.

Realus daugiamaciy duomeny pavyzdys i§ medicinos srities — kriities véZio
duomenys. Buvo matuoti devyni fiziologiniai parametrai 683 moterims, kurioms
diagnozuotas piktybinis ar nepiktybinis kriities navikas. Gauti 683 taSkai,
i§sibarste¢ devynmatéje erdvéje. Kitas tipiskas daugiamaciy duomeny pavyzdys
susijes su vaizdu apdorojimu (image processing). Daznai duomenis sudaro to
paties objekto paveiksléliai, gauti palaipsniui pasukant objekta tam tikru kampu
arba nufotografuojant ji skirtingais momentais. Kiekvienas paveikslélis yra
skaitmenizuojamas, t.y. duomeny tasko koordinatés yra sudarytos i$
paveikslélio tasky spalviniy savybiy, ir todél Sio tasko koordinaciy skaiCius yra
labai didelis.

Kuo didesnés apimties duomenys (didesnis objekty skai¢ius arba didesnis
objekta charakterizuojamy parametry skaicius), tuo sunkiau i§ duomeny lenteléje
pateikty daugybés skaiciy suvokti objektu visumos ypatybes. Daugiamaciai
duomenys gali biiti analizuojami jvairiais duomeny analizés metodais:
klasifikavimo, klasterizavimo, statistinés analizés, vizualizavimo ir kt. Svarbu
duomenis pateikti tokia forma, kad tyréjui biity lengviau juos suprasti, t. y. biity
galima nustatyti duomeny struktiira, tarpusavio ryS$ius, susidariusias grupes ir
pan. Vienas i§ galimy budy yra vizualizavimas. Vizualizavimas — tai grafinis
informacijos pateikimas. Vizualia informacija Zmogus pajégus suvokti daug
greiciau negu teksting.

Siekiant palengvinti duomeny interpretavima, efektyviai pateikti ir ivertinti
duomeny gavybos rezultatus, daugiamaciy duomeny vizualizavimo metodai
vystomi gana intensyviai. Pla¢iai naudojama vizualizavimo metody grupé —
projekcijos metodai, dar vadinami dimensijos mazinimo metodais. Jais
transformavus daugiamacius duomenis i dvimatg ar trimate vaizdo erdveg ir juos
vizualizavus, daug paprasc¢iau suvokti duomeny struktiira ir sarysius tarp ju.

Pavyzdziui, zvelgiant { 1.1 ir 1.2 paveiksluose pateiktas duomeny lenteles,
nieko negalima pasakyti apie analizuojamus duomenis, nes tasky skaicius
(1.1 pav.) arba tasku koordinaCiy skaicius (1.2 pav.) labai didelis. Taciau
vizualizavus daugiamacius duomenis plokStumoje, jau galime daryti tam tikras
iSvadas apie analizuojamy duomeny aibiy struktira. Didzioji dalis tasky
1.1 paveiksle, atitinkan¢iy nepiktybinio naviko duomenis (juodi taSkai),
susikoncentruoja vienoje srityje, o kiti taskai, atitinkantys piktybinio naviko
duomenis, pasiskirsto placiai. Matome aiskiai iSskiriancias tasky sankaupos
sritis. 1.2 paveiksle pavaizduota, kaip plokStumoje iSsidést¢ daugiamates erdvés
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taskai, atitinkantys pasuktos taupyklés paveikslelius. Didesni skrituliukai atitinka
Salia ju pateiktus paveikslélius. Taupyklé buvo laipsniskai sukama aplink 360°
kampu, todél plokstumoje taskai iSsidésté ratu. Turédami nauja paveikslélj, rade
jo vieta plok$tumoje tarp jau esanciy paveiksléliy su zinomais figiiros posukio
kampais, galime jvertinti ir naujame paveiksle esancios figiiros posiikio kampa.

Analizuojami duomenys (683 pacientés) Duomeny projekeija
1 ] 3 |...] 8 9

1 [405(005 | 048 ... 0,83 ] 093
2 [486 390|314 ... 134|081
3 [248| 009|011 .| 0BT | 073
4 [533 714|796 ... | 668|079
5 [313|009 074 ... | 020|036
680 | 440|932 ] 9.20 3,80 | 048
681 | 436 | 941|954 9,51 ] 1,80
682 | 366 | 768 | 3,79 393|017
683 | 3051 | 788 | 800 3,32 | 1,00

1.1 pav. Krities vézio duomeny vizualizavimas

Analizuojami duomenys (72 paveiksléliai) Duomeny projekeija

1 | 2 ]..[2s000]...]35000] .. [40152
1 [53]26 195 [ .. ] &1 26 E
2 [53[325 191 [ [ 132 25 Ber o E
3 [53]25 188 [ | 114 25 - %
4 [33]123 188 | | 106 25 %
5 |53 25 187 | .| %6 25 |—> ES -E
69 | 53|25 187 12 25 )
70 [ 53] 25 128 16 25 n r
71 [ 53] 23 164 27 25 u
72 [ 53] 25 193 31 25

1.2 pav. Taupyklés paveiksléliy duomeny vizualizavimas

Duomenis transformuojant i mazesnés dimensijos erdve, neiSvengiami
duomeny projekcijy iSkraipymai. Todél gauty projekciju kokybés ivertinimas
iSlicka aktualia problema.

Daznai tenka dirbti su duomenu aibémis, kurios pastoviai papildomos
naujais duomenimis. Labai svarbu greitai atvaizduoti naujus duomeny taskus,
neprarandant didelio tikslumo. Todél nauju tasky atvaizdavimas, ju jterpimas
tarp anksciau atvaizduoty tasky — viena i§ disertacijoje nagrinéjamy problemy.

Daugiamacdiy duomeny projekcijos metodai susiduria su dviem
pagrindinémis problemomis. Pirma, reikia rasti daugiamaciy duomeny
projekcijas mazesnés dimensijos erdvéje (dvimatéje ar trimatéje), siekiant kuo
tiksliau iSlaikyti analizuojamos aibés objekty artimumus— panasumus ar
skirtingumus. Antra, daugiamacius duomenis atvaizduoti mazesnés dimensijos
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erdvéje taip, kad ju projekcijos nepersidengty. Si problema taip pat yra viena i§
disertacijoje sprendziamu problemuy.

Daznai praktiniuose uzdaviniuose yra sukaupiami daugiamaciai duomenys,
kuriuos atitinkantys taskai nagrinéjami didelés dimensijos erdvé¢je, o i$ tikrujy jie
yra kokios nors mazesnés dimensijos daugdaros arba tai daugdarai artimi taskai.
Daugdara — tai aibé, kurios kiekvieno taSko aplinkoje ivesta koordinaciy
sistema. Nors daugdara apibendrina bet kokios dimensijos erdvéje kreiveés ir
pavirSiaus savokas, bet lokaliai daugdara nesiskiria nuo Euklido erdves: ji
sudaryta i$ suklijuoty Euklido erdvés gabaly (Adler and Taylor 2007).

Netiesiniy dvimaciy daugdary pavyzdziai pateikti 1.3 paveiksle.
1.4 paveiksle pavaizduoti trimatés erdvés taskai, iSsidéstg ant Siy daugdary.
Kadangi disertacijoje tiriami netiesinés daugdaros atpazinimo metodai yra
taikomi tik daugiamatés erdvés taSkams, priklausantiems mazesnés dimensijos
daugdarai, tai §iuo atveju analizei buty pateikiami duomeny rinkiniai pavaizduoti
1.4 paveiksle, o tikslas — transformuoti $iuos duomenis i dvimate erdve, t.y. 1
plokstuma (nes taskai priklauso dvimatéms daugdaroms) (1.5 pav.).

1.3 pav. Netiesinés dvimatés daugdaros: a) S-formos daugdara, b) sferos
nuopjova, c¢) ,,Dvynés virSukalnés*

3 P Aoh
B v
2 X .:'-'.1'5'"
3
R R
R )
. A
0 3
L,
=r e
[
a7 0 10 b) 1

1.4 pav. Trimatés erdvés taskai, i$sidést¢ ant netiesiniy dvimaciy daugdary:
a) S-formos daugdaros, b) sferos nuopjovos, ¢) daugdaros ,,Dvynés
virSukalnés*
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1.5 pav. Trimatés erdvés tasky, iSsidés¢iusiy ant netiesiniy dvimaciy
daugdary: a) S-formos daugdaros, b) sferos nuopjovos, ¢) daugdaros
»Dvynés virSukalnés* projekcijos plok§tumoje

Taigi viena i§ pagrindiniy disertacijos problemy— atrasti mazesnio
matavimo netiesing daugdara didelio matavimo erdvéje ir tada transformuoti
duomeny taskus, esancius ant arba arti tos daugdaros, i maZzesnio matavimo
erdve.

Svarbus su daugdara susijes dalykas yra jos fopologija, t. y. daugdaros visy
atviryju poaibiy rinkinys. Topologijos iSlaikymui jvertinti sukurta daugybé
ivairiy maty: (Siegel and Castellan 1988; Goodhill and Sejnowski 1996;
Konig 2000; Tenenbaum et al. 2000; Venna and Kaski 2001; Lee and
Verleysen 2007). Skirtingiems uZzdaviniams turi biiti parenkami skirtingi
topologijos i$laikymo matai (Goodhill and Sejnowski 1996). Svarbi disertacijoje
sprendziama problema — rasti ir iStirti tuos matus, kurie buty tinkamiausi
analizuoti daugdaros topologijos iSlaikyma po jos transformavimo i mazesnés
dimensijos erdve.

1.3. Tyrimo objektas

Disertacijos tyrimy objektas — daugiamaciy duomeny vizualizavimo algoritmai
ir metodai, iSlaikantys lokalig struktiira, bei daugiamaciy duomeny projekciju
mazesnés dimensijos erdvéje vertinimo kriterijai. Cia lokalios struktiiros
i8laikymu vadiname atstumy tarp artimiausiy tasky santykiuy iSlaikyma po
analizuojamos daugiamaciy duomeny aibés transformavimo i§ didesnio
matavimo erdvés | mazesnio matavimo erdve. Su Siuo objektu betarpiskai susije
dalykai: dimensijos mazinimo (projekcijos) algoritmai, netiesinés daugdaros
atpazinimo metodai, daugiamaciy duomeny projekcijos { mazesnio matavimo
erdve paklaidos, naujy daugiamaciy tasky atvaizdavimas.
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1.4. Darbo tikslas ir uzdaviniai

Pagrindinis disertacijos tikslas yra iSanalizuoti daugiamaciy duomeny
vizualizavimo algoritmus, iSlaikan¢ius lokalia strukttira, juos modifikuoti bei
i8tirti nagrinéjamy algoritmy valdymo parametry svarba ir pasitlyti biidus Siems
parametrams parinkti, sickiant gauti tikslesng duomeny projekcija.

Norint pasiekti §i tiksla, reikéjo iSspresti tokius uzdavinius:

1. iSanalizuoti esamus daugiamaciy duomeny vizualizavimo metodus ir
apsibrézti tiriamy vizualizavimo metody, iSlaikanciy lokalia struktiira,
grupe;

2. iSanalizuoti pasirinktus metodus ir jais vizualizuoti daugiamaciy
duomeny aibes;

3. tiriamais metodais gautus vizualizavimo rezultatus palyginti su
rezultatais, kurie gauti metodais, iSlaikanciais ne tik lokalia struktiira;

4. jvertinti jvairiais vizualizavimo metodais gauty duomenuy projekciju
kokybe (naudojant ekspertinj ir kiekybinius skaitinius matus);

5. sukurti daugiamaciy duomeny vizualizavimo algoritmy, islaikanciy
lokalia struktiira, modifikacijas, siekiant gauti tikslesn¢ analizuojamy
duomeny projekcija;

6. ivertinti modifikuoty algoritmy rezultatus lyginant su rezultatais, gautais
originaliais algoritmais;

7. istirti nagring¢jamy algoritmy valdymo parametry svarba ir pasiiilyti
biidus Siems parametrams parinkti, siekiant gauti tikslesng analizuojamuy
duomeny projekcija.

1.5. Mokslinis naujumas

Eksperimentiskai iStyrus trianguliacijos metodo realizacijas, naudojancias
antrojo arciausiojo kaimyno ir atramos tasko metodus atraminiams taskams
parinkti, nustatyta, jog abiem atvejais projekcijos paklaida labai priklauso nuo
tasky atvaizdavimo sekos, o tai irodo, kad naudoti vien tik trianguliacijos metoda
duomenims vizualizuoti néra pakankama. Pasiiilyta Sammono ir trianguliacijos
metody junginio nauja realizacija naujiems taskams atvaizduoti.

Eksperimentiskai iStirta santykinés perspektyvos metodo (RPM)
priklausomybé nuo parametry - stadiakampio, kuriame vizualizuojami
duomenys, plocio ir aukscio, bei pradinio mokymo greicio. Pasiiilyta nauja RPM
metodo realizacija, leidzianti Sios priklausomybés beveik iSvengti.
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Eksperimentiskai istirta lokaliai tiesinio vaizdavimo (LLE) metodo
priklausomybé nuo parametry — artimiausiy kaimyny skaiciaus kiekvienam
duomeny taskui ir lokaliosios Gramo matricos reguliarizacijos parametro.
Siekiant gauti kuo tikslesnes duomeny projekcijas, pasiiilytas naujas budas
artimiausiy kaimyny skaiciui parinkti LLE algoritme. Taip pat sukurtas naujas
algoritmas lokaliajai Gramo matricai reguliarizuoti.

Eksperimentiskai iStirta parametry (artimiausiy kaimyny skaiciaus
kiekvienam duomeny tasSkui ir Siluminio branduolio parametro, naudojamo
Gauso branduolio funkcijoje svoriams apskaiciuoti) svarba Laplaso matricos
tikriniy Zemélapiy (LE) algoritme. Pasiiilyta LE algoritmo modifikacija, kurioje
yra tik vienas svarbus valdymo parametras — maksimalus artimiausiy kaimyny
skaicius.

Panaudojant du kriterijus — topologijos iSlaikymo kokybg ir skai¢iavimo
sanaudas — iStirti ir palyginti trys topologijos is$laikymo matai (Spirmano
koeficientas, Konigo matas (KM) ir kaimynystés klaidos (MRRE)), kurie
tinkami analizuoti daugdaros topologijos iSlaikyma po jos transformavimo i
mazesnio matavimo erdve.

1.6. Ginamieji teiginiai

1. Taupant skaic¢iavimy laika ir mazai teprarandant tiksluma, naujiems
daugiamatés erdvés taSkams atvaizduoti, pradinius taskus vizualizavus
MDS tipo metodu, gali biiti naudojamas trianguliacijos metodas.

2. Santykinés perspektyvos, lokaliai tiesinio vaizdavimo ir Laplaso
matricos tikriniy Zemélapiy metody valdymo parametrai labai jtakoja
gauty projekciju kokybe, taCiau egzistuoja strategijos, leidzianCios
mazinti parametry skaiciy ar reglamentuoti juy reik§miy parinkima.

3. Konigo matas (KM) ir kaimynystés klaidos (MRRE) visada gerai
nusako daugdaros topologijos iSlaikyma po jos transformacijos i
mazesnio matavimo erdve, o Spirmano koeficientas sékmingai gali biiti
taikomas tik paprastesnés struktiros daugdary topologijos islaikymui
pvertinti.

1.7. Praktineé verté

Tyrimy rezultatai atskleidé daugdaros tipo daugiamaciy duomeny analizés
galimybes. Parodyta, jog netiesinés daugdaros atpazinimo metodai gali buti
placiai naudojami jvairiose srityse, tarp ju ir medicinoje.
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Tyrimai atlikti pagal Lietuvos valstybinio mokslo ir studijy fondo aukstyjy
technologiju plétros programos projekta ,Informacinés klinikiniy sprendimuy
palaikymo ir gyventojuy sveikatinimo priemonés e. Sveikatos sistemai (Info
Sveikata)“; Registracijos Nr.: B-07019; Vykdymo laikas: 2007 m. 09 mén. —
2009 m. 12 mén.

1.8. Darbo rezultaty aprobavimas

Tyrimy rezultatai publikuoti 6 moksliniuose leidiniuose (keturi i ju Zurnaluose):
2 straipsniai tarptautiniuose periodiniuose leidiniuose, itrauktuose i Mokslinés
informacijos instituto pagrindini sarasa (ISI Web of Science), 2 straipsniai
kituose recenzuojamuose mokslo Zurnaluose, 2 straipsniai konferenciju
praneSimy rinkiniuose.

Tyrimy rezultatai buvo pristatyti ir aptarti $iose nacionalinése ir
tarptautinése konferencijose:

1. Lietuvos jaunyju mokslininky konferencija ,,Operaciju tyrimas ir
taikymai“ (LOTD — 2006), Vilnius, 2006 m. geguzés 26 d.

2. Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencija ,,Operaciju tyrimas ir
taikymai* (LOTD — 2007), Vilnius, 2007 m. geguzés 18 d.

3. Informatics Summer School ,,Modern Data Mining Technologies®,
Druskininkai, 2007 m. rugséjo 9—15 d.

4. The 20th International Conference, EURO Mini Conference
,Continuous Optimization and Knowledge-Based Technologies*
(EurOPT-2008), Neringa, 2008 m. geguzés 20-23 d.

5. The 13th International Conference ,,Applied Stochastic Models and Data
Analysis®“ (ASMDA-2009), Vilnius, 2009 m. birzelio 30 — liepos 3 d.

1.9. Disertacijos struktura

Disertacija sudaro aStuoni skyriai ir literattiros saraSas. Disertacijos skyriai:
Ivadas, Daugiamaciy duomeny projekcijos metoduy analizé, Trianguliacijos ir
Sammono metody bei ju jungimo tyrimas, Santykinés perspektyvos metodo
realizacijy tyrimas, Lokaliai tiesinio vaizdavimo metodo parametry parinkimo
strategijos, Laplaso matricos tikriniy zemélapiy metodo realizacijy tyrimas,
Topologijos iSlaikymo matai daugdaros tipo daugiamaciy duomeny
vizualizavime, Bendrosios iSvados. Disertacijos apimtis 168 puslapiai,
103 paveikslai ir 6 lentelés.



Daugiamaciy duomeny
projekcijos metody analize

Siame skyriuje yra pateikta ne tik i§sami duomeny dimensijos maZinimo
(projekcijos) metody apzvalga, bet ir atlikty tyrimy, analizuojant tuos metodus,
rezultatai.

Daugiamac¢iy duomenu vizualizavimo metodai padeda analizuoti ir
atvaizduoti zmogui suprantamesne forma sudétingais ir daZnai nezinomais
tarpusavio ryS$iais susietus daugiamacius duomenis. Pagrindinis daugiamaciy
duomeny vizualizavimo tikslas — tai duomeny pavaizdavimas mazesnés
dimensijos erdvé¢je, iSsaugant ju tarpusavio panaSumo struktiiras. Daugiamaciy
duomeny vizualizavimas suteikia galimybeg tyrinétojui paciam stebéti ty
duomeny grupavimosi tendencijas, ivertinti atskiry daugiamatés erdvés tasky
tarpusavio artimuma, racionaliai priimti sprendimus.

Kalbédami apie daugiamacius duomenis, susiduriame su $iomis savokomis:
objektas ir parametras. Savoka objektas apima {jvairius dalykus: Zmones,
irenginius, augalus, gyviinus, gamtos reiskinius ir kt. Objektai, sudarantys
konkrecia analizuojamu objektuy aibg, yra apibtidinami bendrais parametrais
(pozymiais, savybémis). Objekty tokioje aibéje skaifius m yra baigtinis, taciau
bendru atveju gali buti ir labai didelis. Tam tikras visy parametry reikSmiy
rinkinys  nusako  viena  konkrety  analizuojamos  aibés  objekta
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X, =(X;,X;5500sX;,), i=l,m, Cia n yra parametry skaiCius, dar vadinamas
duomeny dimensija, i yra objekto eilés numeris. Kai objekta X; = (x;,x;5,..., x;,)
apibudina daugiau nei vienas parametras, duomenys (objektai) yra
daugiamaciai. Objektai X; = (x;,x;,,...,x;,) dar vadinami vektoriais ar taSkais,

0 parametrai Xx,X,,..,x, — atitinkamai komponentémis ar koordinatémis.

n

Galima suformuoti analizuojamy duomeny aib¢ X , sudaryta i tasky (vektoriy)

X, eR", (X, =(x;,X;050000%5,) = 1%, i=1,m, j=1,n). Kiekvienas parametras

turi tam tikras skaitines reikSmes, i§ kuriy jmanoma sudaryti skai¢iy lentelg. Kuo
duomeny dimensija didesné, tuo sunkiau i§ lentelés iSgauti informacijos apie
santykius tarp atskiry objekty. Tokioje situacijoje gelbsti vizualus duomeny
pateikimas, kuris leidZia tyrinétojui ,,pajusti* daugiamacius objektus atitinkanciy
tasky tarpusavio atstumus, o tai palengvina duomeny visumos pazinima. Kai
dimensija daugiau nei trys, daugiamaciy duomeny tiesioginis vaizdavimas yra
sudétingas, todél tokiy duomeny pateikimui naudojami ivairlis vizualizavimo
metodai. Taciau, vizualizuojant duomenis (mazinant duomenuy dimensija),
daznai neimanoma pateikti visu duomeny parametry neprarandant jokios
informacijos, todél biitina ieSkoti buidy, leidzianciy tuos praradimus minimizuoti.

D¢l Sios priezasties sukurta ir toliau sékmingai vystoma daug skirtingo
pobiidzio daugiamaciy duomeny vizualizavimo metody. Siekiant kuo maziau
prarasti informacijos vizualizavimo metu, konkre¢iam uzdaviniui (konkreciai
duomeny aibei vizualizuoti) reikia parinkti tinkamiausia metoda. Vieningos
vizualizavimo metody klasifikacijos néra, kadangi metodai gali buti
klasifikuojami pagal ivairius kriterijus. [vairios vizualizavimo metody
klasifikacijos ir ju apzvalgos pateiktos Siuose darbuose: (Dzemyda et al. 2008;
Medvedev 2007; Lee and Verleysen 2007; Kurasova 2005; Keim and
Ward 2003; Hoffman and Grinstein 2002; Saltenis and Ausraite 2002; Grinstein
and Ward 2002; Grinstein ef al 2001; Sachinopoulou 2001; Wegenkittl
et al. 1997; Wong and Bergeron 1997; Keim and Kriegel 1996) ir kt.

Galima iSskirti dvi pagrindines vizualizavimo metody grupes:

1. tiesioginio vizualizavimo metodai, kuriais kiekvienas daugiamacio
objekto parametras yra pateikiamas tam tikra vizualia forma;

2. projekcijos, dar vadinamieji dimensijos mazinimo (dimensional
reduction techniques) metodai, leidziantys daugiamacius duomeny
objektus atitinkancius taSkus pateikti mazesnés dimensijos erdvéje.

Projekcijos metodai lyginant su tiesioginio vizualizavimo metodais yra
populiaresni, nes juy rezultatai lengviau suvokiami ir interpretuojami. Tod¢l Sioje
disertacijoje bus nagrin¢jami tik projekcijos metodai.
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Lietuvoje daugiama¢iy duomeny vizualizavimu domimasi jau seniai. Sioje
srityje dirba nemazai mokslininky. Pirmasis pradéjo nagrinéti daugiamates
skales prof. V. Saltenis (1975 m.). Tuo pat metu Sammono projekcijos tyrimus
sékmingai vykdé ir A. M. Montvilas. Daugiamaciy duomeny vizualizavimo
metodus daug mety jau tiria ir tobulina prof. A. Zilinskas, prof. G. Dzemyda bei
ju auklétiniai.

Prof. A.Zilinskas ir J. Zilinskas pastaruoju metu tyrin¢ja daugiamates
skales su miesto kvartaly metrika (city—block) ir ieSko daugiamaciy skaliy
paklaidos (jtempimo, tikslo) funkcijos globalaus minimumo (Zilinskas and
Zilinskas 2007; Zilinskas and Zilinskas 2009).

Nuo 2004 mety sékmingai apginta eil¢ disertacijy, susijusiy su daugiamaciy
duomeny vizualizavimo problemomis: (Podlipskyté 2004; Kurasova 2005;
Medvedev 2007; Bernataviciené 2008; Ivanikovas 2009). Pirmajai vadovavo
prof. A. Zilinkas, likusioms keturioms — prof. G. Dzemyda.

Disertacijoje (Podlipskyté 2004) eksperimentiskai palyginti i populiarius
programinius paketus jtraukti daugiamaciy skaliy algoritmai, parodyti Siy
algoritmy trikumai dideliy daugiamaciy duomeny masyvy (pvz. biomedicininiy)
vizualizacijos pozilrriu. Sukurtas efektyvus algoritmas, pagristas daugiamaciy
skaliy metodologija ir orientuotas | biomedicininiy duomeny vizualizacijos
uzdavinius. Sukurtasis algoritmas naudotas duomeny, surinkty apie pacienty
miego sutrikimus, gyvenimo kokybe, vizualizacijai.

Disertacijoje (Kurasova 2005) tirta daugiamaciy duomenuy vizuali analizé
taikant saviorganizuojanc¢ius neuroninius tinklus (SOM). Pagrindinis disertacijos
tikslas buvo sukurti algoritmus, kuriuose saviorganizuojantis neuroninis tinklas
taip jungiamas su daugiamatémis skalémis, kad buty kiek galima tiksliau
atskleista duomenu, sudaranc¢iy tam tikras grupes, struktiira. Sukurtas ir iStirtas
naujas integruotas SOM tinklo ir Sammono algoritmo junginys, atsizvelgiantis i
SOM tinklo mokymosi eiga ir leidziantis gauti tikslesng daugiamatés erdvés
tasky projekcija plok§tumoje. Pasitlytas ir realizuotas lygiagretusis integruoto
junginio algoritmas.

Disertacijoje (Bernatavi¢iené 2008) tyrimy sritis yra Ziniy gavybos i$
daugiamaciy duomeny procesas ir tiriamy duomeny suvokimo gerinimo biidai.
Pagrindinis disertacijos tikslas buvo sukurti ir iStirti Ziniy gavybos vizualiais
metodais metodologija, kuri leisty padidinti duomeny analizés efektyvuma.
Detaliai iStirtas santykiniy daugiamaciy skaliy metodas.

Disertacijose (Medvedev 2007; Ivanikovas 2009) nagrinéjami dirbtiniais
neuroniniais tinklais grindziami algoritmai daugiamaciams duomenims
vizualizuoti. Pagrindinis $iy disertacijy tikslas buvo sukurti ir tobulinti metodus,
kuriuos taikant biity efektyviai minimizuojamos daugiamacdiy duomeny
projekcijos paklaidos naudojantis dirbtiniais neuroniniais tinklais bei projekcijos
algoritmais, o taip pat pagreitinamas dirbtinio neuroninio tinklo mokymas.
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Disertacijose detaliai iStitas SAMANN algoritmas bei pasitlytos jo
modifikacijos.

Sioje disertacijoje nagrinéjami tokie daugiamaéiy duomeny vizualizavimo
metodai, kurie nebuvo analizuoti auk$¢iau minétose disertacijose, t.y. atlikta
daugiamaciy duomeny vizualizavimo metoduy, islaikanéiy lokalia struktiira,
analizé. Detaliai iStirtas trianguliacijos metodas, santykinés perspektyvos
metodas bei pastaruoju metu labai populiariis netiesinés daugdaros atpazinimo
metodai, tokie kaip lokaliai tiesinis vaizdavimas ir Laplaso matricos tikriniy
zemélapiy metodas.

2.1. Analizuojami duomenys

Skyriuje daugiamaciy duomeny vizualizavimui naudojamos $ios duomeny aibés:

e 1000 trimatés erdvés taSky, iSsidésCiusiy ant netiesinés dvimatés
S-formos daugdaros (2.1a pav.).

e 2000 trimatés erdveés tasky, esanéiy ant netiesinés dvimatés spiralinio
cilindro, turincio centre staciakampe iSpjovq, daugdaros. Spiralinis
cilindras (,,swiss roll*) — tai cilindrinis pavir$ius, kurio vedamoji yra
spiralé (2.1b pav.).

e 1000 trimatés erdvés taSky, iSsidésCiusiy ant netiesinés dvimatés
daugdaros, vadinamos sferos nuopjova (,punctured sphere)
(2.1c pav.).

o Sferos tasky aibé (2.1d pav.) — tai aibé 576 taskuy, kuriy koordinatés
(xl ,xz,x3) yra apskaiCiuojamos pagal $ias parametrines lygtis:

X, =2cosacos f,
X, =2sinacos 3,
x; =2sin B

vienodais intervalais keiCiant parametry o ir [ reikSmes, kai

a €[0;360°], B €[0:360°].
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2.1 pav. Trimatés erdvés taskai, i$sidéste ant netiesiniy dvimaciy daugdary

Nespalvoty anciuko paveiksléliy duomeny aibé (Nene et al. 1996).
Duomenis sudaro to paties objekto (anciuko) nespalvoti paveiksléliai,
gauti palaipsniui apsukant anciuka 360° kampu. Kiekvienas
paveikslélis yra skaitmenizuojamas, t. y. duomeny tasko koordinatés
yra sudarytos i§ paveikslélio tasky spalviniy savybiy, ir todél $io tasko
koordinaciy skaicius yra labai didelis. Analizuojamy paveiksléliy, tuo
paciu daugiamatés erdvés taSky skai¢ius m=72. Kiekvienas
paveikslélis sudarytas i§ 128x128 nespalvoty taskeliy, taigi
vizualizuojamy tasky koordinaciy skaicius n =16384.

Fiserio irisy duomenys (Fisher 1936), kurie kartais vadinami tiesiog
irisais arba irisy duomenimis. Tai yra klasikiniai testiniai duomenys,
naudojami daugiamaciy duomeny analizéje. ISmatuoti keturi 150-ies
irisy (vilkdalgiy) ziedy parametrai: taurélapiu ilgiai (sepal length),
taurélapiu plociai (sepal width), vainiklapiu ilgiai (petal length),
vainiklapiy plociai (petal width). Matuotos triju veisliu géles: Iris
Setosa (1klasé), Iris Versicolor (Il klasé) ir Iris Virginica (IlI klasé).
Sudaryti 150 4-matés erdvés taskai, kiekvienoje klaséje yra po 50 taskuy.
Ivairiais metodais nustatyta, kad I klasés irisai skiriasi nuo kity dvieju
(IT ir 1I0) klasiy, o pastaryjy — labiau giminingi.
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e Panevézio miesto ir rajono tiriamy mokykly duomenys. Svietimo
informaciniy technologiju centre (ITC) yra sukurta pedagogu duomeny
baziy sistema. I§ Siy pedagoguy duomeny baziy analizei pasirinktos 19
Panevézio miesto (tyrime jos pazymétos numeriais nuo 1 iki 19) ir 9
Panevézio rajono (pazymétos nuo 20 iki 28) mokyklos: dvi gimnazijos
(ju numeriai 1 ir 2), likusios — vidurinés mokyklos. Analizuojami
mokytojai, dirbantys 5-12 klasése, taip pat gimnazinése klasése. Noréta
iSnagrinéti, kokia itaka mokyklai daro mokytoju kvalifikacija, amzius,
mokytoju skai¢iaus dinamika, kaip mokyklos grupuojasi pagal
pasirinktus parametrus. Remtasi 1999/2000 mokslo mety duomenimis.
Mokykloms charakterizuoti yra pasirinkti Sie rodikliai:

o x; —mokytojy-eksperty ir mokytojy-metodininky procentas;

o x, —mokytojy, neturin¢iy tinkamos kvalifikacijos (dirbanc¢iy ne
pagal savo turima specialybg), procentas;

o x; —mokytojuy, kuriy amzius vir§ija 55 metus, procentas;
o x, —mokytoju, kuriy amzius iki 35 mety, procentas;

o x; —mokytojy skai¢iaus augimo (mazéjimo) procentas.

2.2. Projekcijos metodai

Gamtos ir socialiniy moksly pateikti realis duomenys daznai yra
charakterizuojami labai dideliu parametry skai¢iumi, t.y. duomenys yra labai
didelés dimensijos. Todél labai sunku Siuos duomenis suprasti. Ta¢iau daugeliu
atveju neaiski, reikalaujanti gilios analizés duomeny strukttira gali biiti apraSyta
mazu pozymiy skai¢iumi. Dimensijai mazinti sukurta daugybé metodu.
Projekcijos metodai (dimensijos mazinimo metodai) taikomi, kai norima
daugiamacius duomenis transformuoti { mazesnés dimensijos erdve. Ju tikslas —
pateikti daugiamacius duomenis mazesnés dimensijos erdvéje taip, kad biity kiek
galima tiksliau iSlaikyta duomeny struktiira (iSsaugotos objekty tarpusavio
i§sidéstymo charakteristikos — atstumai ar pan.). Projekcijos metodai gali biiti
naudojami ir daugiamaciams duomenims vizualizuoti, kai pasirinkta pakankamai
maza projekcinés erdvés R dimensija (d =2 arba d=3). Erdvé R? dar
vadinama vaizdo erdve, nes daznai jos elementus galima stebéti vizualiai.
Tarkime, kad turime daugiamacius duomenis, kurie iSreiksti n-matés erdveés

taskais X; = (x;,%,5,...,%;,) (X; €R"), i=1,m; &ia x; yra duomeny i-ojo tasko



2. DAUGIAMACIU DUOMENU PROJEKCIJOS METODU ANALIZE 15

X; Jj-oji koordinaté, atitinkanti j-aji parametra, n— tasko X, koordinaciy
skaiCius, t.y. erdveés, kuriai priklauso taskas X, dimensija, m — analizuojamy
objekty (tasku, vektoriy) skaiCius. Tikslas — rasti taSko X; =(x;,X;5,...,X;,)
transformacija Y, =(»,;, ¥;y,--» V) Mmazesnés dimensijos (projekcinéje arba

vaizdo) erdvéje RY, d<n. Jeigu projekcijos metodo tikslas — vizualizuoti
duomenis, tai d =2 arba d =3 . Galima nagrinéti ir atveji, kai d =1, taciau tada
vizualizuojant prarandama daugiau informacijos ir vaizdumo.

Projekcijos metoduose yra naudojamas formalus matematinis Kkriterijus,
pagal kuri minimizuojamas projekcijos iSkraipymas

Projekcijos metodai yra skirstomi i dvi dideles grupes:

1. tiesinés projekcijos metodai: pagrindiniy komponenciy analizé
(principal component analysis), tiesiné diskriminantiné analizé (linear
discriminant  analysis), faktoriné analizé (factor  analysis),
nepriklausomy komponenciy analizé (independent component analysis),
projekcijos paieska (projection pursuit) ir kiti;

2. netiesinés projekcijos metodai: daugiamatés skalés (multidimensional
scaling) ir §io metodo atskiras atvejis — Sammono projekcija (Sammon
mapping, projection), pagrindinés kreivés (principal curves),
saviorganizuojantys neuroniniai tinklai (SOM) (self organizing map),
trianguliacijos metodas (triangulation method), lokaliai tiesinis
vaizdavimas (locally linear embedding) ir kiti.

Tiesinés projekcijos metodais ieskoma tiesinés analizuojamuy duomeny
transformacijos, o netiesinés projekcijos — netiesinés transformacijos. Tiesinés
projekcijos metodai labai efektyviis, kai duomenys pasiskirsto po tam tikra
poerdvi. Be to, jie reikalauja maziau skaiciavimu negu netiesinés projekcijos
metodai. Taciau tikslesné duomeny struktiira iSlaikoma naudojant netiesinés
projekcijos metodus. Deja ir Siuo atveju duomeny vizualizavimo iSkraipymai yra
nei§vengiami.

Skirtumas tarp tiesinés ir netiesinés projekcijos pavaizduotas 2.2 paveiksle.
PlokStumos taSkai X, X,,..., X iSdéstyti taip, kad tarp artimiausiy taSky bty
vienodi atstumai, t.y. d(X,,X;,,)=d(X;;;,X,,,), i=14. Jei Siuos taSkus
atvaizduosime | vienmatg erdveg (i ties¢ y;) naudodami tiesing projekcija, tai
atstumai tarp tasky nebus iSlaikyti (2.2a pav.). Taciau netiesinés projekcijos
atveju, radus tinkama transformacija, atstumai tarp artimiausiy taSkuy isliks
vienodi (2.2b pav.).

AuksCiau minéti projekcijos metodai aprasyti darbuose (Dzemyda
et al. 2008; Medvedev 2007). Toliau detalizuosime tik tuos projekcijos metodus,
kurie i§saugo lokaliq struktiirg. Cia lokalios struktiiros ilaikymu vadiname
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atstumy tarp artimiausiy taSky santykiy iSlaikyma po analizuojamos
daugiamaciy duomenuy aibés transformavimo i§ didesnio matavimo erdvés i
mazesnio matavimo erdve. Taip pat trumpai bus apzvelgiami daznai naudojami
projekcijos metodai, iSsaugantys ne tik lokalia, bet ir globaliq struktirq, t.y.
atstumy santykius tarp visy duomeny taskuy, nes $iy metody trilkumai, atsiskleidg
nagrin¢jant tam tikras duomeny aibes (daugdaros tipo duomenis), iSrySkina
nagrinéjamy metody privalumus.

XA y,
X; X X
X X, X
g 9

—0————0——0—o—f ———0—O—0—0—J
Y, ¥, V.Y, .Y,y MEDERD 1D FID R IR

a) b)

2.2 pav. Projekcijos: a) tiesing ir b) netiesiné

2.2.1. Pagrindiniy komponen¢iy analizé

Pagrindiniy komponenciy analizé (principal component analysis, PCA) yra
klasikinis statistikos metodas, sukurtas 1901 m. Karlo Pirsono (Kar!/ Pearson) ir
nuo to laiko placiai naudojamas duomeny analizei (pvz., klasifikavimui,
atpazinimui). FaktiSkai, tai yra tiesinés projekcijos metodas.

PCA metodo tikslas — sumazinti duomenu dimensija atlickant tiesing
transformacija ir atsisakant dalies po transformacijos gauty naujy komponenciy,
kuriy dispersijos yra maziausios (Jolliffe 1989; Opitz and Hilbert 2000; Yeung
and Ruzzo 2001; Taylor 2003). Taigi PCA metodu siekiama maksimaliai
iSlaikyti dispersija duomenyse.

I$ pradziy ieSkoma krypties, kuria dispersija yra didziausia. DidZiausia
dispersija turinti kryptis vadinama pirmaja pagrindine komponente (PC1). Ji eina
per duomenu centrini taska. Tai taskas, kurio koordinatés yra analizuojama
duomeny aibe sudaranéiy tasky atskiry koordinaCiy vidurkiai. Visy tasky
vidutinis atstumas iki Sios tiesés yra minimalus, t.y. $i tiesé yra kiek galima
arCiau visy duomeny tasky. Antrosios pagrindinés komponentés (PC2) asis taip
pat turi eiti per duomeny centrini taska ir ji turi buti statmena pirmosios
pagrindinés komponentés asiai (2.3 pav.).
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2.3 pav. Pirmoji (PC1) ir antroji (PC2) pagrindinés komponentés

Tegu turime duomeny matrica X={Xl,Xz,...,Xm}={x[j,i=1,_m,j=1,_n},
kurioje eilutés zymi vektorius X, =(x;,X;,,...,%;,) (Ju yra m), o stulpeliai —
duomeny parametrus Xx;,X,,...,x, (juyran).

Norint rasti pagrindines komponentes, reikia sudaryti duomeny kovariacing
matricg ir apskaiciuoti jos tikrines reikSmes (eigenvalues) bei tikrinius vektorius
(eigenvectors). Matricos C tikrinis vektorius (eigenvector) f, ir ji atitinkanti

tikriné reiksmé (eigenvalue) A, yra lygties Cf, = A,f, sprendinys. Sioje lygtyje
f; yra vektorius stulpelis, C — kvadratiné nxn kovariaciné matrica, A, reikSmé
randama i§ charakteristinés lygties |C -4 |=0. Cia I yra vienetiné matrica,

kurios matmenys tokie pat kaip matricos C; zenklu |.| apibréztas determinantas.
Tikriniy vektoriy ir tikriniy reik§miy radimas néra trivialus uzdavinys, taciau yra
sukurta nemazai Sio uzdavinio sprendimo metody (Kvedaras and
Sapagovas 1974).

SuriSiavus tikrinius vektorius f, juos atitinkanciy tikriniy reikSmiy

mazéjimo tvarka (4, 2 4, >2...2 4,), sudaroma matrica 4 =(f,, f5,..., f,), kurios
stulpeliai yra surtSiuoti tikriniai vektoriai f,, I=1,n. Si matrica vadinama
pagrindiniy komponenciy matrica, kurios kiekvienas vektorius stulpelis yra

ortogonalus bet kuriam kitam. Bet kuri duomeny vektoriy X,, i=1,m galima
transformuoti  pagal formule Y =(X; —X')A, Cla X, = (X, X505 X;)
> — — _ 1 & ) . . .

X =(%,%,....%,), X; =;Zx[j . Gauti Y, =(¥;,¥i50--¥;,) yra taSkai naujoje

i=1
ortogonalioje koordinaiy sistemoje (¥, );,...,»,), apibréztoje tikriniais

vektoriais f;, / zl,_n.
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Pirmasis tikrinis vektorius f; apraSo nauja parametra y,, kurio dispersija 4,
yra pati didziausia tarp 4,,4,,...,4, , t. y. §is parametras ir yra pirmoji pagrindiné
komponenté. Antrasis tikrinis vektorius f, apraso parametra y,, kurio
dispersija yra antra pagal dydi ir kuris yra antroji pagrindiné komponentg, ir t. t.

Daznai tik dalis tikriniy reikSmiy yra esminés, nes kity reikSmés yra labai
mazos. Todél daugiamaciy duomeny transformacijai galima naudoti ne visus »
tikrinius vektorius, o tik pirmuosius d (d < n). Tuomet matrica 4 sudaroma tik
1§ d tikriniy vektoriy, turin¢iy didziausias tikrines reik§mes. Yra skurta jvairiy
metodiky, kaip i$ anksto (ar algoritmo metu) nustatyti skaiciaus d reikSme. Jei
analizés tikslas — rasti pagrindines komponentes ir transformuotus duomenis
pavaizduoti plokStumoje ar trimatéje erdvéje, t.y. juos vizualizuoti, tuomet
d=2 arbad=3.

PCA metodu vizualizuoti duomenys, daugiamatés erdvés taskai
priklausantys jvairioms netiesinéms dvimatéms daugdaroms (a-e atvejai) ir irisy
duomenys (fatvejis), kai duomenys atvaizduojami plokStumoje, pateikti
2.4 paveiksle.

Pagrindiniy komponenc¢iy metodo privalumas yra jo idéjos paprastumas.
Gal dél to Sis metodas populiarus jau daugiau nei 100 mety ir iki Siol placiai
taikomas. Taciau PCA metodas turi ir trikumy:

e jei egzistuoja tiesinés priklausomybés tarp parametry x,,x,,...,x,, tai
duomeny dimensija mazinama su nedidelémis paklaidomis; taciau
dazniausiai tarp realiy duomeny egzistuoja stipriis netiesiniai sarysiai,
kuriy §is metodas negali jvertinti,

e vizualizavimo rezultatai labai priklauso nuo tasky atsiskyréliy
(outliers), nes $ie taskai n-matéje erdvéje yra ryskiai nutolg nuo kity ir
dirbtinai padidina dispersijos reikSm¢, o tai daro didelg itaka
nustatytoms pagrindinéms komponentéms bei duomeny projekcijos
kokybei;

e netinka vizualizuoti duomenis, i$sidésCiusius ant netiesinés daugdaros,
nes tolimi taskai ant daugdaros pavirSiaus gautoje projekcijoje tampa
artimi (2.4a pav., 2.4b pav.).
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2.4 pav. PCA metodu vizualizuoti duomenys: a) S-formos daugdaros
taskai, b) spiralinio cilindro, turinéio centre sta¢iakampg iSpjova, taskai,
¢) sferos nuopjovos taskai, d) sferos taskai, e) an¢iuko paveiksléliy
duomenys, f) irisy duomenys
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2.2.2. Daugiamatés skalés

Daugiamaciy skaliu (multidimensional scaling, MDS) metodas (Borg and
Groenen 2005) naudojamas daugiamaciy duomenu analizei jvairiose mokslo
srityse, pvz., socialiniuose moksluose, medicinoje ir t.t. Sukurta daug Sio
metodo realizacijy, kurios skiriasi naudojamais vizualizavimo kokybés
kriterijais, optimizavimo algoritmais ar prielaidomis apie duomenis.

Naudojantis MDS, ieskoma daugiamaciy duomeny projekciju mazesnés
dimensijos erdvéje (dazniausiai R arba R®), siekiant i§laikyti analizuojamos
aibés objekty artimumus — panaSumus arba skirtingumus. Gautuose vaizduose
panasiis objektai i§déstomi arciau vieni kity, o skirtingi — toliau vieni nuo kity.

Pradiniai daugiamaciy skaliy metodo duomenys yra kvadratiné simetriné
matrica, kurios elementai nusako artimuma tarp analizuojamy objekty. Tai gali
buti arba panasumy, arba skirtingumy matrica. PaprasCiausiu atveju tai yra
Euklido atstumy tarp objekty matrica.

Vienas daugiamaciy skaliy metody tiksly yra rasti optimaly daugiamacius
objektus atitinkanciy tasky vaizda mazos dimensijos erdvéje.

Tegu kiekviena n-matés erdves taska X, € R", i=1,m, atitinka mazesnés
dimensijos erdvés taSkas Y, eR?, d<n. Atstumg tarp tasky X; ir X
pazymékime d(X;, X)), o atstuma tarp tasky Y, ir ¥; — d(¥,Y)), i, =1,_m.

Naudojantis MDS algoritmu, bandoma atstumus d(Y,,Y;) priartinti prie
atstumy  d(X,,X ;). Jei naudojama kvadratiné paklaidos funkcija, tai
minimizuojama  tikslo  funkcija  E,,, gali buti uZraSyta taip:

E, s =2wy(d(Xi,Xj)—d(Y;,Yj))z. Paklaidos funkcija E,,,, dar vadinama

i<j
Stress  funkcija.  Svoriai Wy apskai¢iuojami ~ pagal  formules:
W, ! w, ! ! Cia
i = , i = . Wl,, = 5
’ Zi<j(d(Xi’Xj))2 DAL X)Y, d(XGX) T md (X, X))
d(X;,X;)#0.

Literatiroje minimi jvairiis paklaidos funkcijos optimizavimo biidai:
gradientinis nusileidimas, jungtiniy gradienty metodas, kvazi-Niutono metodas,
deterministinis atkaitinimo modeliavimo algoritmas (simulated annealing)
(Klock and Buhmann 2000), evoliucinis algoritmas (Michalewicz 1996),
kombinatorinis MDS algoritmas (Zilinskas and Zilinskas 2007), 3aky ir réziy
algoritmas (Zilinskas and Zilinskas 2009), genetinio algoritmo ir lokalaus
nusileidimo  metody  kombinacijos (Mathar and  Zilinskas  1993;
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Podlipskyte 2004), SMACOF (scaling by majorization a complicated function)
algoritmas, pagristas tikslo funkcijos mazorizavimu (Borg and Groenen 2005).
Sioje disertacijoje tyrimams bus naudojamas SMACOF algoritmas.

2.5 paveiksle parodytas MDS metodu gautas daugiamatés erdvés tasky
i8sidéstymas dvimatéje plokStumoje, vizualizuojant ivairiy netiesiniy dvimaciy
daugdary taskus (a-f) ir irisy (g) duomenis.

Iprastinio MDS algoritmo trikumai:

e algoritmo tikslo funkcijos optimizavimas reikalauja palyginimy tarp
visy tasky pory;

e algoritmai yra neefektyviis, dirbant su didelés apimties duomeny
aibémis;

e negalima vizualizuoti nauju taSky tol, kol nebus perskaiCiuoti visi
analizuojami taskai;

e jprastinis MDS metodas netinka daugdaros tipo duomenims
vizualizuoti, nes tolimi taSkai ant daugdaros pavirSiaus gautoje
projekcijoje tampa artimi (2.5 pav.).

Siekiant iSvengti minéty problemuy, pasiiilyta ivairios MDS algoritmo
modifikacijos (Basalaj 1999; Naud and Duch 2000; Bernataviciené et al. 2007,
Tenenbaum et al. 2000) ir kiti.
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2.5 pav. MDS metodu vizualizuoti duomenys: a) S-formos daugdaros
taskai, b) spiralinio cilindro, turin€io centre staciakampg iSpjova, taskai,

¢) sferos nuopjovos taskai, d) sferos taskai, ¢) an¢iuko paveiksléliy

duomenys, f) irisy duomenys
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2.2.3. Sammono algoritmas

Sammono projekcija, daznai vadinama Sammono metodu ar algoritmu,
(Sammon 1969) yra netiesinis objekty, apibudinamy daugeliu parametry,
atvaizdavimas maZesnés dimensijos erdvéje R, dazniausiai d = 2. Tai vienas i§
daugiamaciy skaliy (MDS) grupés metody (Bezdek and Pal 1995). Metodo
idéja— atvaizduoti daugiamacius objektus atitinkancius taskus mazesnés
dimensijos erdvéje islaikant atstumy tarp atitinkamy daugiamatés erdvés tasky ir
ju projekciju santykius. Sammono projekcija minimizuoja projekcijos
i8kraipyma (paklaida) E, kuri darbe bus vadinama Sammono paklaida:

1 d(X,,X,)-d(,Y)))?
bt 5 WX X)-d0ry))?
(X X)) d(X;, X))

i<j

Funkcija E; sutampa su E\ps funkcija, kai
1
W, = .
LA, X)), d(XL X))
zr. 3.2 skyrelyje.

Detaliau apie Sammono metoda
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2.6 pav. Sammono metodu vizualizuoti Panevézio miesto ir rajono tiriamy
mokykly duomenys
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2.2.4, Trianguliacija

Darbe (Lee et al. 1977) pateiktas nuoseklaus daugiamatés erdvés tasky
atvaizdavimo plokStumoje biuidas taikant trianguliacijos metoda. Jo esmé:
duomeny taskai atvaizduojami ne i§ karto visi, bet vienas paskui kita; taskas
dedamas atsizvelgiant i ankséiau atvaizduoty tasky i$sidéstyma. Siuo metodu,
skirtingai nei daugiamatémis skalémis, nesistengiama islaikyti atstumy tarp visu
daugiamatés erdvés tasky ir ju projekciju plokStumoje santykius. Atvaizduojant
daugiamacius duomenis ploks§tumoje, tiksliai iSlaikomi atstumai nuo kiekvieno
tasko iki kazkuriu dvieju anksciau atvaizduoty tasky; atstumai tarp tu dvieju
tasky taip pat yra tiksliai iSlaikyti. Tuo budu, atvaizduojant duomenis i$
daugiamatés erdvés | dvimate, tiksliai iSlaikomi (2m —3) atstumai i§ galimy
m(m—1)/2 atstumy (¢ia m — analizuojamy tasky skai¢ius).

Galimi du metodai, pagal kuriuos nustatoma, iki kuriy dvieju jau
atvaizduoty duomenuy aibés tasky atstumy didumas turi biti tiksliai iSlaikytas,
atvaizduojant nauja taska i§ n-matés | dvimate erdve. Tai antrojo ar¢iausiojo
kaimyno (second nearest neighbour) ir atramos tasko (reference point) metodai.
Taikant antrojo arCiausiojo kaimyno metoda, tiksliai iSlaikomi atstumai nuo
kiekvieno vizualizuojamo tasko iki dviejy artimiausiy jo kaimyny. Naudojant
atramos taSko metoda, 1§ duomeny aibés taSky vienas taskas pasirenkamas
atramos tasku, iki kurio atstumai nuo visy kity tasky bus visada islaikomi. Taigi
Siuo atveju iSlaikomi kiekvieno taSko atstumai iki pirmojo ar¢iausiojo kaimyno
bei atramos tasko (detaliau zr. 3.1 skyrelyje).

Atramos tasko metodas naudojamas, norint parodyti visy analizuojamy
duomeny padéti vieno pasirinkto tasko (atramos tasko) atzvilgiu. Siekiant kuo
geriau iStirti duomenis, gali biiti naudojami jvairiis atramos taSkai. Tokiu btdu
galima gauti daugybe skirtingy atvaizdavimy i§ ty paciu duomenuy. Tai tas pats,
kas stebéti objekta erdvéje is skirtingy pozicijy (Lee et al. 1977).

Sioje disertacijoje skirtumas tarp antrojo aréiausiojo kaimyno ir atramos
taSko metody iSrySkintas, analizuojant Panevézio miesto ir rajono tiriamy
mokykly duomenis. 2.7 paveiksle parodytas antrojo ar¢iausiojo kaimyno metodo
rezultatas, kur pradiniu tasku vizualizavimo metu buvo pasirinkta Panevézio
Haulétekio viduriné mokykla, pazyméta numeriu 10. Kiekviena mokykla
atvaizduota dviejy artimiausiy pagal nagrinéjamus pozymius mokykly atzvilgiu.

2.8 paveikslas pateikia mokykly iSsidéstyma, gauta panaudojus atramos
tasko metoda, kai atramos taSku pasirinkta Juozo Bal¢ikonio gimnazija (nr. 1).
Galima vizualiai vertinti mokykly panasuma. Matome, kad dauguma Panevézio
miesto mokykly (nr. 3—-19, uztuSuoti skrituliukai) yra ar¢iau Juozo Balcikonio
gimnazijos nei rajono mokyklos (nr. 20-28, tusti skrituliukai). Todél galima
daryti iSvada, kad miesto mokyklos panaSesnés pedagoginio personalo
kvalifikacijos, amziaus ir kaitos poziuriu i Juozo BalCikonio gimnazija nei



2. DAUGIAMACIU DUOMENU PROJEKCIJOS METODU ANALIZE 25

rajono mokyklos. 2.9 paveiksle atramos tasku pasirinkta miesto mokykla —
Alfonso Lipnitino viduriné mokykla (numeris 15), o 2.10 paveiksle pasirinkta
rajono mokykla— Krekenavos Mykolo Antanaiio viduriné mokykla
(numeris 21).
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2.7 pav. Panevézio miesto ir rajono tiriamy mokykly duomeny
vizualizavimas antrojo ar¢iausiojo kaimyno metodu
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2.8 pav. Panevézio miesto ir rajono tiriamy mokykly duomeny
vizualizavimas atramos tasko metodu, kai atramos taSku pasirinkta Juozo
Balc¢ikonio gimnazija (numeris 1)
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2.9 pav. Panevézio miesto ir rajono tiriamy mokykly duomeny
vizualizavimas atramos tasko metodu, kai atramos tasku pasirinkta
Panevézio miesto Alfonso Lipnitino mokykla (numeris 15)
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2.10 pav. Panevézio miesto ir rajono tiriamy mokykly vizualizavimas
atramos tasko metodu, kai atramos tasku pasirinkta Panevézio rajono
Krekenavos Mykolo Antanai¢io mokykla (numeris 21)
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Taigi trianguliacijos metodo privalumas — naudojant ta pacia duomeny aibg,
taciau pasirenkant skirtingus, tam tikra prasme tyréjui jdomius atramos taskus,
galima gauti daugybe skirtingy atvaizdavimuy, kurie visumoje padeda geriau
suvokti analizuojamus duomenis.

Lyginant su pagrindiniy komponenc¢iy analizés metodu, trianguliacijos
metodo privalumas yra tai, kad S$iuo metodu galima analizuoti ir ne
skaitmeninius duomenis. Darbe (Lee et al. 1977), taikant trianguliacijos metoda,
analizuojami baltymo duomenys, susij¢ su amino riigstimis baltymo molekuléje,
citochromu c, rasto gyviiny ir aukStesniy augaly mitochondrijoje; uzraSytos tiktai
tos pozicijos, kurios skiriasi. Kadangi Sie duomenys néra skaitmeniniai
(duomeny tasko kiekvienos koordinatés reikSmé yra didzioji raidé), negalima
naudoti Euklido atstumy. Todél naudojami Hamingo atstumai (Hamming
distance). Hamingo atstumas tarp dviejy tasky X, =(x,,X;,....X; ir

mn

X, =(x;1,X3,...,X;,) apibréziamas taip:

d(Xisz) 225()61-1,)6.]-1),
=1

kur 6(x;,x;) =1, jei x; #x,,ir 8(x;,x;)=0,jei x; =x.

Disertacijoje parodyta, kad trianguliacijos metodu galima greitai ir su
nedidele paklaida atvaizduoti naujus duomeny taskus, kai pradiniai duomenu
aibés taskai vizualizuoti vienu i§ MDS grupés metody (detaliau
zr. 3.3 skyrelyje). Tai dar vienas trianguliacijos metodo privalumas.

Trianguliacijos metodu vizualizavus plokStumoje daugiamatés erdvés
taskus, i8sidésCiusius ant arba arti netiesinés daugdaros, nustatyta, kad Sis
metodas néra tinkamas netiesinés daugdaros tipo duomenims vizualizuoti
(2.11 pav.).

Tyrimas su irisy duomenimis atskleidé dar viena trianguliacijos metodo
trukuma — gauta projekcijos paklaida labai priklauso nuo tasky atvaizdavimo
sekos (pirma taSkai surGiSiuojami tam tikra tvarka, o po to nuosekliai
atvaizduojami plokStumoje). Trianguliacijos metodu gautas daugiamatés erdveés
tasky iSsidéstymas dvimatéje plokStumoje, vizualizuojant irisu duomenis,
parodytas 2.12 paveiksle. Taskai, atitinkantys pirmos klasés irisus, pazymeéti
mélynais kvadratéliais, antros klasés irisus — Zaliais skrituliukais, trecios klasés —
juodais skrituliukais. 2.12a paveiksle taskai atvaizduoti plokS§tumoje taikant
antrojo arciausiojo kaimyno metoda, kai pradiniu tasku vizualizuojant duomenis
pasirinktas pirmas duomeny aibés taskas. Matome, kad antros klasés taskai
isimaiSo tarp pirmos ir treCios klasés tasky, t. y. duomenys tarsi sudaro viena
klasteri. 2.12b paveiksle taskai atvaizduoti plokStumoje taikant antrojo
arCiausiojo kaimyno metoda, kai pradiniu taSku pasirinktas duomeny aibés
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taskas, kurio numeris 102. Siuo atveju tagkai, atitinkantys pirmos klasés irisus,
sudaro atskira grupe, taciau antros ir trecios klasés taskai gerokai persidengia.
2.12c paveiksle panaudotas atramos tasSko metodas, kai atramos taSku pasirinktas
pirmas duomeny aibés taskas. Gautoje projekcijoje antros ir treCios klasiy

sankirta mazesné nei 2.12b paveiksle.
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2.11 pav. Trianguliacijos metodu vizualizuoti daugiamatés erdvés taskai,

esantys ant arba arti netiesiniy dvimaciy daugdary: a) S-formos daugdaros
(antrojo ar¢iausiojo kaimyno metodu), b) S-formos daugdaros (atramos

tasko metodu), c) sferos nuopjovos (antrojo ar¢iausiojo kaimyno metodu),

d) sferos (antrojo ar¢iausiojo kaimyno metodu), e) anciuko paveiksléliy
duomenys (antrojo ar¢iausiojo kaimyno metodu)
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2.12 pav. Trianguliacijos metodu vizualizuoti irisy duomenys
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2.2.5. Santykinés perspektyvos metodas

Santykinés perspektyvos metodas (relational perspective map, RPM)
(Li2004) — tai netiesinis duomeny dimensijos maZinimo metodas,
atvaizduojantis duomenis ant toro pavirSiaus (staCiakampyje). Torq apibrézia
spindulio R apskritimas, besisukantis apie jo plokStumoje esancig ties¢, nutolusia
nuo apskritimo centro atstumu a>R. RPM, kaip ir daugiamaciy skaliy
(multidimensional scaling) metodai, stengiasi iSlaikyti atstumy tarp atitinkamy
daugiamatés erdvés tasky ir ju projekciju ant toro santykius. Taciau RPM gali
iSsaugoti daugiau sudétingos duomeny aibés lokaliy savybiy nei Kkiti
daugiamaciy skaliy metodai. Pagrindiné RPM metodo savybé — galéjimas
padalyti sudétinga duomeny aibg i dalis ir vizualizuoti duomenis plokStumoje
taip, kad ju projekcijos nepersidengty. Todél RPM metodas islaiko atstumus
nedideléje srityje (short-range distances) tiksliau negu kiti projekcijos metodai.

Tam, kad vizualizuojamu tasSku projekcijos nepersidengty ir atstumai buty
kuo tiksliau iSlaikyti, tasky atvaizdavimui pasirinktas toro pavirSius.
Vizualizuojant taSkus ant toro, gaunami dvimaciai taskai, kurie suprantami kaip
dalelés, galinCios laisvai judéti ant toro pavirSiaus, bet negalinfios nuo jo
atitrikti. Veikiamos stimos jégu, dalelés juda ant toro pavirSiaus, kol ju
i8sidéstymas atitinka atstumus tarp daugiamatés erdvés tasku.

Kaip pavaizduota 2.13 paveiksle, RPM metodas pirmiausia atvaizduoja
daugiamatés erdvés taSkus ant toro pavirSiaus, o tada, tora iSardzius (tora
perpjauname pasirinktoje vietoje ir gauname cilindra, kuri vél pjauname per
vieng jo sudaromaja), gaunamas staciakampis, kuriame ir matome daugiamates
erdvés tasky projekcijas.

Santykinés perspektyvos metodu gautas daugiamatés erdvés tasSky
i§sidéstymas dvimatéje plokStumoje, vizualizuojant irisy duomenis, parodytas
2.14 paveiksle.

Kaip geriau suprasti daugiamaciy duomeny atvaizdavima ant toro
pavirSiaus? Vizualizuokime sferos taskus (2.1d pav.) RPM metodu. Tasky
atvaizdavimas ant toro pateiktas 2.15 paveiksle. Norint jsivaizduoti, kaip taskai
iSsidésto ant toro, reikéty sulipdyti prieSingas sta¢iakampio krastines. Taciau to
padaryti mes negalime, todél sudedame i$ eilés keleta atvaizdavimy (2.15 pav.).
2.16 paveiksle vaizdziai matome virSuting (Sviesiis taskai) ir apating (tamsis
taskai) pussferes.

Siame skyrelyje RPM metodu vizualizuoti ir trimatés erdveés tagkai, issidéste
ant netiesinés dvimatés S-formos daugdaros (2.1apav.). Tyrimas parodé
(2.17 pav.), jog RPM metodas néra tinkamas vizualizuoti $iuos taskus.



30 2. DAUGIAMACIU DUOMENU PROJEKCIJOS METODU ANALIZE

M
0 A ¢
+ % 9 f~-7;~77§77~~0~-fﬁ

6 |

Duomeny aibé, Duomeny
sudaryta i§ 4 4 taskai ant toro T

trimatés erdveés pavirsiaus vizualizavimas RPM

tasky metodu

2.13 pav. RPM metodo modelis

80
80 |
40 |
20 |
Fa
=]
0 — am % °

0 20 40 60 80 100

< Fis setosa @ his versicolor a Fis virginica

2.14 pav. RPM metodu vizualizuoti irisy duomenys

[
o oa

s o T w ® - + * ]

2.15 pav. Sferos tasky vizualizavimas RPM metodu
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2.17 pav. RPM metodu vizualizuoti netiesinés dvimatés S-formos
daugdaros taskai
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2.3. Netiesinés daugdaros atpazinimo metodai

Skyrelio pradzioje pateiksime keleta svarbiy sgvokuy paaiskinimy (Adler and
Taylor 2007; Lee and Verleysen 2007).

Apibrézimas. Topologiné erdvé yra aibé X, kurioje nurodyta jos topologija
T,t y. aibés X poaibiy Seima (rinkinys), pasizyminti Siomis savybémis: dvieju
Seimos T elementy sankirta yra tos Seimos elementas, bet kuri Seimos T
elementy sajunga yra tos Seimos elementas, tus€ioji aibé ir visa aibé X yra
Seimos T elementai. Topologijos T elementai vadinami atvirosiomis aibémis
(Lee and Verleysen 2007).

Disertacijoje nagrinéjame tik Euklido erdve. Kadangi $i erdvé yra metriné
(apibréztas atstumas), tai joje ivedama metriné topologija. Siuo atveju tarp
atviryjy aibiy tasky galima skaiciuoti atstumus ir rasti taSky kaimynus.

Apibrézimas. Atvirgja aibe vadinama aibé, kurioje apie bet kuri jos taSka
galima apibrézti atviraji rutuli, kuris priklausyty tai aibei.

Apibrézimas. Tarkime, kad turime tasko atviraja aplinka (atviraja aibg),
kurioje yra tas taSkas. Tuomet visus toje aplinkoje esancius taskus vadinsime to
tasko kaimynais.

Daugdara yra topologiné erdve, kurioje kiekvieno tasko aplinkoje jvesta
koordinaciy sistema. Nors daugdara apibendrina bet kokio matavimo erdvéje
kreivés ir pavirSiaus savokas, bet lokaliai daugdara nesiskiria nuo Euklido
erdvés: ji sudaryta i$ suklijuoty Euklido erdvés gabaly (Adler and Taylor 2007).

Kalbant apie daugdarg, svarbi yra jos dimensija. Pavyzdziui, linija yra
vienmate, plokStuma — dvimaté ir pan. Vienmatéje daugdaroje kiekvieno tasko
aplinka yra panaSi | tiesés segmenta. Linija, apskritimas yra vienmatés
daugdaros, t.y. daugdary dimensija lygi vienam. Dvimatéje daugdaroje
kiekvieno tasko aplinka panasi i skrituli. PlokStuma, sferos pavirsius, toro
pavirsius yra dvimatés daugdaros, t. y. $iy daugdary dimensija lygi dviem.

Apibrézimas. Tegu M yra d-maté daugdara, t. y. kiekvienas jos taSkas X
turi aplinka U , kuri bijektyviai atvaizduojama | aibés R ¢ atviraji poaibi, t. y.
bet kuriam aplinkos Uy taSkui X, galima rasti d realiyju skai¢iu— jo
koordinaciy (xy, Xy, X;,). Jei Vy —Kkita taSko X, aplinka, (X, %) —
kitos tasko X, koordinatés, tai rySys tarp koordinaciy (x;;,X;5,...,%;,) Ir
(X415 Xp0ses Xy ) UzraSomas funkcijomis X, = fi(X X500 Xpy) 5 i=ld. Jei
funkcijos f; tolydzios, tai daugdara topologiné, o jei funkcijos f
diferencijuojamos, tai daugdara yra glodi.
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Whitney teorema (1936). Bet kuria glodziaja d-mat¢ daugdara galima idéti

1 pakankamai didelés dimensijos » Euklido erdve R".

Sioje disertacijoje yra nagrin¢jami daugiamatés erdvés taskai, esantys ant
arba arti netiesiniy glodziyjy daugdary.

Ivairiose mokslo srityse kaupiami ir analizuojami daugiamaciai duomenys,
kuriuos atitinkantys taSkai nagrinéjami labai didelés dimensijos erdvéje, o i$
tikryju jie yra kokios nors mazesnés dimensijos daugdaros taskai arba tai
daugdarai artimi taskai. Netiesinés daugdaros atpazinimo metodu tikslas — atrasti
mazesnio matavimo netiesing daugdara didelio matavimo erdvéje ir tada
transformuoti duomenuy taskus, iSsidésCiusius ant arba arti tos daugdaros, i
mazesnio matavimo erdve, t. y. atskleisti (unfold) daugdara.

2.18 paveiksle pateiktas paprastas pavyzdys. Nagrinéjami trimatés erdvés
taskai, priklausantys dvimatei daugdarai (2.18a pav.), kuri yra idéta i trimatg
erdve trimis skirtingais btdais: tiesinis idé¢jimas (plokStuma)— 2.18b pav.,
S-forma —2.18¢ pav., spiralinis cilindras (,,swiss roll*)— 2.18d pav. S-formos
daugdara ir spiralinis cilindras yra tarsi susuktas staciakampis popieriaus lapas
(2.18a pav.) Analizei biity pateikiamas duomeny rinkinys, pavaizduotas 2.18b,
2.18c ir 2.18d paveiksluose, o tikslas — transformuoti S§iuos duomenis | mazesnio
matavimo erdve (2.18a pav.).
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2.18 pav. Taskai, priklausantys dvimatei daugdarai (a), jdétai i trimatg
erdvg trimis skirtingais buidais: (b) tiesinis jd¢jimas (plokstuma),
(c) S-forma, (d) spiralinis cilindras (,,swiss roll*)

Duomeny vidine dimensija (intrinsic dimensionality) paprastai apibréziama
kaip minimalus parametruy ar pasléptu kintamuju (latent variables) skaiCius,
reikalingas duomenims apraSyti (Lee and Verleysen 2007). DazZnai paslépti
kintamieji dar vadinami duomenu laisvés laipsniais (degrees of freedom)
(Tenenbaum et al. 2000; Lee and Verleysen 2007). Tegu analizuojamy duomeny
dimensija yra n. Labai didelés dimensijos duomenys gali turéti reik§mingas
mazesnés dimensijos struktiiras, pasléptas analizuojamoje daugiamatéje erdvéje,
t. y. duomeny vidiné dimensija d yra daug mazesné (d < n). Tuomet laikoma,
kad Sie duomenys yra ant arba arti glodziosios mazesnés dimensijos, t.y.
d-matés daugdaros. Sprendziant daugdaros atpazinimo uzdavini, $ie duomeny



34 2. DAUGIAMACIU DUOMENU PROJEKCIJOS METODU ANALIZE

taskai turi biiti transformuojami i tokios dimensijos erdve, kokia yra daugdaros
dimensija d. Taciau vizualizavimo atveju, projekcinés erdvés dimensija turi buti
pasirinkta 2 arba 3 nepriklausomai nuo daugdaros dimensijos. Tai gali sukelti
sunkumy, taikant daugdaros atpazinimo metodus, nes visy metody vienas
parametras ir yra daugdaros dimensija d. Netinkamos Sio parametro reikSmés
labai itakoja rezultatus. IS vienos pusés, per didelé d reikSmé sustiprina triukSmo
efektus, t. y. projekcijos tampa triukSmingos ir, kai kuriais atvejais, nestabilios,
tuo tarpu, per maza Sio parametro reikSmé nulemia projekciju persidengima
(Levina and Bickel 2005; Yin et al. 2007). Sioje disertacijoje sprendZiamas tik
vizualizavimo uzdavinys, o taip pat analizuojamos tik dvimatés daugdaros
(parametro reikSmé d=2), todél nenagrinéjami daugdaros dimensija
nustatantys metodai, kurie aprasyti darbuose (Camastra and Vinciarelli 2002;
Brand 2003; Costa and Hero 2004; Kegl 2005; Levina and Bickel 2005;
Weinberger and Saul 2006) ir kt.

Svarbus su daugdara susijes dalykas yra jos topologija, t. y. daugdaros visuy
atviryju poaibiy rinkinys. Topologijos i§laikymas reiskia kaimynystés iSlaikyma,
t.y. transformuojant daugdara i mazesnio matavimo erdve, kiekvieno tasko
aplinka su joje esanciais kaimynais transformuojama i kita aplinka taip, kad joje
tasko kaimynai likty tie patys. Netiesinés daugdaros atpazinimo metodai yra
topologija islaikantys metodai. Siy metody tikslas — iSlaikyti atstumus,
atvaizduojant daugiamacius duomenis | mazesnés dimensijos erdve, taip kad
duomeny taskai, esantys arti pradinéje duomenu (didelés dimensijos) erdvéje
(input space), bty taip pat artimi ir projekcinéje (mazesnés dimensijos) erdvéje
(output space), t. y. tokiu budu siekiama iSsaugoti kiekvieno tasko kaimynus.

Per paskutinius deSimt mety sukurta daug netiesinés daugdaros atpazinimo
metody: lokaliai tiesinis vaizdavimas (locally linear embedding, LLE) (Roweis
and Saul 2000; Saul and Roweis 2003), Laplaso matricos tikriniai zemélapiai
(Laplacian eigenmaps, LE) (Belkin and Niyogi 2002; Belkin and Niyogi 2003),
Hesés matricos tikriniai Zemélapiai (Hessian LLE, HLLE) (Donoho and
Grimes 2003), lokaliyju lieCiamuyjuy erdviy rikiavimas (local tangent space
alignment, LTSA) (Zhang and Zha 2004), izometrinis pozymiuy vaizdavimas
(Isometric feature mapping, ISOMAP) (Tenenbaum et al. 2000) ir kiti (Roweis
et al. 2002; Brand 2003; Teh and Roweis 2003; Verbeek et al. 2004; Weinberger
et al. 2005; Sha and Saul 2005; Weinberger and Saul 2006; Dollar et al. 2007,
Weinberger et al. 2007; Lee and Verleysen 2007). Tuo tarpu, kai LLE, LE,
HLLE, LTSA stengiasi islaikyti daugdaros lokalig struktiira, ISOMAP metodo
tikslas i§saugoti tiek lokalia, tiek globalia daugdaros struktiira.

Praktikoje netiesinés daugdaros atpazinimo metodai ypac taikomi vaizduy
apdorojime (image processing). Paveikslas (nuotrauka) yra skaitmenizuojamas,
t.y. duomeny tasko koordinatés sudarytos i§ paveikslélio ar nuotraukos tasky
spalviniy savybiy, ir todél $io tasko koordinaciy skaiCius yra labai didelis (Law
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and Jain 2006). Daznai duomenis sudaro to paties objekto paveiksléliai, gauti
palaipsniui pasukant objekta tam tikru kampu (2.19 pav.) arba nufotografuojant
objekta skirtingais momentais (2.20 pav.) ir t.t. Tokiu biidu, gretimi taskai
nedaug skiriasi vienas nuo kito, o visas tasky rinkinys aproksimuoja tam tikra
daugdara. Detaliis pavyzdziai pateikti straipsniuose (Tenenbaum et al. 2000;
Kouropteva et al. 2002; Saul and Roweis 2003) (veidy analiz¢) ir straipsnyje
(Karbauskaité et al. 2007) (objekto, pasukto skirtingais kampais, paveiksléliy
palyginimas). Netiesinés daugdaros atpazinimo metody tikslas — suprasti ir
iSanalizuoti Siuos paveikslélius juy kintamumo pozZiiriu, pavyzdziui, kaip keiciasi
zmogaus pozicija, veido iSraiska ar to paties objekto pasukimas (Weinberger and
Saul 2006). Tai naudinga identifikuojant objekto nezinoma pozicija, turint to
objekto nuotrauky jvairiose pozicijose rinkinius.

il & o ef & &

2.19 pav. Anciuko, pasukto skirtingais kampais, paveiksléliai
(http://www.cs.columbia.edu/CAVE/software/softlib/coil-20.php)

2.20 pav. Golfa Zaidzian¢io zmogaus nuotraukos
(http://www.golfswingphotos.com)

Paprastai paveiksléliai ar nuotraukos yra charakterizuojami daug mazesniu
laisvés laipsniy skai¢iumi (degrees of freedom) nei tikruoju tasko, nusakancio
paveiksléli ar nuotrauka, koordinaciy skai¢iumi n. Jei duomenu aibés
paveiksléliai yra efektyviai charakterizuojami mazu skaic¢iumi kintamyjy, tuomet
Siuos paveikslelius atitinkantys taSkai yra iSsidéstg ant arba arti maZesnés
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dimensijos daugdaros, idétos didelés dimensijos erdvéje (Weinberger and
Saul 2006). Besikeiciantis apSvietimas, veido iSraiSka, orientacija ir kt. gali bati
laikomi vidiniais kintamaisiais, kuriais nusakomi taskai aproksimuoja netiesing
veido daugdara pradiniy duomeny erdvéje (Zhang et al. 2004).

Panagrinékime pavyzdi, pateikta darbe (Tenenbaum er al. 2000). Tegu
pradinius duomenis sudaro 698 nesuriiSiuoti zmogaus veido paveiksléliai,
besiskiriantys veido poza ir apSvietimu. Nors pradiniy duomeny dimensija gana
didele (7 =4096, nes kiekvienas paveikslelis sudarytas i§ 64 x 64 nespalvoty
tasky), tac¢iau reikSminga Siy duomeny struktiira turi daug maziau nepriklausomy
laisvés laipsniy (3iuo atveju 3). Sios 4096-matés erdvés viduje visi paveikslélius
atitinkantys taskai yra iSsidéstg¢ ant trimatés daugdaros, kitaip tariant duomeny
taskai sudaro pavirSiy, kuris charakterizuojamas trimis kintamaisiais: dvieju
pozy ir ap$vietimo kampu. Tikslas — turint nesur@iSiuotus pradinius daugiamatés
erdvés taskus, rasti ju projekcijas mazesnés dimensijos erdvéje, tokioje kad tasky
projekciju koordina¢iy skai¢ius buty lygus duomenu aibés vidiniam laisvés
laipsniy skaiCiui, t.y. Siuo atveju randamos projekcijos, turin¢ios tris
koordinates. 2.21 paveiksle parodytos tasku projekcijos plokstumoje, kur didesni
skrituliukai nurodo atitinkamus paveikslélius, o po paveiksléliy esancios
horizontalios slinkties juostos Zymi trecia koordinate. Kiekviena koordinaciuy
asis (kairén-desinén poza, Zemyn-aukStyn poza, apSvietimo kryptis) susijusi su
vienu laisvés laipsniu.
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2.21 pav. 698 zmogaus veido paveikslélius atitinkanciy 4096-matés erdvés
tasky, i§sidésCiusiy ant trimatés daugdaros, dvimatés projekcijos, gautos
ISOMAP metodu, kai algoritmo parametras k = 6 (Tenenbaum et al. 2000)
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Kai duomeny taskai atitinka paveikslélius, gautus nufotografavus vaizda ar
objekta 1S skirtingy kampy (arba skirtingoje pozoje) ir esant tam tikram
apSvietimui, t. y. keiciasi zitir¢jimo kampas ir apSvietimo Kkryptis, tai tuomet Sie
taskai yra iSsidést¢ ant daugdaros, kurios dimensija yra 3 (2.21 pav.). Jei
apsSvietimas objekto nejtakoja, tai tuomet taskai priklausys dvimatei daugdarai.
Tokia situacija gaunama analizuojant besisukancio anciuko paveikslélius

(2.22 pav.).
g.-Fp

2l £y 8

2.22 pav. 72 besisukancio anc¢iuko paveikslélius atitinkanc¢iy 16384-matés
erdvés tasky, iSsidés¢iusiy ant dvimatés daugdaros, dvimatés projekcijos,
gautos ISOMAP metodu, kai algoritmo valdymo parametras k =2

0

Netiesinés daugdaros atpazinimo metody praktiné verté pademonstruota
skirtinguose pritaikymuose, tokiuose kaip veido pozos atskleidimas (face pose
detection) (Hadid et al. 2002; Li et al. 2001), veido atpazinimas (face
recognition) (Yang 2002; Zhang et al. 2004), veido iSraiskos analizé (analysis of
facial expressions) (Elgammal and Lee 2004a; Chang et al. 2004), Zmogaus
judesiy interpretavimas (human motion data interpretation) (Jenkins and
Mataric 2004), eisenos analizé (gait analysis) (Elgammal and Lee 2004a;
Elgammal and Lee 2004b), medienos sandaros analizé (wood texture analysis)
(Niskanen and Silven 2003) bei medicininiy duomeny analizé — magnetinio
rezonanso biidu gauty vaizdy tyrimas (Varini et al. 2004).

Radioterapijoje trimatis taikinys (navikas) yra vaizduojamas tomografo
vaizde suskaidant ji i vokselius (erdvinius pikselius, pvz. 80x80x80). Sis
navikas gali buti Svitinamas radio spinduliais i$ jvariy Svitinimo prietaisy,
siekiant sukoncentruoti S$vitinima | taikini ir kuo maziau paliesti aplinkinius
audinius. Kiekvienas Svitinimo jtaisas kompiuteryje pavaizduojamas ploksciu
langu suskaidytu i spindulius (pvz., 80x80). Yra tiriamas kiekvieno spindulio
poveikis kiekvienam vokseliui, todé¢l kintamyju gaunasi labai daug (Pena et al.
2009; Shepard et al. 1999). Cia galimi ir netiesinés daugdaros atpaZinimo
uzdaviniai.
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2.3.1. Lokaliai tiesinis vaizdavimas

2000 metais Lawrence K. Saul (USA) ir Sam T. Roweis (UK) pasiiilé vieng i$
pirmyju netiesinés daugdaros atpazinimo metody — lokaliai tiesinj vaizdavima
(locally linear embedding, LLE) (Roweis and Saul 2000; Saul and
Roweis 2003). Nors pavadinime egzistuoja zodis ,.tiesinis®, taciau $is metodas
priskiriamas netiesiniy duomeny dimensijos mazinimo metody grupei. LLE
metodo savybés: atvaizduojant daugiamacius duomenis { mazesnés dimensijos
erdve, iSlaikomi kaimynystés rySiai tik tarp artimiausiy tasky; atskleidziama
netiesinés daugdaros globali struktiira— bendras tasky aibés iSsidéstymas,
jvertinant mazesnés dimensijos daugdaros egzistavima; duomenys
vienareikSmiskai atvaizduojami mazesnés dimensijos erdvéje.

LLE algoritmo schema pateikta 2.23 paveiksle. Algoritma sudaro trys
etapai:

1. Randami kiekvieno vizualizuojamo duomeny tasko X, kaimynai. Cia

artimumo matas yra Euklido atstumas. Kaimyniniai taskai gali bati
randami dvejopai: arba ieSkoma nustatyto skaiCiaus k artimiausiy
kaimyny, arba ieSkoma kaimyny i§ tam tikro fiksuoto dydzio spindulio
¢ atvirojo rutulio, kurio centras yra taskas X, . Darbe naudojamoje LLE

algoritmo realizacijoje ieSkoma k artimiausiy taSky X, =1,_k,
kuriuos vadinsime tasko X, k artimiausiais kaimynais.

2. Kiekvienas daugiamatés erdvés taskas X, iSreiSkiamas jo artimiausiy

k
kaimyny tiesine kombinacija Zw,.].X ;- Cia neiSvengiama paklaida
J=1

ok

(gaunami nauji, taSkams X, gana artimi taSkai X =Zw[jX ; ) Kurig
=1

butina minimizuoti, randant optimalias svoriy w;; reikSmes.

3. Fiksavus svorius wy, apskai¢iuojami projekcijos taskai Y, .

LLE metodo privalumai lyginant su MDS ir PCA metodais (Roweis and
Saul 2000):

e  MDS grupés metodais stengiamasi islaikyti atstumus tarp visy duomeny
aibés taSky. LLE nereikalauja iSlaikyti atstumy tarp labiausiai nutolusiy
duomeny taSky, o tik tarp artimiausiy kaimyny.

e Mazinant duomeny dimensija LLE metodu, pasiseka identifikuoti
daugdaros nezinoma struktiirg. Tuo tarpu jprastiniu MDS ir PCA
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metodais tolimi daugiamatés erdvés taskai ant daugdaros atvaizduojami
1 artimus taskus plokstumoje, tokiu biidu suardoma daugdaros struktiira.

Tuo nesunku jsitikinti vizualizavus 1000 3-matés erdvés tasky,
priklausanéiy netiesinei dvimatei S-formos daugdarai (2.1apav.), LLE
(2.24a pav.), PCA (2.24b pav.) ir MDS (2.24c¢ pav.) metodais. Matome, kad LLE
metodu daugdaros struktira yra iSlaikoma, S-formos daugdara tiesiog
iStiesinama: tolimiausi taskai ant daugdaros (tamsiai mélyna spalva) iSlieka
tolimiausi ir projekcijoje. Taciau iprastiniu MDS ir PCA metodais gautose
projekcijose tolimiausi taskai yra Sviesiai mélynos spalvos, o Sie taSkai néra
tolimiausi taskai ant daugdaros.
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2.23 pav. Lokaliai tiesinio vaizdavimo algoritmo schema

a) - -.:.' " b) C)

2.24 pav. a) projekcija gauta LLE, b) projekcija gauta PCA, c) projekcija
gauta MDS
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Lokaliai tiesinio vaizdavimo metodas yra labiau tinkamas vizualizuoti
duomenis, kurie i$sidéste ant vientisos daugdaros (sudaro vientisa klasterj). Kai
duomeny aibé sudaryta i keliy visisSkai atskiry duomeny klasteriy, néra gaunami
geri vizualizavimo rezultatai (2.25f pav.). To priezastis yra tai, kad analizuojami
duomenys néra iSsidést¢ ant vientisos daugdaros.

Sukurta daug LLE metodo modifikaciju, pavyzdziui, toliau disertacijoje
nagrinéjami Laplaso matricos tikriniy zemélapiu metodas (Laplacian eigenmaps,
LE) (Belkin and Niyogi 2002; Belkin and Niyogi 2003), Hesés matricos tikriniy
zemélapiu metodas (Hessian LLE, HLLE) (Donoho and Grimes 2003). Darbe
(DeCoste 2001) istirtas atstumuy, pagristu Mercer branduoliy funkcijomis
(Mercer kernels), panaudojimas LLE algoritme ir pasiiilyta nauja branduoliné
LLE forma, pavadinta KLLE (kernelized LLE). Taip pat sukurtos LLE algoritmo
modifikacijos, paremtos mokymo su mokytoju principu (Ridder et al. 2003;
Ridder et al. 2004). Darbuose (Bengio et al. 2004; Kouropteva et al. 2005) LLE
algoritmas pritaikytas naujiems taSkams atvaizduoti. Sukurti LLE ir kity metody,
pavyzdziui, PCA (Abusham et al. 2005), SOM (Xiao ef al. 2005) junginiai.

Originalus LLE algoritmas ir jo modifikacijos placiai taikomos veido
atpazinimo srityje (Mekuz et al. 2005; Zhu and Zhu 2006; Zhao et al. 2005;
Hadid et al. 2002). Lokaliai tiesinis vaizdavimas sékmingai panaudotas vaizdais
paremtoje veido animacijos sistemoje, aprasant burnos vaizdus (Liu et al. 2006).
Eisenos atpaZinimas — tai vienas i§ pagrindiniy biidy asmens autentiSkumui
patvirtinti i$ labai didelio atstumo. Straipsniuose (Li and Li 2004; Li et al. 2005)
parodyta, kad LLE metodas tinkamas analizuoti eisena ilga laiko tarpa ir
dinaminius pozymius (savybes) Siame eisenos laikotarpyje. LLE metodas taip
pat panaudotas rankos gesto atpazinimui ir rankos judéjimo sekimui (Ge
et al. 2008). Be to, LLE naudojamas ekonominiams duomenims vizualizuoti
(Liou and Kuo 2002) bei ranka raSytiems skaitmenims atpazinti (Ridder et
al. 2003). Straipsnyje (Jain and Saul 2004), LLE pritaikytas tiriant ir
vizualizuojant kalbos ir garsy apdorojime gautas duomeny aibes. LLE metodas
pritaikytas net medicininiams duomenims analizuoti — magnetinio rezonanso
budu gautiems vaizdams tirti. Rezultatai parodé, kad LLE metodas gali atskleisti
piktybiniy augliy ijvairiarii§iSkuma (Varini et al. 2004).

LLE metodu gautas daugiamatés erdvés tasky iSsidéstymas dvimatéje
plok$tumoje, vizualizuojant trimatés erdvés taskus, priklausancius netiesinéms
dvimatéms daugdaroms, bei irisy duomenis, parodytas 2.25 paveiksle. Nuo LLE
algoritmo parametro k reikSmés labai priklauso duomeny vizualizavimo kokybé
(zr. 5 skyriy). Todél, pries ieSkant daugiamaciy duomenuy projekciju (2.25 pav.),
skaiCiuotos daugdaros topologijos iSlaikymo mato KM (Zr. 7 skyriy)
priklausomybés nuo LLE parametro k& (k<[5;50], tik e)atveju k €[2;50])

(2.26 pav.). Jomis remiantis pasirinkta ir LLE algoritme panaudota tokia &
reik§mé, su kuria KM reik$mé didziausia (geriausia).
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2.25 pav. LLE metodu vizualizuoti duomenys: a) S-formos daugdaros
taskai (k = 10), b) spiralinio cilindro, turin¢io centre sta¢iakampg iSpjova,

taskai (k = 11), c) sferos nuopjovos taskai (k = 7), d) sferos taskai (k = 32),
e) anciuko paveiksléliy duomenys (k = 4), f) irisy duomenys (k = 34)
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2.26 pav. Daugdaros topologijos iSlaikymo mato KM priklausomybés nuo
LLE parametro k
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2.3.2. Laplaso matricos tikriniy zemélapiy metodas

Laplaso matricos tikriniy Zemélapiy metodas (Laplacian Eigenmaps, LE)
(Belkin and Niyogi 2002; Belkin and Niyogi 2003) skirtas netiesiniams
duomeny dimensijos mazinimo uzdaviniams spr¢sti. Be to, §is metodas priklauso
pastaruoju metu labai iSvystyty netiesinés daugdaros atpazinimo metody grupei.
Kaip ir LLE, LE yra lokalus metodas (local approach), t.y. iSlaiko daugdaros
lokalig struktiira. LE metodas remiasi grafy teorijos idéjomis. LE kuria duomeny
aibés kaimynystés grafa, kuriuo atvaizduojama daugdaros lokali struktiira. LE
yra pagristas atstumy tarp artimiausiu taSky mazinimu. Be to, §is mazinimas yra
su ribojimais, kad buty iSvengtas trivialus sprendinys, kai visi taskai yra
atvaizduojami { viena taSka (visi atstumai yra lygiis nuliui) (Lee and
Verleysen 2007).

Kaip parodyta darbuose (Belkin and Niyogi 2003; Nadler et al. 2006), Sis
metodas yra glaudziai susijes su spektriniu klasterizavimu (Ng et al. 2002).
RySys tarp LE ir spektrinio klasterizavimo parodo, kad LE metodas labai
tinkamas duomenuy klasterizavimui (Lee and Verleysen 2007). Vizualizavimo
prasme tai privalumas, nes sickiant i$saugoti projekcijose lokalia duomenu
struktiira, algoritmas netiesiogiai pabrézia ir natiiralius klasterius duomenyse. Sis
algoritmas palyginti nejautrus taskams atsiskyréliams ir triuk§Smui (Belkin and
Niyogi 2003).

Tarkime, kad vizualizuojamuy duomeny aibg X sudaro m n-matés erdvés
tasky X, = (x,,...,x, hi=1m (X, eR"), priklausaniy glodZiajai netiesinei

1

d-matei daugdarai, kuri idéta erdvéje R".
LE algoritmo schema:
1. IS visy aibés X tasky X,,i= I,_m sukonstruojamas kaimynystés grafas

(Adjacency Graph), turintis m virSuniy (kiekviena vir§tiné atitinka viena
tagka) ir aibg briauny, jungian¢iy kaimyninius taskus.

2. Parenkami grafo briauny svoriai.

3. Randamos daugiamatés erdves tasku X,,i =1,_m projekcijos
Y= (Vs Vig ) = 1,m d-matéje erdvéje is Sio grafo Laplaso matricos
tikriniy vektoriy.

Apibrézimas. Laplaso matrica (kartais dar vadinama i&jimo (admittance)

arba Kirchhoff matrica) — tai grafo pavaizdavimui skirta matrica.

Tarkime, kad grafas G=(V,E) (V ={¥,,V,,...V,} — virsiniy aibé, E —

briauny aibé, m — virSiiniy skaiius) yra neorientuotas, nesvorinis grafas,
neturintis kilpy ar keliy briauny i§ vienos vir§iinés i kita (néra multigrafas).
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Tuomet Sio grafo Laplaso matrica yra mxm simetriné matrica, kurioje
kiekvienai virSiinei skiriama viena eiluté ir vienas stulpelis. Laplaso matrica

L= {ly,i, j= I,_m} apibréziama tokiu biidu:
L=D—-4,

kur D=diag (dl,...,dm) yra diagonalioji matrica, suformuota i§ grafo virStiniy
laipsniy (degree matrix), o A yra gretimumo matrica (adjacency matrix).
Vir§tinés V; laipsnis — tai skai€ius virSliniy, gretimy vir§iinei V;; vir§tnés yra
gretimos, jei jos sujungtos briauna. Grafo G = (V,E ) gretimumo matrica — tai

kvadratiné m-tosios eilés matrica A= {aij,i, j= l,m}, kurios elementas a;
apibréziamas taip:
L jeiV, irV; yra gretimos,
a; = . .
0, priesingu atveju.
Laplaso matricos elementai gali biiti apskai¢iuojami tiesiog pagal formulg:
d.,jeii=j,
l; =1=1jeii# jirV, ir V; yra gretimos,
0, prieSingu atveju.
Pavyzdys:
Zymétasis grafas Laplaso matrica
2 -1 0 0 -1 O
-1 3 -1 0 -1 0
0 -1 2 -1 0 0
0o 0 -1 3 -1 -1
-1 -1 0 -1 3 0
0 0 0 -1 0 1

LE algoritme Laplaso matrica L apskaiciuojama Siek tiek kitokiu budu, nes
i§ visy aibés X taSky sukonstruojamas svorinis kaimynystés grafas, todél
formuléje L=D—-A gretimumo matrica A pakeiCiama grafo briauny svoriy
matrica W, 0 D yra diagonalioji svoriy matrica, kurios elementai yra matricos W
stulpeliy (arba eiluciy, nes matrica /¥ simetriné) sumos.

Yra du buidai briauny svoriams parinkti (Belkin and Niyogi 2003):
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1. naudojant Siluminio branduolio (Heat kernel) parametra 7 (T € R ). Jei

grafo virSunés V¥, ir V, yra sujungtos, tai briaunos svoris

2
5[

apskaiCiuojamas pagal formulg W) =e , prieSingu atveju,

0;

Wi =

2. supaprastintas btidas, neturintis parametry (7 = o ). Jei grafo vir§iinés V;

ir V; yra sujungtos briauna, tai w;; =1, prieSingu atveju, w; =0.

Naudojant antraji biida, gaunamas atvejis, kai grafas yra nesvorinis ir jo
Laplaso matrica apskai¢iuojama pagal formule L = D-4 )

LE metodas yra LLE metodo modifikacija. LE metodas turi nedaug
valdymo parametry: jei Siluminio branduolio (Heat kernel) parametro T reikSme
pasirinksime oo, tai algoritme liks tik vienas parametras k, (k£ € N ) (artimiausiy
kaimyny skaicius) arba & (0 € R) (spindulys atvirojo rutulio, i kuri pateke
taskai bus laikomi kaimynais). Taigi $is algoritmas turi tik viena parametra. Siuo
atzvilgiu, LE metodas pranaSesnis uz LLE metoda, kuris turi du parametrus:
artimiausiy kaimyny skai¢iy k£ ir lokalios Gramo matricos reguliarizacijos
parametrg ¢ .

Skai¢iuojamuoju poziiriu, LE metodas labai panasSus i LLE metoda:
skaiciuojama grafo Laplaso matrica L (LLE metode buvo skaiiuojama isretinta
matrica M ), po to sprendziamas tikriniy vektoriy, atitinkanciy maziausias
tikrines reikSmes, radimo uzdavinys. Esminis skirtumas tarp $iy metody:

e LLE metode, radus tasky kaimynus, kiekvienam taskui skai¢iuojama
Gramo matrica, kuri naudojama svoriams apskaiciuoti. IS gautos
svoriy matricos W sudaroma simetriné, teigiamai pusiau apibrézta,

iSretinta (sparse) matrica: M = (I - W)T (1 - W) (I — vienetiné matrica)
ir sprendziamas tikriniy vektoriy radimo uzdavinys.

e LE metode sudaromas kaimynystés grafas (Adjacency Graph) ir jo
briaunoms svoriai yra parenkami. Naudojant §iuos svorius, sudaroma
simetring, teigiamai pusiau apibrézta Laplaso matrica L ir sprendZiamas
tikriniy vektoriy radimo uzdavinys.

Yra nemazai LE metodo varianty. I$sklaidymo atvaizdavimai (Diffusion
maps, DM) (Lafon and Lee 2006; Nadler et al. 2006), kaip ir LE metodas,
naudoja Siluminio branduolio (keat kernel) funkcija ir turi analogiska algoritma
(sprendziamas tikriniy vektoriy ir tikriniy reikSmiy radimo uzdavinys). Verta
paminéti, kad ,vieta saugancios projekcijos” metodas (locality preserving
projections, LPP) (He and Niyogi 2004), dar zinomas kaip Laplaso veidai
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(Laplacianfaces) (He et al. 2005), yra LE metodo tiesinis variantas. LPP veikia
tuo paciu principu kaip ir PCA, sudarant d x»n transformacijy matrica, kuria

galima panaudoti bet kuriam vektoriui i§ aibés R”. Sis metodas islaiko daugeli
PCA metodo privalumy, nors tikslo funkcija yra kitokia: tuo tarpu, kai PCA
stengiasi iSsaugoti duomeny aibés globalia struktira, LPP stengiasi iSlaikyti
lokalia strukttira. Kaip ir LE, LPP metode panaudotas & artimiausiy kaimynu
principas. Straipsnyje (Bengio et al. 2004) trumpai pateiktas LE metodo
iSplétimas naujiems taskams atvaizduoti. LE metodas ir jo modifikacijos
s¢kmingai buvo pritaikytos klasterizavimo ir veido atpazinimo uzdaviniams
spresti (He et al. 2005).

LE metodu gautas daugiamatés erdvés taSky iSsidéstymas dvimatéje
plokstumoje, vizualizuojant netiesiniy daugdary taskus bei irisy duomenis,
parodytas 2.27 paveiksle.

Nuo LE algoritmo parametro k (k — artimiausiy kaimyny skaicius) reikSmeés
labai priklauso duomeny vizualizavimo kokybé. Todél, pries ieskant
daugiamaciy duomeny projekciju (2.27 pav.), skai¢iuotos daugdaros topologijos
iSlaikymo mato KM (zr. 7 skyriy) priklausomybés nuo LE parametro k&
(k €[5;50], tik e) atveju k €[2;50]) (2.28 pav.). Jomis remiantis pasirinkta ir
LE algoritme panaudota tokia k& reikSmé, su kuria KM reikSmé didziausia
(geriausia).

Atlikti tyrimai parodé, kad LE metodas pateikia blogesnes daugiamatés
erdvés tasky projekcijas plokStumoje nei LLE metodas. LE algoritmas turi
tendencija sumazinti atstumus tarp artimiausiy taSkuy, tuo padidindamas atstumus
tarp tolimesniy taskuy. Dél Sios priezasties projekcijose daznai matomos ,,skylés*
ir negalima matyti taSky iSsidéstymo klasteriu viduje (2.27a,b pav.).
2.27f paveiksle matome, jog pirmos klasés irisy duomenys atvaizduojami net i
viena taska, kity dvieju klasiu duomenis atitinkantys taSkai taip pat labai
suspaudziami.
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2.27 pav. LE metodu vizualizuoti duomenys: a) S-formos daugdaros taskai
(k= 8), b) spiralinio cilindro, turin¢io centre stac¢iakampg iSpjova, taskai
(k=15), c) sferos nuopjovos taskai (k = 8), d) sferos taskai (k= 15),

e) anciuko paveiksléliy duomenys (k = 2), f) irisy duomenys (k= 5)
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S-formos daugdaros tyrimas S piralinio cilindro su
0,6 staciakampe i$pjova tyrimas
M 0,5
5 0,55 - 5 \w“«,_\/
' 04 -
0,5 T T T T ] 03 ‘ ‘ ! ! !
0 10 20 30 40 50 0 10 2(11 30 40 50
a) b)
Sferos nuopjovos tyrimas Sferos tyrimas
0,65 - 0,5
0,6 (\ ~n 0,4
0555 ] u\r/ E 0’3 | {W\’/\—/\’M
0,5 0,2
0,45 o1 \\/\Jl
0,4 T T T T ] 0 : ‘ ‘ ‘ ‘
0 1020 30 40 50 0 10 20 30 40 50
k k
¢) d)
Andiuko paveiksléliy duomeny Irisy tyrimas
tyrimas 0,4
1 0,35 - A

0,8 1w
2 06 i S 03-
0.4 s 025 -
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e) f)

2.28 pav. Daugdaros topologijos i§laikymo mato KM priklausomybés nuo
LE parametro k
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2.3.3. Hesés matricos tikriniy zemélapiy metodas
Tam, kad lengviau biity suprasti §i metoda, pateiksime keleta svarbiy savokuy
paaiskinimy.

Apibrézimas. Tarkime, kad turime funkcija f:R" >R, f (xl,xz,...,xn).
Jei egzistuoja Sios funkcijos visos antros eilés dalinés iSvestinés, tai funkcijos f
Hesés matrica yra tokia kvadratiné matrica:

(% f o f *f |
ot ox,0x,  0x,0x,
o*f  oif o f

H, =| 0x,0x a2 ox,ox,

o’ f o’ f o’ f
| Ox,0x;  Ox,0x, T oox?

Apibrézimas. Erdvés R poaibis Y vadinamas iskiliuoju (convex), jeigu
bet kuriems dviems jo taSkams Y, ir ¥; juos jungianti atkarpa irgi priklauso
aibei Y.

Apibrézimas. Geodezinis, arba kreivinis, atstumas tarp dvieju daugdaros
tasky — tai trumpiausias lankas i§ visy daugdaros kreiviy lanky, jungianéiy tuos
taskus.

Kadangi nagrinéjame tik daugdaros tasky aibg, o ne pacia daugdara, tai
geodezinis atstumas tarp dvieju daugdaros taSky yra apytiksliai lygus
trumpiausio kelio tarp ty tasky ilgiui einant daugdaros kreivu pavirSiumi. Tuo
tikslu i§ visy daugdaros tasky sudaromas svorinis kaimynystés grafas ir
trumpiausias kelias grafe randamas naudojant Floido (Floyd 1962) arba
Dijkstros (Dijkstra 1959) algoritmus.

2.29a paveiksle pavaizduoti atstumai tarp dvieju spiralinio cilindro taSky:
Euklido atstumas pazymétas punktyrine, o geodezinis atstumas — iStisine linija.
2.29b paveiksle 1§ daugdaros tasky sukonstruotas kaimynystés grafas. Raudona
kreivé zymi trumpiausio kelio grafe ilgj tarp dvieju pazyméty tasky. Tai yra
tikrojo geodezinio atstumo tarp nurodyty daugdaros tasky aproksimacija.
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2) , , b) g

2.29 pav. a) Euklido (punktyriné linija) ir geodezinis (iStisiné linija)
atstumai tarp dvieju spiralinio cilindro tasky, b) trumpiausias kelias grafe
tarp dvieju pazyméty daugdaros tasky (raudona linija)
(Tenenbaum et al. 2000)

Apibrézimas. (Donoho and Grimes 2003) Izometrija — tai visy daugiamatés
erdvés taSkuy, priklausan¢iy daugdarai M, idétai Euklido erdvéje R”,

transformavimas i maZesnés dimensijos erdve R“ taip, kad geodeziniai atstumai
tarp daugdaros tasky biity lygiis Euklido atstumams tarp ty tasky projekciju, t. y.

G(X., X)) =|¥,-7,|, VX, % X, &Y, ki G() apibrezia geodezini
atstuma tarp daugdaros tasky X; eR", o |||| — Euklido atstumga tarp projekcijuy
Y. e R?.

Apibrézimas. (Donoho and Grimes 2003) Lokalioji izometrija (local
isometry) — tai toks daugiamatés erdvés tasky, priklausan¢iy daugdarai M ,

idétai Euklido erdvéje R", transformavimas | mazesnés dimensijos erdve R?,

kai kiekvieno daugdarai priklausan¢io tasko X, €R" pakankamai mazoje
aplinkoje geodeziniai atstumai iki kaimyniniy taSkuy X, e R", i =1,_m, J =1,_k
yra lygis Euklido atstumams tarp ju projekcijuy Y, eR? ir Y; €R?, ty.
G(X,. X)) =[v. -7,

VX, eR" <Y, eR’, VX, eR" &>Y; R,

i=lm,j= I,_k , kur m — tasky skaicius, k£ — artimiausiy kaimyny skaicius.

Hesés matricos tikriniy zemélapiu metodas (hessian-based locally linear
embedding, Hessian eigenmaps, Hessian LLE, HLLE) (Donoho and
Grimes 2003) yra lokaliai tiesinio vaizdavimo (LLE) modifikacija, o teoriskai Sis
metodas pagristas Laplaso matricos tikriniy zemélapiy metodu (LE), tik
kvadratiné Laplaso matrica pakeista kvadratine Hesés matrica.
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HLLE metodu transformuojant (atvaizduojant) daugdara, idéta labai didelio
matavimo erdvéje, | mazesnés dimensijos erdve, minimizuojamas daugdaros
kreivumas taip, kad duomeny atvaizdavimas mazesnés dimensijos erdvéje biity
lokaliai izometrinis. Tai pasiekiama, atlikus Hesés matricos H tikriniy vektoriy
analizg. Hesés matrica apraso daugdaros kreivuma apie duomeny taskus.

Tegu turime analizuojamy duomeny matrica

X ={X\, Xy X, b = {x;,i=Lm, j=1Ln},

kurios i-oje eilutéje yra vektorius X, = (x,,%,5,..,x,,), X;€R". Tegu Sie
duomeny taSkai yra iSsibarstg¢ ant netiesinés d-matés daugdaros. HLLE metodu
ieskosime 3iy duomeny transformacijy ¥, = (1, V25 Vi )» Y; € R? mazesnés

dimensijos erdvéje (d <n).
HLLE algoritmq sudaro Sie etapai (Donoho and Grimes 2003):

1. Naudojant Euklido atstuma, randami kiekvieno duomeny tagko X, € R"
i= I,_m k artimiausi kaimynai.

2. Apibréziama lokaliosios lie¢iamosios erdvés kiekviename taSke X,
baz¢ ir randamos tasko X, artimiausiy kaimyniniy tasky projekcijy toje
lokalioje lie¢iamojoje erdvéje koordinatés.

3. Panaudojus gautas kaimyniniy tasky koordinates, kiekviename
daugdaros taSke X, apskaiCiuojama matrica H,, kuri aproksimuoja
Hesés matrica tame taske.

4. 18 lokaliy matricy H,; sudaroma matrica H, aproksimuojanti Heses
matricg visai daugdarai.

5. Randamos daugiamatés erdves tasky X; €R" projekcijos Y€ R?
mazesnés dimensijos erdvéje, atlikus matricos H tikriniy vektoriy ir juos
atitinkanc¢iy tikriniy reikSmiy analize. IeSkomi matricos H tikriniai
vektoriai, atitinkantys d maziausias, nelygias nuliui tikrines reikSmes.
Sie vektoriai ir suformuoja daugiamatés erdvés tasku projekcijy

v . . . .. . d
mazesnés dimensijos erdvéje koordinates ¥, € R® .

HLLE metodo id¢ja pagrista lokaligja izometrija: daugdara M, idéta Euklido
erdvéje R", yra lokaliai izometring atviram ir jungiam Euklido erdvés R?
poaibiui Y. Kadangi $i projekcija neturi buti iskila, tai galima nagrinéti ivairesniy
situaciju (pavyzdziui, daugdaroje yra kiaurymiy) negu originaliu ISOMAP
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algoritmu (Tenenbaum et al. 2000). Originalus ISOMAP metodas nagrinéja tik
vieng atveji, kai daugdara M yra geodeziskai iskila, todél ir projekcija yra iskila.
Taciau paprastai yra tyrinéjami realis daugiamaciai duomenys, natiiraliai
sudarantys daugdara, kuri daznai néra geodeziskai iskila. Todél lokali izometrija
HLLE algoritme yra tinkamesné, tyrinéjant realius duomenis, nei globali
izometrija ISOMAP algoritme (Donoho and Grimes 2003). Pagrindinis HLLE
privalumas — $is metodas gali buti taikomas neiSkiloms duomeny aibéms.

Naudojant HLLE metoda, reikia iSspresti m atskiry & x k& tikriniy vektoriy
radimo uzdaviniy (eigenproblem) ir, panasiai kaip originaliame LLE algoritme,
vieng mxm iSretinta tikriniy vektoriy radimo uzdavini. Kadangi pradiniai
skai¢iavimai atlickami tik mazose kaimynystése, tai HLLE metodas iSsprendzia
didesnio duomeny skai¢iaus m (net keliasdesimt tukstanciy) uzdavinius nei LLE
ar ISOMAP metodai.

HLLE metodo trikumas lyginant su originaliu LLE, LE, LTSA ar ISOMAP
metodais yra tai, kad HLLE metode reikia apskaiciuoti antros eilés iSvestines, o
tai padaryti sunku, kai pradiniy duomeny dimensija labai didelé (Donoho and
Grimes 2003). Todél neimanoma vizualizuoti daugiamatés erdvés taSkus,
pavyzdziui, atitinkan¢ius besisukancio anciuko paveikslélius (tasky koordinacdiy
skaicius n =16384).

HLLE metodas sékmingai pritaikytas jutiklio lokalizavimui (sensor
localization) (Patwari and Hero 2004).

HLLE metodu gautas daugiamatés erdvés tasky iSsidéstymas dvimatéje
plok$tumoje, vizualizuojant netiesiniy daugdary taskus bei irisu duomenis,
parodytas 2.30 paveiksle. HLLE algoritmo parametro & (k — artimiausiy kaimyny
skaic¢ius) reikSmé labai jtakoja duomeny vizualizavimo kokybe. Todél, pries
ieskant daugiamaciy duomeny projekciju (2.30 pav.), skaifiuotos daugdaros
topologijos islaikkymo mato KM (zr. 7 skyriy) priklausomybés nuo HLLE
parametro k, k<[5;50] (2.31pav.). Jomis remiantis pasirinkta ir HLLE

algoritme panaudota tokia £ reikSmé, su kuria KM reikSmé didziausia
(geriausia).

LLE, LE, HLLE ir ISOMAP metody skirtumas akivaizdziai matomas,
vizualizavus spiralinio cilindro, turinio centre staCiakampe iSpjova, taSkus
(2.1b pav.). Kadangi $i daugdara geodeziskai neiskila ir yra lokaliai izometriné i
Euklido erdve, tai LLE, LE ir ISOMAP metodais gaunamos deformuotos
projekcijos: LLE metodu kai kuriy simetriSky daugiamatés erdvés tasky
projekcijos gaunamos nesimetrinés (staCiakampé iSpjova deformuota)
(2.25bpav.), o LE (2.27bpav.) ir ISOMAP (2.34bpav.) metodo atveju
trukstama sritis labai iSpleCiama, deformuojant aplink esancias projekcijas.
HLLE metodu gautoje projekcijoje triikstama sritis yra staciakampé kaip ir
pradiniuose duomenyse (2.30b pav.).
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2.30 pav. HLLE metodu vizualizuoti duomenys: a) S-formos daugdaros
taskai (k = 10), b) spiralinio cilindro, turin¢io centre sta¢iakampg iSpjova,
taskai (k = 15), c) sferos nuopjovos taskai (k = 11), d) sferos taskai (k= 15),
e) irisy duomenys (k = 25)
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S-formos daugdaros tyrimas Spiralinio cilindro su
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2.31 pav. Daugdaros topologijos islaikymo mato KM priklausomybés nuo
HLLE parametro k&
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2.3.4. Lokaliyjy lie€iamyjy erdviy rikiavimas

Lokaliyjy lie¢iamujuy erdviy rikiavimas (local tangent space alignment, LTSA)
(Zhang and Zha 2004) — tai dar vienas netiesinés daugdaros atpazinimo metodas.
Panasiai kaip ir HLLE metodas, Sis metodas apraso daugiamaciy duomeny
lokaligsias savybes, naudojant kiekvieno duomeny tasSko lokaliaja lieCiamaja
erdve. LTSA paremtas tuo, kad, jei tariama, jog daugdara yra lokaliai tiesiné, tai
analizuojamas daugiamatés erdvés taskas tiesiSkai atvaizduojamas i jo lokaliaja
lieCiamaja erdve, o taip pat ir atitinkamas ieSkomas maZzesnés dimensijos erdveés
taskas tiesiSkai atvaizduojamas | ta pacia lokaligja lieCiamaja erdve. LTSA
metodas tuo pat metu ieSko mazesnés dimensijos erdvés tasky koordinaciuy
(projekciju) ir mazesnés dimensijos erdveés tasky tiesiniy atvaizdavimy i pradiniy
daugiamatés erdvés tasky lokaliaja lieCiamaja erdve.

Kaip ir LLE, LE, HLLE ir ISOMAP algoritmuose, LTSA algoritme yra
valdymo parametras k — artimiausiy kaimyny skaicius. Taigi LTSA metodas,
kaip ir prie§ tai nagrinéti netiesinés daugdaros atpazinimo metodai, pagristas
kaimyniskumo i$saugojimo principu.

Tegu turime analizuojamy duomeny matrica

X:{XlaXZ:"'aXm}:{x =1,m,j=1,_}’l},

ij> !

kurios i-oje eilutéje yra vektorius X, :(xl.l,xl.z,...,xin), X, €R". Tegu sie
duomeny taskai iSsidéste ant arba arti netiesinés d-matés daugdaros. LTSA
metodu ieskosime §iu duomeny transformaciju ¥, = (3,1, s Vg )s Y eR?

1

mazesnes dimensijos erdveje (d <n ).

LTSA algoritmq sudaro Sie etapai (Zhang and Zha 2004):

1. Kiekvienam duomeny taskui X., i =1,_m a) randami k& artimiausi

i
kaimynai; b) Siuos kaimyninius taskus panaudojus koreliacinei matricai
gauti, surandami tos matricos d tikriniai vektoriai f, f5,.... f; »
atitinkantys d didziausias tikrines reikSmes, ir sudaroma matrica

F, =(1k/\/2,ﬁ,...,ﬁ,), ¢ia 1,— k-matis vektorius-stulpelis, kurio
komponentés lygios 1.

2. Sudaroma rikiavimo matrica B. Matricos B ={b;,i,j = L_m} elementai
gaunami, atlieckant iteracini sumavima (visoms  matricoms
F = (lk / Jk, Siseees fd) (matricoje  F, stulpelis zymi vektoriy) ir
pradedant nuo B=0): B(K,,K,) < B(K,,K,)+1, -F.F", i= 1,m, kur
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kaimynystés aibe, t.y. vektorius K, atvaizduoja duomeny tasko X, &
artimiausiy kaimyny indeksus, /, — vienetiné k dydzio matrica.

3. Randami projekcijos taSkai Y,e R?. Teskomi matricos B tikriniai

vektoriai, atitinkantys d maziausias, nelygias nuliui tikrines reikSmes.
Sie vektoriai ir suformuoja daugiamatés erdvés tasky projekciju

v . . . .o . d
mazesnés dimensijos erdvéje koordinates Y, € R” .

Darbe (Teng et al. 2005) LTSA metodas sékmingai pritaikytas genetiniams
duomenims analizuoti.

LTSA metodu gautas daugiamatés erdvés tasky iSsidéstymas dvimatéje
plokstumoje, vizualizuojant taskus, priklausancius netiesinéms dvimatéms
daugdaroms, bei irisy duomenis, parodytas 2.32 paveiksle.

LTSA algoritmo parametro & (k— artimiausiy kaimyny skaicius) reikSmes
parinkimas lemia duomeny vizualizavimo kokybg. Todél, prie§ ieskant
daugiamaciy duomeny projekciju (2.32 pav.), skaiCiuotos daugdaros topologijos
iSlaikymo mato KM (Zr. 7 skyriy) priklausomybés nuo LTSA parametro k
(k €[5;50], tik e) atveju k €[2;50]) (2.33 pav.). Jomis remiantis pasirinkta ir
LTSA algoritme panaudota tokia k reik§mé, su kuria KM reikSmé didZiausia
(geriausia).

2.3.5. ISOMAP metodas

Izometrinis pozymiu vaizdavimas (Isometric feature mapping, ISOMAP)
(Tenenbaum et al. 2000) paprastai priskiriamas prie netiesinés daugdaros
atpazinimo metoduy, i§laikanciy ne tik lokalia, bet ir globalia daugdaros struktiira.
Taciau ISOMAP metoda galima laikyti ir daugiamaciy skaliy (MDS) grupés
metodu, kuris skirtas duomeny dimensijai mazinti, o taip pat ir daugiamaciams
duomenims vizualizuoti. Sis metodas skiriasi nuo iprastinio MDS metodo tuo,
jog kitaip yra apibréZiamas atstumy tarp analizuojamy duomeny matas.
Iprastiniuvose MDS metoduose paprastai tarp daugiamatés erdvés taskuy yra
skaic¢iuojami Euklido atstumai. Tokiu biidu neatsizvelgiama | daugdaros forma,
todél susiduriama su sunkumais atvaizduojant netiesines duomeny struktiiras,
tokias kaip spiralini cilindra ar pan. Taikant ISOMAP metoda, daroma prielaida,
kad pradinéje erdvéje analizuojamus duomenis atitinkantys taSkai yra i$sidéste
ant mazesnés dimensijos netiesinés daugdaros, todél skaic¢iavimuose naudojami
geodeziniai atstumai.
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2.32 pav. LTSA metodu vizualizuoti duomenys: a) S-formos daugdaros
taskai (k = 10), b) spiralinio cilindro, turin¢io centre sta¢iakampg iSpjova,
taskai (k = 12), c) sferos nuopjovos taskai (k = 5), d) sferos taskai (k = 15),
e) anciuko paveiksléliy duomenys (k = 6), f) irisy duomenys (k = 50)
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a)

e)

S-formos daugdaros tyrimas

Spiralinio cilindro su
staciakampe i$pjova tyrimas
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2.33 pav. Daugdaros topologijos iSlaikymo mato KM priklausomybés nuo
LTSA parametro k
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Siekiant apskaiCiuoti geodezinius atstumus tarp duomenuy tasky
XXy X
kaimynus. Cia artimumo matas yra Euklido atstumas. Kaimyniniai taskai gali
buti randami dvejopai: arba ieSkoma nustatyto skaiCiaus k artimiausiuy kaimyny,
arba ieskoma kaimyny i$ tam tikro fiksuoto dydzio spindulio & atvirojo rutulio,
kurio centras yra taSkas JX;. Tuomet sudaromas svorinis kaimynystés grafas,

pirmiausia reikia nustatyti kiekvieno taSko X,, i=1m

m?®

kuris jungia kiekvieng taska X, i= 1,m su visais jo kaimynais. Grafo briauny
svoriai yra Euklido atstumai tarp tasko X, ir jo kaimynu. Trumpiausio kelio

grafe radimui naudojami Floido (Floyd 1962) arba Dijkstros (Dijkstra 1959)
algoritmai. Floido algoritmas labiau tinkamas, kai analizuojamos duomeny aibés
yra nedidelés (tasky skaiCius nedidesnis nei 1000). Analizuojant didZiules
duomeny aibes ir siekiant sutrumpinti skai¢iavimo laika, rekomenduojama
naudoti Dijkstros algoritma, kuris naudoja kaimynystés grafo iSretinta struktiira
(Euklido atstumy matricoje saugomi atstumai tik tarp kaimyniniy tasky)
skaiCiuojant trumpiausio kelio atstumus. Dijkstros algoritmas veikia ypac greitai
net ir su mazomis duomeny aibémis, jei jame naudojamos Fibona¢i medzio
duomeny struktiiros (Fibonacci heap data structures) (Tenenbaum et al. 2000).
Naudojantis vienu i$ Siy algoritmy, randami trumpiausiy keliy ilgiai tarp visy
tasky pory. Sie ilgiai ir yra geodeziniy atstumy tarp tasky pory jver&iai. Tokiu
budu suformuojama m x m geodeziniy atstumy matrica, kuria galima analizuoti
bet kuriuo daugiamaciy skaliy metodu.

Taikant ISOMAP metoda, ieSkoma tokios transformacijos i vaizdo erdve,
kur buty geriausiai iSlaikomi geodeziniai atstumai tarp vizualizuojamy objekty
(taskuy).

ISOMAP algoritmq sudaro trys etapai:
1. Daugiamatéje erdvéje randami kiekvieno tasko kaimynai.
2. Skaiciuojami geodeziniai atstumai tarp visy tasky poruy.

3. Daugiamaciy skaliy metodu randamos daugiamatés erdvés tasky
projekcijos mazesnés dimensijos — vaizdo erdvéje.

Pasak V.De Silva ir J.B.Tenenbaum (2003), turint labai dideles duomenuy
aibes, nepraktiSka saugoti kompiuterio atmintyje pilna mxm (m— tasky
skaiCius) atstumy matrica. Daugeliu atveju, kai duomenys yra iSsidést¢ ant
mazesnés dimensijos daugdaros, antrame algoritmo zZingsnyje apskaiciuoti
atstumai yra ,,smarkiai pertekliski“ (heavily redundant) ir dauguma ju gali biti
ignoruojami, nepadarius esminés itakos gautoms projekcijoms. Taigi autoriai
sitilo algoritmo modifikacija (Landmark ISOMAP), kurioje, uzuot islaikius
geodezinius atstumus tarp visy duomeny tasSku, pasirenkamas duomeny tasky
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poaibis (landmark points) ir i§laikomi atstumai nuo Siy tasky iki visy kity tasky.
Kadangi gaunama staCiakampé geodeziniy atstumy matrica, tai taikoma
modifikuota MDS realizacija daugiamatés erdvés taSku projekcijoms rasti (Silva
and Tenenbaum 2003a). Darbe (Silva and Tenenbaum 2003b) pasitlytas
metodas, kuriame koreguojami grafo atstumai, atsizvelgiant i duomeny struktiira
ir tanki, t. y. tankios duomeny sritys praretinamos, o retos labiau suspaudziamos.
Darbe (Yang 2004) pasiiilyta, realizuojant ISOMAP metoda, vietoj iprastinio
MDS metodo naudoti Sammono algoritma. Taip pat sukurta ISOMAP metodo
modifikacija naujiems duomeny taSkams atvaizduoti (Bengio et al. 2004; Law
and Jain 2006).
ISOMAP metodo trikumai:

e trumpiausio kelio grafe radimas, o tuo paciu ir geodeziniy atstumy tarp
tasky pory jverciai, labai priklauso nuo analizuojamy duomeny (taSky
skaiciaus, triuk§mo) bei nustatyty artimiausiy kaimyny (parametro & ar
atvirojo rutulio spindulio ¢ parinkimo). Blogai parinkus parametry & ar
o reik8mes, kaimynystés grafe sudaromos klaidingos jungtys, o tai
nulemia projekcijy kokybe (Lee and Verleysen 2007).

e [SOMAP sékmingai gali biiti naudojamas tik, kai taskai iSsidéste ant
daugdaros, kuri yra geodeziskai iskila (joje néra kiaurymiu) ir jos
projekcija yra iskila (Donoho and Grimes 2003). Taciau, jei daugdara
yra geodeziSkai neiskila (pavyzdziui, spiralinis cilindras, turintis centre
staiakampe iSpjova) ir yra lokaliai izometriné | projekcing erdve,
tuomet ISOMAP metodu gaunamos deformuotos projekcijos: trilkstama
sritis labai iSpleciama, deformuojant aplink esancias projekcijas
(2.34b pav.).

ISOMAP metodu gautas daugiamatés erdvés tasky iSsidéstymas dvimatéje
plok$tumoje, vizualizuojant netiesiniy daugdary taskus bei irisu duomenis,
parodytas 2.34 paveiksle. Kadangi, ISOMAP algoritmo parametras . labai
itakoja duomeny vizualizavimo kokybe, tai, pries ieskant daugiamaciu duomeny
projekciju (2.34 pav.), skaiCiuotos daugdaros topologijos iSlaikymo mato KM
(zr. 7 skyriy) priklausomybés nuo ISOMAP parametro k (a), b), c) atvejais
k €[5;50], d) atveju k e[14;50], e) atveju k<[2;50], ) atveju k €[25;50])
(2.35 pav.). Jomis remiantis pasirinkta ir ISOMAP algoritme panaudota tokia k&
reikSme, su kuria KM reikS§mé didziausia (geriausia).
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2.34 pav. ISOMAP metodu vizualizuoti duomenys: a) S-formos daugdaros
taskai (k = 30), b) spiralinio cilindro, turin¢io centre sta¢iakampg iSpjova,
taskai (k = 33), c) sferos nuopjovos taskai (k = 5), d) sferos taskai (k = 14),
e) anciuko paveiksléliy duomenys (k = 2), f) irisy duomenys (k = 43)




62 2. DAUGIAMACIU DUOMENU PROJEKCIJOS METODU ANALIZE
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2.35 pav. Daugdaros topologijos iSlaikymo mato KM priklausomybés nuo
ISOMAP parametro k
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2.4. Antrojo skyriaus apibendrinimas ir iSvados

Duomeny analizéje bei vizualizavime jprastas uzdavinys — atvaizduoti duomenis
i§ labai didelés dimensijos erdvés i mazesnés dimensijos projekcing erdve taip,
kad kiek galima labiau biity iSlaikyta duomeny struktiira bei sudaryti galimybe
vizualiai pazvelgti 1 sudétingas daugiamaciy duomeny aibes. Daugiamaciy
duomeny vizualizavimas suteikia galimybe tyrinétojui paciam stebéti ty
duomeny grupavimosi tendencijas, ivertinti atskiry daugiamatés erdvés tasky
tarpusavio artuma, racionaliai priimti sprendimus.

Siame skyriuje yra atlikta duomeny dimensijos maZinimo (projekcijos)
metody analitiné apzvalga. Susisteminti ir iSnagrinéti tie projekcijos metodai,
kuriais daugiamacius duomenis transformuojant i mazesnés dimensijos erdve
sickiama iSlaikyti tik lokalia struktiira, t.y. atstumus tarp artimiausiy tasSky:
trianguliacija, santykinés perspektyvos metodas, lokaliai tiesinis vaizdavimas,
Laplaso matricos tikriniy zemélapiu metodas, Hesés matricos tikriniy Zemélapiy
metodas, lokaliosios lie¢iamosios erdvés rikiavimas. Taip pat trumpai apzvelgti
daznai naudojami projekcijos metodai (pagrindiniy komponenciy analize,
daugiamatés skalés), kuriais stengiamasi iSsaugoti ne tik lokalia, bet ir globalia
struktiira, t.y. atstumus tarp visu duomeny tasSky, nes $iu metody trikumai,
atsiskleide nagrinéjant tam tikras duomeny aibes (daugdaros tipo duomenis),
iSryskina nagrinéjamy metody privalumus.

Analitiné apzvalga leido iSgryninti kelias aktualias tyrimu kryptis, kurias
vienija lokalios struktiiros i§laikymo butinumas. Toliau jas detalizuosime.

Netiesinés daugdaros atpazinimo metodai (nonlinear manifold learning
methods) remiasi prielaida, kad duomenys yra iSsidéste ant mazesnés dimensijos
netiesinés daugdaros, i{détos i labai didelés dimensijos erdve. Siy metody
tikslas — atrasti Sig netiesing daugdara ir ja perkelti i mazesnio matavimo erdve.
Atlikus iSsamia daugdaros atpazinimo metoduy analize, o ypa¢ apzvelgus ju
taikymo sritis, galima padaryti iSvada, jog Sie metodai Siandien labai populiaris
ir placiai taikomi, ypac vaizdy apdorojime. Todél yra tikslinga tolesnius tyrimus
koncentruoti | netiesinés daugdaros atpazinimo metodus, t.y. tuos dimensijos
mazinimo metodus, kurie nagrinéja specifinius duomenis — daugdaros tipo
daugiamacius duomenis, siekiant dar labiau didinti metody efektyvuma.

Svarbus su daugdara susijgs dalykas yra jos topologija. Topologijos
iSlaikymui jvertinti sukurta daugybé jvairiy maty, taciau skirtingiems
uzdaviniams turi biiti parenkami skirtingi topologijos iSlaikymo matai. Todél
kita nemaziau svarbi sprgstina problema yra rasti ir istirti tuos matus, kurie biity
tinkami {vertinti daugdaros topologijos iSlaikyma po jos transformavimo i
mazesnés dimensijos erdve.

Daznai tenka dirbti su duomenuy aibémis, kurios pastoviai papildomos
naujais duomenimis. Labai svarbu greitai atvaizduoti naujus duomeny taskus,
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daug neprarandant tikslumo. Cia gali bati naudingos lokalios struktiiros
iSlaikymo idé¢jos, ju kombinacijos su kitais netiesinés projekcijos metodais. Tam
reikalingi tyrimai.

Daugiamaciy duomeny projekcijos metodai susiduria su dviem
pagrindinémis problemomis. Reikia ne tik atvaizduoti daugiamacius objektus
atitinkancius taSkus mazesnés dimensijos erdvéje (dvimatéje ar trimatéje), kuo
tiksliau iSlaikant atstumy tarp atitinkamy daugiamatés erdvés taskuy ir ju
projekciju santykius, bet ir daugiamacius duomenis atvaizduoti mazesnés
dimensijos erdvéje taip, kad ju projekcijos nepersidengty. Cia irgi akivaizdi
lokalios struktiiros i§laikymo panaudojimo id¢ja, kuria reikéty vystyti.



Trianguliacijos ir Sammono
metody bei jy jungimo tyrimas

Siame skyriuje tiriami du netiesiniai duomeny dimensijos mazinimo metodai —
Sammono projekcija (Sammon 1969) ir trianguliacijos metodas (Lee ef al. 1977)
bei ju junginys. Sammono projekcija priklauso daugiamaciy skaliy (MDS)
metody klasei. Sammono metodas yra vienalaikio (simultaneous) atvaizdavimo
metodas, t. y. duomeny taskai atvaizduojami visi i§ karto. Juo bandoma islaikyti
atstumus tarp visy duomeny tasky. Trianguliacijos metodas yra nuoseklaus
(sequential) atvaizdavimo metodas, t. y. duomeny taskai atvaizduojami ne i
karto wvisi, bet vienas paskui kita; taskas dedamas atsizvelgiant | anksciau
atvaizduoty tasky iSsidéstyma. Trianguliacijos metodu atvaizdavus nauja taska,
tiksliai i$laikomi jo atstumai tik iki dviejuy ankséiau atvaizduoty tasky; atstumai
tarp ty dviejy tasky taip pat yra tiksliai iSlaikyti. Darbe pasiiilyta Sammono ir
trianguliacijos metody junginio nauja realizacija, leidzianti atvaizduoti naujus
daugiamatés erdvés taSkus pakankamai tiksliai ir greitai, neatlickant Sammono
projekcijos visai analizuojamy tasky aibei. Atlikta algoritmy lyginamoji analizé
pagal Siuos aspektus: vizualus daugiamatés erdvés tasku projekciju ivertinimas;
laiko, per kuri atvaizduojami taskai, jvertinimas; projekcijos paklaidos
ivertinimas (Sammono paklaidos prasme).

Pagrindiniai skyriaus rezultatai paskelbti straipsnyje (Karbauskaité and
Dzemyda 2006).

65



66 3. TRIANGULIACIJOS IR SAMMONO METODU BEI JU JUNGIMO...

3.1. Trianguliacijos metodas

Tarkime, kad turime tris daugiamatés erdvés taSkus X, X ir X, . Pirmiausia,

plokStumoje yra atidedamos tasky X, ir X, projekcijos Y, ir Y, taip, kad

tiksliai iSlaikomas atstumas tarp taSkuy X; ir X, tai yra d(X,,X;)=d(}.,Y)).
Tada ieSskoma treCiojo taSko X, projekcijos Y, plokStumoje taip, kad visi
atstumai tarp daugiamateés erdves tasky X,, X, ir X buty tiksliai iSlaikyti. Tai
pasiekiama nubreéziant du apskritimus, kuriy centrai yra ¥, ir ¥, o spinduliai
lygts d(X;,X,) ir d(X;,X;) (3.1 pav.).

Dél trikampio nelygybés apskritimai arba susikerta dviejuose taskuose, arba
lieciasi. Jei apskritimai tik lieCiasi, tai bus vienintelis taskas Y, . Jei apskritimai
kertasi, tuomet galimos dvi tasko Y, padétys plokStumoje, t.y. Yk ir Yk Tada
reikia nuspresti, kurioje vietoje atvaizduoti taska Y, . Kiekvienai galimai taSko

Y, padéciai Yk ir Yk tarp jau atvaizduoty taskuy galime rasti arciausia kaimyna

(iskyrus Y, ir ¥;). Pazymékime plokStumos tasky Yk ir ¥, kitus artimiausius
kaimynus atitinkamai Y, ir Y. Negalime tiksliai i§laikyti pradiniy atstumy tarp
Y, ir Y, irtarp Y, ir Y. Taciau suskai¢iuosime klaida, padaryta pazymint ¥, ¥,
vietoje, ir klaida, kuri padaryta, padedant Y, 1 }2 padeti. Tada taska Y,
padésime 1{ ta padéti, kur bus padaryta maZzesné¢ klaida. Tegu
a=d(X,,X,)-d¥,,Y,), b:\d(Xk,X,)—d(Y,;',x) CJei a<b, tai YV, =Y,

prieSingu atveju, Y, = Yk (Karbauskait¢ and Dzemyda 2006). Galima ir kitaip
(Dzemyda et al. 2008): jei daugiamatis taskas X, yra arCiau X, tai ¥, = Yk , 0
jei X, yraardiau X,,tai ¥, =7, .

Trianguliacijos metodo déka, galima nuosekliai daugiamatés erdvés tasku

aibe¢ atvaizduoti { plokStuma. Atvaizdavus daugiamatés erdvés taskus,
kiekvienam plokstumos taSkui ¥, visada egzistuoja du taSkai ¥, ir Y;, tokie, kad

visi atstumai tarp taSky Y, Y, ir Y, yra tiksliai iSlaikyti, t.y.

d(X,. X)) =d(,Y)), d(X,X)=d(¥.Y,) it d(X,,X,)=d(¥,.,).
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Yy
»

3.1 pav. Daugiamatés erdvés tasky atvaizdavimas plokStumoje
trianguliacijos metodu

Tarkime, kad turime m daugiamatés erdvés tasky aibg. Atvaizdavus
pirmuosius tris taskus i plokstuma, tiksliai islaikomi trys atstumai. Atvaizduojant
likusius (m —3) taskus, kiekvienas taSkas iSlaiko dar du atstumus. Todél,

vizualizuojant plok§tumoje m daugiamatés erdvés tasky trianguliacijos metodu,
tiksliai iSlaikyty atstumy skaicius yra 3+ 2(m—3)=2m—3. Kadangi i§ viso
atstumy yra m(m —1)/2, tai bus i$laikyti tik informatyviausi.

Siekiant atvaizduoti duomenuy taSkuy aibg, pirmiausia, i§ analizuojamy
n-matés erdvés tasky turi buti sudarytas minimalaus jungimo medis (minimal
spaning tree, MST) (Graham and Hell 1985). Minimalaus jungimo medzio idéja
paremta grafy teorija. Grafo jungimo medis (spanning tree) yra grafas, kuriame
visos vir§unés sujungtos i medi. Grafo $akos turi svorius arba ilgius. Medzio
svoris — visy Saky svoriy suma. Medis, kurio svoris yra maziausias, vadinamas
minimalaus jungimo medziu. Yra daug skirtingy algoritmy minimalaus jungimo
medziui rasti (Kruskal 1956; Prim 1957). Visi atstumai minimalaus jungimo
medyje yra tiksliai iSlaikyti. Jei turime m taSky, tai bus iSlaikyta tik (m—1)
atstumy. Taciau trianguliacijos metodas gali iSlaikyti (2m —3) atstumus, todél

privalome suteikti papildomos informacijos. Galimi du metodai, pagal kuriuos
nustatoma, iki kuriy dvieju duomeny aibés tasky atstumy didumas turi buti
tiksliai iSlaikytas, atvaizduojant nauja taska iS n-matés | dvimate erdveg. Tai
antrojo arciausiojo kaimyno (second nearest neighbour) ir atramos tasko
(reference point) metodai.

Antrojo arciausiojo kaimyno metodas. Tarkime, kad taSkas X ; jau

atvaizduotas plokStumoje ir gautas dvimatés jo projekcijos taskas Y;. Taskas X,
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yra tiesiogiai sujungtas su X, minimalaus jungimo medyje, be to, i§ visy jau
atvaizduoty taSky taSkas X, yra arCiausias taskui X,. Tegu tarp visy
atvaizduoty taSky, kuriy atstumai iki X, yra tiksliai iSlaikyti pereinant i§
n-matés erdvés | dvimatg, taSkas X, yra arCiausias iki taSko X, (taSko X,
projekcija yra taSkas Y)). Iprastai X; turi tiesioging jungti su X; minimalaus
jungimo medyje. Norime taSka X, atvaizduoti plokStumoje, t.y. rasti dvimati
taSka Y, . Taikant trianguliacijos metoda, taskas Y, plokStumoje atidedamas
taip, kad atstumai nuo jo iki dviejy tasky ¥, ir Y; bity lygls atstumams nuo

taSko X, iki dvieju tasky X; ir X, kurie ir yra du artimiausi tasko X,

kaimynai.

Atramos tasko metodas. Ji taikant parenkamas vienas atramos taskas X, iki
kurio atstumai nuo visy kity tasky buty visada iSlaikomi pereinant i§ n-matés i
dvimatg erdve. Taigi i§laikomi kiekvieno tasko X, atstumai iki dviejy taSky: iki
to, kuris tiesiogiai sujungtas su taSku X, minimalaus jungimo medyje, t.y.
pirmojo arciausiojo kaimyno, ir iki atramos tasko X, .

Siame skyriuje daugiamatés erdvés tasky aibei atvaizduoti | plok§tuma
trianguliacijos metodu buvo naudotas toks algoritmas (Lee et al. 1977):

e IS duotos tasky aibés, remiantis Primo algoritmu (Prim 1957),
sudaromas minimalaus jungimo medis (MST).

e MST Saknimi (pradiniu taSku) pasirenkamas bet kuris taSkas,
t. y. sudaromas vienkryptis medis.

¢ Nustatoma tasky atvaizdavimo tvarka. Realizacijoje panaudotas pirma i
ploti medzio ieSkojimo metodas (Lee et al. 1977).

e Analizuojami taskai nustatyta tvarka i§ eilés atvaizduojami
plokstumoje.

3.2. Sammono projekcija

Sammono projekcija, daznai dar vadinama Sammono metodu ar algoritmu, yra
netiesinis objekty, apibiidinamy daugeliu parametry, atvaizdavimas mazesnés
dimensijos erdvéje (Sammon 1969). Tai vienas i§ daugiamaciy skaliy (MDS)
grupés metody (Bezdek and Pal 1995). Metodo idéja — atvaizduoti daugiamacius
objektus atitinkancius taSkus mazesnés dimensijos erdvéje islaikant atstumy tarp
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atitinkamy daugiamatés erdvés tasky ir ju projekciju santykius. Nagrinésime
atveji, kai projekcinés erdvés, i kuria atvaizduojame n-matés erdveés taskus,
dimensija yra 2, t.y. atvaizduojame i plokStuma. Sammono projekcija negali
greitai apdoroti naujy taskuy be papildomy skai¢iavimy. Visi atstumai tarp tasky
turi biiti skai¢iuojami i§ naujo, naudojant visa turima duomeny aibg. Todél tai
sudaro sunkumy, kai duomenys pastoviai atnaujinami arba papildomi naujais
taskais, ir kai duomeny aibés yra labai didelés.

Tarkime, kad turime daugiamatés erdvés taskus X, = (xil,xiz...,xin), i= I,_m
priklausanéius erdvei R". Sprendziamas uZdavinys — S§iuos n-matés erdvés
taskus X, X,,....X,, € R" atvaizduoti (gauti projekcija) plokstumoje R*. Juos
atitiks dvimatés erdvés taskai Y,,Y,,...Y, e R*. Cia Y, =(y,,y,), i=Lm.
Atstuma tarp daugiamatés erdvés taSky X, ir X; paZymékime d(X;,X)), o
atstuma tarp juos atitinkan¢iy plokstumos tasky Y, ir ¥, — d(¥,,Y)), i,/ :I,_m.

Sammono projekcija minimizuoja projekcijos iSkraipyma (paklaida) Ey:

o1 i(d(X,»,X,)—d(z,m)z
 Sawxpip A (3.1)

nj=l
1<j
Sammono paklaida (Sammon s stress (error)) E¢ — tai matas, kuris parodo,
kaip tiksliai iSlaikomi atstumai tarp tasky pereinant i§ didesnés dimensijos
erdvés | mazesnés dimensijos erdvg. Pagrindinis uzdavinys — minimizuoti $ig
paklaidos funkcija Eg. Tam gali buti naudojami jvairlis optimizavimo metodai.

J. W. Sammon darbe (Sammon 1969) pasiiilé viena funkcijos £, minimizavimo

strategija, pagal kuria dvimadiy tasky Y, e R? komponentés y,, i= L_m ,
[ =1, 2, randamos pagal iteracing formulg:

OEg(m')
Yy (m')
aZES (m")
v (m')

¢ia m' yra iteracijos numeris, 0 17 — optimizavimo zingsnio ilgi reguliuojantis

Va(m' +1) =y, (m")—n ’ (3.2)

. . .. s . . v 2 . P
parametras. Viena iteracija perskai¢iuojamos visy m tasky Y, e R°, i=1m

1

koordinatés.
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Dalinéms iSvestinéms rasti naudojamos Sios formulés:

d(X;,X;)-d(¥,.Y))
a——;Z[ (X, X V(1Y) J(yil_yjl)a (3.3)
82
=-= X, X)—d(¥,Y,))-
5)’,; Z:a'(X X)d( i ,)[(( o Xyl ))
" (3.4)
_(yil_yjl)zd(Xi’Xj)
d*(Y,.Y)) ’
c= id(Xi,Xj). (3.5)

i,j=1
i<j

Gauta projekcijos paklaida E priklauso ir nuo parametro 7 ir nuo tasky Y,

i=1,m, koordinaciy y,, /=1, 2 pradiniy reikSmiy parinkimo. EksperimentiSkai
nustatyta, kad maziausia paklaida gaunama, kai 7 €[0,3;0,4] (Sammon 1969;

Kohonen 2001), ta¢iau Sio parametro reikSmé gali biiti parinkta ir didesné
(Dzemyda and Kurasova 2006).
Nors Siuo metu yra ir kity paklaidos £, optimizavimo metody,

J. W. Sammono pasiiillytas variantas sékmingai naudojamas daugelyje darby
(Dzemyda 2004; Dzemyda 2005; Kohonen 2001; Kaski 1997; Konig 2000).

Apibendrintoji Sammono algoritmo schema (Dzemyda et al. 2008):

1. Skai¢iuojami atstumai tarp analizuojamy tasky pradinéje erdvéje.

2. Atsitiktinai parenkamos vaizdo erdvés tasky koordinaciy reikSmés.

3. Skaiciuojama projekcijos paklaida £, (3.1).

4. Atnaujinamos vaizdo erdvés tasky koordinaCiy reikSmés pagal (3.2)
formule.

5. Jeigu projekcijos paklaidos reikSmé mazesné uz pasirinkta slenksti arba
iteraciju skaiCius virSija nustatytaji, tuomet algoritmas sustabdomas,
priesingu atveju griztama ir kartojama nuo 3 zingsnio.
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3.3. Trianguliacijos metodo jungimas su Sammono
projekcija

Darbe (Biswas et al. 1981) pasiiilyta trianguliacijos metoda jungti su Sammono
algoritmu. Trianguliacijos metodas yra pakankamai greitas, taciau pereinant i$ n-
matés | dvimatg erdve juo tiksliai iSlaikoma tik (Zm —3) atstumy tarp
analizuojamy ta$ky. Sammono algoritmu bandoma islaikyti visus m(m—1)/2
atstumus tarp tasky, taCiau jis yra gana létas. Norint pagreitinti skai¢iavimus,
nors ir atsisakant Siek tiek tikslumo, verta naudoti $iy dviejy metody jungini.

I§ pradziy parenkama 7 n-matés erdveés tasky X,, X,,., X, (s<m) ir
pagal Sammono algoritma atvaizduojama plokStumoje. Jie vadinami baziniais
taskais. Likusieji (m —n~1) taskai nuosekliai vienas po kito atvaizduojami
ploks$tumoje taikant trianguliacijos metoda taip, kad buty tiksliai iSlaikyti
atstumai nuo kiekvieno tasko, nepriklausan¢io baziniams taSkams, iki
artimiausiy dviejy baziniy tasky. Dél Sammono metodo, kuriuo atvaizduojami
baziniai taskai, gali biiti neiSlaikoma trikampio nelygybé. Tai sukelia sunkumy,
nes trianguliacijos metodas remiasi $ia nelygybe. Biswas, Jain ir Dubes (1981)
iSvengé problemos, tikrindami trikampio nelygybe kiekvienam atvaizduojamam
taskui ir, kai ji nebiidavo patenkinta, jie viena po kito pasirinkdavo i$§ baziniy
tasky treCia arCiausia kaimyna, ketvirta ir taip toliau, kol nelygybé biuidavo
patenkinta.

Kyla klausimas, koks turi biiti skai¢ius m ? Kai zinomos tasku klasés,
baziniais taskais turi biiti keli atstovai i$ kiekvienos klasés. Kitu atveju pries
analiz¢ duomenys klasterizuojami ir juy centrai imami baziniais taskais. Darbe
(Biswas et al. 1981) tokio junginio rezultatai palyginti su kitais projekcijos
metodais, parodyta, kad toks metodas veikia gana greitai, o prarandama gana
nedidelis tikslumas. Taip pat Sis metodas gali biiti taikomas, kai reikia greitai
atvaizduoti naujus analizuojamos aibés taskus.

3.3.1. Sammono ir trianguliacijos metody junginio
realizavimas

Siame skyrelyje pasiiilyta Sammono ir trianguliacijos metody junginio nauja
realizacija. Skirtingai nuo (Biswas ef al. 1981), musy pasiilytoje Sammono —
trianguliacijos metodo realizacijoje nereikalaujama, kad biity patenkinta
trikampio nelygybe, kai atlickamas nuoseklus daugiamatés erdveés tasky
atvaizdavimas. Analizuojamas taSkas tiesiog atvaizduojamas jo dviejy arCiausiy
kaimyny artimoje aplinkoje. Siuo atveju gauname trianguliacijos idéjos
praplétima, kuris, galimas atvejis, turéty padidinti susidoméjima $iuo metodu.
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Toliau pateikiame Sammono ir trianguliacijos algoritmuy sujungimo ir
nuoseklaus atvaizdavimo detales.

Sammono algoritmu bandoma islaikyti visus atstumus tarp taSkuy, taciau vis
tieck gaunama tam tikra paklaida. Todél, norint atvaizduoti nauja taska, taikant
trianguliacijos metoda, gali biiti gaunami trys atvejai: apskritimai lieCiasi,
apskritimai kertasi ir apskritimai nei lieCiasi, nei kertasi. Tikétiniausias treciasis
atvejis, kuris labiausiai komplikuotas atvaizduojant naujus taskus. Zemiau
pasiiilytas naujas sprendimo biuidas.

Tarkime, kad ieSkoma daugiamatés erdvés tasko X, projekcijos

Y, =(»11,V5,) DplokStumoje. Erdvéje R" randami tasko X, du arciausi
kaimynai, t.y. X :(x,ld,x,lcz,...,x,lm) ir X, =(x,fl,x,fz,...,x,fn). Ju projekcijos
plokstumoje bus taskai Y, = (y,ld, y,lfz) ir Y,= (y,fl, y,fz). Pazymékime:
d(Ykl’Ykz):d*’ d(Xk’Xkl): n, d(Xk,sz):”z-

Bréskime du apskritimus, kuriy centrai yra Y, = (y,ld, y}(z) ir
Y,= (y,fl, y,f2), o spinduliai lygiis # ir 7,. Apskritimai nei lieCiasi, nei kertasi,
kai: a) r,>d +7:;b) r,>d +1;c) d >r+7r,. Analizuokime a) atveji. Tegu
n>d ) +r,. Situacijos gali biiti tokios kaip parodyta 3.2 paveiksle. ISveskime
formules plokStumos tasko Y, koordinatéms (y,;,»;,) rasti. Pazymékime:
d=(r—-d -n)/2.

Tiesés, einancios per du taskus Y, =()’11€1ay;]fz) ir ¥, =()’/§1a)’;§2), lygtis

(3.2apav.):

V=V Y= Vh

2 1~ 2 1 (3.6)
Yir =V V2 = Vi2
Pertvarke Sia lygti, gauname:
1 Y. 2 1
B2 ZJ’/lfz + (yl i kaz ykz): J’/El * yllcl' (3.7)

2 1
Vit = Vn

Trikampiai Y, \Y,Y,, ir Y,,Y,Y, yra panaSis, todél juy atitinkamos kraStinés
proporcingos:

2 1 1
Yo =V _ Vi~ Vi

= . 3.8

d n—d (3:8)

Pertvarke (3.8) formulg, gauname:
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(ylgl _ycll;*xrl _a;) (39)

1
Y=Vt

Istatg (3.9) 1 (3.7) formulg, gauname plokStumos taska Y, = (y,,,;,)-

Tarkime, kad yra tokia situacija kaip parodyta 3.2b, 3.2c paveiksluose.
Tuomet tasko Y, =(y,,,,,) koordinatés randamos i§ formuliy:

Vi :y}m Y2 =y§z —r,—d (3.2bpav), (3.10)

Vit =Yi» Yia = Vi +15 +d (3.2cpav.). (3.11)

Kartais galime gauti du koncentrinius apskritimus (3.2d pav.). Tuomet
n-maté¢je erdvéje randame taSko X, trefia artimiausia kaimyna
X3 :(x,il,xzz,...,xzn) (X, ir X,, — atitinkamai pirmas ir antras artimiausi
kaimynai). Daugiamacio tasko X,; projekcija plokStumoje bus taskas

Y, = (yzl,y,iz). Bréziame tiesg Y,,Y,, . Jos lygtis yra:

M =Vu Vi

3 1~ .3 1 (3-12)
Yin =V V2 = Vi2
Pertvarke $ia lygti, gauname:
3 1 1
Vil =Y \V2—Y
y1=y}d+( 4 3"1X 2 "2), Vir # Via- (3.13)

1
Y2 = Vi2
Po to, bréziame apskritima, kurio centras yra taskas Y, =()’/l¢1ay/l{2), 0

n—n

spindulys lygus r, =r, + . Apskritimo lygtis yra:

()ﬁ_y/lcl)z"‘(yz_)’llcz)zz’%z- (3.14)

Tiesés ir apskritimo susikirtimo taskas ir yra ieSkomas taskas
Y, = (¥4, V4,) - Sio tasko ordinaté randama i§ formulés:

2.3 1
— 4 rs(ylﬂ_y“)z : 12
Y2 =Yi2 \/(yzz _ yiz)z + (yZl - yllcl)z
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Istatg (3.15) 1 (3.13) formulg, gauname dvi galimas taSko Y, = (v, v;,)
padeétis plokstumoje Y, = (V,,, ;) it ¥, = (341> V;,) - Nustatome, kuris i§ dvieju
gauty tasky tinka: skaiCiuojame atstumus nuo Siy tasky iki trecio artimiausio
kaimyno projekcijos, t.y. d(Yk',YkS) ir d(Y,‘:,YkS) ir imame ta taska, nuo kurio
atstumas iki trecio artimiausio kaimyno projekcijos yra mazesnis.

3.2e, 3.2f paveiksluose pateiktas specifinis prie§ tai nagrinétos situacijos
atvejis, kai visy trijy artimiausiy kaimyny projekcijuy ordinatés yra lygios, t.y.

Y2 = Vi2 = Vi> . Tuomet tasko ¥, = (y,,);,) koordinatés randamos i formuliy:
i
Yi2 = Yi2»
_ 2 rl - r2 b 3 > 1 3 2
Ya=Yath "‘Ta jet yy 2y (3.2e pav.),

n—-n

S jei yi, < vy (3.2f pav.).

.2
Yo =V —hHh—

Kai r>d 4 1y, gauname analogiska nagrinétam atvejui algoritma.
Skirtumas tik tas, kad apskritimas, kurio centras yra ¥, = (y,il, y,lcz), o spindulys
lygus r , bus apskritimo su centru Y, = (y,fl, y,fz) ir spinduliu, lygiu », viduje.

v . . . ey . v . v . *
Pana$iu principu remiamasi ieSkant naujo tasko koordinaciy, kai d ># +r,.
GrafiSkai vaizdas parodytas 3.3 paveiksle.
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Yah
Yiz

2
Yz

0 J’lu J’:?] Vi bel
y_zll

Yz

)‘::'

)"Jl;:

0 Y y:

c)
NV /,-—“’ -
rd
N

1 2 b b ¥
Yia SVea| L L — T I

3 Ykﬂt f'_lf
=Vr2 TV no|/

\ . /,/
S~
1 _ .2 | 3
0 Yau =Va  a Y M1

e)

Yra =

Y24

)’:lcz

2
FYiz2

Yi2

Ya

ylz

1
Yia

0 }";,1 M
d)
L
Y2 /\
VPG
Yol B /% m .

1 2 L
Yiz “Via| T

Lt )
7’31 i i\\ rf( y /

N

5 .

0 Ya Yu }’1]?.1 =J"§.1 b
f)

3.2 pav. Tasko atvaizdavimas trianguliacijos metodu, kai apskritimai yra
vienas kito viduje
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Yq =TT .

}’i:
Yra

J’::

a) yl
Ya
7,
Yia =Yiz = Vaa -
b) 0 J’Jlu Yr y.gl M

Fa

1 _ .2 _
Yra TV T Ve

-

yﬁl Y -J"},l 4!

c)

3.3 pav. Tasko atvaizdavimas trianguliacijos metodu, kai apskritimai yra
vienas kito iSoréje
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3.4. Eksperimentinio trianguliacijos ir Sammono
metody bei jy junginio tyrimo rezultatai

Trianguliacijos ir Sammono metody bei juy junginio tyrimui naudojami testiniai
duomenys — 100 10-matés erdvés tasky, kurie sudaro 5 klases. Generuojamas
penkiy 10-matés erdvés tasky, pasiskirsciusiy pagal normalyji désni, masyvas.
Kiekvieno $io tasko aplinkoje generuojama 20 atsitiktiniy 10-matés erdveés
tasky. Gaunamas 100 tasky masyvas. I§ 100 turimy tasky pasirenkami 75 taskai
po 15 i§ kiekvienos klasés. Jie laikomi pradiniais, o likusieji 25 sudarys nauju
tasky aibg.

Atvaizduojant taskus trianguliacijos metodu (naudotas antrojo arc¢iausiojo
kaimyno metodas), i§ pradiniy tasky sudaromas minimalaus jungimo medis
(MST) ir jie vizualizuojami plokStumoje. Likusieji 25 taSkai nuosekliai
atvaizduojami ploks§tumoje, tiksliai i§laikant atstumus iki anks¢iau atvaizduoty
dviejy artimiausiy tasky (3.4a pav.). Taip pat Sie 100 tasky (75 pradiniai ir 25
nauji taskai) atvaizduojami tik Sammono metodu (3.4b pav.). Naudojant
Sammono ir trianguliacijos metody junginj, pradiniai 75 taSkai vizualizuojami
plokstumoje Sammono metodu, o nauji 25 taskai nuosekliai atvaizduojami
plokstumoje trianguliacijos metodu (3.4c pav.). Projekcijos paklaida (Sammono
paklaida) skai¢iuojama atvaizdavus visus duomenis (100 tasky) (3.1 lentelé).

IS gauty vaizdu (3.4 pav.) bei laiko, reikalingo taskams atvaizduoti, ir
projekcijos paklaidos jverciy (3.1 lentele), pastebime, kad

e Trianguliacijos metodas yra pakankamai greitas, bet projekcijos
paklaida didelé. Sammono algoritmu gauta projekcijos paklaida
nedidelé, taciau jis yra gana létas. Sammono algoritmu duomenys (100
tasky) vizualizuojami mazdaug 7,5 karto ilgiau nei trianguliacijos
metodu, tac¢iau Sammono metodu gauta projekcijos paklaida yra
4 kartus mazesné.

e Sammono ir trianguliacijos metody junginys veikia gana greitai, o
prarandamas tikslumas gana nedidelis. Sammono-trianguliacijos
junginiu visi duomenys (pradiniai ir nauji) vizualizuojami 1,7 kartus
greiciau, o paklaida yra didesné tik mazdaug 3% lyginant su rezultatais,
gautais vizualizuojant duomenis vien tik Sammono algoritmu. Be to,
naudojant Sammono-trianguliacijos jungini nauji taskai atvaizduojami
net 83 kartus grei¢iau nei Sammono metodu.

Sis tyrimas parod¢, jog naudoti vien tik trianguliacijos metoda duomenims
vizualizuoti néra pakankama, nes gauta duomenuy projekcijos paklaida labai
didelé. Sammono ir trianguliacijos metodu jungini verta naudoti, kai reikia
greitai atvaizduoti naujus analizuojamos aibés taskus neprarandant didelio
tikslumo.



78 3. TRIANGULIACIJOS IR SAMMONO METODU BEI JU JUNGIMO...

°
®
o ':
°
+ L[]
+i+¢# °
o+
i
o
o O
ey

o
X X X

X
2
XX x
X%

a) b) ©)

3.4 pav. Testiniy duomeny vizualizavimas: a) 100 tasky atvaizduota
trianguliacijos metodu, b) 100 tasky atvaizduota Sammono metodu, c) 75
pradiniai taskai atvaizduoti Sammono ir 25 nauji taskai atvaizduoti
trianguliacijos metodu

3.1 lentelé. Laiko ir projekcijos paklaidos jverciai, gauti vizualizuojant testinius
duomenis trianguliacijos, Sammono metodais bei ju junginiu

Laikas (ms) Projekcijos
- paklaida
Metodas s pra dlmal 25 nauji taskai | Visi 100 tasky (Sammono
taskai .
paklaida)
Trianguliacija 605 78 683 0,1821811
Sammono 2890 5125 5125 0,0448481
projekcija
Sammono ir
trianguliacijos 2890 62 2952 0,0462552
metody
junginys

Siame skyrelyje taip pat analizuojama, kaip laikas ir projekcijos paklaida
priklauso nuo to, kiek atvaizduota pradiniy tasky ir kiek naujy. Tyrimas atliktas
su 100 15-maciais atsitiktiniais duomenimis. Atsitiktiniai skaiciai sugeneruoti
intervale (0;1). Pradiniy tasky pasirenkama 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90,
100. I§ viso atvaizduojama 100 tasky. Taigi atliekant tyrima, pradiniy tasky
skai¢ius po truputj didinamas, o nauju tasky skaiCius mazinamas. Projekcijos
paklaida skai¢iuojama atvaizdavus visus jau turimus duomenis. Trianguliacijos
metodas realizuotas naudojant du metodus: antrojo arciausiojo kaimyno metoda
ir atramos tasko metoda.

Atlickant §i tyrima pastebéta, kad, atvaizduojant taSkus tiek antrojo
arCiausiojo kaimyno metodu, tiek atramos tasko metodu, tieck Sammono bei
trianguliacijos metody junginiu, gaunama didé¢janti laiko funkcija (3.5 pav.).
Kuo didesnis pradiniy taSkuy skaicius, tuo daugiau laiko uztrunkama
atvaizduojant taSkus. 3.6 paveiksle matome, kad projekcijos paklaida, gauta
Sammono ir trianguliacijos metody junginiu, didinant pradiniy tasky skai¢iy
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palaipsniui maz¢ja. Taciau projekcijos paklaida, gauta vizualizuojant duomenis
antrojo arciausiojo kaimyno metodu arba atramos tasko metodu, yra nepastovi,
negalima nustatyti jokio désningumo. Neaisku, kada ji didesné: ar padidinus
pradiniy tasky skaiciy, ar ji sumazinus (3.6 pav.). Tada atliktas tyrimas su kopu
duomenimis. Tai ekologiniai duomenys, nusakantys Suomijos pajtirio kopas ir ju
vegetacija (Hellemaa 1998). Tai SeSiolika 16-matés erdvés tasky, gauty
analizuojant kopas charakterizuojan¢iy parametry koreliacing matrica
(Dzemyda 2004). Atliekant tyrima su kopu duomenimis, MST Saknimi (atramos
tasku) pasirinkti pirmas ir antras duotos aibés taskai. IS 3.7 paveikslo matyti, kad
gautos skirtingos projekciju paklaidos net esant tam paciam pradiniy tasky
skaiCiui. Vadinasi, projekcijos paklaida priklauso nuo tasky atvaizdavimo
tvarkos.

Laikas (ms)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pradiniy tasky skaicius
—{ Trianguliacija (antrojo ar¢iausiojo kaimyno metodas)
Trianguliacija (atramos tasko metodas)
—O—Sammono irtrianguliacijos metody junginys

3.5 pav. Laiko, per kuri vizualizuojami 100 15-matés erdvés atsitiktiniy
tasky, priklausomybés nuo pradiniy tasky skaiciaus

_.
o

o <
[ee]

Projekcijos
paklaida
S Ea

O\O—O——O—o—o—o_o_o_o

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pradiniy tasky skaicius

—0O—Trianguliacija (antrojo ar¢iausiojo kaimyno metodas)
Trianguliacija (atramos tasko metodas)
—O—Sammono irtrianguliacijos metody junginys

3.6 pav. Projekcijos paklaidos E; (3.1), gautos transformuojant i plokStuma
100 15-matés erdvés atsitiktiniy tasky, priklausomybés nuo pradiniy taSky
skaiciaus
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Pradiniy tasky skaicius
—O— Trianguliacija (antrojo ar¢iausiojo kaimyno metodas)
a) —— Trianguliacija (atramostasko metodas)
2 0.4
35 g 03 w
2 = 0,2
2 =2
s 0,1
A~ 0 -+
4 8 12 16
Pradiniy tas$ky skaicius
—O— Trianguliacija (antrojo ar¢iausiojo kaimyno metodas)
b) —&— Trianguliacija (atramostasko metodas)

3.7 pav. Projekcijos paklaidos priklausomybes, gautos tiriant kopy
duomenis antrojo ar¢iausiojo kaimyno ir atramos tasko metodais, kai MST
Saknis: a) I-as taskas, b) II-as taskas

3.5. Treciojo skyriaus apibendrinimas ir iSvados

Siame skyriuje i$nagrinétas trianguliacijos metodas, Sammono algoritmas bei ju
abieju junginys. EksperimentiSkai iStirtos trianguliacijos metodo realizacijos,
naudojancios antrojo ar¢iausiojo kaimyno ir atramos tasko metodus atraminiams
taSkams parinkti. Nustatyta, jog abiem atvejais projekcijos paklaida labai
priklauso nuo tasky atvaizdavimo sekos, be to, §i paklaida gana didelé. Vadinasi,
naudoti vien tik trianguliacijos metoda duomenims vizualizuoti néra pakankama.

Trianguliacijos metodas yra pakankamai greitas, taciau juo iSlaikomi tik
(2m - 3) atstumai tarp analizuojamy tasky. Sammono algoritmas bando islaikyti
visus m(m - 1)/ 2 atstumus tarp analizuojamy taSky, taciau jis yra gana létas: kai
turi buti atvaizduotas naujas taSkas, visa atvaizdavimo procedira turi buti
pakartota i naujo. Si problema i§sprendZiama trianguliacijos metoda jungiant su
Sammono algoritmu. Toks metodas naudotinas, kai reikia greitai atvaizduoti
naujus analizuojamos aibés taskus. Jis veikia gana greitai, o prarandamas gana
nedidelis tikslumas.

Apskritai, bet kuris kitas daugiamaciu skaliy (MDS)-tipo metodas gali biiti
naudojamas junginyje vietoj Sammono metodo.



Santykinés perspektyvos metodo
realizacijy tyrimas

Lyginant su kitais Zinomais dimensijos mazinimo metodais, santykinés
perspektyvos metodas (RPM) yra visiSskai kitoks metodas, sprendziantis
kompromisus, kurie iSkyla, kai reikia iSlaikyti tiek lokalia, tiek ir globalig
duomeny strukttira. Taigi RPM metodas siiilo nauja biuda daugiamaciams
duomenims tirti. Siame skyriuje detaliai i$nagrinétas RPM metodas. Istyrus ji
eksperimenti$kai, nustatyti $io metodo trukumai, todél pasitlyta modifikacija,
leidzianti juy iSvengti. Pagrindiniai skyriaus rezultatai paskelbti straipsnyje
(Karbauskaité et al. 2006).

4.1. RPM metodo ypatumai

Santykinés perspektyvos metodas (relational perspective map, RPM)
(Li2004) skirtas daugiamaciams duomenims vizualizuoti ant toro pavirSiaus.
RPM, kaip ir daugiamaciy skaliy (multidimensional scaling) metodai, stengiasi
iSlaikyti atstumy tarp atitinkamy daugiamatés erdvés tasku ir ju projekciju ant
toro santykius. Taciau pagrindiné RPM metodo savybé — gal¢jimas padalyti
sudétinga duomeny aibe i dalis ir vizualizuoti duomenis taip, kad ju projekcijos

81
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nepersidengty. Todél RPM metodas iSlaiko atstumus nedideléje srityje (short-
range distances) tiksliau negu kiti projekcijos metodai.
Tarkime, kad analizuojamus duomenis sudaro m n-matés erdvés taSku

i > Vin

X = (xl.l,.. X ), i= I,_m (X, €eR"), sudaran¢iy mxn dydZzio matrica X.
Atstumag tarp taSky X, ir X, pazymékime d(X,,X;), i,j —1,m. RPM
algoritmas Siuos daugiamatés erdvés taskus atvaizduoja i dvimatés erdvés tasSkus
Y, =(yi1,yi2),i=1,m (Y e R? ), tarp kuriy atstumai yra d(Yl.,Yj) , Lj=1,m,
taip, kad atstumai tarp vizualizuojamy tasky ir ju projekciju buty kiek galima
tiksliau i$laikyti.

Tam, kad vizualizuojamu tasky projekcijos nepersidengty ir atstumai bty
kuo tiksliau iSlaikyti, tasky atvaizdavimui pasirinktas toro pavirsius.

Apibrézimas. Torq apibrézia spindulio R apskritimas, besisukantis apie jo
plokstumoje esancia tiesg, nutolusia nuo apskritimo centro atstumu a > R.

4.1 pav. Toro gavimas

Fizikiné prasmé. Vizualizuojant daugiamatés erdvés taSkus ant toro,
gaunami dvimatés erdvés taskai, kurie suprantami kaip dalelés, galincios laisvai
judéti ant toro pavirSiaus, bet negalincios nuo jo atitrukti. Veikiamos stiimos
jégu, dalelés juda ant toro pavirsSiaus, kol i§sidésto taip, jog atstumy tarp ju ir
atitinkamy daugiamatés erdvés tasky santykiai lygus.

RPM algoritmas, atvaizduodamas taskus ant toro, minimizuoja potencing
energija, kuri ir charakterizuoja tasky atvaizdavima:

d(X, X))
E, =S —""00 jar By ==Y d(X,, X )Inld(¥,.Y,)) a1
! g_,-pd"(Y,-,Y,.) 0 Z J J (4.1)

(4.1) formuléje naudojamas parametras p vadinamas standumu, tvirtumu
(rigidity). Jo teiksmé yra realus skaitius i§ intervalo (-1;+0). Daleles

veikiancios jégos apraSomos formule:

OF d(X,,X,)

P

TTadY)  d7(Y,Y)

, kuri<j. 4.2)
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Fizikiniu pozitriu, dalelés juda ant toro, veikdamos viena kita stimos jéga,
ir todél minimizuoja potencing energija. 1§ (4.2) formulés matome, kad stiimos
jéga f;, veikianti du toro pavirSiaus taSkus Y, ir Y, yra tiesiog proporcinga
atstumui erdvéje tarp Siy tasky — d(X;,X;), todél daugiamatés erdvés taskai,
tarp kuriy atstumas erdvéje yra didesnis, bus atvaizduoti toliau vienas nuo kito
ant toro pavirSiaus. Tarus, kad p =0, remiantis (4.2) formule, galime teigti, kad

stimos jéga f; tarp dviejy toro pavirSiaus tasky Y, ir ¥, yra atvirksciai

proporcinga atstumui tarp ju ant toro — d(¥;,Y;). Tai reiskia, kad ar¢iau esantys
toro pavirSiaus takai labiau itakoja potencing energija £, ir todel pateikia
daugiau informacijos apie originalia duomenuy aibg. Apskritai, parametras p
suteikia galimybe kontroliuoti, kaip greitai stimos jégos mazés didéjant
atstumams tarp toro pavirSiaus taskuy.

Kaip pavaizduota 2.13 paveiksle, RPM metodas pirmiausia atvaizduoja
daugiamatés erdvés taSkus ant toro pavirSiaus, o tada, tora iSardzius (tora
perpjauname pasirinktoje vietoje ir gauname cilindra, kuri vél pjauname per
viena jo sudaromaja), gaunamas staiakampis, kuriame ir matome analizuojamy
tasky projekcijas.

4.2. RPM algoritmas

Pries pateikiant algoritma, pirma vertéty iSsiaisSkinti, kas matematiskai yra toras
ir daugiamatés erdvés tasky atvaizdavimas ant jo. Ar toro pavirSius yra metriné
erdvé, kurioje toks atvaizdavimas blity imanomas?

Tarkime, kad Y= [0, W]X [O, h]c R® dvimatéje Dekarto koordinadiy
sistemoje  apibrézia staCiakampj, kurio plotis w ir aukStis A
X =X, =(X;5000X;,)0 = l,m}, X, eR" yra nagrinéjama daugiamatés erdves
tasky aibé, Yz{Yi =(y”,yi2),i=1,_m}, Y, ey - gauty dvimatés erdvés tasky
aibé. Tuomet tasky atvaizdavimas ant toro apibréziamas taip:

p: X->Y, X, 57, (4.3)

Siekiant pavaizduoti toro topologija, apibrézkime atstumo funkcija srityje Y.
Tegu Y, = (yil,yl.z) ir ¥, = (yjl,yjz) yra du taskai i§ aibés Y, tuomet atstumas

1

tarp ju apibréZiamas taip:
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d(K,’G)=miﬂ{\yn = apw=lya ‘yﬂ‘}

+ min{‘yiz YV

4.4
5h_‘yi2_yj2‘}' @4

D¢l sios atstumy funkcijos prieSingos sta¢iakampio Y krastinés sulipdomos
ir gauname pavirSiy, topologiskai ekvivalenty torui, kaip pavaizduota
2.13 paveiksle. d(Y,Y;] yra miesto-kvartalo atstumo metrika (city-block
distance metric) ant toro pavirSiaus; ji apibrézia atstuma tarp dvieju tasky kaip
trumpiausia atstuma tarp ju einant tik horizontaliai ir vertikaliai.

Kaip teigiama straipsnyje (Li 2004), tokia atstumo metrika pasirinkta todél,
kad 1) supaprastéja skaiCiavimai, 2) eksperimentiskai irodyta, kad gaunami
tikslesni atvaizdavimai nei naudojant FEuklido atstumus, nors teorinio
paaiskinimo ir néra.

Apibrézg Yir d (Y Y A), galime teigti, kad toro pavirSius, naudojamas RPM

7]
algoritme, i§ tikryjy yra metriné erdve ()_/,d (Yi,Y f )) RPM algoritmo tikslas —
rasti atvaizdavima ¢ (4.3), kuris minimizuoty potencing energija (4.1).
Energijos funkcijai (4.1) minimizuoti RPM algoritme pritaikomas NR
(Newton-Raphson) metodas (Press et al. 2002). Jei tarsime, kad f (z) yra vieno
kintamojo funkcija, tai jos minimumo taskas randamas i§ formulés:
o (m')
, , z
2 +l)zz('")—f” —4- 4.5)
f\z
Norint pritaikyti NR metoda nagrinéjamai optimizavimo problemai, reikia
apskaiCiuoti funkcijos E, pirmos ir antros eilés dalines iSvestines pagal visus
kintamuosius y,, ir y,, . Pateiksime daliniy i§vestiniy formules tik pagal kintamuosius
v, - Daliniy iSvestiniy skai¢iavimas pagal kintamuosius y,, yra analogiSkas.

Funkcijos E, pirmos eilés dalinés iSvestinés pagal yil,izl,_m

P
apskai¢iuojamos pagal formulg:
OFE S —
—p:Z:th;J’l’j =1,m. (46)
8yil i<j

Cia f; zymi stimos jéga ant toro tarp tasky ¥, ir Y, ((4.2) formule), #; -

operatorius, jungiantis toro topologija su Dekarto koordinaCiy sistema.
Operatorius /; randamas i§ formuliy:
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a=nal) 1,
ad.y) | o 2
T oy, ow—|ya -y, _
T (WLyTl;yﬂ‘)ajei‘yz'l_yjl‘>%
P w
+1,jei ‘y,»l —yﬂ‘ <57yi1 > Vi 4.7)

.. w
-1, jei \yn —yﬂ\ < Ya<Vp

.. w
-1, jet ‘yn _yjl‘ >ani1 > Vit

.. w
+1, jel \yn —yﬂ\ > Y <Y

Jei ‘yil —yjl‘ =% arba ‘yﬂ —yﬂ‘ =0, tai gali buti naudojamos abi reikSmes:
h; =1 arba h; =—1. Mes RPM algoritmo realizacijoje pasirinkome /4; =1.

Kaip veikia operatorius /;, aiskiai iliustruoja 4.2 paveikslas. Paveiksle

matome tris toro pavirSiaus taskus A, B, ir C, pavaizduotus Dekarto koordinaciy
sistemoje. Trumpiausias kelias nuo A iki B yra tiesi linija tarp jy. Trumpiausias
kelias nuo A iki C yra taskiné linija, kuri apsisuka apie tora. Taigi jei taskas A
Siek tiek pasislenka { deSing, atstumas tarp A ir B sumaZzéja, bet atstumas tarp A
ir C padidéja. Sis veiksmas kaip tik ir charakterizuojamas §iuo operatoriumi.

Siuo atveju h,, =1, h,.=-1.
Ja4

(w, k)

0,9 >
M

4.2 pav. Trumpiausias atstumas tarp tasky dél toro topologijos
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Funkcijos E, antros eilés dalinés iSvestinés pagal y,,i=1m

p
apskaic¢iuojamos pagal formule:
82
=—(p+ )Z (4.8)
8.)/11 l<j 1 st )

Istate (4.6) ir (4.8) i (4.5) formulg, gauname iteracing formule daugiamatés
erdvés tasky projekcijy koordinatéms rasti:
Zhijﬁj

) _ ), LG .
il il p+1 Z ﬁ'j (49)
iz d(1,.Y))

Straipsnyje (Li 2004) pasitilyta modifikuota formulé:

(m'+1) _ (') o (m) Zhijf[j
m'+l) _ _(m' m' i<j
Yo T=Va o Fce —fz; (4.10)

2 qm7,)

i<j

(4.10) formuléje konstanta

pakeista parametru c("’,), kuris vadinamas
p+

mokymo grei¢iu m'-oje iteracijoje. Didinant iteracijy skaiciy m’, ) turéty
artéti { nulj. Parametras clm) apskaiciuojamas pagal formule:
) =Fam @4.11)

kur 7 — pradinis mokymo greitis, ae€ (0;1). Skai¢iai 7 ir a nustatomi
empirisSkai. Kuo labiau « artéja prie 1, tuo optimizavimo procesas ilgesnis ir tuo
tikslesnis tasky atvaizdavimas.

Apibendrinta RPM algoritmo schema:

e daugiamatés erdvés taskai atsitiktinai iSdéstomi ant toro;

e po to, ju projekcijos keic¢iamos pagal iteracing (4.10) formulg ( ylg” )
apskaiciuojamos analogiskai) tol, kol tasky koordinaciy pokyc¢iy suma

Z‘y,Wl yll ‘ ‘y,'"“ y,(;"') tampa mazesné uz 0,0001.
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4.3. RPM metodo eksperimentinio tyrimo rezultatai

Straipsnyje (Li 2004) tiksliai nenurodoma, kokios turéty biiti parametry w
(staciakampio plotis), # (staCiakampio aukstis) ir 7 (4.11) reikSmés, norint
minimizuoti potencing energija ir gauti kuo tikslesni daugiamaciy duomeny
atvaizdavima plokStumoje (sta¢iakampyje).

Tyrimus atlikome su dviem duomenu aibémis: sferos taSkais ir irisy
duomenimis (zr. 2.1 skyreli), norédami issiaiskinti, kaip nuo parametry 7, w, &
reikSmiy priklauso gauti vaizdai (4.3, 4.4 pav.). Straipsnyje (Li 2004) teigiama,
kad parametro a reik§mé turéty buti kuo artimesné 1, todél, atlikdami
eksperimentus, pasirinkome a =0,975. Taip pat, kaip rekomenduota (Li 2004),
pasirinkome p =0. Daugiamatés erdvés tasky koordinaciy pradinés reikSmés

plokstumoje (sta¢iakampyje) sugeneruotos atsitiktinai.
Atvaizduojant irisy duomenis, buvo pasirinktos skirtingos parametry w ir 4

reikSmés ir tirtas potencinés energijos £, kitimas. Parametro 7 reikSmé

fiksuota: 7 =4 . Su kiekvienu parametry w ir 4 rinkiniu (pvz., w=100, #=100)

atlikta po 100 eksperimenty ir apskai¢iuotos gauty potencinés energijos reikSmiy
vidutinés reikSmes. Pastebéta, kuo Siy parametry santykis didesnis, tuo potenciné
energija pasiekia mazesng reikSme (4.5 pav.), taCiau tasky vizualizavimo
plokstumoje kokybé blogesné (4.3 pav.): 4.3b paveiksle klasés visai nesusidaro.
Taigi turédami skirtingo ploCio ir ilgio staCiakampius, negalime lyginti
potenciniy energijuy minimumy ir teigti, kad kuo mazesné potenciné energija, tuo
tikslesnis tasky atvaizdavimas.

100 o o 1000 8
lag oo s
A -]
50 [T & i, A wo{ 8 . a i
60 600 %)
1
o
40 400
‘g ™ -
20 200 o ¥y
‘4 PR 2 2 é& a
0 n B -F o o - - o @0
0 2 40 60 80 100 i 20 40 6D 80 10D
© Fis setosa @ his versicolor a Fis virginica o ks setosa m Kis versicolor A Fis virginica
a) w=100, =100 (100x100) b) w=100, # = 1000 (100x1000)

4.3 pav. Irisy duomeny vizualizavimas plok$tumoje (staciakampyje) RPM
metodu, esant skirtingoms parametry w ir 4 reik§méms (7 = 4)
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100 - ..o.? g o."g.‘ 100 op oo®

o
i3
A

F=05E,=-3342223  7=2,E, =-3472738 F=4,E, =-3491417

4.4 pav. Sferos tasky vizualizavimas plokstumoje (sta¢iakampyje) RPM
metodu, esant skirtingoms parametro 7 reik§méms (w=h=100)

Iteracijos numeris
2 200000 . ; : . .
T -220000 100 200 300 400 500
g 240000
o -260000
£ 280000
£ -300000
S -320000
— 100x 100 — 100x200
— 100x 500 — 100x 1000

4.5 pav. Potencinés energijos priklausomybés nuo iteracijos numerio, esant
skirtingoms parametry w ir 4 reikSméms (wx /)
(RPM metodu analizuoti irisy duomenys)

Atliekant tyrimus su sferos taskuy aibe, buvo stebima potencinés energijos
E, priklausomybé nuo parametro 7. Parametry w ir / reikSmés buvo parinktos

tokios: w=/h =100 (kadangi irisy duomenys vizualizuoti pakankamai gerai su
Siomis w ir & reikSmémis). 4.6 paveiksle pavaizduota, kaip, vizualizuojant sferos
taSkus, kinta potenciné energija, esant skirtingoms parametro 7 reikSméms.
Nors energijos santykiné reikSmé labai zymiai nesikeiCia (daugiausia (4%) ji
pasikei¢ia tarp 7 =0,5 ir 7 =4), kintant 7, tadiau ir nezymus energijos
sumazéjimas i§ esmés pakeicia tasky projekcijas: kai 7 =0,5, sferos virSuting ir
apatin¢ dalys visai neiSrySkéja, o kai 7 =4, gaunama pakankamai tiksli
projekcija, t. y. matosi virSutiné ir apatiné pussferés (4.4 pav.).
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Heracijos numeris
&, 3220000 ; ; ; ; .
B ot 200 300 400 500
E 3320000
£
g 3420000
z
f 3520000
¥=05 ¥=1 ¥=12 ¥=4 ¥=6 F=100

4.6 pav. Potencinés energijos priklausomybés nuo iteracijos numerio, esant
skirtingoms parametro 7 reik§méms
(RPM metodu analizuota sferos tasky aibé)

4.4. Nauja RPM metodo realizacija
Siame skyrelyje pasiiilyta nauja RPM algoritmo modifikacija. Pagrindinés $ios
modifikacijos id¢jos:

e kitu biidu apibrézta atstumo funkcija srityje Y;

e kiekvienoje iteracijoje perskaiiuojame ne visy tasky koordinates is
karto, bet imame po viena taska ir perskai¢iuojame jo koordinates,
atsizvelgdami i taskus, kuriy koordinatés jau perskaiciuotos ir | taskus,
kuriy koordinatés dar nepakeistos.

Atstumo funkcija srityje Y apibréziama taip:

d(Y Y.)z min

%

+ min

Yio—Vi

al_

Yio—Vj

w

Yia _ij‘ 1_‘)’;’2 _ij‘

w

4.12)

h

b

h

Ivede tokia atstumo funkcija, gauname, kad d(Yi,Yj)e[O;l]. D¢l Sios

atstumo funkcijos turime perskaiciuoti (4.7), (4.8) ir (4.9) formules:
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I .. w
+;, _]el‘yil _yjl‘ <E,yl‘1 > Vit

1 .. w
6d( ) T Jel‘yil _yjl‘ <3:J’i1 <V

i = 4.13
8yll ( )

| w
_;’ Jel‘yn _yjl‘ >3’yil > Vit

1 .. w
+;, Jel‘yil _yjl‘ >5»J/i1 <V

Jeigu ‘yﬂ —yﬂ‘ =% arba ‘yil —yﬂ‘ =0, tai tada gali buti naudojama h; =—

1 .
arba h[j = ——. Mes pasirinkome h[j =—
w w

Funkcijos E, antros eilés dalinés idvestinés pagal y;,i=1m

apskaic¢iuojamos pagal formule:
azEp __p +1 i
aylzl W2 i<j d( i°7j )

Iteraciné formulé daugiamatés erdvés tasky projekciju koordinatéms rasti
bus tokia:

(4.14)

( ) () Wz zhl'jfij

m'+1) _ _ (m' i<j

= 5 7 +wh. (4.15)
i d,Y))

(4.15) formuléje daugiklis wb pridétas tam, kad biity patenkinta salyga
0< 3" <y, kur b yra sveikas skaicius.

1

Skai€iavimai y;, atzvilgiu yra visiSkai analogiski.

4.5. RPM algoritmo modifikacijos eksperimentinio
tyrimo rezultatai

Vizualizuojant irisy duomenis, buvo pasirinktos skirtingos parametry w ir 4
reikSmés ir tirtas potencinés energijos E, kitimas. Kiekvienai parametry w ir 4
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porai (pavyzdziui, w=100,/2=100) atlikta po 100 eksperimenty ir
apskaiciuotos gauty potencinés energijos reikSmiy vidutinés reikSmés. Pastebéta,
kad, naudojant RPM algoritmo modifikacija, iSvengiama energijos didelés
priklausomybés nuo staciakampio ilgio ir plocio (4.7 pav.), o gauti duomeny
atvaizdavimai plokStumoje panasStus (klasiy atskyrimo atzvilgiu) (4.8 pav.).
Naudojant modifikuota algoritma, energijos santykiné reikSmé daugiausia
pakinta 0,4% (4.7 pav.), tuo tarpu, naudojant RPM pradini algoritma (Li 2004),
ji gali kisti net iki 27% (4.5 pav.). Pastebékime: potenciné energija
nekonverguoja | minimuma (4.7 pav.).

4.9 paveikslas iliustruoja sferos tasky vizualizavima plokStumoje
(staciakampyje), kai w=h =100.

24000 14870
22000 14830
20000 14790

18000 450 470 490
16000
14000 + T T T T |
0 100 200 300 400 500
100 x 100 ——100 x 200
100 x 500 w100 x 1000

4.7 pav. Potencinés energijos priklausomybés nuo iteracijos numerio, esant
skirtingoms parametry w ir & reik§méms (wx /)
(RPM algoritmo modifikacija analizuoti irisy duomenys)

100 - . 1000
804 4 o 8 800
W et S, o @
3 <] ]
&0 - B 600
o =]
&
40 4 A 400
<
20 - % 200
1] & i}

0 4 60 80 100 0 20 40 80 80 100
< Fis setosa @ ris versicolor a Fis virginica

o his setosa @ his versicolor a Fis virginica

a) w=100, 2 =100 b) w=100, 2 =1000

4.8 pav. Irisy duomeny vizualizavimas plok$tumoje (staciakampyje) RPM
algoritmo modifikacija, esant skirtingoms parametry w ir / reikSméms
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4.9 pav. Sferos tasky vizualizavimas plokStumoje (stac¢iakampyje)
naudojant RPM algoritmo modifikacija (w = 100, 2 = 100)

4.6. Ketvirtojo skyriaus apibendrinimas ir iSvados

Eksperimentai su ijvairiais duomenimis parodé, kad RPM tipo algoritmai gali
biti sékmingai taikomi daugiamaéiy duomeny vizualiai analizei. Sio metodo
privalumas — ne tik stengiamasi iSlaikyti atstumy tarp atitinkamy daugiamatés
erdvés tasky ir juy projekciju ant toro santykius, bet duomenys vizualizuojami
taip, kad ju projekcijos nepersidengtuy.

RPM algoritmo (Li 2004) rezultatai labai priklauso nuo parametry w, 4 ir 7.
Deja, néra suformuluoty aiskiy taisykliy, kaip $iuos parametrus parinkti.

Miisy pasitilytame algoritme néra didelés priklausomybés nuo parametry w
ir h. Taliau, atsisakius parametro 7, potenciné energija nekonverguoja i
minimuma. Tyrimy metu pastebéta, kad, atlikus apie 100 iteracijy, procesas
stabilizuojasi. Norint tiksliai apibrézti sustojimo salyga, reikalingi papildomi
detalesni tyrimai.

RPM metodo trikumas yra tai, kad funkcija £, yra nediferencijuojama kai

kuriuose taskuose: jei yra tokios poros y, ir y;, kad y,;=y; arba
‘yil —yﬂ‘:w/2, tada taSko y, aplinkoje funkcijos kairiosios ir deSiniosios
iSvestiniy reikSmés nesutampa. Taikydami NR (Newton-Raphson) metoda,

pasirinkome funkcijos kairiosios iSvestinés reikSme. Siekiant iSvengti Sio RPM
metodo trikumo, reikéty arba naudoti funkcijos minimizavimo metodus, kurie

nereikalauja funkcijos diferencijuojamumo, arba atstumo funkcija srityje Y
apibrézti kaip funkcija, diferencijuojama visuose toro pavirsiaus taskuose.



Lokaliai tiesinio vaizdavimo
metodo parametry parinkimo
strategijos

Siame skyriuje detaliai i$nagrinétas vienas i3 netiesinés daugdaros atpaZinimo
metody — lokaliai tiesinis vaizdavimas (LLE). Pasiiilyti nauji budai LLE
algoritmo valdymo parametrams parinkti. Skyriaus rezultatai paskelbti
straipsniuose (Karbauskaité et al. 2007; Karbauskaité et al. 2008).

5.1. LLE algoritmas

Lokaliai tiesinis vaizdavimas (locally linear embedding, LLE) (Roweis and
Saul 2000; Saul and Roweis 2003) yra netiesinis metodas, skirtas duomeny
dimensijai mazinti ir daugdarai atpaZzinti. Naudojant LLE metoda, taskai, esantys
ant daugdaros didelés dimensijos erdvéje, transformuojami | mazesnés
dimensijos erdve taip, kad daugdara yra ,,i§vyniojama“.

Nagrinékime glodziaja (smooth) netiesing daugdara, kuria lokaliai galima
aproksimuoti tiesiSkai. Tarkime, kad ant Sios daugdaros pasirinkta labai daug
tasky ir kiekvienas taskas ir jo kaimynai yra ant arba arti daugdara sudaranciuy
tiesiniy hiperplokStumy. Todé¢l kiekvienas duomeny taskas gali buti

93
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aproksimuojamas jo kaimyny svorine tiesine kombinacija. Pagrindiné LLE
metodo idéja yra ta, kad tokia tiesiné kombinacija licka nepakitusi atlikus
tiesines transformacijas (posiiki (rotation), mastelio keitima (rescaling),
perkélima (translation)) ir todél nepasikeicia, kai daugdara yra ,,iSvyniojama“
mazesnés dimensijos erdvéje. Duomeny projekcija mazesnés dimensijos erdvéje
gaunama iSsprendus du maziausiu kvadraty optimizavimo uzdavinius su
ribojimais.

Tarkime, kad analizuojamus duomenis sudaro m n-matés erdvés taSky
(vektoriy) X, Z(Xm--- X ),i =1,m (X, €R"), sudaran¢iy nxm dydzio matrica

X, o ieskomus (projekcijos) duomenis — m d-matés erdvés tasku (vektoriy)
Y, = (yil,...,yid ), i= I,_m (Y, € RY), sudaranéiy d xm dydzio matrica Y.

LLE algoritmas turi tris zingsnius. Pirmame zingsnyje randami kiekvieno
vizualizuojamo duomeny taSko X, kaimynai. Cia artimumo matas yra Euklido
atstumas. Kaimyniniai taskai gali biiti randami dvejopai: arba ieSkoma nustatyto
skaiCiaus k artimiausiy kaimyny, arba ieSkoma kaimyny i§ tam tikro fiksuoto
dydzio spindulio & atvirojo rutulio, kurio centras yra taSkas X,. Darbe

naudojamoje LLE algoritmo realizacijoje ieSkoma k artimiausiy taSky X,

)
Jj =1,k , kuriuos vadinsime taSko X, k artimiausiais kaimynais.

Antrame zingsnyje randami tokie koeficientai (svoriai) wj;, kad kiekvienas

daugiamatés erdvés taskas X,,7=1,m buty iSreiSkiamas jo artimiausiy kaimyny

k
tiesine kombinacija ZWUX ; - Deja, Cia neiSvengiama paklaida, nes gaunami
J=1

o k

nauji, taSkams X, gana artimi taskai X; = Zw[jX ; - Paklaida jvertinama tokia
Jj=1

funkcija:

2
m

EW)=

i=1

. .1

k
Xi= 2 WXy
j=1

Svoris w; nusako, kokig itaka daro taSkas X taSko X, rekonstrukcijai.

Cia X j:(xj x/ lizl,_m, jzl,_k ir |||| yra FEuklido atstumas. Norint

i ilo***> %in

apskaiciuoti svoriy matrica W, minimizuojama (5.1) funkcija, esant ribojimui:

k
taSko X, visy svoriy suma turi biti lygi 1, ZWij =1. Tai yra tipinis maziausiy
J=1
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kvadraty optimizavimo uzdavinys su ribojimu. Jo sprendinys lengvai randamas,
i§sprendus tiesiniy lygc€iy sistema.
Imkime konkrety duomeny taska X, jo artimiausius k kaimynus X bei

o k
svorius w;, j =Lk, tenkinanCius salyga ZWU‘ =1. Tuomet transformacijos
j=1
paklaida galima uzraSyti tokiu biidu:

2 2

. k k
EOW)=x, - Yowy x| =Y w (x, - x,)
- A (5.2)
K ok
= Zw[jwﬂc}, :ZWQZC}IW[,.
el =]

Cia C' = {cj,, 7.l =1,_k} , yra k x k lokalioji Gramo matrica, kurios elementai

apskaiciuojami pagal $ig formule:
Cj'/ Z(Xi_Xij)'(Xi_Xil)a (5.3)
kur X; ir X, yrataSko X, kaimynai.

LLE algoritmas gali biiti apibendrinamas, vietoj Euklido atstumy naudojant
kitus metrinius atstumus. Pavyzdziui, uzuot ieSkojus kaimyny pradiniy duomeny
erdvéje (kaip daroma originaliame LLE algoritme), gali biti naudojamas
branduolio atstumas (kernel distance) kaimynams rasti branduolio pozymiy
erdvéje (kernel feature space). Branduoliu pagristi mokymo metodai (kernel-
based learning methods) (atraminiy vektoriy metodai (support vector machines),
branduolio PCA metodas (kernel PCA) ir kiti (Cristianini and Taylor 2000))
daznai naudojami duomeny analiz¢je. Straipsnyje (DeCoste 2001) iStirtas
atstumy, pagristuy Mercer branduoliy funkcijomis (Mercer kernels),
panaudojimas. Rezultate pasiiilyta nauja branduoliné LLE forma, pavadinta
KLLE.

Toliau pateikiame Siek tiek Ziniy apie Mercer branduoliy funkcijas.

Primename, kad analizuojamus duomenis sudaro m n-matés erdvés vektoriy
X, =(x”,...,xm),i=l,m (X, €eR"). Tegu ¢(-) yra atvaizdavimo funkcija i3
n-matés erdvés i kita didelés dimensijos, galbiit net begalinés dimensijos
pozymiy (feature) erdvg. Tegu X, ir X, yra du vektoriai i§ erdvés R", tuomet

branduolio funkcija apskai¢iuojama tokiu biidu:

K(AXisz)=¢(Xi)'¢(Xj)’ 5.4)
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t.y. xK(X;,X;) yra dviejy vektoriu ¢(X,) ir ¢(X), priklausanciy branduolio

pozymiy erdvei, skaliariné sandauga, gaunama neapskaiCiavus tiksliy Siy
vektoriy koordina¢iy. Tokiu biidu, branduoliy funkcijos igalina istirti dideles
netiesines pozymiy erdves, iSvengiant didziulés dimensijos. Taciau kai kuriais
atvejais  vektoriy komponen¢iy branduolio pozymiy erdvéje tikslus
apskaiCiavimas gali biiti naudingas (Dzemyda 2001).

Pazymékime branduolio funkcijas  x(X;, X j)=KU, i j=1,_m bei

K =i\

ij° >%m

sudarykime branduolio funkciju matrica i§ m eiluc¢iu ir m stulpeliy
? i, j=1,m}. Tegu turime m-matés erdveés vektoriy Cz(cl,cz,.. c )

(komponentés paprastai yra realts skai¢iai). Tuomet CKC r= ZZKUC,.C]- .

i=1 j=1
Mercerio teorema. Tegu turime du vektorius X, X, e R". Jei «(X,,X,)
yra teigiamai pusiau apibrézta branduolio funkcija, t.y. CKC” >0, tai
x(X,,X,) galima iSreiksti taip: x(X,,X,)=¢(X,) #(X,).
Straipsnyje (DeCoste 2001) parodyta, jog LLE algoritme galima vartoti
ivairias Mercer branduoliy funkcijas: polinoming (polynomial kernel), radialiniy
baziniy funkciju (radial basis function kernel), tiesing (linear kernel). Cia

branduolio Gramo matricos (kernel Gram matrix) elementai apibréziami tokia
lygtimi:

¢ =3 - (X)) (B(X) - $(X,) =
:K(Xi’Xi)_K(Xi’Xij)_K(Xi’Xil)+K(X‘

ij°

5.5
Xil)’ ( )

kur X; ir X, yra X, kaimynai.

Siame skyriuje, kaip ir LLE algoritmo autoriai, naudojame tiesing
branduolio funkcija: ¢(X,) =X, ir x(X,,X,)=X,-X,. Netiesiniy branduolio
funkcijy pritaikymas yra ateities tyrimy objektas. Zemiau parodyta, jog
panaudojus tik tiesing branduolio funkcija, galime gauti gerus vizualizavimo
rezultatus.

(5.2) paklaida gali biiti minimizuojama naudojant Lagranzo daugiklj, esant
k

apribojimui ZWij =1. Panaudojant atvirkSting Gramo matrica, optimalis
j=1
svoriai randami pagal formulg:
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Witk ko (5.6)

i Y1 — C 1w s . i YL . .
kur (c’ﬂ) , oI =1k yra atvirk§tinés Gramo matricos (C’) elementai. Tokiu

budu ieskant svoriy, sugaiStama labai daug laiko. Paprastesnis budas ieskoti
optimaliy svoriy — spresti tiesiniy lygéiy sistema.:

Zcﬂ w, =1, (5.7)
ir gautus svorius perskai¢iuoti taip, kad ju suma bty lygi 1:
k
W, W, /lelwﬂ. (5.8)

Kai artimiausiy kaimyny skaiius yra didesnis uz pradiniy duomeny
dimensija (k >n), tai lokalioji Gramo matrica yra singuliari (iSsigimusi) arba
beveik singuliari. Tokiu atveju, prie§ sprendziant sistema (5.7), reikia atlikti
lokaliosios Gramo matricos reguliarizacija, t.y. prie matricos pagrindinés
istrizainés elementy pridéti labai maza teigiama konstanta ¢ :

C_;z “— c;, + 5j,g, (5.9)

kur 6, =1, jei j=1,ir 6, =0, prieSingu atveju. Konstanta & toliau bus

vadinama reguliarizacijos parametru ir apskai¢iuojama pagal formulg:
e=tlC’)r, (5.10)

kur tr( i) — matricos C' pédsakas, ¢ — valdymo parametras, parenkamas

vartotojo (¢ > 0, 1 K 1).
TreCiame zingsnyje randami daugiamaciy duomenuy X, projekcijos

1

vektoriai ¥, = ;s yig )i = 1,m, (Y, € R?). LLE algoritmo tikslas — kiek galima

tiksliau iSlaikyti daugiamatés erdvés lokalia tiesing struktiira mazesnés

dimensijos erdvéje. Todel svoriai Wy, kurie transformuoja kiekvieng duomeny

taSka X, jo artimiausiy kaimyny atzvilgiu n-matéje erdvéje, turi transformuoti
suprojektuotus daugdaros taskus d-matéje erdvéje. Taigi rasti svoriai fiksuojami
ir projekcijos vektoriai ¥, apskai¢iuojami minimizuojant tokia funkcija:
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2

: (5.11)

3

k
Y, - Z w; Y

J=1

o(Y)= Z:;

atsizvelgiant i du apribojimus, kurie uztikrina vienintelj sprendini:

1 & . . i e
. —ZY,.Y,.T =1, kur [ — vienetiné matrica, sudaryta i§ d eiluciy ir d
m i

stulpeliy. Projekciju koordinatés turi turéti vieneting kovariacija, kad
pasalinty posiikio (rotation) laisvés laipsni ir fiksuoty skale.

m
. ZYI =0, 0 yra d-matis nulinis vektorius. PaSalina perkélimo
i=l1

(translation) laisvés laipsni, reikalaujant, kad gauti vektoriai bty
sucentruoti koordinaciy sistemos pradzioje.

Tegu turime matrica W = {(v_w j,v_w j,...,ij), j =l,_m}, kurios elementai wy,
i,jzl,_m yra svoriai tarp taSky X, ir X;. Be to, w; =0, jei X, ir X, néra

artimiausi kaimynai, prieSingu atveju, w; reikSmés gaunamos minimizuojant
funkcija (5.1). / — vienetiné matrica, sudaryta i§ m eiluciy ir m stulpeliy.
Norint papras¢iausiu biidu apskaiciuoti vektoriy Y, i=1m d-mates

komponentes, pakanka rasti simetrinés iSretintos matricos M= (I - W)T(I —W)
apatinius d +1 tikrinius vektorius. Sie tikriniai vektoriai yra susij¢ su matricos
M d+1 maziausiomis tikrinémis reik§mémis. I3 Siy vektoriy reikia atmesti
apatini tikrini vektoriy, kurio tikriné reik§mé lygi 0. Jis yra vienetinio ilgio su
vienodomis komponentémis. Likusieji d tikriniai vektoriai suformuoja projekciju
Y. koordinates. TaSka Y, sudaro gauty tikriniy vektoriy i-yju komponenciy
rinkinys.

LLE algoritmq apibendrinanti schema:

1. Randami kiekvieno duomeny tasko X; kaimynai.

2. Minimizuojant funkcija (5.1), apskaiCiuojami svoriai W, kuriuos

naudojant kiekvienas daugiamatés erdvés taskas X, iSreiSkiamas jo
kaimyny tiesine kombinacija.

apskaiCiuojami  projekcijos taskai Y,

1

3. Fiksavus svorius W,

minimizuojant funkcija (5.11).
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5.2. Parametry parinkimo LLE algoritme tyrimas

LLE algoritmas turi tris valdymo parametrus: artimiausiy kaimyny skaiciy
kiekvienam duomeny taSkui, lokaliosios Gramo matricos reguliarizacijos
parametra bei duomeny viding dimensija (daugdaros dimensija) d. Nuo Siy
parametry labai priklauso duomeny vizualizavimo kokybé. Siame skyrelyje
pasitilyti nauji buidai artimiausiy kaimyny skaiciui bei reguliarizacijos parametro
reikSmei parinkti. Metodai eksperimentiskai istirti su keliomis duomeny aibémis:
dirbtiniais ir realiais duomenimis, gautais skaitmenizavus paveikslélius.
Sprendziant daugdaros atpazinimo uzdavini, ant daugdaros esantys duomeny
taskai turi bati transformuojami i tokios dimensijos erdve, kokia yra daugdaros
dimensija d. Taciau Sioje disertacijoje nagrin¢jami daugiamatés erdvés taSkai,
i§sidéste tik ant dvimaciy daugdary, todél pasirinkta d =2 . Taigi LLE algoritme
lieka tik du valdymo parametrai.

5.2.1. Artimiausiy kaimyny skai€iaus parinkimas LLE
algoritme

Siame skyrelyje tyrimai atlickami su 1000 3-matés erdvés tagkuy, priklausandiy
netiesinei dvimatei S-formos daugdarai (5.1 pav.).

Svarbiausias LLE algoritmo zingsnis, nulemiantis rezultaty tiksluma, yra
pirmasis, t.y. nustatyti artimiausiy kaimynu skaiciy & kiekvienam duomeny
taskui. Nuo $io parametro labai priklauso duomeny vizualizavimo kokybé. Jei £
reikSmé per maza, vientisa daugdara suardoma ir atvaizdavimas neatspindi
duomeny globaliy savybiu (5.2 pav., pvz., k=5). Jei k reikSmé per didelé,
atvaizdavimas praranda savo netiesiSkumo savybe ir LLE algoritmas elgiasi kaip
tiesiniai dimensijos mazinimo metodai, pavyzdziui, tradicinis PCA (2.24b pav.),
kai visa duomeny aibé yra suvokiama kaip viena kaimynysté (5.2 pav., pvz.,
k=100).

5.1 pav. 1000 3-matés erdvés tasky, i$sidésCiusiy ant netiesinés dvimatés
S-formos daugdaros
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5.2 pav. S-formos daugdaros tasky (m = 1000) projekcijos plokstumoje,
gautos LLE metodu, esant jvairiam artimiausiy kaimyny skaiCiui &

LLE algoritmu gauti vizualizavimo rezultatai paprastai yra stabiliis, kai
artimiausiy kaimyny skaicius & parenkamas i§ tam tikro dydzio intervalo (Saul
and Roweis 2003). 5.2 paveiksle pavaizduota daugybé projekcijy, gauty LLE
algoritmu vizualizavus ta pacia duomeny aibg, tik parinkus skirtinga artimiausiy
kaimyny skaiCiuy k. Tikétinos projekcijos (daugdara su analizuojamais taskais
,i8vyniojama‘®) yra gaunamos gana dideliame artimiausiy kaimynu skaiciaus
intervale, t.y. ke[8;30]. Sios projekcijos bus laikomos tinkamomis
(teisingomis). Taciau, kaip minima (Saul and Roweis 2003), to intervalo dydis
labai priklauso nuo jvairiy duomeny savybiy, tokiy kaip tasky tankumas,
daugdaros geometrija. LLE rezultaty priklausomybé nuo tasky tankumo
parodyta 5.3 paveiksle. Buvo tiriama dvimaté S-formos daugdara. Viena karta
joje parinkta 1000 tasky, o kita karta — 2000 tasky. Abiem atvejais gautos
projekcijos plokStumoje, kai artimiausiy kaimyny skaiius £=50. I$
5.3b paveikslo matyti, kad LLE metodu sékmingai atskleista S-formos
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daugdaros struktiira, kai m=2000. Tuo tarpu, kai taskuy skai¢ius m =1000,
S-formos daugdaros ,,iSvynioti” nepavyko (5.3a pav.).
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a) m=1000, k = 50 b) m=2000, k =50

5.3 pav. S-formos daugdaros tasky projekcijos plokstumoje, gautos LLE
metodu

Jei daugdaros struktiira i§ anksto yra zinoma, tai galime pasinaudoti
ekspertiniu jvertinimu ir pasakyti, su kokiomis k reikSmémis gaunamos teisingos
(tinkamos), t.y. atskleidzianCios daugdaros globalia struktira, jos tasky
projekcijos. Bet ka galime pasakyti apie projekcijos, apskai¢iuotos naudojant
tam tikra k reikSme, patikimuma, kai daugdaros struktiira néra i§ anksto aiski?
Taigi, norint jvertinti gautas projekcijas, butina naudoti kiekybinius skaitinius
kriterijus (matus). Automatinis artimiausiy kaimyny skaiCiaus parinkimas
pasiiilytas straipsnyje (Kouropteva et al. 2002).

Naujas biidas tinkamam artimiausiy kaimyny skaiciaus intervalui
parinkti

IS 5.2 paveikslo matome, kad nebiitina ieSkoti optimalaus artimiausiy
kaimyny skaiCiaus, bet pakanka rasti tinkamo artimiausiy kaimyny skaiciaus
intervala. Siame skyrelyje pasitilytas naujas buidas $iai problemai i$spresti.
Norint kiekybiskai jvertinti topologijos iSlaikyma po transformacijos { mazesnio
matavimo erdve, daznai yra skaiCiuojamas Spirmano koeficientas pg,

(Spearman’s rho) (Siegel and Castellan 1988). Detaliau §is matas apraSytas
7.1.1 skyrelyje. Geriausia Spirmano koeficiento reikSme lygi 1.

Spirmano koeficiento skaiiavime naudojami atstumai ir plokStumoje, ir
daugiamatéje erdvéje. Kyla klausimas: kokius atstumus tikslinga vertinti
skai¢iuojant Spirmano koeficienta: Euklido ar geodezinius? Euklido atstumai
paprastai vartojami plokStumoje. Daugiamatéje erdvéje gali biiti naudojami tiek
Euklido, tiek ir geodeziniai atstumai. Straipsnyje (Aggarwal et al. 2001)
teigiama, kad Euklido atstumas netinka, norint rasti trumpiausia atstuma tarp
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tasky, neiSeinant uz daugdaros riby. Straipsnyje (Tenenbaum et al. 2000)
teigiama, jog norint iSlaikyti daugdaros globalia strukttira, biitina naudoti
geodezinius atstumus. Kadangi nagrinésime tik dvimaciy daugdary taskus, tai
tolesniuose eksperimentuose plokStumoje vertinsime tik Euklido atstumus.
Tyrimas atliktas su S-formos daugdaros taskais (m=1000,n=3). LLE
algoritmas vykdytas su skirtingomis parametro & reikSmémis, k& €[5;100].
Kiekviena karta buvo apskai¢iuojamas Spirmano koeficientas (5.4 pav.). Gautos
dvi Spirmano koeficiento priklausomybés nuo 4: (I) erdvéje vertinami Euklido
atstumai, (II) erdvéje vertinami geodeziniai atstumai. Nagrinékime atveji, kai
artimiausiy kaimyny skai¢ius & =100. Matome, kad, vertinant erdvéje Euklido
atstumus, Spirmano koeficiento reikSme yra arti 1 (= 0,97), o vertinant erdvéje
geodezinius atstumus Spirmano koeficiento reik§mé mazesné (= 0,82). Kai
k=100, labai gerai iSlaikyti Euklido atstumai, taCiau suardoma daugdaros
struktiira (5.2 pav., k=100), o mes sickiame ja iSsaugoti. Sis eksperimentas
patvirtina fakta, kad erdvéje butina vertinti geodezinius atstumus, todél
tolesniuose eksperimentuose erdvéje bus vertinami tik geodeziniai atstumai.

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5 +

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Kaimyny skai¢ius ¥ LLE algoritme
— @O —a

Spirmano
koeficientas

5.4 pav. Spirmano koeficiento priklausomybés nuo £, gautos transformavus
1 ploks§tuma S-formos daugdaros taskus LLE metodu
(D) trimatéje erdvéje vertinami Euklido atstumai,
(IT) trimatéje erdvéje vertinami geodeziniai atstumai

Geodeziniy atstumy skaiiavimo algoritme yra vienas parenkamas
parametras — artimiausiy kaimyny skaicius, reikalingas kaimynystés grafui

sudaryti. Ji Zymésime k,,,, . Toks pat parametras — artimiausiy kaimyny

skaiCius k yra ir LLE algoritme. Kokia turi biiti k,,, reikSme, skaiCiuojant

geodezinius atstumus? Ar k turi sutapti su LLE algoritme pasirinktu

geod
artimiausiy kaimyny skai¢iumi £?

5.5 paveiksle gautos dvi Spirmano koeficiento priklausomybés nuo k:
(a) skaiCiuojant erdvéje geodezinius atstumus, fiksuojamas labai mazas



5. LOKALIAI TIESINIO VAIZDAVIMO METODO PARAMETRU... 103

artimiausiy kaimyny skaicius, pvz., kg, =10, (b) skaitiuojant geodezinius

atstumus, artimiausiy kaimyny skaidius kinta kaip ir LLE algoritme, t.y.

kgwd =k .Kai k=100, Spirmano koeficiento reik§me, pagal (a) priklausomybe,

yra pakankamai maza (= 0,82), nusileidusi priklausomybé pakyla nezymiai. I$
to seka, kad atstumai blogai iSlaikomi, atvaizdavimas neatspindi globalios
strukttiros. Taciau i§ (b) priklausomybés matome, kad Spirmano koeficiento
reikSmé arciau 1 (= 0,95). IS to sekty, kad LLE rezultatas yra gana geras. Taciau
akivaizdu, kad vizualizavus §iuos duomenis LLE algoritmu, kai & =100, gautas
atvaizdavimas neatskleidzia daugdaros globalios struktiiros (5.2 pav., £ =100),
nors Spirmano koeficiento reikSmé ir yra arti 1. PrieZastis tokia: kai, skai¢iuojant
geodezinius atstumus erdvéje, artimiausiy kaimyny k,,,, parenkama labai daug,

tai suardoma netiesinés daugdaros struktiira, t. y. tasko kaimynais erdvéje (grafe)
gali tapti taskai, kurie sutinkami pereinant skersai daugdaros (randant kaimynus,
skai¢iuojami Euklido atstumai). 5.1 paveiksle tasko, pazyméto juodu skrituliu,
kaimynai yra apibréZto rutulio viduje. Siuo atveju ir LLE algoritme artimiausiy
kaimyny yra tiek pat, kiek ir geodeziniy atstumy skaiiavimo algoritme:

k =k, (LLE algoritme kaimynai randami skai¢iuojant Euklido atstumus). D¢l

to tolimi taSkai ant daugdaros traktuojami kaip artimi tiek erdvéje, tiek
plokstumoje. Dél §ios priezasties, Spirmano koeficiento reik§mé didéja didinant
artimiausiy kaimyny skaiciy. Tinkamos projekcijos 5.2 paveiksle yra gaunamos,
kai (a) priklausomybé 5.5 paveiksle igyja didziausias (geriausias) reikSmes.
Todel Spirmano koeficientas su fiksuota gana maza k,,,, reikSme gali biiti

naudojamas kaip kriterijus daugdaros tasky vizualizavimo kokybei jvertinti.
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5.5 pav. Spirmano koeficiento priklausomybés nuo £, gautos transformavus
S-formos daugdaros taskus i plok§tuma LLE metodu. Trimatéje erdvéje

buvo vertinami geodeziniai atstumai, kai (a) kgppq =10, (b) kgppy =k
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Antras tyrimas atliktas su nespalvoty anciuko paveiksléliu duomenimis
(m=72,n=16384) (zr.2.1 skyreli). LLE algoritmas vykdytas su skirtingomis
parametro k reikSmémis, k €[2;36]. Kiekviena karta buvo apskaiciuojamas
Spirmano koeficientas. 5.6 paveiksle parodytos trys Spirmano koeficiento
priklausomybés nuo k: (I), skaiCiuojant erdvéje geodezinius atstumus,
fiksuojamas labai maZzas artimiausiy kaimynuy skaicius, pvz., k., =2, (1),
skai¢iuojant geodezinius atstumus, artimiausiy kaimyny skai¢ius kinta kaip ir
LLE algoritme, t.y. k,,, =k, (Ill) - erdvéje vertinami Euklido atstumai. I3
5.6 paveikslo, matome, kad didziausias Spirmano koeficiento reikSmes, t.y.

091<p;, <097, kai ke[2;8], igyja () ir (II) priklausomybes, o
(ITI) priklausomybes  pg,  reikSmes, kai  k€[2;8], daug mazesnes:
0,66 < pg, <0,7. Kai k>9, () priklausomybés Spirmano koeficiento reikSmés
smarkiai sumaZz¢ja ( pg, ~ 0,54, kai k =9), (II) priklausomybes — truput] maZiau
sumazeja ( pg, ~ 0,82, kai k=9), o (IlI) priklausomybes reikSmes, prieSingai,

padidéja. Projekcijos, gautos vizualizavus Siuos duomenis LLE metodu,
pavaizduotos 5.7 paveiksle. Kadangi objektas palaipsniui buvo apsuktas 360°
kampu, tai tikétina, kad teisingas atvaizdavimas yra gautas a) atveju, kai
k €[2; 8] (ploks$tumoje taskai iSsidéstg ratu). IS to seka, kad teisinga rezultata
duoda (I) ir (I) priklausomybés, ypac rysku skirtuma tarp sprendiniy atspindi
(D) priklausomybé.
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5.6 pav. Spirmano koeficiento priklausomybés nuo £, gautos transformavus
1 plokstuma besisukancio anciuko paveikslélius atitinkancius 16384-matés
erves taskus LLE metodu:

(I) daugiamatéje erdvéje skai¢iuojami geodeziniai atstumai, k

geod =2 ;

(I) daugiamateje erdvéje skaiCiuojami geodeziniai atstumai, &g,y =k ;

(IIT) daugiamatéje erdvéje skaiciuojami Euklido atstumai
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5.7 pav. LLE metodu, naudojant & artimiausiy kaimyny, vizualizuoti
besisukancio anc¢iuko paveiksléliy duomenys. Didesni apkritimai Zymi
greta esancius paveikslélius

5.2.2. Reguliarizacijos parametro parinkimas LLE algoritme

Siame skyrelyje atskleista LLE algoritmo priklausomybé nuo reguliarizacijos
parametro bei pateiktas naujas algoritmas lokaliajai Gramo matricai
reguliarizuoti. Pasitilytas algoritmas detaliai iSnagrinétas teoriSkai ir
eksperimentikai realizuotas su trimis dirbtinémis duomeny aibémis. Sio
algoritmo rezultatai palyginti su rezultatais, gautais taikant reguliarizacijos
algoritma, pateikta straipsnyje (Roweis and Saul 2000).

5.2.2.1. Naujas reguliarizacijos algoritmas LLE metodui

Siame skyrelyje pasiiilytas naujas lokaliosios Gramo matricos C’
reguliarizacijos algoritmas. Prie§ aprasant algoritma, pirmiausia pateiksime
butiny teoriniy Ziniy 1§ matricy teorijos. Tegu turime m vektoriy

X3 Xy Xy €ER", X, = (X1, X550 X

12299 %in /) >

i=l,m ir sudarykime matrica X,
kurios stulpeliai yra §ie vektoriai. Matrica C=X"X, kurios elementai yra
vektoriy X, ir X I i,j=1,m, skaliarinés sandaugos, vadinama Gramo matrica,

0 jos determinantas — Gramo determinantu.

Teorema. Jei prie kvadratinés matricos pagrindinés istrizainés elementy
pridésime konstanta ¢, tai ir Sios matricos tikrinés reikSmés padidés c, ir
atvirksCiai, jei visas kvadratinés matricos tikrines reikSmes padidinsime
konstanta c, tai tos matricos pagrindinés istrizainés elementai padidés c.

Pazymékime:

e A4 yra kvadratiné matrica, sudaryta is & eiluCiy ir & stulpeliy,
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e /A,i=1n yramatricos A4 tikrinés reik§més,

e B — diagonalioji matrica, sudaryta i§ k eiluciy ir k stulpeliy, kurios
{c, jeii=j,

elementai b, =4 7. 7.
0, jeii=j.

/)

Tuomet VA, i= I,_n teisingos lygybés:
A, = max (xAxT),

iy
xeR" | x|=1

/Al,- = max (x(A+B)xT): max (xAxT+xBxT).

xeR”,\;\:l xeR",\;\:l
N
Kadangi bet kokiam x € R", tenkinan¢iam salyga | x |=1 , galioja xBx” =c¢,

tuomet A; = max (xAxT +c): max (xAxT)+c =1 +c
xeR" |x|=1 xeR" |x|=1
LLE algoritme C' yra lokalioji Gramo matrica, sudaryta i§ & eiluciy ir &
stulpeliy, kurios elementai apskaic¢iuojami pagal (5.3) formule. Kai k>n,

Gramo determinantas |C' |=0, t.y. matrica C' yra singuliari. Tai seka i§

tiesinés algebros elementariy fakty (Gantmacher 1988): bet kurie n+1 vektoriai
n-matéje erdvéje tiesiSkai priklausomi; Gramo determinantas lygus nuliui tada ir

tik tada, kai vektoriai X, X,,...,X,, € R" yra tiesiSkai priklausomi.

Taciau dél skaiGiavimo paklaidy | C' | gali bti ne lygus, bet labai arti nulio,
t. y. Gramo matrica yra beveik singuliari. Taigi negalima iSspresti (5.7) tiesiniy
lygCiy sistemos arba svoriai w; néra vienareikSmiSkai nustatomi. Taigi
susiduriame su ,,blogai-salygotu® uzdaviniu (ill-posed problem). Norint S§ig
sistema i$spresti, reikia pakeisti matrica C' taip, kad pakeistos matricos
determinantas biity pakankamai didelis. Toks matricos C' pokytis yra tirtas
eksperimentingje dalyje 5.2.2.3 skyrelyje.

Apibrézimas. ,,Gerai-salygotas uzdavinys (well-posed problem)— tai
uzdavinys, pasiZymintis Siomis savybémis: 1) sprendinys egzistuoja; 2) jis yra
vienintelis; 3) sprendinys tolygiai priklauso nuo pradiniy duomeny, t.y.
sprendinys nesikei¢ia Suoliu nuo pradiniy duomenuy. Uzdavinys, kuris néra
.gerai-salygotas® (well-posed problem), vadinamas ,,blogai-salygotu uzdaviniu
(ill-posed problem).
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Matricos determinantas yra lygus Sios matricos tikriniy reik§miy sandaugai:

k
|C’ \=H/1j. Atliksime matricos C' reguliarizacija, pridédami prie jos
=1

pagrindinés istrizainés elementy maza teigiama konstanta ¢ . Remiantis teorema,
tikrinés reikSmés taip pat padidés &. Tuomet reguliarizuotos matricos

k
determinantas bus D = H (/1 i+ 5).
A
Tegu D reik§meé i§ anksto fiksuota (D > | C'|), o matricos C’ rangas yra r,

t.y. matrica C' turi r tikriniy reik§miy, nelygiy nuliui. Tada galime apytiksliai
apskaiCiuoti ¢, kuriam esant gausime ta determinanto reikSmg:

(5.12)

Apibendrinta sittlomo reguliarizacijos algoritmo schema tokia:

Algoritmo pradzioje nustatoma norima determinanto D reikSmé. Po to,
kiekvienam duomeny aibés taskui vykdomi tokie zingsniai:

1. Randami matricos C', sudarytos i§ k eiluciu ir k stulpeliy, tikriniai
vektoriai f, =(f ... 3 ) ir tikrings reikimes 4,, j=Lk.

2. Apskai¢iuojamas matricos C' rangas 7.

3. Pagal apytiksle (5.12) formulg randamas ¢ .

4. Visos tikrinés reik§més padidinamos &: 1 = A te, j= Lk.

5. Atstatoma Gramo matrica (Dzemyda 2001):
a) q; =\/73fji, i,j=1k;
q11 921 -9
b) C'=00 kur 0=(0,,0,....0,)=| ™ #= I2

9k 9ok - Dike
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5.2.2.2. Reguliarizacijos algoritmy savybés

Pazymékime reguliarizacijos algoritma, pasiiilyta (Roweis and Saul 2000), R1, o
naujaji (pasialyta 5.2.2.1 skyrelyje) — R2. Siame skyrelyje pateikiama lyginamoji
Siy reguliarizacijos algoritmy analizé. Tyrimui pasirinkta 1000 3-matés erdvés
tasky, priklausanciy netiesinei dvimatei S-formos daugdarai (5.1 pav.).

Lokalioji Gramo matrica C’ yra sudaroma kiekvieno tasko aplinkoje, t.y.
kiekvienam duomeny taskui ir jo artimiausiems kaimynams. Jei duomeny aibg
sudaro 1000 tasky, tai reikés sudaryti ir reguliarizuoti 1000 Gramo matricy.
Zemiau pateikti ir palyginti reguliarizacijos algoritmy R1 ir R2 rezultatai, gauti
iStyrus tik vieng Gramo matrica, kai £=10, #=0,01 (R1 algoritme), D = 1072
(R2 algoritme).

Gramo matrica C' iki reguliarizacijos yra tokia:

0,008 0,006 0,022 0,024 0,013 0,002 -0,020 0,039 -0,028 0,019
0,006 0,008 0,023 0,023 0,026 0,020 0,002 0,036 -0,005 0,038
0,022 0,023 0,073 0,074 0,067 0,042 -0,020 0,120 -0,042 0,100
0,024 0,023 0,074 0,076 0,057 0,027 -0,041 0,126 -0,065 0,085
0,013 0,026 0,067 0,057 0,109 0,109 0,072 0,086 0,060 0,161
0,002 0,020 0,042 0,027 0,109 0,130 0,123 0,034 0,123 0,162
-0,020 0,002 -0,020 | -0,041 0,072 0,123 0,181 -0,077 0,204 0,107
0,039 0,036 0,120 0,126 0,086 0,034 -0,077 0,211 -0,115 0,129
-0,028 | -0,005 | -0,042 | -0,065 0,060 0,123 0,204 -0,115 0,236 0,090
0,019 0,038 0,100 0,085 0,161 0,162 0,107 0,129 0,090 0,239

Gramo matricos savybés, dar neatlikus reguliarizacijos, yra tokios:
a) rangas r =3,

b) tikriniai vektoriai:

0,021 0,113 0,076 0,202 -0,077 | -0,250 | -0,083 | -0,133 0,919 0,048
0,078 0,080 0,113 0,202 -0,070 | -0,088 | -0,321 -0,059 | -0,086 | -0,899
0,184 0,296 0,006 0,198 0,518 0,165 0,041 0,726 0,114 -0,042
0,137 0,334 -0,053 0,280 0,449 -0,190 | -0,458 | -0,443 | -0,237 0,297
0,383 0,108 0,262 0,219 0,130 0,403 0,590 -0,431 0,025 -0,110
0,426 -0,072 0,349 0,280 -0,303 | -0,596 0,164 0,232 -0,240 0,168
0,363 -0,396 | -0,158 0,383 -0,291 0,494 -0,413 0,088 0,046 0,174
0,197 0,564 -0,662 0,035 -0,414 | -0,024 0,165 0,014 -0,049 | -0,029
0,348 -0,514 | -0,530 | -0,104 0,391 -0,314 0,172 -0,086 0,081 -0,169
0,568 0,161 0,210 -0,718 | -0,034 0,074 -0,275 | -0,008 0,098 0,013

c) tikrinés reikSmés:

0,695 [ 0569 J 0006 ] o | o | o [ o [ o [ o [ o ]
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Gramo matrica C', atlikus reguliarizacija R1:

0,021 | 0,06 [ 0,022 [ 0,024 [ 0,013 | 0,002 [ -0,020 | 0,039 [ -0,028 [ 0,019
0,006 | 0,21 | 0,023 | 0,023 [ 0026 | 0020 | 0,002 [ 0,036 | -0,005 | 0,038
0,022 | 0,023 | 0,086 | 0074 | 0,067 | 0,042 [ -0,020 | 0,120 | -0,042 [ 0,100
0,024 | 0,023 | 0,074 | 0,089 | 0,057 | 0,027 | -0,041 | 0,126 | -0,065 | 0,085
0,013 | 0,026 | 0,067 [ 0057 | 04122 | 0,109 [ 0,072 | 0,086 | 0,060 [ 0,161
0,002 | 0,020 | 0,042 [ 0,027 | 0,109 | 0,143 | 0,123 | 0,034 | 0,123 | 0,162
-0,020 | 0,002 | -0,020 | -0,041 | 0,072 | 0,123 | 0,194 | 0,077 | 0,204 | 0,107
0,039 | 0,036 | 0,120 [ 0,126 | 0,086 | 0,034 | -0,077 | 0,224 | 0,115 | 0,129
-0,028 | -0,005 | -0,042 | -0,065 | 0,060 | 0,123 | 0,204 | -0,115 | 0,249 | 0,090
0,019 | 0,038 [ 0,100 [ 0,085 | 0,61 | 0,162 [ 0,107 | 0,129 | 0,090 [ 0,252
Gramo matricos savybés, atlikus reguliarizacija R1, yra tokios:

a) rangas r =10,

b) tikriniai vektoriai:

0,021 | 0,113 [ 0,076 | -0209 | 0,281 [ 0,658 [ 0,531 | 0303 [ -0,177 | -0,145
0,078 | 0,080 | 0,113 | -0224 | 0,098 | 0,619 | 0,696 | -0,075 | 0,205 | -0,021
0,184 | 0,296 | 0,006 | 0,075 | 0256 | 0,234 | -0,009 | -0,810 | 0,189 [ -0,248
0,137 | 0334 | -0,053 | 0,036 | 0271 | 0331 | -0239 | 0,249 | -0,404 | -0,633
0,383 | 0,108 | 0,262 | 0516 | 0,170 | -0,045 | -0,045 | 0379 | 0,575 | -0,005
0,426 | -0,072 | 0349 | 0412 | -0235 | 0,023 [ 0213 | -0,170 | 0,596 | 0,192
0,363 | -0,396 | -0,158 | -0,136 | -0,542 | 0,112 | 0,093 | -0,001 | 0,181 | -0,566
0,197 | 0,564 | -0,662 | 0,124 | -0,323 | 0,033 [ 0,153 | 0,093 | 0,001 | 0,227
0,348 | -0,514 | 0,530 | 0,072 | 0,539 | 0,066 | 0,024 | -0,025 | -0,093 | 0,158
0,568 | 0,161 | 0,210 | -0,652 | 0,018 | -0,008 | -0,312 | 0,056 | 0,016 | 0,287
c) tikrinés reikSmeés:

[ 0708 [ 0,582 [ 0,019 [ 0,013 [ 0013 | 0013 [ 0,013 [ 0,013 [ 0,013 [ 0,013 |

Taigi atlikus reguliarizacija R1,

a)
b)

¢)

I8 (5.12) formulés seka, kad rekomenduojama ¢ reikSmé yra 0,003.

visos tikrinés reik§mes padidéjo £ =0,013;

reguliarizuotos matricos pagrindinés istrizainés elementai padidéjo

£=0,013;

tikriniai

vektoriai,
reik§mes, liko nepakite.

atitinkantys

nelygias nuliui

pradines

tikrines
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Gramo matrica C', atlikus reguliarizacija R2:

0,011 0,006 0,022 0,024 0,013 0,002 -0,020 0,039 -0,028 0,019
0,006 0,011 0,023 0,023 0,026 0,020 0,002 0,036 -0,005 0,038
0,022 0,023 0,076 0,074 0,067 0,042 -0,020 0,120 -0,042 0,100
0,024 0,023 0,074 0,080 0,057 0,027 -0,041 0,126 -0,065 0,085
0,013 0,026 0,067 0,057 0,112 0,109 0,072 0,086 0,060 0,161
0,002 0,020 0,042 0,027 0,109 0,133 0,123 0,034 0,123 0,162

-0,020 0,002 -0,020 | -0,041 0,072 0,123 0,184 -0,077 0,204 0,107

0,039 0,036 0,120 0,126 0,086 0,034 -0,077 0,214 -0,115 0,129
-0,028 | -0,005 | -0,042 | -0,065 0,060 0,123 0,204 -0,115 0,239 0,090
0,019 0,038 0,100 0,085 0,161 0,162 0,107 0,129 0,090 0,242

Gramo matricos savybés, atlikus reguliarizacija R2, yra tokios:

a) rangas r =10,

b) tikriniai vektoriai:

0,021 | 0,113 [ 0,076 | -0,007 | -0,026 | 0,028 | 0,815 | -0,500 | -0,091 | -0,240
0,078 | 0,080 | 0,113 | 0,046 | -0,039 | -0,325 | 0,383 | 0,796 | -0,076 | -0,282
0,184 | 0,296 | 0,006 | -0261 | 0,031 | 0469 | -0,157 | 0,087 | -0,711 | -0,228
0,137 | 0334 | -0,053 | -0323 [ 0,768 | -0,305 | -0,100 [ -0,099 | 0,186 | -0,162
0,383 | 0,108 | 0,262 | -0208 | 0,273 | 0,370 | -0,097 | 0,33 | 0,602 | -0,382
0,426 | 0,072 | 0349 | 0,063 | -0272 | -0,597 | -0277 | -0,292 | -0,270 | -0,155
0,363 | 0396 | -0,158 | 0,626 | 0385 | 0217 | -0,028 | -0,003 | -0,036 | -0,313
0,197 | 0,564 | -0,662 | 0,292 | -0.296 | -0,134 | -0,051 | -0,045 | 0,087 | -0,029
0,348 | -0,514 | -0,530 | -0,543 | -0,100 | -0,087 [ 0,135 | 0,031 | -0,031 [ 0,043
0,568 | 0,161 | 0,210 | 0,080 | 0,117 | 0,124 | 0217 | 0,101 | 0,008 | 0,718
c) tikrinés reikSmés:

0,698

[ 0,572 ] 0,009 | 0,003 | 0,003 | 0,003 [ 0,003 [ 0,003 [ 0,003

0,003 |

Taigi atlikus reguliarizacija R2,

a)
b)

c)

visos tikrinés reik§més padidéjo &£ =0,003;

reguliarizuotos matricos pagrindinés istrizainés elementai padidéjo
£=0,003;

tikriniai vektoriai, atitinkantys nelygias nuliui pradines tikrines
reikSmes, liko nepakite.

Atlikus Sia reguliarizacijos algoritmy R1 ir R2 analizg, galime teigti, kad
abu algoritmai pateikia panasia galimybg analizei, kiekvienas i$ jy turi po viena
valdymo parametra: ¢ R1 atveju ir D R2 atveju. Taciau parametro D privalumas
lyginant su ¢ yra tai, kad parametras D turi realia prasmg (jis yra reguliarizuotos
Gramo matricos determinantas), o ¢ yra tiktai tam tikras daugiklis.

Kitame skyrelyje bus pateikti eksperimentiniy tyrimy su keliomis
dirbtinémis duomeny aibémis rezultatai. [vertinus gautas duomeny projekcijas,
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naudojant Spirmano koeficienta, bus bandoma nustatyti Siy reguliarizacijos
algoritmy priklausomybg nuo valdymo parametry. Taip pat nustatysime, kokias
reikéty parinkti valdymo parametry D ir ¢ reikSmes, kad rezultatas biity
geriausias, t. y. Spirmano koeficiento reik§mé buity didziausia (geriausia).

5.2.2.3. Reguliarizacijos algoritmy eksperimentinis tyrimas

Tyrimams atlikti buvo naudojamos Sios duomeny aibés: 1000 3-matés erdvés
tasky, iSsidésCiusiy ant S-formos daugdaros (5.8a pav.), 2000 3-matés erdvés
tasky, esanciy ant daugdaros ,,Dvynés virSukalnés® (,, Twin peaks “) (5.8b pav.) ir
294 3-matés erdvés taskai, priklausantys pussferei (5.8c pav.).

T .3 :
i,

§
A1, cooaof'.}
ARV VR
‘
;,.c‘w-nm‘.
s,
AR
¥

+
AR Y
ey Ry
tesenst

[SY=)

=}

27

a) S-formos daugdaros b) daugdaros ,,Dvynés

- . . o . ¢) pussferés taskai
taSkai virSukalnés* taskai )P

5.8 pav. Netiesiniy dvimaciy daugdary taskai

Naujasis reguliarizacijos algoritmas R2 skiriasi nuo pasiiilyto straipsnyje
(Roweis and Saul 2000) algoritmo R1 valdymo parametrais: naujajame
algoritme valdymo parametras yra reguliarizuoto Gramo determinanto D
reik§mé, o algoritme R1 — parametro ¢ reikSmé. Abieju reguliarizacijos metodu
R1 ir R2 esmé yra tai, kad randama reguliarizacijos parametro & reikSme, kuri
pridedama prie matricos C' pagrindinés istrizainés elementy, o tuo paciu ir prie
jos tikriniy reikSmiy. R1 algoritme fiksuojama parametro ¢ reik§mé ir randamas
¢ (parametro D reikSmé gali buiti apskaiciuota) (5.9a pav.). R2 algoritme,
priesingai, fiksuojama parametro D reikSmé ir randamas ¢ (parametro ¢ reikSmé
gali biiti apskaiCiuota) (5.9b pav.). IS (5.10) formulés seka, kad ¢ = 8/ tr(C") . Dél
labai mazy skai¢iy 5.9a paveiksle y aSyje naudojama logaritminé skalé. Matome,
kad R1 atveju determinanto D reik§mé kinta labai dideliuose réziuose ir tai gali
sukelti nestabilumy sprendziant (5.7) tiesiniy lygciy sistema.

5.2.1 skyrelyje pasiiiléme biida artimiausiy kaimyny skaiciui nustatyti. Jame
parodéme, jog kiekybinis matas — Spirmano koeficientas (Siegel and
Castellan 1988) — yra tinkamas ijvertinti daugiamaciy duomeny topologijos
islaikyma, vizualizavus duomenis LLE metodu. Siame skyrelyje taip pat
naudojamas Spirmano koeficientas, siekiant ijvertinti projekcijas, gautas
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vizualizavus daugdary taskus LLE metodu ir panaudojus abu reguliarizacijos
algoritmus.

Tagke numeris 0,02

0 200 400 a&00 200 1000 0,013
toom

1E_36 Il L 1 1 1 1 I:I’I:Iclj

D 1E-44 T T T T T |
1E-52 0 200 400 600 200 1000
1E-60 Taske numeris

a) b)

5.9 pav. Parametry D ir  kitimas, esant a) =107, k =26 (algoritmas R1),
b) D= 107°, k=26 (algoritmas R2) (analizuota S-formos daugdara)

Reguliarizacijos algoritmo R2 tyrimas

Pirmas tyrimas atliktas su netiesinés dvimatés S-formos daugdaros taskais
(m=1000,n=3) (5.10pav.). LLE algoritmas vykdytas su skirtingomis
parametro k reikSmémis, & €[6;100], kiekviena karta apskai¢iuojant Spirmano
koeficienta pg, . Gautos Sesios Spirmano koeficiento priklausomybés nuo £, kai
valdymo parametras — fiksuotas determinantas — igyja tokias reikSmes:
D={07,10%,10%,10,10™,107*}.

0,93 ——D=1E-50
0,92 _
. 2 091 D= 1E-40
S5 09 D=1E-30
EZ 089 ——D=1E-20
53 o8 _
= 0487 D=1E-10
0,86 = % —D=1E-5
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Kaimyny skaicius £ LLE algoritme

5.10 pav. Spirmano koeficiento priklausomybés nuo &, gautos
transformavus S-formos daugdaros taskus i dvimatg erdvg LLE metodu,
esant skirtingoms D reikSméms

Is 5.10 paveikslo matome, kad didziausia (geriausia) Spirmano koeficiento
reik§me yra ~ 0,92. EmpiriSkai nustatéme: esant pg, > 0,915, galima teigti, kad
artimiausiy  kaimyny skai¢ius yra tinkamas, norint gauti teisingas
(atskleidziancias daugdaros globalig struktiira) projekcijas (5.11 pav.).
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5.11 pav. Projekcijos plokstumoje, gautos vizualizavus S-formos daugdaros
taskus LLE metodu, kai Spirmano koeficiento reik§me yra geriausia
(= 0,92)

Esant mazesnéms Spirmano koeficiento reikSméms, gaunamos neteisingos
projekcijos (5.12 pav.).

]
fincT:

s n"-'r"_'._‘._ '|" -.l-..p.-'l' L1
HE A 2l WL A e
SO A R TR ety
. - - : B 1

"l-l-l-*lh.-_-...-

g = ]

By o MR e

D=10"" k=89, pg,~089 D=10""k=8,pg,~090 D=10", k=50, pg, ~091

5.12 pav. Projekcijos plokstumoje, gautos vizualizavus S-formos daugdaros
taskus LLE metodu, kai Spirmano koeficiento reikSmé néra geriausia

DidZiausios Spirmano koeficiento reikSmés ( pg, >0,92), esant nedideliam

artimiausiy kaimyny skai¢iui, gaunamos fiksavus determinantus, D =107 ir
D=10".
plataus intervalo. Didinant determinanta (D =10""",D

(D=10",D=10""), su maZesne parametro k reik§me igyjamos vis mazesnés
Spirmano koeficiento reik§més. Be to, tinkamo artimiausiy kaimyny skaiciaus
intervalas yra vis siauresnis ir pirma tinkama parametro k reikSmé vis didesné
(5.1 lentelé).

Labai svarbu, kad didziausia Spirmano koeficiento reikSmé biity gaunama
su mazesne k reikSme, nes kuo didesnis artimiausiy kaimyny skaifius, tuo
didesnés LLE algoritmo vykdymo laiko sanaudos. LLE algoritmo vykdymo
laikas didéja polinomiskai didinant & (5.13 pav.).

Be to, tinkama parametro & reikSmé gali biiti parenkama i$ gana
=107) arba maZinant jj
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5.1 lentelé. Parametry k ir D reikSmeés, su kuriomis Spirmano koeficiento reikSmés
gaunamos geriausios ( pg, ~ 0,92), transformavus S-formos daugdaros taskus |

plokstuma LLE metodu
D 10°° | 10 | 107 | 10 | 107" 10
Psy = 0,92,
kai k priklauso | [26528] | [19;30] | [12;30] | [9;47] | [25;47] | [39;47]
intervalui
_ 100 y=0,010x2-0,365x+12,58
Z 80 R>=0,998 _~
g 60 -t
= 40 P
5204 =T
0 :
0 20 40 60 80 100
Kaimyny skai¢ius £ LLE algoritme
Laiko grafikas Aproksimacija

5.13 pav. Laiko priklausomybé nuo %, gauta transformavus S-formos
daugdaros taskus i plok§tumg LLE metodu

Taigi, vizualizuojant S-formos daugdaros taskus LLE metodu, maZziausiai
sugaistama laiko ir gaunamas tinkamos projekcijos, kai D = {1 07,107 }

Taip pat atliktas tyrimas su netiesinés dvimatés daugdaros ,,.Dvynés
virSukalnés® taskais (m =2000,n=3) (5.14 pav.). LLE algoritmas vykdytas su

skirtingomis parametro k reikSmémis, k e[5;100]. Kiekvieng karta buvo
apskai¢iuojamas Spirmano koeficientas pg,. Gautos penkios Spirmano
koeficiento priklausomybés nuo £k, kai valdymo parametras— fiksuotas
determinantas — jgyja tokias reikSmes: D = {1 07°,10%,107°,107, 10710}.

& 095

;j 0,93 R —D=1E-50
%0’91 ——D=1E40
f’ 0.89 D=1E-30
g 0.87 D ——D=1E20
-"5‘_0785 | I . , . . . : : ; D=1E-10
@ 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Kaimyny skaicius £ LLE algoritme

5.14 pav. Spirmano koeficiento priklausomybés nuo %, gautos
transformavus daugdaros ,,Dvynés virSukalnés* taskus i dvimatg erdve LLE
metodu, esant skirtingoms valdymo parametro D reikSméms
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I§ 5.14 paveikslo matome, kad didZiausia (geriausia) Spirmano koeficiento
reik§meé¢ ~0,94. EmpiriSkai nustatéme: esant pg, 20,935, galima teigti, kad

artimiausiy kaimyny skaiCius yra tinkamas, norint gauti teisingas projekcijas

(5.15 pav.).

® B e A R p e P
AR L e »
D=10""% k=21 D=10"k=15 D=10"" k=10 D=10"k=100

® R e W e B f
o | e

D=10" k=100 D=10" k=100 D=10,k=100 D=10"" k=150

IR

L

A T

®
&

5.15 pav. Projekcijos plokstumoje, gautos vizualizavus daugdaros ,,Dvynés
virSukalnés* taskus LLE metodu, kai su atitinkamomis parametry D ir k
reik§mémis gauta Spirmano koeficiento reikSmé yra geriausia (=~ 0,94)

Esant mazesnéms Spirmano koeficiento reikSméms, gaunamos neteisingos
projekcijos (5.16 pav.).

e ® | 2T e
Sl NN

D=10"k=15,pg, 090 D=10"", k=21, p5, 091 D=10", k =52, pg, ~ 0,92

5.16 pav. Projekcijos plokStumoje, gautos vizualizavus daugdaros ,,.Dvynés
virSukalnés* taskus LLE, kai Spirmano koeficiento reik§mé néra geriausia
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5.2 lentelé. Parametry k ir D reikSmés, su kuriomis Spirmano koeficiento reikSmés
gaunamos geriausios ( pg, ~0,94), transformavus daugdaros ,,Dvynés virSukalnes™

taskus i plok§tuma LLE metodu

D 107° 1074 10739 10720 10710
Psp =094, 15,16, 21, 24, 25
pjeik [21; 100] EJ[’Sg"lOO’] 25} [10[;12] | [99; 100]| > 100
priklauso ’ v |86; 100
intervalui

5.2 lenteléje pateikti tinkamo artimiausiy kaimyny skaiCiaus & intervalai
(uose pg, 20,935) su ivairiomis D reikSmeéms. I8 Sios lenteles ir 5.14 paveikslo
pastebime, jog, didinant nustatyta determinanto D reik8mg, Spirmano
koeficiento reikSmés vis mazéja (k >20) ir tinkamo artimiausiy kaimyny
skai¢iaus k intervalai vis siauréja. Pavyzdziui, kai D =10"", didZiausia
Spirmano koeficiento reik§me ( pg, ~0,94) pasiekiama, kai k=99, o kai

D=10""" —tik kai k >100. Labai svarbu, kad didZiausia Spirmano koeficiento
reikSmé bity gaunama su mazesne k reikSme, nes kuo didesnis artimiausiy
kaimyny skaiius, tuo didesnés LLE algoritmo vykdymo laiko sanaudos
(5.17 pav.). Pavyzdziui, kai D =107, teisingos daugdaros tasky projekcijos
gali buti gaunamos ir kai £ =10, ir kai £=100 (5.15pav.), taiau LLE
algoritmo vykdymo laikas skiriasi 10 karty.

—_—
[=1 S ¥ Ve Yo Xl S}

y=0,001x2 - 0,030x+1,255
R2=0,999

P

Pl

Laikas (min)

—

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Kaimyny skaicius k¥ LLE algoritme

Laiko grafikas Aproksimacija

5.17 pav. Laiko priklausomybé nuo £, gauta transformavus daugdaros
,,.Dvynés virSukalnés* taskus i plokstuma LLE metodu, kai D = 10730

Taigi vizualizuojant daugdaros ,,Dvynés virSukalnés“ taskus LLE metodu
maziausiai sugaiStama laiko ir gaunamos teisingos projekcijos, kai
D=10" k=21, D=10", k=15, D=10""k=10.
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TreCias tyrimas atliktas su pussferés taskais (m =294,n=3) (5.18 pav.).
LLE algoritmas vykdytas su skirtingomis parametro k reikSmémis, k €[6;100],

kiekviena karta apskaiciuojant Spirmano koeficienta. Gautos S$eSios Spirmano
koeficiento priklausomybés nuo k&, kai valdymo parametras— pasirinktas

determinantas — igyja reikSmes: D = {l 0°°,10%,107°,10%,107'°, 107 }

0.98 ——D=1E-50
o 50,975 ——D=1E-40
=
g% 097 D= 1E-30
Rg= -
& 20965 D=1E-20

= D= 1E-10
0,96 +
—D=1E-5
20 30 40 50 60 70 80 90 100
Kaimyny skaicius ¥ LLE algoritme

5.18 pav. Spirmano koeficiento priklausomybés nuo £, gautos
transformrmavus pussferés taskus LLE metodu i dvimatg erdve, esant
skirtingoms parametro D reikSmeéms

I§ 5.18 paveikslo ir 5.3 lentelés matome, kad didziausios Spirmano
koeficiento reik§meés (= 0,98) gali biiti gaunamos fiksavus bet kurj i$ iSvardinty
determinanty, tik biitinas maZziausias artimiausiy kaimyny skaicius yra kitoks.

5.3 lentelé. Parametry £ ir D reikSmés, su kuriomis Spirmano koeficiento reik§més
gaunamos geriausios ( P, ~0,98),transformrmavus pussferés taskus LLE metodu {

ploks§tuma

D 107°° | 107 | 107 | 10 | 107" 107
,OszO,98,
jei k priklauso [24;55] | [23:62] | [23;70] | [23;76] | [27:80] | [32;82]
intervalui

Kaip ir ankstesniais atvejais, LLE algoritmo vykdymo laikas did¢ja
polinomiskai didinant % (5.19 pav.), todél vertéty pasirinkti maziausias
parametro k reikSmes, su kuriomis pg, = 0,98. Siuo atveju maziausiai
sugaiStama laiko ir gaunamos teisingos projekcijos, kai k=23,
D={10"%,107,102}; k=24, D=10"".
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—_

y=0,001x2-0,021x+0,532 _~"
R*=0,999

o

Laikas (s)
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Kaimyny skai¢ius £ LLE algoritme
Laiko grafikas Aproksimacija

5.19 pav. Laiko priklausomybé nuo £, gauta transformavus pussferés taskus

1 plok§tuma LLE metodu

5.20 paveiksle pavaizduota pussferés taskuy projekcija plokStumoje, gauta
LLE algoritme parinkus tokias parametry D ir k reikSmes, kad pg, ~0,98.

5.20 pav. Projekcija ploksStumoje, gauta vizualizavus pussferés taskus LLE
metodu, esant tokioms parametry D ir k reiksméms, kad pg, =~ 0,98

IStyrus tris dirbtines duomeny aibes, nustatyta, kad:

Galima pasirinkti bet kokia determinanto reikime D e[107°;107'°] ir,
apskai¢iavus Spirmano koeficiento reikSmes, braizyti Spirmano
koeficiento grafika, imant parametro k reikSmes i§ gana plataus
intervalo. Po to rasti didziausias (geriausias) Spirmano koeficiento
reik§mes atitinkancius £.

LLE algoritmo vykdymo laikas didéja polinomiSkai, didinant k. Siekiant
sugaisti maziau laiko vizualizuojant duomenis, rekomenduojama braizyti
Spirmano koeficiento grafikus su keliomis D reik§mémis, imant mazesni
parametro k kitimo intervala, ir rasti didziausias (geriausias) Spirmano
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koeficiento reikSmes atitinkancius & ir D, atsizvelgiant | tai, kad artimiausiy
kaimyny skaiCius turi biiti kuo mazesnis.

e Visais trimis iSnagrinétais atvejais gaunamos teisingos projekcijos esant
nedideliam artimiausiy kaimyny skaiciui, kai reguliarizacijos algoritme R2
valdymo parametras — fiksuotas determinantas — igyja reiksme 10

Reguliarizacijos algoritmo R1 tyrimas

Analogiski tyrimai su $iomis duomeny aibémis atlikti ir naudojant reguliarizacija
RI. Kiekvienu atveju LLE algoritmas vykdytas su skirtingomis parametro &
reikSmémis k €[6;100], kiekvieng karta apskaiCiuojant Spirmano koeficienta. Gautos
penkios Spirmano koeficiento priklausomybés nuo £, kai valdymo parametras igyja
tokias reik§mes: ¢ = {1 07,10%,107,1072, 10‘1} (5.21, 5.22, 5.23 pav.). Visais trimis
iSnagrinétais atvejais geriausios Spirmano koeficiento reikSmés (nustatytos tiriant
reguliarizacija R2) igyjamos, kai ¢ = {1 07,107 }

—t=1E-5

t=1E-4
—t=1E-3
—t=1E-2
—t=1E-1

0 20 40 60 80 100
Kaimyny skai¢ius ¥ LLE algoritme

=)
S
o &

(=)
S
oo W

Spirmano
koeficientas

g
~
W

=
s

5.21 pav. Spirmano koeficiento priklausomybés nuo £, gautos
transformavus S-formos daugdaros taskus LLE metodu i dvimatg erdve,
esant skirtingoms ¢ reik§méms

— —t=1E-5

t=1E-4
—t=1E-3
—t=1E-2
—t=1E-1

0,9

0,8
0’7 [/\/:f\—/\y “
0,6 T : : .
0 20 40 60 80 100
Kaimyny skai¢ius £ LLE algoritme

M

Spirmano
koeficientas

5.22 pav. Spirmano koeficiento priklausomybés nuo %, gautos
transformavus daugdaros ,,Dvynés virSukalnés* taskus LLE metodu i
dvimatg erdve, esant skirtingoms # reikSméms
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0,98
., 0,975 — t=1E-5
E ‘E 0,97 t=1E-4
g -5 0965 — t=1E3
2
3o —uiee
= U, ‘ = 1E-
0,95 : . . : . t=1E-1
0 20 40 60 80 100
Kaimyny skaicius £ LLE algoritme

5.23 pav. Spirmano koeficiento priklausomybés nuo £, gautos
transformavus pussferés taskus LLE metodu | dvimatg erdve, esant
skirtingoms ¢ reikSméms

RySio tarp valdymo parametry D ir ¢ nustatymas

Siekiant nustatyti rysj tarp valdymo parametry D ir #, su S-formos daugdaros
ir pussferés taskais atliktas toks tyrimas:

e Tirta, kaip kinta parametro ¢ reik§meé atskiram duomeny taskui, didinant
determinanto reikSme. Kadangi tyrimo duomenys (parametro D
reikSmés) ir rezultatai (gautos ¢ reikSmés) yra labai mazi skaiciai, jie
pavaizduoti logaritminéje skaléje. IS 5.24 paveikslo matome, kad
didinant determinanto D reikSme, didéja ir parametro ¢ reikSmé.

o Tirta, kaip kinta parametro D reikSmé atskiram duomeny taskui,
didinant parametro ¢ reikSme. Kadangi tyrimo duomenys (parametro ¢
reik§meés) ir rezultatai (gautos parametro D reikSmés) yra labai mazi
skaiiai, jie pavaizduoti logaritminéje skaléje. IS 5.25 paveikslo
matome, kad didéjant ¢ reikSmei, didéja ir determinanto reikSmé.

D

1,0E-50  1,0E-40 1,0E-30  1,0E-20 1,0E-10  1,0E+00
1,0E+00
1,OE-01 ¢

1,0E-02
1,0E-03

1,0E-04

—O—Taskonr. 1 Taskonr. 294

5.24 pav. Parametro ¢ reikSmés kitimas atskiram duomeny taskui didinant
determinanta (analizuoti pussferés taskai)



5. LOKALIJAI TIESINIO VAIZDAVIMO METODO PARAMETRU... 121

5.25 paveiksle matyti, kad, parinkus per daug maza parametro ¢ reikSme,
galime gauti per daug maza determinanto reikSme, o tai gali nulemti kokius nors
skaic¢iuojamuosius nestabilumus.

t
1,0E-06 1,0E-05 1,0E-04 1,0E-03 1,0E-02 1,0E-01 1,0E+00

|
1,0E-07

1,0E370

1,0E-67

1,0E-97

—o0—Taskonr. 500 Taskonr. 1000

5.25 pav. Determinanto reikSmeés kitimas atskiram duomeny taskui didinant
parametro ¢ reikSmg (analizuoti S-formos daugdaros taskai)

IS Sio tyrimo galima daryti i§vada, kad valdymo parametrai D ir ¢ yra
glaudziai tarpusavyje susij¢: didinant viena parametra, didéja ir kitas. Be to,
didinant vieno parametro reikSmes, kito parametro reikSmés didéja
eksponentiskai (5.26 pav.).

0.8 2,0E-25
y =2,166¢" " 0,6 y = 2E-056*145 1,5B-25
D
R*=1 04 t R2 = 0,9999 1,0E-25
02 5,0E-26
- 0 0,0E+00
50 40 30 20 <10 0 sS4 s 2 0
p (D =10%p) p (t=10"p)
a) parametro ¢ priklausomybé nuo D b) parametro D priklausomybé nuo ¢

5.26 pav. Parametry D ir ¢ eksponentiné priklausomybé
(analizuotas 294-as pussferés taskas)

Geriausiy rezultaty, gauty taikant reguliarizacijos algoritmus R1 ir R2
LLE algoritme, palyginimas

5.2.2.2 skyrelyje, iSanalizave reguliarizacijos algoritmus, isitikinome, kad
abu algoritmai pateikia panaSia galimybe analizei, kiekvienas i§ ju turi po vieng
valdymo parametra: ¢ R1 atveju ir D R2 atveju. Ankstesniame skyrelyje
atskleistas glaudus §iy parametry tarpusavio rySys. Zemiau palyginti geriausi
rezultatai, gauti taikant reguliarizacijos algoritmus R1 ir R2 LLE algoritme. I$
5.27 paveikslo matome, kad naudojant Siuos reguliarizacijos algoritmus gaunami
panasis rezultatai Spirmano koeficiento prasme.
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Kaimyny skaicius ¥ LLE algoritme
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koeficientas

—— Algoritmas R1 (t = 1E-2) Algoritmas R2 (D = 1E-20)

a) analizuoti netiesinés dvimatés S-formos daugdaros taskai
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0,935 V—I\W
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Kaimyny skai¢ius £ LLE algoritme
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Spirmano
koeficientas

b) analizuoti netiesinés dvimatés daugdaros ,,Dvynés virSukalnés” taskai

. 098 e
2 £ 0975
g2 097
==
2 o 0,965
]
I K e e e S
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Kaimyny skacius £ LLE algoritme
—— Algoritmas R1 (t = 1E-2) Algoritmas R2 (D = 1E-30)

¢) analizuoti pussferés taskai

5.27 pav. Spirmano koeficiento priklausomybés nuo %, gautos taikant
reguliarizavimo algoritmus R1 ir R2 LLE metode
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5.3. Penktojo skyriaus apibendrinimas ir iSvados

5 skyriuje nagrinéjamas netiesinis dimensijos mazinimo metodas — lokaliai
tiesinis vaizdavimas, kuris daugiamacius duomenis transformuoja i maZesnés
dimensijos erdve, iSlaikant kaimyniskuma tarp artimiausiy tasky ir atskleidziant
daugiamaciy duomeny netiesing struktiira. Nuo algoritmo valdymo parametry —
artimiausiy kaimyny skai¢iy kiekvienam duomeny taskui ir lokaliosios Gramo
matricos reguliarizacijos parametro — reikSmiy labai priklauso duomeny
vizualizavimo kokybé.

5.2.1 skyrelyje sitilome nauja biida artimiausiy kaimyny skaiciui parinkti.
Metodas eksperimentiSkai iStirtas su dviem duomeny aibémis: dirbtiniais ir
realiais duomenimis, gautais skaitmenizavus paveikslélius. Kad kiekybiskai
ivertintume daugdaros topologijos iSlaikyma, skaiiuojame Spirmano
koeficienta. Eksperimentai parodé, kad kiekybinis matas — Spirmano
koeficientas — yra tinkamas duomeny topologijos islaikymui jvertinti, duomenis
transformavus LLE algoritmu { maZesnés dimensijos erdvg. Tam, kad Spirmano
koeficientas tinkamai atspindéty gautas projekcijas, skaiCiuojant jo reikSmg
reikia n-matéje erdvéje vertinti geodezinius, o ne Euklido atstumus, ir
geodeziniy atstumuy skai¢iavimo algoritme fiksuoti gana maza artimiausiy
kaimyny skaiciy.

5.2.2 skyrelyje pasitilytas naujas algoritmas lokaliajai Gramo matricai
reguliarizuoti. Pasiiilytas reguliarizacijos algoritmas iStirtas detaliai teoriSkai ir
eksperimenti§kai su trimis dirbtinémis duomenuy aibémis. Palyginus su
algoritmu, pasitilytu straipsnyje (Roweis and Saul 2000), gauti panasis
rezultatai. Taigi abu algoritmai gali biti alternatyviai naudojami LLE metode
reguliarizuojant Gramo matrica. Abu algoritmai pateikia panaSia galimybeg
analizei, kiekvienas i§ ju turi po vieng valdymo parametra: ¢ R1 atveju ir D R2
atveju. Taciau parametro D privalumas lyginant su ¢ yra tai, kad parametras D
turi realia prasmg (jis yra reguliarizuotos Gramo matricos determinantas), o ¢ yra
tiktai tam tikras daugiklis.

Literattiroje yra ir daugiau reguliarizacijos algoritmy. Tichonovo (Tikhonov)
reguliarizacija (Tikhonov and Arsenin 1977) yra vienas i§ dazniausiai
naudojamy reguliarizacijos metody, skirty ,,blogai-salygotiems™ uzdaviniams
(ill-posed problems). Taigi LLE algoritme galima taikyti ir Tichonovo
reguliarizacija. Taciau, norint jvertinti Tichonovo reguliarizacijos efektyvuma,
butini papildomi detaliis tyrimai. Kito tyrimo objektas gali buti modernesniy
(sudétingesniy) (more sophisticated) branduolio funkcijy pritaikymas Gramo
matricai gauti — ne tik tiesiniy, bet taip pat polinominiy, radialiniy baziniy,
Ermito (Hermitian) ir kity branduolio funkciju.






Laplaso matricos tikriniy
zemelapiy metodo realizacijy tyrimas

Siame skyriuje detaliai istirtas ir modifikuotas dar vienas netiesinis duomeny
dimensijos mazinimo bei daugdaros atpazinimo metodas — Laplaso matricos
tikriniy Zemélapiu metodas (Laplacian Eigenmaps, LE) (Belkin and
Niyogi 2003). Pasitlyta nauja metodo realizacija, iStirtas jos efektyvumas
lyginant su ankstesne. LE algoritmo modifikacija skiriasi nuo pradinio LE
algoritmo parametrais, jtakojanciais vizualizavimo kokybe. IStirta abiejy LE
algoritmy priklausomybé nuo parametry. Skyriaus rezultatai paskelbti
straipsnyje (Karbauskaité and Dzemyda 2009b).

6.1. Laplaso matricos tikriniy zemélapiy metodas

Tarkime, kad vizualizuojamy duomeny aibg¢ X sudaro m n-matés erdvés taskuy
(vektoriy) X, = (xil,...,xm ), i=1,m (X, € R"), priklausan¢iy glodZiajai netiesinei

d-matei daugdarai, kuri jdéta erdvéje R". Siame algoritme analizuojamy

duomeny matrica Xz{X,,Xz,...,Xm}z{x i=1,m,j=1,_n}, kurios eilutés yra

lj ”
n-matés erdves vektoriai, sudaryta i§ m eiluciy ir n stulpeliy.

125
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Sie daugiamatés erdvés taskai gali bati pavaizduoti grafu G:(V,E).

Kiekviena grafo vir§iné V,, i =1,m susieta su duomeny aibés tasku X,, i =1,m,
o briauna jungia virSines V; ir V;, jei atitinkami duomeny aibés taskai X, ir X
yra kaimynai. Yra du bidai kaimynams parinkti:

e parenkamas parametras o, 0 € R — spindulys atvirojo rutulio, { kuri
pateke taSkai bus laikomi kaimynais. X; bus laikomas taSko X,

2
kaimynu, jei tenkinama nelygybé HX =X j” <o, Cia |||| — Euklido
atstumas. Privalumai: budas yra geometriskai motyvuotas, rySys tarp

abiejy kaimyniniy tasky yra simetriSkas. Trukumai: daznai gaunamas
nejungusis grafas, sudarytas i§ keliy daliy, sunku parinkti ¢ .

e parenkamas artimiausiy kaimyny skai¢ius k£ (ke N). Privalumai:
parametra k lengviau parinkti, grafas visada bus jungusis. Triukumai:
biidas yra geometriskai maziau intuityvus.

Kaimynystés rysiai gali biiti uzsifruoti specialioje duomeny struktiiroje arba,

paprasCiau, gretimumo matricoje 4. Dvejetainés (binarinés) reikSmés a;; € {O, 1}
nurodo, ar daugiamatés erdvés taSkai X; ir X, yra kaimynai (1) ar ne (0).

Gretimumo matrica A privalo biti simetring, turint omeny, kad grafas G privalo
biiti neorientuotas.

LE metodo tikslas — atvaizduoti daugiamaciu duomeny aibg X | mazesnés
dimensijos duomeny aibg Y, kurioje iSlaikomi tie patys kaimynystés rysiai.
Duomeny, gauty po projekcijos, matrica ¥ = {YI,YZ,...,Ym}z {yij, i=lm,j= l,d}

(d K n) yra sudaryta i§ m eiluciy ir d stulpeliy.
Siam tikslui pasiekti reikia minimizuoti tokia tikslo funkcija:

ELE:%'i K'_Y_/Hz%" (6.1)

kur simetrinés matricos W elementai w; yra susijg su gretimumo matricos A4
elementais g, tokiu budu: w; =0, jei a; =0, prieSingu atveju, w; 20. Yra du
budai nenulinéms w); reikSméms parinkti:

e Naudojant Siluminio branduolio (Heat kernel) parametra 7 (T € R)
Gauso branduolio funkcijoje:
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e (6.2)

e Supaprastintas biidas, neturintis parametry: w; =1, kai a; =1. Sis

variantas gaunamas, kai Gauso branduolio funkcijoje pasirenkame
T = . Sio budo privalumas — atsisakoma parametro 7.

Atsizvelgus { tai, kad W yra simetriné matrica, kriterijus E,. gali biti
uzrasomas tokia matricine forma:

E,=t(yLY). (6.3)

Sioje lygtyje L yra grafo G Laplaso matrica. Laplaso matrica yra simetring,
teigiamai pusiau apibrézta ir apskai¢iuojama pagal formulg:

L= E—W, (6.4)
Ga D yra diagonalioji svoriy matrica, kurios elementai yra matricos W
stulpeliy (arba eiluciy, nes matrica W simetriné) sumos, ‘717 = Z Wiyl :L_m.

Norint jrodyti (6.3), pakanka pastebéti, kad d-matéms projekcijoms teisinga:

ELEZEiHYt_YH =_ZZ(ytp yjp) Wi

i,j=1 pllj 1

1 d m 5
:EZZ(yip+y1p Zylpyjp)

NI»—*
EM&
—

3

Zylpd”+zyjp J 2Zylpyjp l]j

i,j=1

i2fTDf —2fTWf, = szpTpr ~tely’Ly),

kur f, yra m-matés erdvés vektorius, duodantis kiekvienam projekcijos taskui

p-taja koordinatg, t.y. f,= (y1 2o Vapseees ymp)r (vektorius-sulpelis), o pr yra
matricos Y p-tojo stulpelio transpozicija.
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Tikslo funkcijos £, reikSmeés ypac iSauga, jei kaimyniniai taSkai X, ir X
atvaizduojami i tolimus taSkus ¥, ir Y;. Tode¢l ja minimizuojant ir stengiamasi
uztikrinti, kad jei X; ir X; yra artimi, tai ir ¥, ir ¥; buty taip pat artimi.

Siekiant rasti aibg Y, funkcijos E,, minimizavimas, esant ribojimui
Y'Dy=1 ixd » Suvedamas { apibendrintg tikriniy vektoriy ir tikriniy reikSmiy
radimo uzdavinj:

Lf = ADf, (6.5)
kai ieSkoma matricos L d tikriniy vektoriy, susijusiy su maziausiomis,
nelygiomis nuliui tikrinémis reikSmémis.

Kai projekcinés erdvés dimensija 4 =1, S§is ribojimas apsaugo nuo
situacijos, kai visi taskai yra atvaizduojami i viena taska, kai d =2 — { viena
tiesg, ir t.t. leSkant d-maciy projekcijuy, Sis ribojimas apsaugo, kad taskai
neatsivaizduoty i poerdvi, kurio dimensija mazesné negu d.

Tegu f,...., f,,.; yra lygties (6.5) sprendiniai (tikriniai vektoriai), sutvarkyti
pagal ju tikriniy reikSmiy dydi:

Lfo = ﬂoﬁfo’

Lf, = ADf,,

Lfm—l = ﬂ’m—lDfm—l ’
0=Ay<sh<.<4,
Kadangi L yra simetrin¢ ir teigiamai pusiau apibrézta, visos tikrines
reik§més yra realios ir nemazesnés uz nuli.

Ieskant n-matés erdvés tasky projekcijos 1 d-matg erdve, tikrinis vektorius
/o, atitinkantis tikring reikSme¢ A, =0, neitraukiamas (kad biity tenkinamas

ribojimas Y DY =1 axq )» © naudojami sekantys d tikriniai vektoriai f,, f,,...,

(ﬂ = (ylj’yzj”ym])’ ] :L_d)
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Yu iz N

Yo Vo e Vou . T
X—)Yz(fl,fz,,,,,fd): ’Yi:(yil Yio .._yid),l:l,m.

yml ym2 ymd

Straipsnyje (Belkin and Niyogi 2003) teigiama, jog Sis sprendinys yra
optimalus.

LE algoritmo schema (Belkin and Niyogi 2003):

1.
2.
3.

Sukonstruojamas kaimynystés grafas (Adjacency Graph).
Parenkami grafo briauny svoriai.

Randamos daugiamatés erdvés taSky projekcijos mazesnio matavimo
erdvéje i$ Sio grafo Laplaso matricos tikriniy vektoriy.

6.2. LE algoritmo modifikacija

Siame skyrelyje pasiiilyta LE algoritmo modifikacija skiriasi nuo pradinio LE
algoritmo (Belkin and Niyogi 2003) parametrais, kurie itakoja vizualizavimo
kokybe. Pradiniame LE algoritme galimi du parametrai, kuriy reikSmés
parenkamos: artimiausiy kaimyny skai¢ius k& kiekvienam duomenu taskui ir
§iluminio branduolio parametras 7, naudojamas Gauso branduolio funkcijoje.
Straipsnyje (Belkin and Niyogi 2003) teigiama, jog neaiSku, kaip parinkti
parametra T. Ypac sunku teisingai parinkti §] parametra, esant labai dideliam
artimiausiy kaimynuy skai¢iui k. Taip pat parodyta, jog nuo pasirinkty parametry
k ir T reikSmiy labai priklauso gauty duomeny projekciju kokybé.
Misy modifikuotas LE algoritmas turi §iuos parametrus:

* * . . . . oy .
Parametra w, w €R,0<w <I1. Tai svorinis slenkstis, vir§ kurio
svoriai laikomi tinkamais, t.y. tuos svorius turintys taskai turi jtakos
nagrinéjamam tasSkui ir yra laikomi artimiausiais kaimynais. Sis
parametras yra konstanta, nes jo reikSme vykdant algoritma nekinta.

Siluminio branduolio parametra T (T € R). Jo reik§més parinkti
nereikia — ji nustatoma automatiskai.

Maksimaly artimiausiy kaimyny skai¢iy & . Artimiausiy kaimyny
skaiCius kiekvienam duomeny taskui yra kintamas. Tafiau numatyta
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galimybé riboti kaimyny skai¢iy, imant loging salyga, kad kiekvienas
duomeny taskas gali turéti ne daugiau kaip &~ artimiausiy kaimynu.
Pagrindiné LE modifikacijos idéja tokia. Pirmiausia, apskai¢iuojami svoriai
tarp visu duomeny tasky. Tada, remiantis gauta svoriy matrica ir pasirinktu
svoriniu slenksCiu, randami kiekvieno duomeny tasko artimiausi kaimynai ir
sudaromas svorinis grafas.

Apibendrinta modifikuoto LE algoritmo schema:

1. Fiksuojamos algoritmo parametry ir tarpiniy kintamyjy pradinés
reikSmés

Fiksuojamos parametry w" (w* eR0<w <1 ), kK (k" eN) reik§més.

Parenkama pradiné parametro 7 (I € R) reikSmé. Taip pat parenkamos
kintamojo a tokios reikSmés, kad ae R, a>1.

2. Apskai¢iuojami svoriai tarp visy duomeny tasky

a) Mazinama parametro 7 reikSmeé: T =7 /a;
b) Apskaiciuojami svoriai tarp visy duomeny tasky, naudojant Gauso
branduolio funkcija:

2
X,-X, H

w.o=<e T jeii#j,i,j=1m
0,jeii=j,

c) Randame, kiek kiekvienam duomeny taSkui X; egzistuoja taSky X,
j= I,_m , kuriy svoriai wj; tenkina salyga w; > w, ir 1§ gauty rezultaty randamas
didziausias skaiCius £, .

d) Lyginama gauta £k, reikSmé su pasirinktu maksimaliu artimiausiy
kaimyny skaiiumi & :

Jei k,, < k", tai atlickami tokie zingsniai:

e atstatoma ankstesné parametro 7 reik§mé: 7' =T -a;
e atstatoma ankstesné kintamojo k. reiksmé, tokia, kad &, >k ;
e nezymiai sumazinama kintamojo a reikSmé: a =a-0.999 ;
e griztama | antrojo Zingsnio pradzia.
Jei k., > k”, tai griztama i antrojo Zingsnio pradZia.

Pasibaigus antrajam zingsniui, k,,,, =k ir yra gaunama svoriy matrica W .
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3. Sukonstruojamas svorinis kaimynystés grafas
Jei daugiamates erdvés taskai X; ir X yra kaimynai, tai grafo virSiines V]

ir V; sujungiamos briauna, kurios svoris w; # 0, prieSingu atveju, briaunos

. v . v . . . * . .
svoris w; =0. TaSkas X laikomas taSko X, kaimynu, jei w; 2w . Jei kuris
nors duomeny taskas X, neturi né vieno kaimyno, tai jo kaimynu laikomas tas

w . . * .« qve .
taSkas X, kurio svoris w; (w, <w ) yra didZiausias.

4. Randamos daugiamatés erdvés taskuy projekcijos mazesnio matavimo
erdvéje i$ Sio grafo Laplaso matricos tikriniy vektoriy

Visi $io zingsnio veiksmai yra tokie pat kaip ir Belkin ir Niyogi pasitlyto
LE algoritmo 3 zingsnyje (Belkin and Niyogi 2003).

6.3. Parametry k ir T svarba LE algoritme

LE algoritmas (Belkin and Niyogi 2003) turi du valdymo parametrus:
artimiausiy kaimyny skai¢iy & kiekvienam duomeny taskui ir Siluminio
branduolio parametra 7, naudojama Gauso branduolio funkcijoje svoriams
apskaiciuoti. Straipsnyje (Belkin and Niyogi 2003), atlickant eksperimentus su
keliais realiais duomeny rinkiniais, parodoma, jog galima naudoti ir paprastesng
algoritmo versija, pasirenkant w; € {O, 1} arba T = 0. Siuo atveju algoritmas turi

tik vieng parametra k ir, pasak autoriy, veikia gerai. Bet ar §is teiginys teisingas
bendru atveju?

6.1 pav. 2000 3-matés erdvés tasky, priklausan¢iy netiesinei dvimatei
S-formos daugdarai

Nagrinékime S-formos daugdaros taskus (m =2000,n=3) (6.1 pav.).
Tarkime, kad 7 =o. I§ 6.2 paveikslo matome, kad, esant Siai parametro T
reikSmei, S-formos daugdara ,,i§vyniojama®, tik kai parametras k <50. Kai
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k=100, daugdaros ,,iSvynioti“ nepavyksta. Vadinasi, ne visada galima imti
parametro 7 reikSmg oco. Bitina dar atsizvelgti ir i artimiausiy kaimyny skai¢iy
k. 1§ atlikty eksperimenty su S-formos daugdaros taSkais matyti, kad nuo
pasirinkty parametry & ir 7 reikSmiy labai priklauso gautu projekciju kokybé.
Projekciju kokybei jvertinti naudojame Spirmano koeficienta. Nesunku
pastebéti, jog siekiant kuo geriau ,,iSvynioti“ daugdara didinant artimiausiy
kaimyny skaiéiy &, parametro T reikSmeg reikia mazinti. 6.1 lenteléje pateiktos
daugdaros ,,iSvyniojimui‘ biitinos $iy parametry reikSmés. Taigi akivaizdu, kad,
esant labai dideliam artimiausiy kaimyny skai¢iui &, sunku teisingai parinkti
parametra 7. Todél buvo siekiama modifikuoti LE algoritma taip, kad parametro
T reikSmes parinkti nereikéty, o ji buty apskaiciuojama, vykdant algoritma.

6.1 lentelé. Parametry k ir T reikSmés, reikalingos S-formos daugdarai ,,iSvynioti*

k 5 50 100 1000 1999
T (1; ) | (0,1; o) 0,1 0,01 0,001
Psp 0,96 0,97 0,96 0,96 0,96

6.4. Parametry svarba LE algoritmo modifikacijoje

LE algoritmo modifikacijoje svorinio slenks¢io w" (w* €R,0<w < 1) ir
maksimalaus artimiausiy kaimyny skai¢iaus & reik§més parenkamos ir
algoritmo vykdymo metu jos nekinta. Siluminio branduolio parametro
T (T € R) pradine reikSme gali biiti bet koks realus skaicius, nes, vykdant
algoritma, ji vis tiek kinta. Taigi tikslios parametro 7' reikSmés parinkinéti
nereikia — ji nustatoma automatiskai, tokia, kad bet kurio tasko X,; kaimyny
skai¢ius k, nevirsyty k.

Dabar issiaiskinkime, kaip nuo parametro w’ skirtingy reik§miy priklauso
gauty projekciju kokybé. Nagrinékime S-formos daugdaros taskus (6.1 pav.), kai
pradiné 7 =10 . Kai maksimalus artimiausiy kaimyny skaitius k € {1 00, 150},
Spirmano koeficiento reikSmés gaunamos pakankamai didelés: pg, ~ 0,97
(6.3apav.) ir pg, 0,96 (6.3bpav.), t. y. daugdara ,,iSvyniojama* gana gerai su
ivairiomis parametro w* reik§mémis (W* € {O,l; 0,5; 0,9}) . Galima pastebéti, kad,

didinant parametro w" reik§me, Spirmano koeficiento reikimé mazéja, bet labai
neZymiai, o parametro 7 reikSmés didéja (6.3 pav.).
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k=50,7=0,01 k=50T=0,1 k=50,T=1 k=50,T=10
P, =0,7602 s, =0.9669 ps, =09664 ps, =0.9651 P, =0.9649
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k=10007=0,001 £=100Q7=0,01 k=100Q7=01 k=100Q7T=1 k=100Q T =0
P, =0,9234 P, =09639 ps, =0,6059 ps, =0,8461 ps, =0,8126
.,..,..-:-.5:‘%"3 Sl .
ik
k=1999T7=0,001 £=1999T=0,01 k=1999T =01 k=1999T =1 k=1999,T =
5, =0.9607 , =0,9144 5, =0,6127 P, =09222  pg =0,0203

6.2 pav. S-formos daugdaros tasky projekcijos plokStumoje, gautos
pradiniu LE algoritmu, esant skirtingoms parametry & ir 7 reikSméms
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b)

b)

psp =0,9664

w¥=0,1, T =0,0066

psp =0.9610

psp =0.9663

w¥=0,5T=0,0219

psp =0.9562

psp =0.9661

w =09, T =0,1443
psp =0.9552

6.3 pav. S-formos daugdaros tasky projekcijos plokStumoje, gautos
modifikuotu LE algoritmu, kai £* =100 (a) ir k* = 150 (b)

psp =0.9340

w=0,1, T =0,0156
psp =0.9026

w*=0,5, T =0,0380
psp =0.9203

w=0,5,T =0,0516
psp = 0,6304

Wk =09, T = 0,2498
psp = 09156

;\
\

S

w¥ =09, T =0,3396
psp = 0,6005

6.4 pav. S-formos daugdaros tasky projekcijos plokstumoje, gautos
modifikuotu LE algoritmu, kai £* =300 (a) ir £* = 500 (b)
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Kai k =300 (6.4apav.), k =500 (6.4bpav.), S-formos daugdaros
,i§vynioti nepavyksta su jokia w™ reikime. Vadinasi, kai pasirinktas tinkamas
artimiausiy kaimyny skaiéius &, parametro w" reikime gali bati bet koks realus
skai¢ius i§ intervalo (0;1). Taciau, norint gauti kuo didesng Spirmano
koeficiento reik§Sme (pasickti kuo geresng¢ vizualizavimo kokybg), patartina
pasirinkti parametro w" reikime kuo mazesne, pavyzdziui, w =0,1. Atlikus §
tyrima, galima teigti, kad miisy pasiiilytoje LE algoritmo modifikacijoje yra tik
vienas reikSmingas valdymo parametras — maksimalus artimiausiy kaimyny
skai¢ius £, nuo kurio labai priklauso gauty projekciju kokybeé.

6.5. Sestojo skyriaus apibendrinimas ir iSvados

Siame skyriuje istirtas LE algoritmas, kuris skirtas netiesiniam dimensijos
mazinimui: netiesinés daugdaros atpazinimui ir jos vizualizavimui. Tirtos dvi LE
algoritmo realizacijos — pasitilyta metodo autoriy ir sitiloma $iame darbe. Abi LE
algoritmo realizacijos eksperimentiskai istirtos su keliomis dirbtinémis duomeny
aibémis. Su visomis aibémis gauti panasSiis testavimo rezultatai. Todél Siame
skyriuje pateikiame tiktai rezultatus, gautus iStyrus S-formos daugdaros taskus,
nes §i daugdara yra gerai Zinoma ir daznai naudojama analizuojant jvairius
daugdaros atpazinimo metodus.

LE algoritmas turi du valdymo parametrus £ ir 7. Kaip Zinoma, sunku
teisingai parinkti 7, jei parametro k reikimés didelés. Siame skyriuje pasiiilyta
LE algoritmo modifikacija, turinti tris valdymo parametrus (7, &, w"). Sios
modifikacijos privalumas yra tai, kad Siluminio branduolio parametro 7 reikSmés
parinkinéti nereikia, nes Siame skyriuje pasitlyta galimybé ja jvertinti
automatiSkai. Kai pasirinktas tinkamas maksimalus artimiausiy kaimyny
skai¢ius k", parametro w' reik§me gali biiti bet koks realus skaiéius i§ intervalo
(0;1). Taciau, norint pasiekti kuo geresng vizualizavimo kokybe, patartina

pasirinkti parametro w" reik§me kuo mazesne. Taigi miisy LE modifikacijoje

. . . * . . . .
lieka tik vienas svarbus valdymo parametras k& — maksimalus artimiausiy
kaimyny skaiCius. Kintamas (i anksto nefiksuotas) artimiausiy kaimyny
skaiCius kiekvienam taskui yra $ios modifikacijos unikalumas.






Topologijos islaikymo matai
daugdaros tipo daugiamaciy
duomeny vizualizavime

Topologijos iSlaikymui jvertinti sukurta daugybé ijvairiy maty: (Siegel and
Castellan 1988; Goodhill and Sejnowski 1996; Konig 2000; Tenenbaum
et al. 2000; Venna and Kaski 2001; Lee and Verleysen 2007) ir kt. Skirtingiems
uzdaviniams turi biiti parenkami skirtingi topologijos i§laikymo matai (Goodhill
and Sejnowski 1996). Miisy tikslas — rasti ir iStirti tuos matus, kurie biity tinkami
analizuoti daugdaros topologijos iSlaikyma po jos transformavimo | maZesnio
matavimo erdve. Siame skyriuje nagrinéjami trys kiekybiniai matai: Spirmano
koeficientas (Spearman’s rho) (Siegel and Castellan 1988), Konigo matas
(Konig 2000) ir kaimynystés klaidos (mean relative rank errors, MRRE) (Lee
and Verleysen 2007). Spirmano koeficientas daznai naudojamas topologijos
iSlaikymui tirti siekiant sumazinti dimensija (Bezdek and Pal 1995; Goodhill and
Sejnowski 1996; Kouropteva et al. 2005; Bernatavi¢iené et al. 2006).
5.2.1 skyrelyje parodyta, kad Spirmano koeficientas taip pat tinka topologijos
iSlaikymui jvertinti, vizualizavus daugdaros tipo duomenis LLE algoritmu.
Konigo matas buvo panaudotas daugiamaciy duomeny atvaizdavimy, gauty
taikant saviorganizuojanc¢ius neuroninius tinklus, topologijos i§laikymui ivertinti
(Konig 2000; Estevez et al. 2005). Siame skyriuje parodyta, jog §is matas taip

137
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pat gali buti sékmingai naudojamas siekiant jvertinti topologijos iSlaikyma,
vizualizavus daugiamacius duomenis LLE metodu. Kaimynystés klaidos
naudotos, vertinant topologijos i§laikyma vaizduy, gauty vizualizuojant dirbtinius
ir tikrus veidus jvairiais netiesiniais dimensijos mazinimo metodais (Lee and
Verleysen 2007). Siame skyriuje palyginti Sie topologijos i§laikymo matai ir
i§ryskinti Konigo mato ir kaimynystés klaidy privalumai lyginant su Spirmano
koeficientu. Sio skyriaus rezultatai paskelbti straipsnyje (Karbauskaité and
Dzemyda 2009a).

7.1. Trys topologijos iSlaikymo matai

7.1.1. Spirmano koeficientas

Norint kiekybiskai jvertinti topologijos iSlaikyma, daznai yra skai¢iuojamas
Spirmano koeficientas (Spearman’s rho) (Siegel and Castellan 1988). Sis
kiekybinis skaitinis matas jvertina atitikima (sarysi) eiliSkumo suriiSiuotuose
duomenyse, t.y. kaip gerai atitinkamy mazesnés dimensijos erdvés taskuy
(projekciju) pory atstumy eilés numeriai atitinka didesnés dimensijos erdveés
tasky pory atstumy eilés numerius sur@iS§iuotose didéjanciai atstumy sekose.
Spirmano koeficientas apskai¢iuojamas pagal formulg:

63 (7, (1)~ 7, ()F

— i=l
R

(7.1)

kur S =m(m—-1)/2, S — lyginamy atstumy skai¢ius, m — tasky skaiGius, 7, (i),
i=LS — analizuojamy (n-maciy) duomeny tasky visu poru atstumy eilés

numeriai surGi$iuotoje didéjimo tvarka atstumy sekoje, 7 (i), i=LS —
suprojektuoty (d-maciy) tasky visy pory atstumy eilés numeriai sur@iSiuotoje
did¢jimo tvarka atstumy sekoje.

Be to, =1 < pg, <1. Geriausia Spirmano koeficiento reik§mé lygi 1.

5.2.1 skyrelyje parodyta, kad Spirmano koeficientas yra tinkamas
topologijos iSlaikymui jvertinti transformavus dvimaciy daugdary taskus LLE
algoritmu i plokStuma. SkaiCiuojant atstumus tarp originaliy duomeny tasky
(pory) (dél 7, (l) ), buitina naudoti geodezinius atstumus, kuriuos skai¢iuojant turi
biti pasirenkamas gana mazas artimiausiy kaimyny skaicius (<10 ). Projekcijos
atveju, kai projekcinés erdvés dimensija sutampa su duomeny vidine dimensija,
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tiek Euklido, tiek geodeziniai atstumai gali biiti naudojami skaiCiuojant atstumus
tarp suprojektuoty duomeny tasky (pory) (dél 7 (i ) ).

7.1.2. Konigo matas

Topologijos iSlaikymo matas, naudojamas straipsnyje (Konig 2000), paremtas
kaimyniniy taSky eilés numeriy pradinéje ir projekcinéje erdvése tvarkos
pvertinimu. Pazymékime §i mata KM. Jis turi du valdymo parametrus —
artimiausiy kaimyny skaicius: &, ir k, (k, <k,). Kaimynams rasti skai¢iuojami
Euklido atstumai, t. y. Euklido atstumas yra artimumo matas. Pazymékime:

L Xy,
atstumai tarp X, ir jo kaimyny tenkina Sia nelygybeg

“Xi — X, H< “Xi _Xijz”’ kai j, < j,;

Jj =Lk n-matés erdvés taSko X, k artimiausius kaimynus, kur

2. Y

s J =@ d-matés erdvés tasko Y. k, artimiausius kaimynus;

3. I_’X(i, J) taSko X, j-tojo arCiausiojo kaimyno X, eilés numerj

analizuojamoje duomeny aibéje X = {X Loeees X };

4. I_”y(i, J) tasko Y, atitinkancio taska X, j-tojo arCiausiojo kaimyno Y

eilés numerj aibéje Y = {Y1 yees Uy }
Topologijos iSlaikymo matas i-tajam taSkui ir j-tajam kaimynui
apskaiciuojamas tokiu biidu:
3, jeir (i, ))=r, (i )),
2,jeir, (i, )=r, G0, =Lk, j#l,
1jeir, (G, ) =r, G0t =k +1,ky, k <k,

0, priesingu atveju.

KM, =

g

Bendrasis matas KM apskaiciuojamas pagal formulg:

m Kk

1
KM=—— KM...
LSSk,

1M i =l

KM reik$miy kitimo sritis yra tarp 0 ir 1, kur O reiskia bloga kaimynystés
i§saugojima, o 1 — gera.
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Topologijos islaikymo mato KM parametry analizé

Topologijos iSlaikymo matas KM turi du valdymo parametrus: mazesniji
artimiausiy kaimyny skai€iy 4, ir didesniji artimiausiy kaimyny skaiciy £,
(k, < k,) kiekvienam taskui. Siekiant iSanalizuoti §iy parametry jtaka gautai KM
reikSmei, atlikta keleta tyrimuy.

Pirmas tyrimas (7.1 pav.) atliktas su netiesinés dvimatés S-formos
daugdaros taskais (m =1000,n=3) (7.16apav.). LLE algoritmas vykdytas su

skirtingomis parametro & reik§mémis, k [5;100]. Kiekvienai pasirinktai &
reikSmei buvo apskaiciuojamas topologijos i§laikymo matas KM. I$§ pradziy,
skaiiuojant KM reikSmes, buvo fiksuotas mazesnysis artimiausiy kaimyny
skaic¢ius &, (k, =4), o didesnysis artimiausiy kaimyny skai¢ius k, buvo po
truputj didinamas (&, = {10, 20, 100}). Gautos trys KM priklausomybés nuo LLE
algoritmo parametro k, esant skirtingoms 4, ir k, kombinacijoms: {4, 10},
{4, 20} ir {4, 100}. IS 7.1a paveikslo matyti, jog, kai KM reikSmé yra geriausia,
t.y. KM~=0,75, visy priklausomybiu reikSmés apytiksliai lygios. Kai &k > 30,
KM reik§més ima mazéti. Be to, kai parametras k&, >20, priklausomybés
apytiksliai sutampa. Kai k&, =10, gauta KM priklausomyb¢ igyja maZesnes
reikSmes nei kitos (k, =20 ar k, =100). Taciau vidutinis skirtumas tarp
KM(k, =10) ir KM(k, =100) yra tik =6%. Taigi, skaiCiuojant KM,
parametras k, neturi didelés jtakos.

Po to, skaiciuojant KM reikSmes, buvo fiksuotas didesnysis artimiausiy
kaimyny skaiCius k, (k, =20), o maZesnysis artimiausiy kaimyny skaiCius £,
buvo po truputi didinamas (k, = {2, 3,4, 5}). Gautos  keturios KM
priklausomybés nuo LLE algoritmo parametro £, esant skirtingoms k, ir &,
kombinacijoms: {2, 20}, {3,20}, {4,20} ir {5,20}. Pastebéta, kad didinant
parametro k, reikSmg, KM reik§més mazéja (7.1b pav.). Tafiau nuo parametro
k, reikSmés priklauso tik topologijos iSlaikymo mato KM reikSmés dydis, bet
KM priklausomybés nuo & forma lieka panasi. Todé¢l galima naudoti bet kurig i$
Siy priklausomybiy, ieSkant tokio artimiausiy kaimyny skaiCiaus k (arba jo
intervalo) LLE algoritme, kad daugdara, ant kurios iSsidéste analizuojami taskai,
bty sékmingai ,,iSvyniojama“ mazesnés dimensijos erdvéje.

Analogiski tyrimai buvo atlikti ir su spiralinio cilindro taSkais
(m=1000,n=3) (7.16bpav.). Gauti panasis rezultatai kaip ir S-formos

daugdaros atveju (7.2 pav.).
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7.1 pav. KM priklausomybés nuo LLE parametro k, esant skirtingoms k; ir
k, kombinacijoms, gautos transformavus S-formos daugdaros taskus LLE

metodu | dvimatg erdve
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= gg |I \ﬁ:\q{m b =4k, =100
0,4
3+
0 10 20 30 40 50 &0 70 20 90 100
) Kaimyny skaifius & LLE algoritme
a
0,3 —— & =2k, =20
0,7 K =Sk, =20
= 0.8 B =40, =20
0,5 — K =5k, =20
04 +———————————
0 10 20 30 40 50 &0 70 80 90 100
b) Kaimyny skaifius & LLE algoritme

7.2 pav. KM priklausomybés nuo LLE parametro £, esant skirtingoms k; ir

k, kombinacijoms, gautos transformavus spiralinio cilindro taskus LLE

metodu | dvimate erdve
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7.1.3. Kaimynystés klaidos

Straipsnyje (Lee and Verleysen 2007) pasitlytas topologijos iSlaikymo matas,
paremtas vienoje erdvéje esanCiy kaimyniniy tasky eilés numeriy artumo

i8laikymu ir kitoje erdvéje. Eilés numeris 7, (i, j) apskai¢iuojamas taip:

e Naudojant analizuojama duomeny aibg¢ X, apskaiiuojami Euklido
atstumai nuo i-tojo tasko X, iki visy likusiy taSky, t.y. ||X c—X,||, kai

s=1lm, s#i.
e Gauti atstumai surtSiuojami didéjimo tvarka. Tuomet ieSkomas dydis

;X(i, J) bus taSko X, eilés numeris pagal sur@iSiuotus atstumus.

ctada 7, (i, ) =1.

Pastebekime, kad, jei j =arg min|[X, - X,

1<s<m, s#i

Kaimynystés klaidos (mean relative rank errors) skaic¢iuojamos taip:

" r G )= 7y ()
a)MRRE(X—)Y)le > Ehateae U‘,

C izl jeNg(X,) rx(iaj)

b) MRRE(Y — X) = 12 =
C izl jeNg(¥) ry (i, )

7X(i’j)_:y(i’j)‘

kur N, (X,) apibrézia tasko X, K artimiausiy kaimyniniy tasky eilés numeriy
aibe. Normavimo faktorius toks:

Jis suveda klaida i intervala [0;1]. Abu matai (MRRE(X —>7Y) ir
MRRE(Y — X)) artgja prie nulio, jei kiekvieno tasko artimiausi K kaimynai
abiejose erdvése randasi toje pacioje eilgje (vietoje). Taigi MRRE geriausia
reikSme lygi nuliui.

Topologijos iSlaikymo mato MRRE parametro K analizé

MRRE formulése yra tik vienas valdymo parametras — artimiausiy kaimyny
skaiCius K kiekvienam duomeny tasSkui. Siekiant iSsiaiSkinti, kokia jtaka Sis
parametras turi minétoms klaidoms (MRRE(X —Y) ir MRRE(Y — X)),
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atliktas tyrimas su netiesinés dvimatés S-formos daugdaros taSkais
(m=1000,n=3) (7.16apav.). LLE algoritmas vykdytas su skirtingomis
parametro & reikSmémis, k£ €[5;100], apskai¢iuojant MRRE reikSmes kiekvienai
pasirinktai & reikSmei. IS 7.3 ir 7.4 paveiksly matyti, jog, didinant artimiausiy
kaimyny skaiciy K kiekvienam duomeny taskui n-matéje (7.3 pav.) ir d-matéje
(7.4 pav.) erdvése, MRRE reiksmés didéja, tac¢iau visos MRRE priklausomybés
nuo k iSlaiko panaSia forma. Todél galima naudoti bet kuria i§ Siu
priklausomybiy, ieSkant tokio artimiausiy kaimynuy skaiiaus k& (arba jo
intervalo) LLE algoritme, kad daugdara biity sékmingai ,,i§vyniojama“ mazesnés
dimensijos erdvéje.

%0015 | ——x =10

<3
0,01 E=20
E 0,005 =50
0 r r r r T T s E =100

0O 10 20 30 40 50 a0 70 =20 %0 100
Kaimyny shaifius & LLE algoritme

7.3 pav. MRRE(X —Y) priklausomybés nuo LLE parametro £, esant

skirtingoms K reik§méms MRRE algoritme, gautos transformavus S-formos
daugdaros taskus LLE metodu i dvimatg erdve

o 0,08 — =5
f 0,086 — K =10
0,04 &=
E 0,02 ﬁ E=30
= . : . . . . . . . — K =100
0 10 20 30 40 50 a0 70 =50 20 100
Kaimyny skaifius & LLE algoritme

7.4 pav. MRRE(Y — X) priklausomybés nuo LLE parametro &, esant

skirtingoms K reik§méms MRRE algoritme, gautos transformavus S-formos
daugdaros taskus LLE metodu i dvimate erdve
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7.2. Topologijos iSlaikymo maty palyginimas

Siame skyrelyje palyginsime tris topologijos i§laikymo matus: Spirmano
koeficienta, Konigo mata (KM) ir kaimynystés klaidas (MRRE) bei nustatysime,
kurie i8 ju geriau nusako daugdaros topologijos islaikyma, transformavus ja LLE
algoritmu | maZesnés dimensijos d-matg erdve.

Tuo tikslu analizuojami jvairios struktiiros netiesiniy dvimaciy daugdary
taskai. LLE algoritmu gavus ju projekcijas plokStumoje, apskai¢iuojamos Siu
topologijos iSlaikymo maty reikSmés su jvairiomis LLE parametro k reikSmémis.
Tokiu biidu gaunamos Spirmano koeficiento, KM ir MRRE priklausomybés nuo
k.

Teigsime, kad pasirinkta LLE parametro k reik§mé yra tinkama, jei LLE
metodu pavyks atrasti nezinoma daugdara, t. y. LLE gerai iSlaikys daugdaros
topologija, transformavus ja | mazesnio matavimo erdve.

Pirmas tyrimas atliktas su netiesinés dvimatés S-formos daugdaros taskais
(m=1000,n=3) (7.16a pav.). 5.2.1 skyrelyje buvo gauta Spirmano koeficiento
priklausomybé nuo k ir parodyta, jog daugdara sékmingai ,,iSvyniojama®, kai
k €[8;30]. Apskaic¢iavus KM reikSmes (k, =4,k,=10), kai k €[6;100],
gaunamas tas pats tinkamas artimiausiy kaimyny skaiCiaus intervalas, t.y.
ke[830] (7.5pav.). Norime atkreipti démesj | tai, jog, nors S§ios
priklausomybés ir pavaizduotos viename paveiksle, taCiau ju reikSmiy
tarpusavyje lyginti negalima, nes Spirmano koeficiento reik§més visada
gaunamos didesnés nei KM. Svarbu tik, kad sutapty geriausias abieju maty
reikSmes atitinkantys artimiausiy kaimyny skaiciaus intervalai.

v o MN—

M

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Kaimyny skaicius £ LLE algoritme

KM

T T T T T T 1

OOOvOOO
PO AAI0O—

— Spirmano koeficientas

7.5 pav. Spirmano koeficiento ir KM priklausomybés nuo LLE parametro
k, gautos transformavus S-formos daugdaros taskus | plok§tuma LLE
metodu

Apskaic¢iavus MRRE ( K =5) reikSmes, kai k €[6;100], irgi gaunama, kad
S-formos daugdara geriausiai ,,iSvyniojama“, kai k<[8;30] (7.6 pav.).
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MRRE(X —Y) reikSmés randamos kairéje, o MRRE(Y — X) — deSinéje
skaléje.

0,003 - 0,04

0,002 r 0,03

L 0,02

0,001 L 0.01
0 0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Kaimyny skaicius k¥ LLE algoritme
—— MRRE (X->Y) —— MRRE (Y->X)

7.6 pav. MRRE priklausomybés nuo LLE parametro k, gautos
transformavus S-formos daugdaros taskus i plokstuma LLE metodu

Antras tyrimas atliktas su pussferés taskais (m =294, n=3) (7.16e pav.). I$
7.7 paveikslo matome, kad visy triju topologijos iSlaikymo maty (Spirmano
koeficiento, KM, kai k, =4,k, =10, ir MRRE(X —»7Y), kai K =5) reikSmés
yra geriausios, kai k£>23. Spirmano koeficiento ir KM reik§més randamos
kairéje, o MRRE — desingje skaléje (taip bus visuose tolesniuose paveiksluose).
Vadinasi, kai k>23, pussferés lokali struktira atskleidziama geriausiai.
7.8 paveikslas iliustruoja pussferés tasky vizualizavima plokStumoje, esant
skirtingoms parametro k reikSméms.

1 - T 0,15
0,5 1 T 0,1
0 ﬂva T T T 0,05
\2&' 40 60 80 100
-0,5 - 1y
Kaimyny skai¢ius ¥ LLE algoritme
— Spirmano koeficientas KM ——MRRE(X->Y)

7.7 pav. Spirmano koeficiento, KM ir MRRE priklausomybés nuo LLE
parametro k, gautos transformavus pussferés taskus i plokStuma LLE
metodu
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7.8 pav. Pussferés tasky projekcijos plokstumoje, gautos LLE metodu

Trecias tyrimas atliktas su sukamo anciuko paveiksléliy duomenimis
(m=72,n=16384) (zr. 2.1 skyrelj). 5.2.1 skyrelyje buvo gauta Spirmano

koeficiento priklausomybé nuo £ ir parodyta, jog teisingos duomenu projekcijos
gaunamos, kai &k €[2; 8]. Apskaic¢iavus KM (k, =4, k, =10) ir MRRE(X - Y)
(K =5) reikSmes, kai ke[2;40], gaunamas tas pats tinkamas artimiausiy
kaimyny skaiciaus intervalas kaip ir Spirmano koeficiento atveju (7.9 pav.).

1 - 0,05
0,8 L 0,04
0,6 L 0,03
04 L 0,02
0,2 - 0,01
o+ 0

0246 810121416182022242628303234363840
Kaimyny skaicius £ LLE algoritme

—— Spirmano koeficientas ——KM —— MRRE (X->Y)

7.9 pav. Spirmano koeficiento, KM ir MRRE priklausomybés nuo LLE
parametro k, gautos transformavus sukamo anéiuko paveiksléliy duomenis
atitinkan¢ius daugiamacius taskus i plokstuma LLE metodu

Spirmano koeficientas sékmingai buvo pritaikytas duomeny topologijos
iSlaikymui jvertinti ir tiriant daugdaros ,,Dvynés virSukalnés® taskus
(m=2000,n=23) (7.16¢c pav.) 5.2.2.3 skyrelyje. I§ 7.10 paveikslo matyti, jog ir
Siuo atveju visi trys matai: Spirmano koeficientas, KM (k, =4,k,=20) ir
MRRE(X —»7Y) (K =35) taip pat igyja savo geriausias reik§mes apytiksliai
tuose paciuose artimiausiy kaimyny skai¢iaus £ intervaluose.
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7.10 pav. Spirmano koeficiento, KM ir MRRE priklausomybés nuo LLE
parametro k, gautos transformavus daugdaros ,,Dvynés virSukalnés* taskus {
plokstuma LLE metodu

Istyrus Sias daugdaras (S-formos daugdaros taskus, pussferés taskus,
besisukancio anciuko paveiksléliy duomenis, daugdaros ,,Dvynes virSukalnés*
taskus), galima teigti, kad visi trys topologijos iSlaikymo matai — Spirmano
koeficientas, KM ir MRRE — sékmingai gali biiti taikomi daugdary topologijos
iSlaikymui {jvertinti, vizualizavus jas plokStumoje LLE algoritmu. Taciau
atlikime tyrimus su sudétingesnés strukttiros daugdaru (spiralinio cilindro, sferos
nuopjovos) taskais, ir patikrinkime nagrinéjamy topologijos iSlaikymo maty
tinkamuma jy atveju.

Spiralinis cilindras (,,swiss roll*) (m=1000,n=3) (7.16b pav.) labai
susuktas | spiralg. Taigi ,,iSvynioti ji gana sunku. 7.11 paveiksle matyti, jog
matai KM (&, =3,k,=20) ir MRRE(X —>Y) (K=5) igyja geriausias
reikSmes, kai k=6, k=7. Tuo tarpu Spirmano koeficiento reik§més néra
geriausios, esant Sioms parametro k reikSméms. Taciau Spirmano koeficientas
igyja geriausia reikSme, kai £ =11, o KM ir MRRE nejgyja geriausios reikSmeés
$iuo atveju. Si priestara reiskia, kad kartais i§vados, naudojant skirtingus matus,
gali biti skirtingos. Kyla klausimas: kuris topologijos iSlaikymo matas yra
geriausias? Atsakymas slypi 7.12 paveiksle. Akivaizdu, kad spiralinis cilindras
geriau ,,iSvyniojamas*, kai k=6, k=7, o ne kai k=11. Vadinasi, Spirmano
koeficientas néra tinkamas Sios daugdaros topologijos iSlaikymui jvertinti po jos
transformavimo | dvimate erdve.
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7.11 pav. Spirmano koeficiento, KM ir MRRE priklausomybés nuo LLE
parametro k, gautos transformavus spiralinio cilindro taskus | plokStuma
LLE metodu

k=6 k=17 k=11

7.12 pav. LLE metodu gautos spiralinio cilindro tasky projekcijos
plokstumoje

Kitas tyrimas atliktas su sferos nuopjovos taskais (,,punctured sphere)
(m=1000, n =3) (7.16d pav.). Sia daugdara i§skleisti taip pat gana sudétinga,
nes ji artima sferai, kurios LLE metodu i$skleisti nepavyksta (2.25d pav.). I8
7.13 ir 7.14 paveiksly matyti, jog, kaip ir spiralinio cilindro atveju, nagrinéjami
topologijos iSlaikkymo matai pateikia prieStaringus rezultatus: kai
k €[5;8]U[10;20]U[28;38], KM (k, =4,k, =10) ir MRRE(X - Y) (K =5)
reik§més palaipsniui blogéja, o Spirmano koeficiento reikSmés, prieSingai,
palaipsniui geréja, nors daugdaros globali strukttira atskleidziama blogiau ir
blogiau. Sferos nuopjovos tasku projekcijos pavaizduotos 7.15 paveiksle. Taigi
ir Siuo atveju Spirmano koeficientas néra tinkamas daugdaros topologijos
iSlaikymui jvertinti po jos transformavimo i dvimate erdveg.
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7.13 pav. Spirmano koeficiento ir KM priklausomybés nuo LLE parametro
k, gautos transformavus sferos nuopjovos taskus i plok§tuma LLE metodu

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Kaimyny skaicius £k LLE algoritme

7.14 pav. MRRE priklausomybé nuo LLE parametro £, gauta
transformavus sferos nuopjovos taskus i plokstuma LLE metodu

Vienas i§ pagrindiniy kriterijy, vertinant algoritmus, yra skai¢iavimo laikas.
Siekiant palyginti minétus topologijos iSlaikymo matus laiko atzvilgiu,
analizuoti daugiamaciai taSkai ant jvairiy daugdary, besiskirian¢iy savo struktiira
ir taSky skai¢iumi. LLE algoritmu gavus ju projekcijas plokStumoje, rastas
laikas, reikalingas topologijos i$laikymo matams — Spirmano koeficientui, KM ir
MRRE — apskaiciuoti. 7.1 lenteléje pateiktos Siy maty apskai¢iavimo laiko
vidutinés reik§més vienam artimiausiy kaimyny skai¢iui k. Akivaizdu, kad KM
ir MRRE matai apskaic¢iuojami daug greiciau nei Spirmano koeficientas. Ieskant
tinkamo artimiausiy kaimyny skaiciaus £ (ar jo intervalo) LLE metode, turéty
biti skai¢iuojama topologijos i§laikymo mato priklausomybé nuo k. Kadangi
paprastai nagrinéjamas didesnis artimiausiy kaimyny skaifiaus intervalas, t.y.
parametro k reikSmés gali biiti imamos iki 100, tai labai svarbu, kad buty kuo
maziau uztrunkama laiko, skai¢iuojant mato reikSme. Trumpesnis skai¢iavimo
laikas yra didelis KM ir MRRE privalumas lyginant su Spirmano koeficientu.
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k=28 k=38 k=39 k=100
7.15 pav. Sferos nuopjovos tasky projekcijos plokstumoje, gautos LLE

7.1 lentelé. Vidutinis laikas matams apskaiciuoti

Topologijos islaikymo matai
Duomenys KM MRRE Spirrpano
koeficientas
Besi.suk?tr}éio anciuko 0.18 s 0.16 s 0.20s
paveiksléliy duomenys
Pussferés taskai 0,05s 0,04 s 1,36 s
S-formos daugdaros taskai 0,46 s 0,44 s 81,61 s
Spiralinio cilindro taskai 048 s 0,45s 81,81 s
Sferos nuopjovos taskai 0,47 s 0,45 s 81,86 s
,Dvyniy virSukalniy“ taskai 2,15 2,12's 478,45 s
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7.16 pav. Trimaciai taskai, i§sidéste ant netiesiniy dvimaciy daugdary :
a) S-formos daugdaros, b) spiralinio cilindro, ¢) daugdaros ,,Dvynés
virSukalnés®, d) sferos nuopjovos, e) pussferés
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7.3. Septintojo skyriaus apibendrinimas ir iSvados

Duomeny analizéje bei vizualizavime jprastas uzdavinys — atvaizduoti duomenis
i$ labai didelés dimensijos erdvés i mazesnés dimensijos erdve, taip, kad kiek
galima tiksliau bty iSlaikyta duomenu struktiira. Daugdaros tipo daugiamaciai
duomenys daznai yra labai didelés dimensijos. Analizé, paremta daugdaros
atpazinimu, leidzia daugiau suZinoti apie analizuojama duomeny aibe. Siame
skyriuje taip pat nagrinégjome LLE metoda (lokaliai tiesini vaizdavima), kuris
priklauso netiesiniams daugdaros atpazinimo metodams, kurie leidzia atrasti
gloduyji mazesnés dimensijos pavirsiy, iterpta i didesnés dimensijos erdve.

Siekiant kiekybiskai jvertinti daugdaros topologijos iSlaikyma po jos
transformavimo | mazesnés dimensijos erdve, reikia naudoti kiekybinius
skaitinius matus. Topologijos iSlaikymui jvertinti sukurta daugybé ivairiy maty.
Siame skyriuje tiriami trys matai: Spirmano koeficientas, Konigo matas (KM) ir
kaimynystés klaidos (MRRE). Siy trijy topologijos i§laikymo maty lyginamajai
analizei panaudoti du kriterijai — topologijos i§laikymo kokybé ir skai¢iavimo
sanaudos.

IStyrus paprastesnés struktiros daugdary taskus (S-formos daugdaros,
pussferés, daugdaros ,,Dvynés virSukalnés* taSkus bei realiy paveiksléliy
duomenis), pastebéta, jog visi trys matai — Spirmano koeficientas, KM ir
MRRE - sékmingai gali biiti taikomi daugdary topologijos iSlaikymui jvertinti,
vizualizavus jas plokStumoje LLE metodu. Taciau, atlikus tyrimus su
sudétingesnés strukturos daugdaru, t.y. spiralinio cilindro, sferos nuopjovos
taskais, paaiskéjo, jog tik KM ir MRRE tinka Siy daugdary topologijos
iSlaikymui jvertinti. KM ir MRRE maty apskaiciavimas yra greitesnis, nes Sie
kriterijai naudoja tiktai Euklido atstumus. Tuo tarpu, Spirmano koeficientas
naudoja geodezinius atstumus, kuriy apskaiCiavimas reikalauja daugiau laiko
sanaudy. Be to, Spirmano koeficientas vertina visus atstumus tarp tiriamos
duomeny aibés tasky, o KM ir MRRE - tarp nedidelio kaimyniniy tasky
skaiCiaus. Taigi Spirmano koeficientas stengiasi atsizvelgti | globalia daugdaros
struktiirg. Taciau kai kuriais atvejais tai néra optimalu, nes gali biiti prarastos kai
kurios daugdaros lokalios savybés. Siame skyriuje parodyta, kad KM ir MRRE
matai visada gerai nusako daugdaros topologijos iSlaikyma po jos
transformacijos { mazesnio matavimo erdve.



Bendrosios iSvados

1. Trianguliacijos metodo ir Sammono algoritmo bei juy jungimo tyrimas
atskleidé faktus:

e Naudoti vien tik trianguliacijos metoda daugiamaciams duomenims
vizualizuoti néra pakankama, nes, eksperimentiSkai iStyrus
trianguliacijos metodo realizacijas, naudojancias antrojo arciausiojo
kaimyno ir atramos tasko metodus atraminiams taskams parinkti,
nustatyta, jog abiem atvejais projekcijos paklaida labai priklauso
nuo tasky atvaizdavimo sekos. Be to, paklaida gana didelé.

e Trianguliacijos metodas yra pakankamai greitas, bet projekcijos
paklaida didelé. Sammono algoritmu gauta projekcijos paklaida
nedidelé, taciau jis yra gana létas. Sammono ir trianguliacijos
metody jungini verta naudoti, kai reikia greitai atvaizduoti naujus
analizuojamos aibés taskus neprarandant didelio tikslumo.

2. IStyrus santykinés perspektyvos metoda (RPM), padarytos Sios iSvados:

e Pradinio RPM algoritmo rezultatai labai priklauso nuo parametry w
(staciakampio plotis), & (staGiakampio aukstis) ir 7 (pradinis
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mokymo greitis). Deja, literatiroje néra suformuluoty aiskiy
taisykliy, kaip §iuos parametrus parinkti.

Darbe pasitlytame algoritme néra didelés priklausomybés nuo
parametry w ir 4. Tyrimai parodé, jog naudojant miisy algoritma,
energijos santykiné reikSmé daugiausia pakinta 0,4%, tuo tarpu,
naudojant RPM pradinj algoritma, ji gali kisti net iki 27%. Taciau,
atsisakius parametro 7, potenciné energija nekonverguoja |
minimuma. Tyrimy metu pastebéta, kad, atlikus apie 100 iteraciju,
procesas stabilizuojasi.

3. Lokaliai tiesino vaizdavimo (LLE) metodo tyrimas parodé:

LLE algoritmo parametrai — artimiausiy kaimyny skaiCius
kiekvienam duomeny taskui ir lokaliosios Gramo matricos
reguliarizacijos parametras — labai jtakoja duomeny vizualizavimo
kokybe.

Pasitlytas naujas biidas artimiausiy kaimyny skaiciui parinkti leido
nustatyti tinkama artimiausiy kaimyny skaiciaus intervala, o ne tik
vieng skaiCiy. Eksperimentai parodé, kad kiekybinis matas —
Spirmano koeficientas — yra tinkamas duomenu topologijos
iSlaikymui jvertinti, duomenis transformavus LLE metodu i
mazesnés dimensijos erdve. Tam, kad Spirmano koeficientas
tinkamai atspindéty gautas projekcijas, skai¢iuojant jo reikSme
reikia n-matéje erdvéje vertinti geodezinius, o ne Euklido atstumus,
ir geodeziniy atstumy skaiciavimo algoritme fiksuoti gana maza
artimiausiy kaimyny skai¢iy (<10).

Pasitilytas naujas  algoritmas lokaliajai Gramo  matricai
reguliarizuoti (R2) pateikia panasius rezultatus kaip ir algoritmas
(R1), pasitlytas Roweis ir Saul. Taigi abu algoritmai gali buti
alternatyviai naudojami LLE metode reguliarizuojant Gramo
matrica. Abu algoritmai pateikia panasSia galimybe analizei,
kiekvienas i ju turi po viena valdymo parametra: ¢ R1 atveju ir D
R2 atveju. Taciau parametro D privalumas lyginant su ¢ yra tai, kad
parametras D turi realia prasme (jis yra reguliarizuotos Gramo
matricos determinantas), o ¢ yra tiktai tam tikras daugiklis.

4. Detaliai iStyrus Laplaso matricos tikriniy Zemelapiy metoda (LE),
padarytos Sios iSvados:

LE algoritmu gauty projekciju kokybé labai priklauso nuo parinkty
valdymo parametry reikSmiy — artimiausiy kaimyny skaiCiaus &
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S.

kiekvienam duomeny taskui ir Siluminio branduolio parametro 7,
naudojamo Gauso branduolio funkcijoje svoriams apskaiciuoti.
Sunku teisingai parinkti 7, jei parametro k reik§més didelés.

Pasitilyta LE algoritmo modifikacija, turinti tris valdymo

parametrus (7, &, w"). Sios modifikacijos privalumas yra tai, kad
Siluminio branduolio parametro 7 reikSmés parinkinéti nereikia, nes
sudaryta galimybé ja jvertinti automatiSkai. Kai pasirinktas

tinkamas maksimalus artimiausiy kaimyny skai¢ius k", parametro
w' reik§me gali biiti bet koks realus skaidius i3 intervalo (0;1).
Taciau, norint pasiekti kuo geresn¢ vizualizavimo kokybe, patartina

pasirinkti parametro w’ reik§me kuo maZesne, pvz., 0,1. Taigi
misy LE modifikacijoje lieka tik vienas svarbus valdymo

* . . . . ey
parametras k& — maksimalus artimiausiy kaimynuy skaicius.

Kintamas (i§ anksto nefiksuotas) artimiausiy kaimyny skaicius
kiekvienam taskui yra $ios modifikacijos unikalumas.

Siekiant kiekybiSkai ivertinti daugdaros topologijos iSlaikyma,
transformavus ja 1 mazesnés dimensijos erdveg, reikia naudoti
kiekybinius skaitinius matus. ISanalizavus tris topologijos iSlaikymo
matus: Spirmano koeficienta, Konigo mata (KM) ir kaimynystés klaidas
(MRRE), nustatyta:

Visi trys matai — Spirmano koeficientas, KM ir MRRE — sékmingai
gali buti taikomi paprastos struktiros dvimacéiy daugdary
topologijos iSlaikymui {vertinti, transformavus ju taskus 1|
plokstuma LLE metodu. Taciau, atlikus tyrimus su sudétingesnés
strukttros daugdary taskais, paaiskéjo, jog tik KM ir MRRE tinka
$iy daugdary topologijos islaikymui ivertinti.

KM ir MRRE maty apskaifiavimas yra zymiai greitesnis nei
Spirmano koeficiento, nes S$ie kriterijai naudoja tiktai Euklido
atstumus. Tuo tarpu, Spirmano koeficientas naudoja geodezinius
atstumus, kuriy apskaiciavimas reikalauja daugiau laiko sanauduy.
Be to, Spirmano koeficientas vertina visus atstumus tarp tiriamos
duomeny aibés tasky, o KM ir MRRE - tarp nedidelio kaimyniniy
tasky skaiciaus. Taigi Spirmano koeficientas stengiasi atsizvelgti {
globalia daugdaros struktiira. Taciau kai kuriais atvejais tai néra
optimalu, nes gali biiti prarastos kai kurios daugdaros lokalios
savybés.
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