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Disertacinio darbo aprasymas

Trumpa mokslinés problemos istorija ir tyrimo objektai

Analiziné skaiciy teorija yra skaiciy teorijos dalis, kurioje naudojantis matematinés analizés ir
kompleksinio kintamojo funkciju tyrimo metodais, sprendziami uzdaviniai susije su sveikaisiais
skaiciais. Manoma, kad analizinés skaiCiy teorijos pradzia zymi Dirichlet eiluciy ir Dirichlet
L-funkcijy taikymai. Tegu s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Apibrézkime Dirichlet
L-funkcija

- (0 >1).

L(s,x) = Z X(:L)

Cia x(n) yra Dirichlet charakteris — visiskai multiplikatyvi funkcija, kuri jgyja reiksmes i$ viene-
tinio apskritimo, esancio kompleksingje plokStumoje (vienetinio apskritimo centras sutampa su
koordinaciy pradzios tasku). Dirichlet L-funkcijos buvo panaudotos jrodant Dirichlet teorema

apie pirminius skaicius aritmetinése progresijose.

Teorema (Dirichlet teorema, 1837). Tegu a ir q yra tarpusavyje pirminiai (t. y. (a,q)=1)

sveikieji skaiciai. Tada aritmetinéje progresijoje
a+qn, n=0,1,2,...,

yra be galo daug pirminiy skaiciy.

Analiziné skaiCiy teorija gali buti padalyta j dvi dalis. Viena jy yra vadinama adityviaja
skaiciy teorija. Pagrindiniai Sioje teorijos tyrimy jrankiai yra Hardy-Littlewood’o apskritimo
metodas ir récio metodas. Svarbiausia adityviosios skaiciy teorijos problema yra vadinama
Goldbach’o hipoteze. Ji suformuluota 18 a. viduryje: Kiekvienas lyginis skaicius, didesnis uz
du, gali buti uzrasytas dviejy pirminiy skaiciy suma.

Kita analizinés skaiciy teorijos dalis yra vadinama multiplikatyviaja skaiciy teorija. Svar-
biausias Sios srities rezultatas yra pirminiy skaic¢iy teorema. Apibrézkime pirminius skaicius

skaiciuojancia funkcija

71'(33) = #{p| P — pirminis, p < .%‘} = Z 1.
p<z

Teorema (pirminiy skaiciy teorema, 1896).

lim 77r(x) =
z—o0 1/ logx

Cia ir toliau logx = Inx.



Pirminiy skaiéiy teorema buvo publikuota 1896 m.. Ja nepriklausomai vienas nuo kito jrodé
J. Hadamard’as ir C. J. de la Vallée Poussin’as.

Pirminiy skaiciy teorema yra glaudziai susijusi su Riemann’o dzeta funkcija. B. Riemann’as
1859 m. paskelbé straipsnj, kuriame parodé sarysj tarp pirminiy skaic¢iy ir Riemann’o dzeta

funkcijos nuliy. Riemann’o dzeta funkcija yra apibréziama Dirichlet eilute

SOED SESENCES)

ir gali buti iSreiksta Euler’io sandauga

1\ !
= I (1-5)  @>v. )
o p
Pp—pirminis
Is Euler’io sandaugos gauname, kad ((s) # 0, kai ¢ > 1. Riemann’o dzeta funkcija galima
analiziskai pratesti | visa kompleksiniy skaiciy plokstuma, isskyrus paprastaji poliy taske s = 1.

Riemann’o dzeta funkcija tenkina funkcine lygtj
C(s) = A(s)¢(1 — s), Gia  A(s) := 2°7571T(1 — s) sin(%?). (2)

Nuliai, kurie atsiranda i$ daugiklio A(s), yra vadinami trivialiaisiais nuliais (A(s) = 0 tada ir
tik tada, kai s = —2n visiems n = 1,2,...). IS Euler’io sandaugos (1) ir funkcines lygties (2)
gauname, kad netrivialieji nuliai (jie Zymimi p = § + iv) yra kritin¢je juostoje 0 < o < 1.
Tiesé 0 = % yra vadinama kritine tiese. Riemann’o hipotezé teigia, kad wvisi netrivialieji nuliai
yra ant kritinés tiesés. Jeigu Riemann’o hipotezé yra teisinga, tada funkcijos 7(x) asimptotines

formulés paklaida yra maziausia.

1 pav.: Pavaizduota kreivé ¢ — ((% + it), ¢ia ¢ kinta nuo 0 iki 50. Cia ir kitur 1 =i = /—1.

IS paveikslo matome, kad pirmieji netrivialieji Riemann’o dzeta funkcijos nuliai yra ant kriti-

nés tiesés. Siuo metu zinoma, kad tokiy nuliy yra 10?2 4+ 10%. I$ grafiko matyti, kad Riemann’o



dzeta funkcija pleciasi I ir IV ketvir¢iuose. Panasu, kad funkcija retai jgyja neigiamas reiksSmes.
Toliau pristatysime uzdavinius, susijusias su Riemann’o dzeta funkcija, Dirichlet L-funkcija,

ir disertacijos rezultatus.

Riemann’o dzeta funkcija

Tolydieji momentai
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2 pav.: Didéjant laipsniui, rySkéja vietos, kur Riemann’o dzeta funkcija jgyja didziausias reikSmes.

Yra daug neisspresty uzdaviniy, suformuluoty Riemann’o dzeta funkcijai. Vienas is uzdaviniy

yra susijes su virSutiniais ir apatiniais réziais, kurie aprézia tolydzius Riemann’o dzeta funkcijos

T 2k
[(T) = / (5 +it)| e
O 2
(2 pav. pavaizduota: (a) [((3 + it)| grafikas, (b) |((5 + it)|* grafikas). Apatiniy ir virSutiniy
réziy paieska yra svarbi, nes Siuo metu yra zinomos tik dvi asimptotinés momenty I (7)), kai
k =1ir k = 2, formulés. Hardy-Littlewood’as [21] 1918 m. jrodé atvejj k = 1 ir Ingham’as [24]
1928 m. jrodé atveji k = 2.

momentus

Tam tikrais atvejais apatiniai ir virSutiniai réziai I(T) yra Zinomi. Ramachandra [38],
remdamasis Riemann’o hipoteze, 1978 m. visiems neneigiamiems realiesiems skaic¢iams k jrodeé,
kad

I(T) > T(log T)*".



Heath-Brown’as [23] 1981 m. minéta rezultata gavo visiems neneigiamiems racionaliesiems k,
nesiremdamas Riemann’o hipoteze.
Neseniai Soundararajan’as [41], remdamasis Riemann’o hipoteze, rado virSutinius rézius.

Jeigu Riemann’o hipotezeé teisinga, tai visiems neneigiamiems realiesiems k teisinga
I(T) < T(log T)¥ <.

Cia ir toliau € yra fiksuota, kiek norima maza, teigiama konstanta.

Virsutiniai I (T) réziai yra susije su viena garsia analizinés skai¢iy teorijos hipoteze, kuri va-
dinama Lindel6f’o hipoteze. Lindelof’o hipotezé teigia, kad |C(% +it)| < t¢, t > 1. Hipotezé yra
ekvivalenti teiginiui I (T) < T**¢. Akivaizdu, kad i§ Riemann’o hipotezés iplaukia Lindelsf’o

hipotezé.

Diskretieji momentai
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3 pav.: (a) Pavaizduotas Riemann’o dzeta funkcijos igvestinés, t. y. ¢(1, 3 +It) = ¢'($ + It), modulis,
o juodi tagkai zymi reikSmes, kurias funkcija jgyja Riemann’o dzeta funkcijos nuliuose. (b) Pavaizduotas
Riemann’o dzeta funkcijos modulis, o juodi taskai zymi lokaliuosius maksimumus.

Tegu p = B + ¢y yra netrivialieji Riemann’o dzeta funkcijos nuliai. Diskretieji momentai

Se(T)= Y [C(p)*

0<~y<T
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yra laikomi svarbiu uzdaviniu, tac¢iau tik remiantis Riemann’o hipoteze yra pasiekta teigiamy
rezultaty (7r. 3 pav., a). Gonek’as [19] 1984 m. (a$ gimiau tais metais), remdamasis Riemann’o
hipoteze, jrodé asimptoting formule Sy (7)), kai k = 1.

Neseniai Ng’as ir Milinovich’ius [31], remdamiesi Riemann’o hipoteze, visiems teigiamiesiems

sveikiesiems k atrado apatinj rézj
Sk(T) > T(log T)* T2k+1,

Milinovich’ius [32], remdamasis Riemann’o hipoteze, visiems teigiamiesiems sveikiesiems k at-
rado virsutinj rézj
Sp(T) < T(log T)F +2k+1+e,
Daug autoriy tyrinéjo kitokio tipo diskre¢iuosius momentus (?r. 3 pav., b). Tegu v ir v Zymi
netrivialiyjy Riemann’o dzeta funkcijos nuliy ordinates, kurios eina viena po kitos. Riemann’o

dzeta funkcijos diskretieji momentai lokaliuose maksimumo taskuose yra apibréziami taip:

¢ (; + i7'7>

Conrey ir Ghosh’as [6], remdamiesi Riemann’o hipoteze, 1985 m. jrodé My (T) asimptotine

2k

M (T) = Z max

<7 <~+
0cqer 1SS

formule atveju k = 1:
e2 -5 T
2 27

Neseniai Milinovich’ius [33], remdamasis Riemann’o hipoteze, visiems teigiamiesiems sveikie-

M(T) ~ (log T)2.

siems k jrodé, kad
T(log T)* 1€ <« M, (T) < T(log T)* T1+e.

Ekstremaliosios reikSmeés

(24
—
Tl
—
I\)l»—
+
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4 pav.: Pavaizduota kreivé ¢t — ( (% + it), kai ¢ kinta nuo 0 iki 50. Apskritimo spindulys lygus 2, o
tiesé su realiaja asimi sudaro 45° kampa.



Neseniai Soundararajan’as [40], tyrinédamas Riemann’o dzeta funkcijos reikSmes ant kritinés

tiesés, atrado, kad

. log1
1 [ logd” .
ter{r%;{ﬂ 1C(5 +it)| > exp ((1 +0(1)) Toglog ) , kai T — oo. (3)

Sis rezultatas sako, kad jeigu nubrésime apskritima, kurio centras yra koordinaédiy pradzioje ir
log T
loglog T
taskas uz apskritimo riby, kuris priklausys kreivei (Zr. 4 pav.).

spindulys lygus C exp( ), ¢ia C fiksuota teigiama konstanta, tai egzistuos bent vienas

Sis rezultatas, kaip ir Riemann’o dzeta funkcijos € jveréiai, nesuteikia jokios papildomos in-
formacijos apie vieta, kur yra ekstremali reiksmé. Papildoma informacija galéty buti atsakymas
i klausima, ar kiekviena kryptimi yra kreivés taskas uz minéto apskritimo riby arba ar yra ant
tiesés, kertancios koordinaciy pradzia, taskas, priklausantis kreivei ir esantis uz apskritimo riby
(7r. 4 pav.).

Tirstumas

(a) (b)

5 pav.: Pavaizduoti kreiviy ¢ — ((3 +it) (a) ir t — ((2 + it) (b) grafikai, kai ¢ kinta nuo 0 iki 50.

Bohr’as ir Courant’as [2] 1914 m. jrodé, kad Riemann’o dzeta funkcijos reikSmiy aibé ant
bet kurios vertikalios tiesés, esancios juostoje % < Res < 1, yra visur tirsta aibéje C (Zr. 5 pav.,

b). Garunkstis ir Steuding’as [17], remdamiesi Riemann’o hipoteze, jrodé, kad Riemann’o dzeta

1
2
aibéje C (zr. 5 pav., a). I klausima, ar Riemann’o dzeta funkcijos reiksmiy aibé ant kritinés

funkcijos reikSmiy aibé ant vertikalios tiesés, kuri guli pusplokstumeéje Res < néra tirsta

tiesés yra visur tirsta aibéje C néra atsakyta (Zr. 1 pav.). Atkreipkite démesj, kad 5 paveikslo

(a) ir (b) dalyse kreivé nutolusi nuo koordinaciy pradzios. Jeigu Riemann’o hipotezé teisinga,

tai 5 paveiksle pavaizduotos kreivés niekada nekerta koordinaciy pradzios visiems realiesiems ¢.
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Disertacijos rezultatai, susije su Riemann’o dzeta funkcija (pirmojo

disertacijos skyriaus apzvalga)

- /
—
e —

—
[ f/ —

-
\
\\
|

\\\\ \ \\‘\\

6 pav.: Pavaizduota kreivé ¢ — ((3 +it), kai ¢ kinta nuo 0 iki 50: (a) juodi taskai yra Gram’o taskai
tn(0), (b) juodi taskai yra apibendrintieji Gram’o taskai t,(27).

I§ paveikslo matyti, kad kreivés ¢ — ( (% +it) realioji dalis linkusi biiti teigiama. Tai pastebéjo
Edwards’as ir savo monografijoje [12] rasé "...the real part of ((s) has a strong tendency to be
positive” ! (p. 121). Kritiné tiesé yra riba, skirianti kreives ¢ — ((o + it), + < o < 1, kurios
yra visur tirStos aibéje C, nuo kreiviy t — ((o + it), o0 < %, kurios néra visur tirstos aibéje C
(jeigu galioja Riemann’o hipotezé). Klausimas, ar kreivé t — ((% + it) yra visur tirSta aibéje
C, yra sunkus ir neiSsprestas uzdavinys. Pagrindinis disertacijos rezultatas yra isvada (1.5.1),
kuri teigia, kad kreivé t — ( (% +it) pleciasi | visas puses, t. y. jeigu mes nubrésime apskritima,
kurio centras yra koordinaciy pradzioje ir spindulys lygus 7', bei nubrésime spindulj einantj is
apskritimo centro, tai kreivé ¢ — ((3-+it) kirs nubréZta spindulj be galo daug karty uz apskritimo
riby (Zr. 4 pav.). Atskiras iSvados (1.5.1) atvejis gali buti formuluojamas taip: Riemann’o dzeta
funkcija ant kritinés tiesés jgyja be galo daug neigiamy reiksmiy ir jos yra neapréztos. Véliau
grieztai suformuluosime aptartg rezultata.

Pradékime nuo Riemann’o dzeta funkcijos funkcinés lygties
C(s) = A(s)¢(1 — s), da  A(s) :=2°7°'T(1 — s)sin(Z2). 4)

I§ karto turime, kad A(s)A(1 — s) = 1. Taigi A(3 +it) igyja reikSmes visiems realiems ¢ i§ vie-
netinio apskritimo, esan¢io kompleksinéje plokStumoje (vienetinio apskritimo centras sutampa

su koordinaciy pradzios tasku). Pasirinkime kampa ¢ € [0, 7). Lygties
el — A(% +it)

teigiamuosius sprendinius sudéliokime didéjimo tvarka ir pazymékime ¢, (¢) visiems n € N.
Gauta seka yra kreives ¢ — ((5 + it) ir tiesés e’’R susikirtimo taskai (zr. 6 pav.: (a) ¢ =0, (b)
o= %W)

Sprendiniai ¢,,(0) yra vadinami Gram’o tagkais. Jais naudodamasis Gram’as [20] 1903 m.
irodé, kad pirmieji 15 netrivialiyjy nuliy yra ant kritinés tiesés. Gram’as jrodyme naudojosi

Gram’o désniu, kuris teigia, kad tarp dviejy Gram’o tasky yra vienas netrivialusis nulis. Sis

L . realioji ¢(s) dalis linkusi biiti teigiama".
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désnis neteisingas. Titchmarsh’as [44] jrodé, kad Gram’o désnis turi be galo daug iSiméiy.

Iki Siol buvo tik zinoma, kaip rasti Gram’o taskus ¢,(0) (4r. 6 pav., a). Disertacijoje
pristatomas metodas, padedantis rasti apibendrintuosius Gram’o taskus t,(¢), kai ¢ € [0,7)
(7r. 6 pav., b).

Tarkime, kad e’wg(% +itn(9)) yra realus. Tada rasysime ¢} (¢) vietoj ¢, (), jeigu e*i‘i’((% +
itn (@) = 0, ir t, (¢), jeigu e "?((3 + it,(¢)) < 0 (Zr. 7 pav., a ir b).

7 pav.: Pavaizduotos kreivés ¢ — ((3 +it), kai ¢ kinta nuo 0 iki 50: (a) juodi taskai zymi ¢(3 +it, (27))
reiksmes taskuose ¢} (27), (b) juodi taskai zymi reiksmes ((3 + it, (27)) taskuose ¢, (27).

Dabar suformuluosime svarbiausia disertacijos rezultata.

Isvada (1.5.1). Bet kuriam ¢ € [0,7) egzistuoja kiek norima didelés teigiamos ir neigiamos
reiksmés e "*(( + it,(¢)). Tiksliau,

. 5
max_|¢( +itE(9))] > (log )%
0<tyn (9)<T

Jeigu Riemann’o hipotezé yra teisinga, tai kiek norima mazZam teigiamam dydzZiui § > 0

max_[¢( +itE(¢))| > (log T)? .
0<tn (9)<T

Suformuluota isvada leidzia geriau suprasti, kaip elgiasi kreivé ¢ — ( (% + it), ir suteikia
naujy jzvalgy, kurios gali padéti iSspresti uzdavinj, susijusj su Sios kreivés visur tirStumu aibéje
C. Isvada jrodoma naudojantis beveik visomis disertacijoje jrodytomis teoremomis. Metodas
buvo pristatytas Kalpoko, Korolev’o ir Steuding’o [29].

Kita isvada suteikia daugiau informacijos apie ekstremaliasias reikSmes. Nubréze tiese, kuri
kerta koordinaciy pradzios taska, galime jrodyti, kad ant Sios tiesés yra bent viena ekstremali

reikSme (7Zr. 4 pav.).

Isvada (1.5.2). Tegu ¢ # % ir ¢ € [0,7) Tada

. 1 log T
L 1 _logT"
o ax (5 +itn(0))] > exp <<2 + 0(1)) log logT> '

Sia isvada jrodysime taikydami Soundararajan’o [40] metoda. Nors (3) jvertis yra stipresnis

uz musy gauta jvertj, taciau musy jvertis lokalizuoja ekstremaliasias reikSmes.

12



Toliau isdéstytos teoremos, kurios reikalingos iSvadoms (1.5.1) ir (1.5.2) jrodyti bei pateikia-
mos trys papildomos isvados.

Pradékime nuo teoremos, kuri parodo, kiek yra apibendrintyjy Gram’o tasky intervale (0, 7.

Teorema (1.2.1). Tolygiai visiems ¢ € [0,7), kai T — o0,

T
Z — log 7T O(logT).

27r
0<tn(¢)<T

Toliau mes jrodome asimptotines formules pirmajam, absoliu¢iajam antrajam ir treciajam

momentams.

Teorema (1.2.2). Tolygiai visiems ¢ € [0,7), kai T — oo,

, T T 1
1 g\ 5 +e€
Z ¢ (3 +1t) —2€z¢COS¢%IOg%+O(T2 ) (5)
0<tn(p)<T
i
2
1 . 2 T T T T
1 - log — 2¢ + 2 cos(2 -
> G+ 2W( o5 ) + (2 + 2c05(20)) o~ log 5 —
0<tn(p)<T
T
+o—+0(TH). (6)
2m
Cia ¢ :=limy_o00(+ Zf:[ 1 —logN) = 0,577 ... yra BEuler-Mascheroni konstanta.

Teorema (1.2.3). Tolygiai visiems ¢ € [0,7), kai T — oo,

> G+

, T T T T
= 2e"? cos p—Ps3 | log — | + eQw’ log —+0(7).
27 27 27e

Cia P3(logT) yra suskaiciuojamas 3-ojo laipsnio polinomas.

Irodymuose naudojamés konturiniu integravimu kartu su Cauchy teorema bei balno tasko
technika. Paprastuosius polius, kuriy rezidiumai lygus vienetui, apibendrintuose Gram’o tas-
kuose randame naudodamiesi Kalpoko ir Steuding’o [28] atrastu metodu.

Kita teorema nagrinéja absoliu¢iyju Riemann’o dzeta funkcijos (ir jos iSvestiniuy) reikSmiy

apibendrintuose Gram’o taskuose sumas.

Teorema (1.3.7). Visiems racionaliesiems k > 1 ir visiems neneigiamiems sveikiesiems I,

tolygiai visiems ¢ € [0,7), kai T — oo,

2%
Z ‘Q(l)( + ity ((25))‘ >>T(logT)k2+2kl+1.
0<tn(¢)<T

Tikslyji apatiniy réziy jvertinimo metoda atrado Rudnick’as ir Soundararajan’as [39]. Noré-
dami juo remtis, taikome Kalpoko ir Steuding’o [28] metoda ir apibendrintaja daliklio funkcija,
naudotg Heath-Brown’o [23].

Toliau nagrinégjame virSutinius rézius. Pagrindiné idéja yra pristatyta Soundararajan’o [41],

o diskretusis atvejis nagrinétas Milinovich’iaus [32].
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Teorema (1.4.1). Tarkime, Riemann’o hipotezé yra teisinga. Visiems neneigiamiems sveikie-

siems k ir 1, tolygiai visiems ¢ € [0,7), kai T — oo,
2k 2
Z ‘C(l) (3 + ztn(qi)))‘ ke T(log Tk T2kiF1+e,
0<tn(¢)<T

Visiems neneigiamiems realiesiems k, tolygiai visiems ¢ € [0,7), kai T — oo,

. 2k 2
Z ‘C (% + ztn(¢))‘ Lp,e T(log T)k Flte,
0<tn (¢)<T
Paskutinés trys isvados parodo diskreciyjy ir tolydziyju momenty sarysj. Diskreciuosius
momentus su tolydziaisiais susiejame integruodami diskreciuosius momentus kampo ¢, ¢ €

[0, 7), atzvilgiu. Budas buvo atrastas Christ’aus ir Kalpoko [4, 5].

Isvada (1.5.4). Kai T — oo,

2me

/OTC (3 +it) d(0(t)) % log - +0 (T%+6) ,

T 2
L)l —z —T Z 7T Z 1+e
/0 € +it)[d(6(1) =35 <log2m> + 205 log o — + 5 +O(T )
T
1 i) —Z T %—O—e
[ ¢ a0 =S ros 0+ 0 (13+).

Cia 0(t) yra Riemann-Siegel’io funkcija.

IS Isvados (1.5.4) gauname jau Zinomus apatinius ir virSutinius tolydziujy momenty rézius

(Zr. 2 pav.).

Isvada (1.5.5). Visiems racionaliesiems k > 1 ir visiems neneigiamiems sveikiesiems 1, kai
T — oo,

T 2k 2
/ ‘g‘(” (3+ it)‘ > T(log T)F +2H!.
1

Isvada (1.5.6). Tarkime, Riemann’o hipotezé yra teisinga.

Visiems neneigiamiems realiesiems k, kai T — oo,
r 2k 2
/ ¢ (5 +it)|™ < T(logT)* *<.
1
Visiems neneigiamiems realiesiems k ir visiems teigiamiems sveikiesiems [, kai T — oo,
T 2k R
/ ‘c(” (3 —H't)’ < T(log T)F +2kl+e,
1
Sia i$vada baigiame pirmojo disertacijos skyriaus apzvalgg.

Dirichlet L-funkcijos

Nors Dirichlet L-funkcijos pirma karta buvo panaudotos ankséiau uz Riemann’o dzeta funkcija,
taciau jos vadinamos Riemann’o dzeta funkcijos apibendrinimu. Viena suformuluoty Dirichlet
L-funkcijoms hipoteziy teigia, kad skirtingos primityviosios Dirichlet L-funkcijos neturi bend-
ry netrivialiyjy nuliy (Fujii [15, Conjecture 3|, Perelli [35]). Siekdamas iSspresti §j uzdavinj,

Fujii [13] jrodeé, kad jeigu xi ir x2 yra skirtingi primityvieji charakteriai, kuriy moduliai yra
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g, tai funkciju L(s, x1) ir L(s, x2) teigiamoji nuliy proporcija neturi bendryju nuliy. Funkcijos
L(s,x1) ir L(s, x2) turi bendraji nulj p, jeigu L(p,x1) = L(p, x2) = 0 esant tam paciam mul-
tiplikatyvumui. Tare, kad Riemann’o hipotezé yra teisinga, Conrey, Ghosh’as ir Gonek’as [§]
jirodé, kad daugiausia dvi treciosios Riemann’o dzeta funkcijos nuliy sutampa su L(s, x) nuliais,
kai x yra neprincipinis charakteris. Conrey, Ghosh’as ir Gonek’as [8] pastebéjo, kad naudojantis
ju metodu ir tarus, jog galioja apibendrinta Riemann’o hipotezé (Riemann’o hipotezés analogas
Dirichlet L-funkcijoms), galima jrodyti, kad dvi Dirichlet L-funkcijos turi daugiausia dvi tre-
Cigsias sutampanciy nuliy, kai Dirichlet L-funkcijy charakteriai yra skirtingi. Daugiau apie tai

galima suzinoti i§ Raghunathan’o [37] straipsnio.

Disertacijos rezultatai, susije su Dirichlet L-funkcijomis (antrojo diser-

tacijos skyriaus apzvalga)

Tegu s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Apibrézkime Dirichlet L-funkcija

L0 =3 X oy,

Cia x(n) yra Dirichlet charakteris moduliu ¢. Kai x mod 1, gauname Riemann’o dzeta funkcija
L(s,x) = ¢(s). Apibendrintoji Riemann’o hipotezé teigia, kad kritinéje juostoje 0 < o < 1
kiekvienos Dirichlet L-funkcijos netrivialieji nuliai yra ant kritinés tiesés o = % Nuliai, esantys
kritinéje juostoje, vadinami netrivialiaisiais nuliais. Juos Zymime p, = (3, + i7y. Dirichlet
charakteris y mod ¢ vadinamas primityviuoju, jeigu jis néra padarytas is$ kito charakterio, kurio
modulis yra grieztai mazesnis uz q. Kiekvienam ¢ vienintelis principinis charakteris yra zymimas
Xo- Charakteris xg mod 1 yra vienintelis principinis ir primityvusis charakteris. Su Dirichlet

charakteriu y mod ¢ susijusi Gauss suma apibréziama

G(n,y) = Eq: x(a) exp (m“q”) .

a=1

Jeigu n = 1, Zymime 7(x) = G(1,x). Primityviajam charakteriui x mod ¢ galioja lygybé
|7(x)| = y/q ir principiniam charakteriui xo galioja lygybé 7(xo) = u(q), ¢ia u(q) yra Mébius

funkcija. Pradékime nuo pirmosios teoremos.

Teorema (2.2.1). Tegu A ir B yra teigiamos konstantos. Tegu 1 mod Q ir x mod ¢ yra primi-
tyvieji Dirichlet charakteriai ir x # . Tada tolygiai visiems Q < logA T ir visiems q < logB T

— Q)T T T T T
Z L(px7w)L(1*Pxﬂ/’):‘;)%10g2%+a1%log%+a2% (7)
0<yx £T

1——e
+0 (T 1054+€T) 3

dia realiosios konstantos a1, as priklauso tik nuo q, Q ir yra apibréztos (8) formuléje.
Jeigu tarsime, kad apibendrintoji Riemann’o hipotezé yra teisinga, tada (7) lygybés desinio-

stos pusés reiskinys turi buti pakeistas g

Y LG it 9P,

0<yx <T
0 paklaida bus lygi O(¢" e QT2+ + Q=T 4 (QT)=1¢) tolygiai visiems Q ir q.
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Pateikiame Teoremos (2.2.1) rezultata su suskaiciuotomis konstantomis aq ir as.

> Loen)Ll-pd) = S2 T (o g L1og 2 2105 1L (430 B ) 4
0<vx <T pl@Q
o) rQ 0\ ) (2 o e
[T (RO (Za.am+La.w) ©
+ Lf/ : <IZ/,/ - LL/> (L xv) + (LXW)]
300 Q) (O PIL(L () + (Rl )L, (re)?) Kt T

1——ge—
+0 <T 10g4+5T> .

Irodinédami teorema (2.2.1) naudojamés konturiniu integravimu kartu su Cauchy teorema,
balno tasko technika ir jvairiais rezultatais susijusiais su Dirichlet charakteriais.
Kita teorema apskaic¢iuoja pirmajj diskrety momenta, kai yra sumuojama Dirichelt L-funkcija

kitos Dirichlet L-funkcijos nuliuose.

Teorema (2.3.1). Tegu A ir B yra teigiamos konstantos. Tegu 1 mod @Q ir x mod ¢ yra pri-
mityvieji Dirichlet charakteriai ir x # . Tada tolygiai visiems Q < logA T irq<log®T

S Llpxot) =5 log 5L~ 5(a, Q)L XTI~ 1)7()

0T 2me d(Q) 27

L. T L
+ f(l’d}X)% +0 (Texp(—clog T)) ,

¢ia 6(q, Q) = 1, jeigu q|Q, ir 6(q,Q) = 0 kitu atveju; g yra principinis Dirichlet charakteris
mod@ ir ¢ yra teigiama absoliucioji konstanta.
Jeigu apibendrintoji Riemann’o hipotezé yra teisinga, tai paklaida bus lygi O ((TQ)1/2+Eq5)

tolygiai visiems @Q ir q.

Toliau pateikiamoje iSvadoje yra rastas apatinis rézis, kuris parodo, kiek maziausiai nesu-

tampanciy nuliy turi dvi skirtingos Dirichlet L-funkcijos.

Isvada (2.4.1). Tarkime, apibendrintoji Riemann’o hipotezé yra teisinga. Tegu A yra bet koks
teigiamas skaicius. Tegu 1 mod @ ir x mod q yra primityvieji Dirichlet charakteriai ir x # 1.
Tada tolygiai visiems q < (logT)* ir Q < (logT)?~¢

Q
Z 1>>WT.

0<x <T
L(1/2+7x,%)#0

Sia i$vada baigiame antrojo disertacijos skyriaus apzvalga.
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Disertacijos aktualumas

Pirmajame disertacijos skyriuje pristatomi nauji rezultatai, susije¢ su Riemann’o dzeta funkcija.
Autorius sprendzia uzdavinius, kurie yra susije su klasikiniais klausimais apie Riemann’o dzeta
funkcija: kreivés t — ( (% +it) visur tirstumas aibéje C, ekstremaliosios reiksmés. Siy uzdaviniy
istorija siekia daugiau nei 100 mety. Disertacijoje pateikiami rezultatai, kurie padeda lokalizuoti
ekstremaligsias reik§mes ir parodo, kad kreive t — ((3 + it) pleciasi i visas puses kompleksiniy
skaic¢iy plokstumoje. Sprendziant minétus uzdavinius, disertacijoje pristatomi ir iSnagrinéjami
naujo tipo Riemann’o dzeta funkcijos diskretieji momentai.

Antrajame disertacijos skyriuje pateikiami nauji rezultatai, susije su Dirichlet L-funkcijomis.
Sumuojama Dirichlet L-funkcija kitos Dirichelt L-funkcijos netrivialiuosiuose nuliuose. Randami
pirmasis ir antrasis momentai. Disertacijoje pagerinama pirmojo momento paklaida ir randamas
antrasis momentas. IS gauty rezultaty padaroma isvada, kuri yra zZinoma, taciau yra tolydi
Dirichlet charakteriy moduliy atzvilgiu.

Disertacija yra aktuali ir joje taikomi metodai bei gauti rezultatai turi islieckamaja verte.

Disertacijos tikslai ir uzdaviniai

Riemann’o dzeta funkcijos diskretieji momentai

Pagrindinis disertacijos tikslas buvo nagrinéti Riemann’o dzeta funkcijos reikSmiy pasiskirstyma,
kuris yra glaudZiai susijes su kreivés t — ¢( % + it) elgesiu. Ieskant budy, kaip tyrinéti kreivées
elgesj, buvo apibendrinti Gram’o taskai ir atrasti naujo tipo diskretieji Riemann’o dzeta funkcijos

momentai

k
ST, ) = (5 +i)
(¢)<T

ir ok
Sea(To0) = Y

0<tn(¢)<T

¢ (; + itn(czﬁ))

Mes ieskome sprendimy siems uzdaviniams:
1. Rasti asimptotines formules So(T, ¢), S1(T, ¢), S3(T, @), S1.0(T, ¢).

2. Rasti apatinius rézius Sk (T, ¢), kai k > 1 yra racionalusis skai€ius ir [ yra neneigiamas

sveikasis skaicius.

3. Tarus, kad Riemann’o hipotezé teisinga, rasti virSutinius rézius Sy o(7, ¢), kai k yra ne-

neigiamas realusis skaicius.

4. Tarus, kad Riemann’o hipotezé teisinga, rasti virsutinius rézius Sy (T, ¢), kai k ir [ teigiami

sveikieji skaiciai.

Naudojantis isvardyty uzdaviniy rezultatais gauti kiek galima daugiau informacijos apie Rie-

mann’o dzeta funkcijos reikSmiy pasiskirstyma.
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Dirichlet L-funkcijy sumos

Kitas disertacijos uzdavinys istirti Dirichlet L-funkcijos reiksmiy kitos Dirichlet L-funkcijos ne-

trivialiuosiuose nuliuose suma ir rasti Sios sumos pirmajj ir antraji momentus

Z L(pX’¢)’ Z L(p)ow)L(l_vaE)'

0<yx =T 0<yx <T

Metodai

Mes taikome neseniai paskelbtus Rudznik’o ir Soundararajan’o [39], Soundararajan’o [40, 41]
metodus, taip pat gerai zinomus Conrey, Gosh’o ir Gonek’o [7, 8, 9, 10] metodus. Daznai naudo-
jamos teoremos iS matematinés analizés ir kompleksinio kintamojo funkcijuy teorijos (konturinis
integravimas, Cauchy teorema, aproksimavimo metodai, jver¢iy skaiCiavimas), Dirichlet cha-
rakteriy savybés. Taikomi nauji metodai, atrasti Christ’aus, Kalpoko, Korolev’o ir Steuding’o
[4, 5, 28, 29].

Naujumas

Dauguma disertacijoje gauty rezultaty yra nauji. Seniau zinomi rezultatai gauti naudojant

naujus metodus.

Teiginiai, pristatomi gynimui
Pagrindiniai teiginiai:
o Kreivet— ¢ (%—i—it) pleciasi i visas puses kompleksiniy skai¢iy plokstumoje (isvada (1.5.1)).

o Riemann’o dzeta funkcijos ekstremaliasias reiksmes galima lokalizuoti ant tiesiy kertanciy

koordinaciy pradzia (iSvada (1.5.2)).
Apibrézkime Riemann’o dzeta funkcijos diskre¢iuosius momentus

2k

1 k
o= 5 ((zrim@) w sure- ¥

0<tn(¢)<T 0<tn()<T

0 (5 + itnle) )

Papildomi teiginiai, i$ kuriy isplaukia pagrindiniai teiginiai:
1. Rastos asimptotinés formulés So(T, ¢), S1(T, ¢), Ss(T, ¢) ir S1,0(T, ¢).

2. Rasti apatiniai réziai Sy (T, ¢), kai k > 1 yra racionalusis skaiCius ir [ yra neneigiamas

sveikasis skaicius.

3. Tarus, kad Riemann’o hipotezé teisinga, rasti virSutiniai réziai Sy o (T, ¢), kai k yra nenei-

giamas realusis skaiéius.

4. Tarus, kad Riemann’o hipotezé teisinga, rasti virSutiniai réziai Sy ;(T', ¢), kai k ir [ teigiami

sveikieji skaiciai.

5. Rastos asimptotinés formulés sumoms

Z L(Pxﬂ/))v Z L(Px,iﬁ)L(l*anE)'

0<y <T 0<y <T
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Aprobacija
Konferencijos

e 2011. Penktoji tarptautiné konferencija Jono Kubiliaus garbei "Analiziniai ir tikimybiniai

metodai skai¢iy teorijoje" (rugséjo 4-10), Palanga.
e 2011. 27th Journees Arithmetiques (birzelio 26-liepos 1), Vilniaus universitetas.

e 2008. New Directions in the Theory of Universal Zeta and L Functions (spalio 6-10),

Wiirzburg’o universitetas (Vokietija).

e 2008. International Conference on Number Theory dedicated to the 60th birthday of

Professor Antanas Laurincikas (rugpjucio 11-15), Siauliy universitetas.
e 2008. 49-0ji Lietuvos matematiky draugijos konferencija (birZelio 25-26), Kaunas.
Vizitai

e 2011. Vizitas pas prof. Jorn’a Steuding’a Wiirzburg’o universitete (kovas), Wiirzburg’as
(Vokietija).

e 2010. Vizitas pas prof. Jerzy Kaczorowski Adam’o Mickiewicz’iaus universitete (vasaris),

Poznan’é (Lenkija).

e 2009. Vizitas pas prof. Jorn’a Steuding’a Wiirzburg’o universitete (2009 rugséjo 1-2010
sausio 31), Wiirzburg’as (Vokietija).

e 2009. Vizitas pas prof. Jorn’a Steuding’a Wiirzburg’o universitete (balandzio 24-birzelio
24), Wirzburg’as (Vokietija).

o 2008. Vizitas pas prof. Alberto Perelli Genova universitete (gruodzio 1-14), Genova
(Ttalija).

Mokyklos

e 2009. Winter school on explicit methods in Number Theory (sausio 26-30), Debrecen’o

universitete (Vengrija).

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti visose konferencijose ir visy vizity metu. Pagrindiniai
disertacijos rezultatai buvo pristatyti Vilniaus universiteto matematikos ir informatikos fakulteto

Tikimybiy teorijos ir skaic¢iy teorijos katedros seminaruose.
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(2010), 201-229.

4. R. Garunkstis, J. Kalpokas, J. Steuding, Sum of the Dirichlet L-function over nontrivial
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5. J. Kalpokas, Sum of the periodic zeta function over the nontrivial zeros of the Riemann
zeta function, R. Steuding (ed.) et al., New directions in value-distribution theory of zeta
and L-functions. Proceedings of the conference, Wiirzburg, Germany, October 6—10, 2008.
Shaker Verlag. (2009), 121-130.
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Tteikti straipsniai

1. T. Christ, J. Kalpokas, Lower bounds of Discrete moments of the derivatives of the Rie-
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Isvados

Disertacijoje jrodyti pagrindiniai teiginiai:
o Kreivé t — ((1+it) pleciasi | visas puses kompleksiniy skai¢iy plokStumoje (isvada (1.5.1)).

e Riemann’o dzeta funkcijos ekstremaliasias reikSmes galima lokalizuoti ant tiesiy, kertanciy

koordinaciy pradzia (iSvada (1.5.2)).

Apibrézkime Riemann’o dzeta funkcijos diskreciuosius momentus

2k

1 k
STo= 5 (@) b osuTe- ¥

0<tn(9)<T 0<tn (¢)<T

d“(;+ﬁ4@)

......

1. Rastos asimptotinés formulés So (T, ¢), S1(T, @), Ss(T, ¢) ir S1,0(T, ¢).

2. Rasti apatiniai réziai Sy (T, ¢), kai k > 1 yra racionalusis skai¢ius ir [ yra neneigiamas

sveikasis skaicius.

3. Tarus, kad Riemann’o hipotezé teisinga, rasti virSutiniai réziai Sy o(T, ¢), kai k yra nenei-

giamas realusis skaicius.

4. Tarus, kad Riemann’o hipotezé teisinga, rasti virSutiniai réziai Sy ; (T, ¢), kai k ir [ teigiami

sveikieji skaiciai.

5. Rastos asimptotinés formulés

Z L(pX’w)v Z L(Pxﬂ/))L(l—Px@)-

0<yx T 0<x T
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Summary

In mathematics, analytic number theory is a branch of number theory that uses methods from
mathematical analysis to solve problems that concern the integers. It is often said to have begun
with Dirichlet’s introduction of Dirichlet L-functions.

In analytic number theory one of the main investigation objects is the Riemann zeta function.
Let s = o+t be a complex variable. In Figure we find the curve ¢t — ¢ (% +it). The curve crosses
the origin, i.e. ¢ (% + it) = 0 for some ¢. The Riemann hypothesis states that all non-trivial

zeros of the Riemann zeta function lie on the critical line o = %

8 pav.: Curve t — ((3 + it), where ¢ varies from 0 to 50.

In Figure we see that the curve ¢t — C(% + it) is positive. It was noticed by Edwards [12].
In his monography he wrote "...the real part of ((s) has a strong tendency to be positive." (page
121).

The critical line is the limit that separates a curve t — ((o +it), 3 < o < 1 that is dense
in C from a curve ¢t — ((o +it), o < 3 that is not dense in C (under the Riemann hypothesis).
The question whether the curve t C(% +it) is dense in C is open. The main result of the
thesis Corollary (1.5.1) states that the curve t — ((5 + it) expands to all direction on the
complex plane. The separate case could be stated in this way the Riemann zeta function obtains

infinetely many unbounded negative values on the critical line.
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