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1 Jzanga

1 Jzanga

Mus dominantis objektas Sioje disertacijoje yra tam tikry dzeta funkcijy a
reikSmiy pasiskirstymas. Tarkime, kad s = o + it yra kompleksinis skaic¢ius,
o o ir t yra realieji. Funkcijos, kurias nagrinéjame, yra kompleksines, t. y.
f: C — C, kur C yra kompleksiniy skaiciy aibé. Funkcijos f a reikSmeés,
kur a kompleksinis, yra tokie kompleksiniai skaiciai s, kad galioja f(s) =
a. Kitaip tariant, funkcijos f a reikSmés yra skaiciaus a pirmvaizdziai.
Analizinéje skaiciy teorijoje ypac aktualu yra tirti atskira atveji, kai a = 0.
Tokiu budu mes kalbame apie funkcijy nulius.

Viena svarbiausiy funkcijuy analizinéje skaiciy teorijoje yra Riemann’o

dzeta funkcija ¢. Ji apibréziama Dirichlet eilute

C(s) = Zni

n=1

Si eiluté konverguoja absoliu¢iai kompleksinéje pusplokstumeéje o > 1, turi
paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu 1 bei meromorfiskai pratesiama j
likusig kompleksinés plokstumos dalj.

Svarbi Riemann’o dzeta funkcijos savybé—jos rysSys su pirminiy skaiciy

teorema. Tarkime, p yra pirminis skaic¢ius. Apibrézkime funkcija 7(z) suma

m(x) = Z L.

p<w

Kitaip sakant, funkcija 7(z) parodo, kiek i$ viso yra pirminiy skaiciy iki =

imtinai, kur x yra realusis skai¢ius. Pirminiy skaiciy teorema teigia

(z) = /2 1§£8+R(x).

Cia R(z) yra lickamasis narys. Iki Siol nejrodyta Riemann’o hipotezé teigia,

kad visi netrivialieji Riemann’o dzeta funkcijos nuliai yra issidéste and krit-
inés tieseés o = 1/2. Jei Riemann’o hipotezeé yra tesinga, tai lickamasis narys

R(z) igyja maziausia reiksme

R(z) = O(v/zlogx).

Vertéty paminéti, kad trivialieji Riemann’o dzeta funkcijos nuliai yra
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issidéste ties lyginiais neigiamais sveikaisiais skaiciais. Sis faktas isplaukia

is funkcinés lygties, kuria Riemann’o dzeta funkcija tenkina
¢(s) = 27 sin (g) (1 — $)C(1 - s).

Cia T yra Euler’io gama funkcija, kuri apibendrina faktoriala

Desinéja Sios lygybés puséje p perbéga visus pirminius skai¢ius. Sias trys
Riemann’o dzeta funkcijos savybes, t. y. iSraiskag Dirichlet eilute, funkcine

lygtj ir Euler’io sandauga, daznai tenkina ir kitos dzeta funkcijos.
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Mes savo disertacijoje nagrinéjame Selberg’o dzeta funkcijas, susietas su
kompaktiniais bei baigtinio turio Riemann’o pavirsiais. Mus domina, kaip
yra pasiskirsCiusios siy funkcijy a reiksmés. Akivaizdu, kad su fiksuotu a,
siy funkcijy a reikSmés yra taskai kompleksinéje plokstumoje. Taigi yra
prasme kalbéti apie horizontaly ir vertikaly Siy tasky pasiskirstyma. Hor-
izontalus pasiskirstymas atitinka Sity funkcijy a reiksSmiy realiyjuy daliy,
o vertikalus—menamyjy daliy issidéstyma. Musy pagrindiniai rezultatai
rodo, kad dauguma Selberg’o dzeta funkcijy realiyjy daliy yra susispietu-
sios apie 1/2, o menamosios dalys yra tolygiai pasiskirs¢iusios moduliu 1.
Disertacijos pabaigoje mes tyrinéjame placig dzeta funkcijy klase, vadi-
nama ispléstine Selbeg’o klase. Mes parodome, kad tiek funkcijos, priklau-
sancios Siai klasei, tiek jy iSvestinés turi apytikriai tokj pat netrivialiy nuliy

skaic¢iy ] kaire nuo kritineés tiesés o = 1/2.
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3 Metodika

Disertacijoje remiamasi standartiniais rezultatais iS kompleksinés analizés.
Naudajameés reziduumy teorema. Si teorema susieja funkcijos integralg uz-
daru konturu su funkcjos reziduumy suma konturo viduje. Skai¢iuojant
funkcijos a reiksmiy skaiciy tam tikroje srityje pravercia Littlewood’o teo-
rema. Taip pat naudojama Hadamard’o faktorizacijos teorema bei Jensen’o

teorema.
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Sioje disertacijoje pristatomi rezultatai remiasi originaliomis mokslinémis
publikacijomis. Jos praplecia kai kuriuos klasikinius rezultatus, ypac pasiek-
tus tyrinéjant Riemann’o dzeta funkcija. Disertacijos pradzioje pateikiami
svarbus klasikiniai pasiekimai is analizinés skaiciy teorijos, butent Speiser’io
rezultatas apie Riemann’o dzeta funkcijos bei jos iSvestiniy nuliy sarysj j
kaire nuo kritinés tieses ¢ = 1/2, taip pat Lindel6f’o hipotezé apie Rie-
mann’o dzeta funkcijos augima ant kritinés tiesés o = 1/2 bei jos ekvivalen-
tus, Selberg’o pédsako formulé apie tam tikro operatoriaus tikrines reikSmes,
Weyl’o kriterijus apie sekos tolygy konvergavimg moduliu 1, Littlewood’o
lema ir Jensen’o teorema.

Tolesniuose disertacijos skyriuose pateikiami originalus rezultatai. Pirma,
tyrinéjame Selberg’o dzeta funkcijas, susietas su kompaktiniais Riemann’o
pavirsiais. Parodome, kad dauguma tokiy funkcijy a reikSmiy yra susispi-
etusios aplink kritine tiese o = 1/2. Paskui nagrinéjame Selberg’o dzeta
funkcija, susieta su baigtinio turio Riemann’o pavirsiais, o butent tokiy
funkcijy a reikSmiy realiyjy daliy pasiskirstyma. Irodome, kad jos yra su-
sispietusios aplink 1/2, t.y. pacios a reikSmeés yra susispietusios aplink krit-
ine tiese. Véliau parodome, kad Selberg’o dzeta funkcijy, susiety su kom-
paktiniais Riemann’o pavirsiais, menamosios dalys yra tolygiai pasiskirsc¢iu-
sios moduliu 1. Galiausiai pereiname prie Speiser’io kriterijaus. Pats Speiser’is
nagrinéjo tik Riemann’o dzeta funkcijos atvejj. Mes prapleciame jo rezultata
visai iSpléstinei Selberg’o klasei, jrodydami, kad funkcijos, priklausancios
siai klasei bei jy isvestinés turi apytikriai tokj pat nuliy skaiciy j kaire nuo

kritinés tiesés o = 1/2.
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Panagrinekime Selberg’o dzeta funkcijas. Sios funkcijos siejamos su Rie-
mann’o pavirsiais. Apibrézkime juos. Riemann’o pavirSius X yra vienmatis
kompleksinis manifoldas. Tai reiskia, kad lokaliai kiekviename Riemann’o
pavirsiaus X taske turime struktura, analogiska kompleksinés plokstumos
tasko aplinkai. Taciau globaliai Riemann’o pavirSius nebutinai elgiasi kaip
kompleksiné plokstuma. Pavyzdziui, sfera ar toras yra Riemann’o pavirsiai.

IS topologijos mes turime paprasto jungumo savoka. Topologiné erdvé yra
paprastai jungi tada ir tik tada, kai kiekvienas takas tarp dviejy fiksuoty
tasky gali buti tolydziai deformuotas j bet kokj kita tokj taka neiseinant uz
erdvés riby bei paliekant tuos pacius tako galus. Uniformizacijos teorema
teigia, kad paprastai jungus Riemann’o pavirsiai yra konformaliai ekviva-
lentus vienam is trijy Riemann’o pavirsiy: vienetiniam atviram diskui, kom-
pleksinei plokstumai ar Riemann’o sferai. Pastaroji gali buti jsivaizduojama
kaip kompleksiné plokstuma su prijungtu tasku co. Atitinkamai, Riemann’o
pavirsiai klasifikuojami j hiperbolinius, parabolinius bei elipsinius.

Mus dominantys Riemann’o pavirsiai yra kompaktiniai, kuriy eilé yra
didesné arba lygi 2 bei baigtinio turio Riemann’o pavirSiai. Kompaktinio
Riemann’o pavirsiaus eilé gali buti suvokiama kaip skyliy skaicius pavirsi-
uje. Pavyzdziui, Riemann’o sferos eilé yra 0, toro—1 ir pan. Tokiy Rie-
mann’o pavirsiy, t. y. kompaktiniy su eile daugiau arba lygu 2, tipas
yra hiperboliniai pavirsiai. Vienas budas juos jsivaizduoti yra kaip Fuchs’o
grupés I' € PSL(2,R) veikimg j virsuting kompleksing pusploksume¢ H =
{o+it :t > 0}. Cia PSL(2,R) yra projektyviné specialioji tiesiné grupeé,
grupés SL(2,R) tam tikras pogrupis. Grupe SL(2,R) sudaro 2 x 2 matri-
cos su realiaisiais koeficientais bei determinantu 1. Grupé PSL(2,R) yra
gaunama prafaktorizavus SL(2,R) pagal aibe {I,—I}, kur I yra vienetiné
matrica, t.y. Sios faktorgrupés ekvivalentumo klasés yra sudarytos is dviejy
elemety: A € SL(2,R) bei —A. Apibrézkime matricos A veikimg j virsutine
kompleksine pusplokstume

a118 + a2
Als) = ———,
a218 + a99
kur a11, a1, as1 ir ase yra matricos A koeficientai bei s € H. Fuchs’o grupés

[’ yra diskretus PSL(2,R) pogrupiai. Padalinkime virsutine kompleksine
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pusploksume H j ekvivalentumo klases, kur = ekvivalentu y tada ir tik tada,
jei egzistuoja tokia A € T', kad galioty A(z) = y. Pavirsius, gautas pasirinkus
lygiai po viena atstova iS kiekvienos ekvivalentumo klasés, ir yra norimas
Riemann’o pavirsius.

Baigtinio turio Riemann’o pavirsiaus pavyzdys—Riemann’o pavirsius,
susietas su moduline grupe PSL(2,Z). Jis atsiranda iS modulinés grupes
veikimo j virSutine kompleksine pusploksume H. Moduliniy formy teori-
joje irodoma, kad Sios grupés generuota fundamentalioji sritis, t. y. sri-
tis, susidedanti paémus lygiai po viena elementg is kiekvienos PSL(2,7Z)
ekvivalentumo klasés, yra vertikalus “strypas.” Pavadinkime ji 7. Tada
s = o +it € F tada ir tik tada, jei |s| > 1, —1/2 < o < 1/2 bei dalis
vienetinio apskritimo lanko |s| =1su —1/2 <o <0.

Selberg’o dzeta funkcijos Z, susietos su Riemann’o pavirSiais, yra api-

bréziamos Euler’io sandauga

- 1
Z(s)::HH(l—W).

{Po} k=1

Sioje lygybéje Py yra pirminés geodezés, o N(P,) yra jy normos. Pirminés
geodezes gali buti jsivaizduojamos kaip pirminiai skaiciai naturaliyjy skaiciy
aibéje. Si lygybeé galioja, kai o > 1. ] likusia kompleksinés plokstumos
dalj ji yra gaunama is taip vadinamos Selberg’o pédsako formulés, su kuria
skaitytojas gali susipazinti disertacijoje. Selberg’o dzeta funkcijos taip pat
tenkina funkcing lygti. Selberg’o dzeta funkcijy, susiety su baigtinio turio
Riemann’o pavirsiais, funkciné lygtis yra gerokai sudétingesné negu kom-
paktiniu atveju.

Mums taip pat prireiks tolygaus pasiskirstymo moduliu 1 sgvokos. Tarkime,
turime realiy skaiciy seka (a,). Tarkime, = yra realus skaicius. Pazymeékime
[z] didziausia sveikajj skaiciy, kad galioty [z] < z. Skaiciy [z] vadiname
skaciaus z sveikgja dalimi. Apibrézkime {x} := x—[z]. Skaiciy {z} pavadinkime
skaiciaus = trupmenine dalimi. Akivaizdu, kad {z} € [0,1). Tarkime, kad
funkcija A(F; N;(x,)) parodo, kiek sekos (x,) nariy patenka j aibe E, ¢ia
1 <n<N. Seka w = (x,) yra tolygiai pasiskirs¢iusi moduliu 1 tada ir tik

tada, jei
A([a, b); N wi)

n

—b—a, N — oo.
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Cia w; yra sekos w nariy trupmeniniy daliy seka.
Paskutinéje disertacijos dalyje tyrinéjame ispléstine Selberg’o klase S7.

Jai priklausancios funkcijos F' tenkina salygas

o [ galima isreiksti Dirichlet eilute

o0

F(s) = YR

n=1

an,

kuri absoliuciai koverguoja pusplokstuméje o > 1.

o« Egzistuoja toks k € N, kad (s — 1)*F yra sveikoji funkcija visoje kom-

pleksinéje plokStumoje.

o Funkcija F' tenkina funkcine lygtj

®(s) = F(s)Q" [ [T ys + 1),

J=1

kur @ > 0, Aj >0, %(Mj) >0ir |w| = 1.

Jei funkcing lygti (1) duotai funkcijai F € S# galima parinkti nebiitinai
vieninteliu budu, skaicius dp := Z;Zl Aj yra invariantas bei naturalus.

Pagrindiniai disertacijos rezultatai yra Sie

o Tarkime, N(a,T) yra netrivialiy Selberg’o dzeta funkcijos Z, susietos
su kompaktiniu eilés g > 2 Riemann’o pavirSiumi, a reiksmiy skaicius
srityje 0 < 7 < t < T. Cia 7 yra toks, kad Z neturi netrivialiy

reikSmiy srityje 7 < ¢t. Jei a # 1, turime
N(a,T) = (g — 1)T? + o(T).
Jei a =1, turime
o T
N(1,T)=(g—1)T* — %log N(Poo) + o(T).

Cia N(Py) yra tam tikro pirminio elemento i§ atitinkamos Fuchs’o

grupés I' norma.
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o Tarkime, N~ (a,0,T) yra netrivialiy Selberg’o dzeta funkcijos Z, susi-
etos su kompaktiniu eiles ¢ > 2 Riemann’o pavirSiumi, a reikSmiy
skaiCius srityje 7 < t < T, 0 < 1/2 —§. Atitinkamai, N*(a,d,T) yra
Z netrivialiy a reikSmiy skaicius srityje 7 < t < T, ¢ > 1/2 + 4,
0 No(a,o0,T) yra netrivialiy a reikSmiy skaicius srityje 7 < ¢t < T,
1/2—6<o<1/2+6. Cia

_ (loglogT)?
logT
Tada
B (a,6,T 1°
N~ (a,0,T) + N (a,d, )<<W

ir 2 -
N 0.7T)=(g— 1T O ——— .
0(a> ) ) (g ) =+ (IOgIOgT)
o Tarkime, Z yra Selberg’o dzeta funkcija, susieta su baigtinio turio
Riemann’o pavirsiumi. Tarkime, N(a,T) yra netrivialiy Sios funkcijos
a reikSmiy skaicius, kuriy menamosios dalys priklauso intervalui [0, 7]

ir a # 1. Tada galioja

N(a,T) = MTQ _ ﬂTlogT+ n1 —loggi —ny log2T+ olT),
47 T T
Jei a = 1, tada galioja
va,1) =YD My mZlogg mmlog2,,
47 m T

T
5 log N(Pyo) + o(T).

Cia n; yra Riemann’o pavirsiaus paraboliniy tasky skai¢ius. Konstan-
tos g1 apibrézimas sudétingas. Skatytojas turéty ziuréti disertacijos
4.1 skyrelj.

o Tarkime, N~ (a,0,T) yra netrivialiy Selberg’o dzeta funkcijos Z, susi-
etos su baigtinio turio Riemann’o pavirSiumi, a reikSmiy skaicius sri-
tyjer <t < T, o<1/2—4. Atitinkamai, N*(a,d,T) yra Z netrivialiy
a reikSmiy skaicius srityje 7 < t < T, 0 > 1/2+§, o No(a,0,T) yra
netrivialiy a reikSmiy skaicius srityje r <t <T,1/2-d <o < 1/2+4.
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Cia
_ (loglogT)?
logT
Tada
_ 06T T2
N~ (a,0,T)+ N (a,d, )<<W
ir 101) )
vol(M), o T
N()(a,5, T) = TT +0 (w) .

Tarkime, p, = B, + iv, yra Selberg’o dzeta funkcijos, susietos su baig-
tiniu Riemann’o pavirsiumi, a reikSmé. Netrivialioms 0 < v, < T ir

a # 1, mes turime

1 _on T /np m
Z (5 —6a> = 47TTlogT— o ( 5 + 5 log 7 + log|d(1)] 1oggl)
0<va<T

= L ogl1— o + o).
2

Jei atitinkamai a = 1, tada

1 oy T (n1 m
Z (5 —ﬁa> = 47TTlogT— o ( 5 + 5 log 7 + log|d(1)] 1oggl)
0<v.<T

T T
5 log mo + yym log N(Pyo) + o(T).

Dél konstanty d; ir g1, skaitytojas turéty ziuréti disertacijos 4.1 skyrelj.

Konstantos mg ir N(Py) yra kaip auksciau.

Selberg’o dzeta funkcijy, susiety su kompaktiniais Riemann’o pavirsi-
ais, netrivialiy a reikSmiy menamosios dalys yra tolygiai pasiskirsciu-

sios moduliu 1.

Tarkime, F priklauso ispléstinei Selberg’o klasei, jos laipsnis yra griez-
tai didesnis uz 0 bei og > op. Cia op >0 yra maziausias skaicius toks,
kad F neturi netrivialiy nuliy srityje o > op. Tarkime 7 yra toks , kad
F’ neturi nuliy srityje t > 7 ir 0 < 1 — op. Tarkime, N(T) ir Ny(T)
atitinkamai yra F ir F’ nuliy skaiciai srityje 7 <t < T, 0 < 1/2. Tada

N(T) = Ni(T) + O(log T).

Jei taip pat galioja N(T') < T'/(200—1)+0O(1), tai egzistuoja monotoniné

10
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seka (1}), Tj — oo, j — oo, su kuria turime

N(Tj) — N(Th) = Ni(Tj) — Ni(Th).

Tarkime, F yra nelygi konstantai ir priklausanti iSpléstinei Selberg’o
klasei S# funkcija, kurios laipsnis yra 0. Tarkime, N(T) ir Ny(T) yra
atitinkamai funkcijy F ir F’ nuliy skaicius srityje 0 <t < T, o < 1/2.
Tada galioja

N(T) = Ni(T) 4+ O(1).

11
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7 Isvados

7 ISvados
Disertacijoje gautos iSvados:

o Selbeg’o dzeta funkcijy, susiety su kompaktiniais Riemann’o pavirsi-

ais, dauguma a reiksSmiy yra susispietusios aplink kritine tiese o = 1/2.

o Selberg’o dzeta funkcijy, susiety su moduline grupe, dauguma a reiksmiy
yra susispietusios aplink kritine tiese, t.y. ju realiosios dalys yra arti
1/2.

o Selberg’o dzeta funkcijy, susiety su kompaktiniais Riemann’o pavirsi-

ais, menamosios dalys yra tolygiai pasiskirs¢iusios moduliu 1.

o Funkcijy, priklausanciy ispléstinei Selberg’o klasei, bei ju iSvestiniy

nuliy skaicius j kaire nuo kritinés tiesés o = 1/2 beveik sutampa.
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8 Summary

8 Summary

In this dissertation, we study certain topics in Analytic Number Theory.
In particular, we investigate Selberg zeta functions and the extended Sel-
berg class. Selberg zeta functions arise when we study the action of some
Fuchsian group on the upper complex half-plane. That is, such functions
are attached to Riemann surfaces. The functions we study are attached
to compact and finite volume Riemann surfaces. We are interested in the
distribution of the a-values of Selberg zeta-functions. The results we ob-
tain are that the a-values of the Selberg zeta-functions attached to compact
Riemann surfaces are clustered around the critical line o = 1/2. Then we
proceed to the horizontal distribution of the a-values of the Selberg zeta-
functions attached to finite volume Riemann surfaces. We get that the real
parts of the a-values of these functions are clustered around the critical
axis. Finally, we analyze the extended Selberg class. Our result is that
the functions belonging to this class and their respective derivatives have

approximately the same number of zeros left of the critical line o = 1/2.
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