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Ivadas

Fundamentaltis gamtos désniai ir juos iSreiSkiancios lygtys uzraSomos remiantis
postulatais. I$sprende svarbiausig kvantinés mechanikos lygti, Sriodingerio lygtj, gauname
dalelés ar daleliy sistemos biisena, aprasancig bangine funkcija. Tai, kad sprendimo rezultatas
yra funkcija, o ne skaicius, rodo, jog lygtis aprasanti procesg turi buiti diferencialiné, t.y.
lygtyje turi buti jvertinta bent jau funkcijos iSvestine, kuri charakterizuoja greitj, antroji
1Svestiné charakteriruoja pagreitj. Paprastgja diferencialine lygtimi laikome tokig lygtj, j kurig
jeina nepriklausomas kintamasis, jo funkcija ir tos funkcijos jvairiy eiliy iSvestinés. Bendras

n-tos eilés paprastosios diferencialinés lygties pavidalas yra
Fle.y (x)y (@)-...»"(x))=0,
¢ia x- nepriklausomas kintamasis, y(x) — ieSkomoji funkcija, ', ", ..., - ieSkomosios
funkcijos i$vestinés. Sioje lygtyje gali trikti kai kuriy kintamyjy, bet joje visada bus y(”).
ISspresti diferencialing lygti, reiSkia rasti tokig funkcijg y = go(x) , kurig jrase¢ | duotaja

lygtj, gauname tapatybe [1].:

F(x,go'(x),gon(x),... ,go(")(x))z 0

Diferencialinés lygties eile vadinama auksc¢iausios eilés i§vestinés arba
diferencialo, jeinancio j lygt] eilé. Funkcija, kurig jrase j diferencialine lygtj, gauname
tapatybe, vadinama tos diferencialinés lygties sprendiniu. Diferencialinés lygties bendruoju
sprendiniu vadinamas toks sprendinys, ] kurj jeina tiek laisvyjy konstanty, kokia yra
diferencialinés  lygties eilé. Diferencialinés lygties atskiruoju sprendiniu vadinamas
sprendinys, kuris gaunamas i§ bendrojo sprendinio, parinkus konkrecias laisvyjy konstanty
skaitines reikSmes. Laisvyjy konstanty reikSméms rasti nurodomos argumento ir funkcijos
pradinés reik§més. Diferencialinés lygties atskirojo sprendinio radimo uzdavinys vadinamas
Kosi uzdaviniu.

Sriodingerio lygtis - apraso kristalo atomy branduoliy ir elektrony stacionarias
bisenas. Ji néra iSvedama, o yra nusakoma postuluojant. Ja 1926 metais suformulavo austras
Sriodingeris.

Darbe nagrinésime ketvirtos eilés pusiau reliatyvisting Sriodingerio lygtj, gausime §ios
diferencialinés lygties sprendinius, bangines funkcijas, kada lygties potencialas yra Saksono-
Vudso potencialas. Paprastgjg diferencialing lygtj spresime laipsniniy eilu¢iy metodu.
Laipsnines eilutes, kurias naudosime darbe, dar vadiname apibendrintomis laipsninémis

eilutémis, dél papildomo nezinomo parametro.



Ketvirtos eilés pusiau reliatyvistinés Sriodingerio lygties sprendiniy ieskosime tokiy
apibendrinty laipsniniy eilu¢iy sandauga.

Laipsninés eilutés neneigiamais kintamojo r laipsniais

o)=Y 1,

ir laipsninés eilutés neneigiamais kintamojo — laipsniais
a
© (5 k+p
¢70(x)zz — Do -
=0\ &

Pastargsias laipsnines eilutes formaliai jraSysime ] nagrin¢jama diferencialing lygtj,
nustatysime nezinomus parametrus, visus laipsninés eilutés koeficientus. I§ matematinés
analizés Zinoma, kad laipsninés eilutés jy konvergavimo intervalo viduje konverguoja
absoliuciai ir tolygiai, todé¢l laipsnines eilutes galima panariui diferencijuoti, integruoti ir
pereiti prie ribos panariui.

Laipsnines eilutes ir jy iSvestiniy iSraiSkas jraSysime ] diferencialines lygtis. Jas
sudauginsime Kosi prasme (panariui) ir sulyginsime koeficientus prie vienody nepriklausomo
kintamojo laipsniy. Zinodami parametry p ir p reikimes galésime surasti visus, be galo daug,
laipsninés eilutés koeficientus ir uzraSysime jy radimo rekurentines formules.

Darbe spresime tokj krastinj uzdavinj:

rasti ketvirtos eilés paprastosios diferencialinés lygties

dr dr dr r 2

C.DU, + d—ZUa+C2r[i Vj(iU—“j ! (l: Dy e, ~cv-cv,yu, =0 (1)
sprendinj, tenkinantj nulines krasStines salygas koordinaciy pradzioje ir be galo nutolusiame taske.
Taigi suformuluoto krastinio uzdavinio sprendimas labai aktualus kvantinéje
mechanikoje. PanaSaus tipo uzdavinius nagrinéja daug autoriy [V.Vanagas (1930—1990), A. J.
Janavicius, D. Jurgaitis, A. Kurtinaitis], o bendry rezultaty néra daug, dél to, kad tokiy uzdaviniy
sprendimas sudétingas ir klasikiniai matematinés analizés bei diferencialiniy lygCiy teorijos
metodai Cia daugeliu atvejy tobulintini. A. J. Janavicius tyringjo viendaleliy branduolio biiseny
energijy skai¢iavimus ir parodé biitinumg jskaityti reliatyvistines pataisas masei. Pusiau
reliatyvistine ketvirtosios eiles diferencialiné lygtis nulio aplinkoje turi keturis tiesiSkai
nepriklausomus sprendinius, 1§ kuriy trys turi fiziking prasme¢. Tie trys fizikiniai sprendiniai
mazuose atstumuose gali buti sutapatinti su kvarky spalvos indeksu, o atstumuose,

didesniuose uz vieng fermj arba hadrono matmenis, virsta vienu fzikiniu Sriodingerio lygties

sprendiniu.



1. Uzdavinio formulavimas

Rasti paprastosios ketvirtos eilés diferencialinés lygties (1) sprendinius ir istirti ty

sprendiniy struktiirg.

2

2
C.DU, +d—2Ua+C2r[iVj(i£j— WDy w(ce, —cv-cvpu, =0 (1)

dr dr dar r 7
¢ia
4 2 2 2
DU, = d4Ua_21(12+1) dzUa+4l(l3+1)an+ I~(I+1) 46l(l+1) U,
dr r dr r dr r 5

2m Y 1 K
C=—, C=|—|, C,=——, V,(n=—V'(r
h? ! (2mcj > 2me? @ (1) r ™)

U ,— ieSkomoji banginé funkcija, V, — sukinio potencialas, h — Planko konstanta, £ —
energija, m- mase, c, I, r, a, a — zinomi fizikiniai parametrai. Sprendinys turi tenkinanti
krastines salygas:
u(0)=0, (2%)
u(0)=0. (2*%)
Toks uzdavinys paprastyjy diferencialiniy lygciy teorijoje vadinamas krastiniu
uzdaviniu, o (2%) ir (2**) salygos vadinamos krastinémis sglygomis. (1) diferencialinés
lygties nepriklausomas kintamasis r kinta intervale nuo nulio iki begalybés, taigi lygtis apraso
realig banging funkcija.
(1) diferencialing lygti nagriné¢jame su Saksono-Vodso potencialu.

Viy=—"o_

5
r—R,

l+e ¢

¢ia Vy— fiksuota potencialo reikSme, r — nepriklausomas radijinis kintamasis, Ry — fiksuota
radijinio kintamojo reik§me, a — Zinomas fizikinis parametras.
Sprendiniy ieskosime laipsniniy eiluc¢iy metodu. Trikdantjjj Saksono-Vodso potencialg

18déstysime laipsnine nepriklausomo kintamojo laipsniy eilute.



II. UZdavinio sprendimas

Nagrin¢jame diferencialing lygtj:

2
C.DU, +d—2Ua+C2r(iVj A Ue) WDy (e, —cv-cv,yu, =0, (1)
dr dr dr r r
¢ia
4 2 2 2 ,
DU, = af4 U, _21(12+1) af2 U, +4I(l3+1)an N I“(I+1) : 6/(1+1) U,
dr r dr r dr r

2m hY 1
C=—.,C=|—|,C, =——,
h? 1 (2mcj > 2me?

V) =20,

Potencialas
-V,
V(r)=—"" 3)
I+e ¢
Isivedame pazyméjima
I(l+1)=4,

PP(I+1)?* =47,
2000+1)=24. 4)

ir (4) jrase¢ 1 (1) diferencialing lygtj gauname, kad

4 2 2
Ly Ly ML Ay d +C2HiVj-

dr dr? P dr P dr dr

2 2
-[iuaﬂmyl )" =6+ D, WDy g, —cv—cv, U, =o.

dr rt “ P2

)

d o . . ..
Dabar d_Ua pakeisime Zymeniu u' ir turésime
r

2 3 4
r:an, u”:d—z s um:d_3Ua, u(4) :d_4Ua. (6)
dr dr dr dr

Pasinaudoj¢ (6) pazyméjimais (5) perraSome kaip tokig diferencialing lygtj:

u

2
By My 5,
r r r

cu -,



+C2r(ileu'—£2u+(CEa —CV =CVy)u =0. 7)
dr )r r

Surinksime koeficientus prie vienodos eilés iSvestiniy. Tai padare¢ turime

Clu(4)+[l—cl 2A)u +[C 4A+C [d Du+
r r’ dr

2
[Cu A g, —cv- CV},:O.
r

I"

®)

(8) ketvirtos eilés diferencialingje lygtyje jvedame nauja nepriklausomg kintamajj x, kadangi
diferencialinés lygties nepriklausomas radijinis kintamasis r, yra ir potencialo vardiklyje,
eksponentés laipsnyje. Sprendziant reikés j diferencialine lygtj jrasyti ir pirmgja potencialo
iSvesting. Taigi, kad reiskinys buity paprastesnis, pasirenkame x-3 tokj, kad skaiciuojant jegos

lauko riba, ji sutapty su riba, kuri yra skai¢iuojant sur., t.y.

X = a[eg - 1} 9)

Patikrinkime ar tikrai keitinys nepakeic¢ia potencialo ribos:

_]‘40

Vr)= s limV(r)—> 0 ir lin(} Vry—0,
l+e @
-M, . . .
V(ix)=—"— limV(x)—> 0 ir limV(x)— 0.
xX+a+ 1 x—0 x—0

Pastebékime, kad kai » — 0,tai x > 0,0kada r > ,taiir x > .

Kadangi keitinys geras, tai suskai¢iavus (9) keturias iSvestines gauname:

X, = l(eroc)
a

x! = iz(x+oc)
a

W ( +ta ) (10)
a’

o, - lera)

a
Bakalauro darbe nepavyko i8spresti lygties su keitiniu u(r) = w(x), ¢ia X yra apraSytas
(10). Taigi toliau spresime pasinaudodami nauju keitiniu, o ieSkomajj sprendinj U, pakeisime

(6) Zymeniu.



Naujojo keitinio iSraiska:

u(r) = p(r)p, (x).

Suradg keturias iSvestines

u'(r) = . (r)ey (x) + @(r)gg, (x)x;,

u"(r) = @] ()@, (x) + 20, (1) @y, (X)X, + @(r)@y, (x)x. + o(r)py (x)x]

u"(r) = @ (r)@, (x) + 3¢, (r)eg, (x)x,. + 3¢, (r)eg, (X)x, + 3¢, (1)@ (x)x; +

"

+(r)eg, (X)x, +20'(1)eg, (X)x; + ()@, (x)x;

b

u® (1) = o (1)@, (x) + @)y (X)x! + 69! (1)py (x)x! + 69! (r)@;, (X)x! +

m

+4p! (N@g (X)x! + 8¢, (@), (X)x! + 40, (1, (X)X + e(r)p (x)x! +

+3p(r)pg, (0)x] +3(r)eq, ()x]"+ (r)pp, (X)x,”. (1)

Pasinaudojame kintamojo x ir kintamojo r rySiu, apraSytu (10) ir jraS¢ gautas iSraiSkas
1 ieSkomosios funkcijos iSvestiniy iSraiskas (11), gauname tokias ieSkomosios funkcijos
keturiy iSvestiniy iSraiSkas:

W) =g )P0+ (). () + )

u'(r) = /()P () + 20](r)r, (¥)— (x+a)+<o(r><oa;<x> (x+a)+<o<r)<oo<x) s(x+a)

m ",

u"(r) = @) gy (x) + 30 (1)@}, (x)— (x+a)+3<o:(r>¢>a;(x>;(x+a)+3<o:(r>¢>5(x>%-

(X + @)+ (Rl (x)— (x+a)+2¢'<r>¢gx<x)§(x+a)+<o<r)<o5<x> & i“),

u® (r) = o (1)@, (x) + 40!(r) ) (x)— (x+a)+6<or<r><o (x)— (x+a)+6<o,<r)<oox<x)

(x+a)+ 4%(’”)(0(’)’;(35) (X +a)+ 8(p,(l”)(00x(x)—(x o)+ 4(/’r(’”)(/7ox(x)( )+ o(r)-

?2<x) (x+0)+3p(r)ef (¥)— L (v+a)+ 3000, (x)( )+¢<r><oox<x)( *“). (12)

Gautasias iSvestiniy iSraiSkas (12) jras¢ | sprendziamg diferencialing lygtj ( 8 ) ir
turime, kad :

C{q)ﬁ‘“ (1)@, (x) + 49!(r)@;, (X) — (x+a)+6<o;'(r)<os;(x) (x+a)+6<o, (1), () — (x+a)+

+ 40, (Nl (x)— (x+a)+8<or<r><o (x)—(x+a)+4<o,<r)<oox<x)( )+<o<r><o<“><x)-

<x+a> +30(r)pl, (x)—(x+a)+3<o<r><o (x)( )+<o<r><o0x(x)( )} (1 cﬁj

r



-(co;’(r)coo(x)+2<o:<r>¢sx(x) (x+ o)+ o(r)ep, (x)— (x+a)+<o<r)<os<x)§(x+a)j+

+(Cl¥+Cz(iVD(co;(r)coo(x)+<o(r)<osx(x)1(x+a)j+(cl’42—46’4 A ek, -
r dr a r r?

—CV=CV, Jp(r)p,(x) = 0. (13)

Toliau naudodamiesi kintamyjy x ir r rySiu potencialg V( r) apraSyta (9) persiraSome

su nauju nepriklausomu kintamuoju

(14)

Randame potencialo i§vesting

o ~Mae _ V,(x+a) . (15)

’ [ LJZ alx+a+1)
a1+ ae’

Ir potencialo, bei jo iSvestines (14) ir (15) iSraiSkas jrase i (13) lygt] gauname :

[ D (1)@, (x) + 4! (1)@}, (x)— (x+a)+6<o,(r)<o (x)— (x+a)+6<o,<r><oox(x> S(x+a)+

(x+a)

+ 40, (Nl (x)— (x+a)+8<o,(r><o (90— L v+ a)+ 490 (), () 522 +<o<r><ooi‘2<x)§

(x+a)+3¢>(r)¢>6’;(x)—(x+06)+3<0(r)¢>ox( )( )+<o( )@, (x )( a)} (I—Cﬁj

r

-(co;’(r)coo(x)+2<o:<r>¢sx(x) (x+ o)+ o(r)ep, (x)— (x+a)+<o<r)<os<x)§(x+a)j+

+ (Cl Mo, L”)zj(co: (N0y(X) + ()P} ()L (x + a)j + (Cl A-6d 4,
r alx+a+1) a r r
O, K (x+a) )
+CE, alx+a+1) ra(x+a+l) J(p(r)(po(x)— 0 (16)

Dabar (16 ) lygtj padauginame i3 r*, kad vardiklyje nebelikty kintamojo r, ir
gauname tokig ketvirtos eilés paprastajg diferencialing lygtj :

Clr“[coi‘%r)qoo(x)+4<o:"<r>¢sx<x> (x+ o)+ 69 (1)@}, (x)— (x+a)+6<o,<r><oox<x>



"

(x+a)+ 40, (Mp)(x)— (x+a)+8¢>;(r>¢>a;(x)%(x+a)+4<o:<r>¢>ax(x>(’“%o‘)+

(x+a)

m

+p(r)l? (x)— (x+a)+3<p(r)<pox(x)—(x+a)+3<o(r><oox<x>

+o(r)e;, (x)

el

+(1r4—r2C12A(<o:’<r><oo<x)+2<o;<r)<o5x<x> (x+a)+o(r)e;, (x)— (x+a)+<o<r)<oé(x)-

e a)j ey (co; (1)) + P(r)0}, () (v + a)j +
a a(x +a+ 1) a
CV,  r’CKVy(x+a)

a(x+a+1) a(x+a+1)

+(C1 (4> —6A4)— Ar* +CE r* —r* jgo(r)goo(x)z 0. (17)

Randame r iSraiSkg per x ir ji yra tokia:

et =241, (18)
[04
IS (18) turime, kad
zzln(iﬂj,
a (04
r:aln(iﬂ} (19)
(04

Pasinaudoj¢ gautomis israiSkomis i§ (19) gauname, kad tiriamoji ketvirtos eilés

paprastoji diferencialing lygtis (17) atrodo taip:
Ca' h{ﬁ + 1) h{ﬁ + 1) h{ﬁ + 1) 1n(ﬁ + 1){(/;5‘” (1)@, (x) + 49"(r) @, (x)— (x +a)+
(04 (04 (04 (04

+69!(r)@}. (x)é(x + @) + 69 (1), (x)%(x +a)+4g, (r)qo&(x)Z(x + )+ 80, (1@}, (x)-
s (e a) 49 (g, () b i“) F QIR () (r+)+ 390 )8 () (x40 +30(r)

ol (x) 22 (x+a) ) + (), (%) ( )} + (a4 1n(i + 1j1n(i + 1j1n(i + 1j1n(i + 1) —24d*AC, -

04 (04 [04 04

: ln(i + 1) ln(i + 1)]((/»;'@)% (5)+ 20 ()9}, () ~(x-+ )+ (Il ()~ (x + )+ (7).
04 a a a

@} (x)i2 (x+ a)j + (Cl 44a ln(i + lj +C,a’ ln(i n 1) h{ﬁ + 1) 111(1 41 Mj ,
“a o a a a J(x+a+l)
: (col ()@, (x) + o)y, (x)l(x + a)j + (Cl (A4* —6A4) - Ad’ m(ﬁ + 1j1n(£ + 1) +CE,a"-
a o

a

&_m(injln(iﬂjm(iﬂj “ZCK%(’C*“)Jq;(r)%(x): 0. 20)
(04 [04

'(x+a+1) a (x+a+1)

m

10



Paprastumo d¢lei jsivedame pazymeéjima:
P(r) = 0,0,(x) = @, .
Pastarojoje lygtyje atskiriame kintamuosius ir gauname dvi ketvirtos eilés

diferencialines lygtis ieSkomosioms funkcijoms vienai ir kitai rasti. Tos lygtys yra tokios:

Pirmoji lygtis renkant narius prie ¢ :
{qa“ 1n(ﬁ + 1j1n(ﬁ + 1j1n(i + 1j1n[i + 1}00}0(4) + {4C1a4 h{i + 1) h{ﬁ + 1) h{ﬁ + 1) :
a a a a a a a
. ln( + lj(oo}(o + [6C a ln( + lj ln[i + lj ln(ﬁ + lj ln[i + ljgog(x +a)+6C, ln(i + lj .
a a a a a
( + ljln( Yy ljln( + lja o,(x+a)+a ln(i + ljln(ﬁ + ljln(i + ljln(ﬁ + lj(oo —a’-
a a a a
[ + 1) h{i + 1)2C A goo}(o + {4C a ln( + 1) 1n(ﬁ + 1)111(1 + 1j1n(ﬁ + ljgo(’)"(x +a)+
a a a a a
x * x

( +lj(p (x+a)+2d° h{ +1j1n(i+1j1n(i+1j1n(i+1J¢g(x+a)+4qAa-
(04 (04 [04 (04
x x \hGra) T, 1
—+1(p+Ca1n +1 In| X4+ 1 || 241 241 —2¢0(p+[C1a .
a a a a (x+a+1)
- (ﬁﬂjln(iﬂjln( +1jln( j¢é4’(x+a)+3qa2ln(£+ljln(ﬁ+lj+
04 (04 o 04 [04
. ln(ﬁ + lj ln( Yy ljgog'(x +a)+3a ln( + lj ln(i + lj ln(ﬁ + lj ln(i + ljgog(x +a)+
(04 (04 [04 (04 o
+C, ln(i + lj ln(i + lj ln(i + lj ln(i + lj(p(; (x+a)+ad’ ln(i + lj ln(i + lj ln(i + lj :
(04 [04 (04 [04 (04 [04 [04
: 1n(i + 1j¢g(x +a)-a 1n(i + 1}11{1 + 1)C12A(pg(x +a)+a’ 1n(i + 1j1n(i + 1)-
(04 (04 [04 [04 [04
-1n(i+1j1n(1+1j¢g(x+a)—1n(i+1j1n(i+1jclz,4¢g(x+a)+4C1A1n(i+1j+
(04 [04 (04 [04 (04

L Cd h{ﬁ ; 1)1n(i ; 1jln(i ; 1)M¢g (x+a) +C (426 4)p, -
a a a (x+a+1)

— Ad’ ln(i + lj ln(i + ljgoo +CE,a" ln(i + lj ln(i + lj ln(i + 1} ln(i + 1)(00 -
a a a a a a
3 X X X X Cv, X X
—a Inf —+1|ln| —+1 |In| —+1|ln| —4+1 |———¢, —In| —+1 |In| —+1 |-
a a a a (x+a+1) a a

-1n[1+1\"2CKV0(““)¢0 0 =0. @1)
a ) (x+a+l)

11



Antroji lygtis renkant narius prie ¢, tokia:

{Clcf ln[i + lj ln[ﬁ + lj ln(ﬁ + lj ln[i + lj(o(x + a)}oé‘” + {4C1a3 ln[i + lj -
a a a a a
: ln(ﬁ + lj ln(i + lj ln(ﬁ + lj(o(x +a)+3Ca’ ln(ﬁ + lj ln(i + lj ln(ﬁ + lj -
a a a a a a
. ln(i + lj(p(x + a)}(pg”r {6Cla3 ln(i + ljln(i + ljln(i + ljln(i + lj(p"(x +a)+
a a a a a
+8C,a° h{ﬁ + 1)1n(i + 1)1n(i + 1)1n(i + 1j¢'(x +a)+ 3cla1n(i + 1)1n(i + 1) :
a a a a a a
- ln(ﬁ + ljln(ﬁ + lj(o(x +a)+a’ ln(ﬁ + ljln(ﬁ + ljln(ﬁ + ljln(ﬁ + ljgo(x +o)-
a a a a a a
—aln(i+ 1j1n(i +1j2C1A(p(x+ 0{)}(/)&' + {4qa3 1n(i + 1)*1n(i+ 1)1n(1 +1j-
a a a a a
: 1n[i + lj(p'"(x +a)+6C.a° 1n[i + 1) h{i + 1) h{i + 1} h{i + 1j¢"(x +a)+
a a a a a
+4Ca ln(ﬁ + lj ln(ﬁ + lj ln(i + lj ln(ﬁ + ljgo'(x +a)+C, ln(i + lj ln(i + lj .
a a a a a a
- ln(ﬁ + lj ln(i + ljgo(x +a)+2a’ ln(i + lj ln(ﬁ + lj ln(ﬁ + lj ln(i + lj(o’(x +a)-
a a a a a a
~2a 1n(i+ 1)(i+ 1) —2CA@' (x+a)+ad’ 1n(i+ 1)1n(i+ 1j1n(i+ 1j1n(i +1j(p(x+ a)-
a a a a a a

—1n(ﬁ+1j1n(ﬁ+1j2c1,4¢(x+a)+4C1A1n(ﬁ+1j¢(x+a)+ C,a° 1n(i+1j1n(ﬁ+1j-
o 04 (04 [04 04

: ln(ﬁ + leO(x——m)z p(x+a) g, +| Ca’ ln(ﬁ + lj ln(i + lj ln[ﬁ + lj ln(ﬁ + ljgp(‘” +
a (x+a+1) a a a a

+at h{ﬁ + 1)1n(i + 1)1n(i + 1] 1n(i + 1j¢" e 1n(1 + 1)1n(i + 1)201,4 0"+
[04 [04 [04 [04 [04 [04

+4C,Aa 1n(i + 1)40' +Cd’ 1n(i + 1j1n(i + 1j1n(i + 1)I/°(x—+“)z<p' +C (A —6A)p -
a a a a (x+a+1)

— Al 1n(i + 1jln(ﬁ + 1}0 +CE,a* h{ﬁ + 1)1n(i + 1)1n(i + 1)1n(i + 1}0 -
(04 (04 [04 [04 [04 [04
-a’ ln(i + lj ln(i + lj ln(ﬁ + 1) ln(ﬁ + lj& Q-
a a a a (x+a+1)

- 1n(i + 1) 1n(i + 1) 1n(i + 1) 1n(i RLae At ¢7:|¢0 =0. (22)

a a a a ) (x+a+1)

Dabar 1S pastarosios lygties imame 4 iSvesting ir narius su potencialu:
{qaﬁ 1n[i + 1j 1n[i + 1j 1n[i + 1j 1n[i + lj(p(x + a)}(p((f) +C,a’ 1n(ﬁ + 1) 1n(ﬁ + 1) :
a a a a a a

12



: ln(i + IJM(D(X +a)p' +Ca’ ln(i + ljln(i + ljln(i + IJMQD'% -
a a a

a (x+a+1) (x+a+1)
—-a’ ln(i + lj ln(i + ljln(i + ljln(i + lji(p% - ln(i + ljln(i + 1) .
a a a a (x+a+1) a a
2
-ln(£+1jln(£+lj @ CKV,(x + @) op, =H . (23)
a a (x+a+1)

Pastaryjy diferencialiniy lyg€iy sprendiniy ieSkosime laipsniniy eilu¢iy metodu [ 2].

(23) lygties sprendiniy ieskosime laipsnine eilute kintamojo r laipsniais, o (22 ) lygties
sprendiniy ieSkosime laipsnine eilute kintamojo X laipsniais. Tam, kad gauti ieSkomy

a
sprendiniy iSraiSkas j (21 ) ir  (22) jeinancias logaritmines funcijas skleisime eilute kitamojo

X ...
— laipsniais.
a

Pasinaudoj¢ ln(l + i) skleidiniu laipsnine eilute taSko x =0 aplinkoje,
a

. .. X
konvergavimo srityje ’—
a

1

f (aj (+1) (n=1+1) (k= m+1)",

k=0m=0[=0

In 1+ gjln(ugjln(uajln(u j gi;}i ( j U] rmme1)7 oy

n=0

Diferencialinés lygties (21) sprendiniy ieSkosime apibendrinta laipsnine eilute

()= g, (25)

Pastargjg eilute diferencijuojame keturis kartus ir gauname tokias iSvestiniy iSraiskas:

0/ =2k + ),

13



8= 2k ik =1,

Q"(r)= i(k +u )b+ =1k + =277,

o) = i(k )k + =1k + =2k + u = 3)r 7, (26)

(24), (25), (26) israiskas suraSome | (21) lygti :

H:qa“iiii(—l)k(;jk(l +1) (n—m+1) m =1+ (k—n+ 1)1%]

k=0n=0m=01=0

.i(k+,u)(k+u _lxk+/,[—2)(k+ﬂ_3)rk+p—4¢k N
k=

a

+[4C1a4ii y i(—l)"(ﬁj (l—i-l)l(n—m—i-l)l(m—l—i-l)1(k—n+1)1}0&]-

(4 i)+ =1+ = 2p 7, {6@32222(—1)"&) I+

-(n—m+1)71(m—l+1)71(k—n+1)71(pg(x+a)+6C1a2izk:i y (—l)k[ij .
k=0 n=0 m=0[=0 o

n=0m=0

(+1) (n=m+1) (m=1+ 1) k—n+1)"@)(x+a)+

+a“ii n i(—l)"(ﬁj (+1) (n=m+1) " m—=1+1)"(k—n+1)"p,—a*-

k=0 n=0 m=01=0
ok k © k+p-2 | 2
2643 (- 1)k(ﬁj (C+1)"(k—1+ 1)‘1%}2(/( +pNk+p— 1)@) gok[—j +
k=07=0 a k=0 o a

{4@3?2](: , i(—l)k(ij (+1) (n=—m+1)" m=1+D)"k—n+1)"@l(x+a)+
" a
+8C1a2izk: " i(—l)"(ﬁj (+1) (n=m+1) (m—1+1)" (k—n+1)"-
" o

-¢5'(x+a)+4ai§k:ii(—1)"(ﬁj (+1) (n=—m+1)" (m=1+)"(k—n+1)" *@)(x+a)+

S ) e e 1) o 1 =g 1y TGO
;ZOZO;( 1) (aj (+1) (n=—m+1)" (m=1+1)" (k—n+1) (x+a+1)2(p0}
-i(k+ ) ) +|:C1a3izk: ii(— l)k[ﬁj (+1) (n=—m+1)"(m=1+1)""
k=0 k=0 n=0 m=01=0 o

14



o k n o m
k=n+1) " (x+a)+3Ca*Y. Y,
=0

k=0n

(k=n+1)"@l(x+a)+3a iiii(—l)"(éj (+1) (n=—m+1) (m=1+) " (k—n+1)"

j(l+1)l(n—m+1) (m—1+1)"(k—n+1)"gl(x +a) -
C

k=0 n=0 m=0 /=0 (04
—aii(—l)"(ij ((+1)" (k=1+1)" 2A¢g(x+a)+azzzzz(_1)k(ij A+1)"-
k=0 1=0 a o
.(n_m+1)*l(m—1+1)-‘(k—n+1)-l(p(;(x+a)—iﬁ ( j ((+1) ' (k=1+1)"-

-C12A(p(')(x+a)+4ClAi(—l)k(£j (e+1)" +cza2izk: ) (—1)"&) (+1)"

k=0 k=0m=01=0

(m=1+1)" (k—m+1)" Vo(“ “)2 oL(x+a)+C (A - 64)p, - Aazizk:(_l)k(ij :

(x+a+l) k=0 1=0 o

(A+D " k=1+1) (oo—i-CEaZZZZ ( j (+1) (n=—m+1)" (m=1+1)"

k=0 n=0m=01=0

(k-n+1)"p,—a ZZZZ ( j (+1) (n—m+1) (m=I+1) " (k—n+1)"-

k=0 n=0m=01=0

P~ iiz ( J (+1) (m—1+1)" (k—m+1)"-

.(x+05+1) -t ey

CCKV,(x+@)  |& kip
: g =0. 27
(x+a+1) ik ;r % (27)

Dabar atlike veiksmus (27) iSraiSkoje t.y. laipsnines eilutes sudauging ir suprasting

gauname:

a“qiiiif(—l)k(ﬁj PR A+ D) m =1+ )" m-m+ )i -+
i n=0m a

=i+ ) =i+ @)k —i+pu—Dk—i+ @)k —i+u—Dk—i+u—2)k—i+u—3)

-@yh, +4C,a ZZZZZ( 1)"[’“) PP+ D m =1+ n—m+ D) —n+ 1) (k—i+1)"-

m=0 [=0

(k—i+ )k —i+pu—1)(k—i+u—2)p,p +6Ca ZZZZZ( 1){’“} AT (ES

=0m=01=0

cm=1+D)"(m=m+ 1) i—n+ D) k—i+ 1) (k—i+p)k—i+u-D)p](x+a)p, +

+6C,a ZZZZZ( 1)’(’“} P2+ D) =1+ )" (n=-m+ D) —n+ D) k—i+1) 7"

=0m=0/=0

15



k

(k=i+p)k—i+pu— 1)¢0(x+a)¢k+a422222( 1){’6) PP A+ D) (m=1+1)7

=0 n=0 m=0 /=0

(n=-m+)" G —n+ )" k—i+ D) (k—i+ )k —i+u—D)p,p —

~2C,Aa ZZZ( 1)"(xj A (S VR (Y ES V(= S )

k=0i=0 /=0

(k—i+ )k =i+ p =D, +4C1a3izk:222( 1)"(xj PP+ D) (m =1+ 1)

k=0 i=0 n=0 m=017=0

(m=-m+D)7"'i—n+)"(k—i+ )" (k- z+y)¢g(x+a)¢k+4a22222( 1)"(XJ.

n=0 m=0 /=0

D -1 D) (e m A ) = n et ) k=i D) (k=i ) (o o) + 20

-iiiZZ( l)k(xj P =L+ D) —m ) =+ D) =i+ 1)

k=0 0m=01[=0

Ak =i+ W)l (x +a)p, + 4C1Aaizk:(—1)k(ﬁj PG =i+ ) (k=i + ) @ud, +
o

k=0 i=0

+C2a3izk:222( 1)"(xj D) =1+ D) (n—m ) —n+ )k —i+ D)

i=0 n=0m=01=0

. VO 3OO o k+p -1 -1
-(k—z+u)ﬁ%¢k+qa YYYYY- 1)( j (+D"m=1+1)"

k=0 i=0 n=0m=017=0

.(n—m+1)*1(1'—n+1)_1(k—i+1)_lg0(§4)(x+a)¢k+izk: ; Zi(—l)"(iJ A ORS )
k=0 i=0 n=0 m=01=0 a

=1+ n=m+ 1) —n+1) " (k—i+1)"ol(x +a)$,3C,a> +3aZZZZZ( n*-

=0 n=0m=017=0

(ﬁj PPN =1+ ) (n=m+ 1) G—n+ D) k—i+1) @l (x+a)p, +C,
[04

.;ZZZZ( l)k[xj P D) =+ ) —m ) = D) =i 1)

0m=01[=0

ol (x+a)g, + iZZZZ( 1)’(’“} C+D)'m=1+D)"n-m+D)"'G-n+1)"-

i=0 n=0m=01=0

(k=i+ ) "@l(x+a)p, — ZZZ( 1)( J A+ =1+ D) k=i + ) "ol (x + a)d, +

k=0 i=0 /=0

+a2ii222( 1){2 A+ D) =1+ D) m-m+ D) —n+) " (k—i+ 1)

k=0 i=0 n=0m=0[=0

-goé(x+a)¢k—2ACiZk:Zi:( ( j D) =D k=i + 1) @l (x + @), +

=0

+4Aclizk:(—1)k( PP+ ) (k—i+1) "¢, +Caa ZZZZ( 1)( j A+

k=0 i=0 m=01=0

=1+ G=m+ D) (k=i +1)" V(““)z O¢k+C(A+6A)Z( 1)( j oo, —

(x+o+1)
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[’e]

ki k RN
~Aa’Yy Y (—DH AU 1) k=i ) o, + CEa' Y)Y
k=0 i=0 1=0 a '

(ij FPA+D)m =1+ (n—m+ 1) (m=1+ D) (i —n+ 1) (k—i+1)" o, —
(04

ok

—0322222( l)k("j A =T+ 1) (—m+ ) G—n+ ) k—i+1)" -

k=0 i=0 n=0m=0/=0

CV © k
Ly — zz
k=0 i=0 m

(x+a+1)

i

y (—1)"@) PP =L+ 1) = m 1) k=i + 1)
o

=0/=0

a’CKV,y(x+ )
(x+a+1)

P, = 0. (28)

Diferencialinés lygties (22) sprendiniy ieSkosime apibendrinta laipsnine eilute:

k+p

S x
@, (x) = Z(_j Doy - (29)
k=0 \ &
Pastargjg eilutg diferencijuojame keturis kartus ir gauname tokias iSvestiniy iSraiskas:

o4 (x) = i(k - p)(gj Pox (lj

(04

0(x) = i(k +p)k+p- 1)(%) . Pox (lj :

a

y(x) = Zk+p)(k+p Wk +p— 2)( jm %k(lj,
04

o

o)=Yk + p)k+ p—1)k+ p—2)k + p— 3)(5) o (lj : (30)

a

(24), (29), (30) iSraiskas suraSome | (22) lygti :

l:Ca ZZZZ [ j ((+1) (n—m+1)_l(m—l+1)1(k—n+1)1(o(x+a):l-

k=0n=0m=017=0

§k+p)(k+p )k +p-2)k+p- 3)(ajk+p4%k(lj4+

o

+{4C1a3mzk:ii "(xj ((+1) (n=m+1) (m=1+1)" (k=n+1)"p(x + ) +

a
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n m

+3c1a2ii >(-1 ( j (+1)' (n=—m+1)" (m=1+1)" (k=n+1)"p(x+a)]-

=017/=0

.g(mp)(mp_l)(kw_z)(gjm 0 (lj {acczzzzz ( j (1)

k=0n=0m=01=0

(n=m+1) (m=1+)"(k—n+1)"0"(x + ) +8c1a2iizz(_1)’f(£j (+1)"-
(04

k=0n=0m=01=0

(n=—m+1) (m—1+1)"(k—n+1)"@'(x+a)+ iiz (- 1)"(xj (+1)' (n—m+1)"

k=0 n=0 m=0 [=0

=

o0

-(m—l+1)’1(k—n+1)’13C1a(p(x+a)+a3k2=: > 1) gjk ((+1) (k=1+1)"p(x +a)—aC, -
.2A§(‘; l: (—1)k[§jk(z +1) (k=1+1)'C Ap(x + Q)LO (k+pNk+p —1)%)“/)_2%,{(%}2 +

|:4Ca ;iwzo; (aj (+1) ' (n=—m+1) " m=1+D)"(k—n+1)"0"(x+a) +
+6C1a2:§§;2(—1)k(;jk(1+1) (n=m+1)" (m=1+1) " (k—n+1)"9"(x +a)+
+4Ca§k

+2a3iiii ( j(1+1) (n=m+1)" (m=1+1)"k—n+1)"9'(x+a)—
k=0 n=0 m=0 /=0 o

—2aii(—1)"(1j I+ (k=1+1)"2C A (x + ) +
k=0 1=0 o

—ii(—l)" (ij 1+ (k=1+1)"2C, dp(x + @) +4C1Ai(—1)k(ij _ (k+1)"p(x+a)+
o = o

k

+Cya ZZZ ( j ((+1) (m—l+1)_1(k—m+1)_lV‘)(x—Jr06)2qo(x+a)}-

k=0 m=01=0 (x+a+1)
-i(kﬂo)(ﬁj . @, (lj {Ca iizf ( j (+1) (n—m+1)" (m—-1+1)"

(k=n+1D)"p “Mﬁiiii(—l)k(ij (+1) (n=—m+1) (m=1+1) " (k—n+1)"p" -

k=0 n=0 m=01=0 24

18



- azilzk(;(— )" (éjk(z +1) (k—1+1)"2C, 49" + 4ClAa§(—1)" [ﬁjh (k+1)"¢' +

k=0 a
3mkm_k£k Sy SRl a4 Vix+a)
Y3 (aj () =) =) O
+C, (A —6A4)p— AaZZi ( j(1+1)1(k—1+1)1¢+
k=0 I= a

+CEaa4ii 3 (1) ij (+) (n=m+1) m=1+1) " (k=n+1)"p—

n=0 m=0 =0 o

_a3iZk: i(_l)k(gj (+1) (n=m+1)"(m=1+D) (k=n+1)" 7, Q-

(x+a+1)

R b ehabs s X L' CKVy(x+a) |
;ZOM; (aj (+1) ' (n=—m+1)"(m=1+1)"(k—n+1) Cratl) }
i(gj Poi =0. (30)

Dabar atlike veiksmus (30) lygybéje t.y. laipsnines eilutes sudauging ir

suprasting gauname:

e LSS SES (] ey i e e

k=0n=0m=0i=0 /=0

-(k—n+1)-l(k—i+p)(k—i+p—1)(k—i+p—2)(k—i+p—3)¢(x+a)¢0k+4cl(ij :
(04

-aﬁﬁifi(—ﬂk@ T 1) e m 1Y i ) 1) (i )

k=0 n=0 m=0 i=0 [=0

(k=i+p=D(k—i+p- 2)<p(x+a>¢>0k+36a( ]ZZZZZ (—jm}(m)l-

k=0 n=0 m=0 i=0 [=0

=1+ D) " n=m+ 1) m=i+ D) k=n+1)"(k—i+ p)k—i+p-1)(k—i+p-2)-

.¢(x+a)¢0k+6Cla( jzzzzz [ jm_z(u1)-l<z--z+1>—1(n_m+1)-l.

k=0 n=0m=0i=0 /=0

2
(m=i+1)" k—n+ D) (k—i+p)k—i+p-1)p"(x+a)p, +8C1a2(éj :

3 i ; (—1){-) " (+1)' =i+ D) (m=—m+1) (m=i+ 1) (k—n+1)"-

o

2
(n=m+ 1) m—i+ ) k—n+1)"k—i+p)k—i+p-1)g'(x+ )@, +3Cla(lj :
[04

ii( 1)k(xj g A+ =i+ 1) =—m+ D) (m—i+ 1) k—n+1)"

; (—1)"(-) " (+1)'G-1+1)"-

k=0 n

(k=i+p)k—i+p—-Dp(x+a)p, +a3(lj ii
[04 i=0
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-(k—i+1)_l(k—i+p)(k—i+p—1)go(x+a)(00k—2aACl(lj ii ; (—1){% ((+1)"-

a =0 1=0 a

=1+ ) k=i+1) (k—i+ p)k—i+p-Dp(x+a)p, +4Ca (%ii 3 l(—l)k-
o n i

(ﬁ} ’ (+1)'G=1+D) =i+ 1) (n=m+ 1) (k=n+1)"(k—i+ p)p"(x + )@y, +
o

+6Cﬂ{§j§iﬁ22 (—jk+p_l(l+1)‘l<i—l+1>'1(n—m+1)‘1<m—i+1)-1-

k=0 n=0 m=0 i=0 =0

-(k—n+1)1(k—i+1)(p"(x+a)(p0k+4Cla(ljizk: ». (—1)"(ij ey
O J%=0 n=0 m=0 i=0 =0

0 n 0 a

-(i—l+l)_1(n—m+1)_l(m—i+1)"1(k—n+l)"l(k—i+p)(p'(x+a)(p0k+C1(lj-
o

i S i ; (—1)"(ij " (+1)' G =1+D) (n=m+1) m=i+1) " (k—n+1)"-
k=0 n=0 m=0 i=0 =0 o
'(k_i+p)(p(x+a)¢°"+2a( jziZZZ (ﬁ ) ) i)

a

-(i—l+1)1(/{—i+1)(k—i+p)(p'(x+a)(p0k+a2(—jizk: y i ; (—1)"(1jk+p1(1+1)1.

1
o n=0 m=0 a

(n=m+ 1) k—n+1)(k—i+p)g (x+a)p, — ZaAC(ljiZk: (—1)"(ﬁj p7(1+1)*1-
& Ji=0i=0 1=0

=1+ D) (n=m+1) (m=i+ 1) (k—n+1)"(k—i+ p)p(x+ )@y, —2Acl(ij-
(04

: Zi (- l)k(ij ) =1+ =i 1) (k= i+ P+ ) +4CIAGJ .

(04
(- 1) [—j " (1) =1+ (k—i+ p)p(x + )@y, + Czaz(ij :
a
i ; (—1)"(ﬁj . (+1' =1+ D) (m—i+ 1) (k—m+1)" (k—i+ p)-
0 =0 (04

e TN DN DAY E T -ty (- mer)

(x+a+l) k=0 n=0 m=0i=0 1=0

(m—-i+1)(k—n+1)"pWp,, +a ZZZZZ "(iJ +p(l+1)_l(i—l+1)‘l-

k=0n=0m=0i=0 [=0

(n=m+1) (m—i+1)"(k—n+1)"9"p, —24a’C, iﬁ ; ( Dk(ij +p(1+1)-1(i—1+1)-1-
i=0 I= a

Sy

ok
k=0m=0i I=

ok k+p
(k=i+1)" 9", +44aCY > (- k(ij (+1) k=1+D) "D g+

k=017=0

 Vi(x+a)

k+p
X —1,. _ . _ _ '
(Zj (+1)' =1+ m—i+ ) (k—m+1) Gratly C,a’p'p,, + C,(A* —64)-
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n

&(p%k—aZCK iz Zi;(—l)k(xj p(1+1)*1(i—1+1)*1(n—m+1)*1.

0 m
k=0 n=0 m=0 i=0 (=0 a

m—i+1) k—ns1y LD 0 o, G1)
(x+a+1)

Atlike skai¢iavimus ir elementarius pertvarkius gauname, kad ieSkomosios laipsninés

eilutés (28) koeficientai randami i$ Sios rekurentinés formulés:

a4Cliiii(—l)k(l+l)_l(m—l+1)_l(n—m+1)_l(z’—n+1)‘1(k—i+1)‘1(k—i+/,z)-

i=0 n=0 m=0 /=0

-(k—i+,u—1)(k—i+,u—2)(k—i+,u—3)g00¢k+4C1a4iiii(—l)k‘l(1+l)-

i=0 n=0 m=01=0

=1+ n=m+ D) G=n+ 1) k=) k=it pu—D)k—i+pu—2)k—i+pu—3)pld_ +

i

+ 6C1a3i Zi(—l)“ (+D) ' m=1+D)"G—n+D)"(k=0)"-

k
k=0 i=0 n=0 /=0

=i+ u—Dk—i+p—2)pl(x+a)d_, + 6cla2iiii(—1)’f-l(1 1)

i=0 n=0m=017=0

m=1+)" n—-m+ )" —n+ )" k=) (k—i+u—-Dk—i+pu-2)p)(x +a)p,_, +

+cz“zklzi:Zn:f:(—l)’“l(lJrl)*l(m—lnL1)71(11—mJrl)*l(i—n+1)71(1\‘7—1')7l .

i=0 n=0 m=0 /=0

(k—i+u—D)(k—i+u—2)ph, —2C1Aazzk:i(—l)k’l(l+1)’1(k—i)’1(k—i+y—1)-

i=0 =0

=i+ p-2)p,b,_, + 4c1a3iiii(—1)"-2 A+ D) m=1+1) " (n—m+1)"

i=0 n=0 m=0 /=0

—n+ D) —i=1) "k —i+u—2)pl(x+ ), + 4aiiii(—1)k*2 :

i=0 n=0m=01/=0
A+ m=1+) " (n=m+ D) —n+ ) k=i "(k—i+u-2)p,(x+a)p,_, +2a’ -

'iiZZ(—l)k"z(lJr1)"1(m—l+1)"1(n—m+1)"1(i—n+1)‘1(k—i_1)—1 .

i=0 n=0m=017=0

k
(k=i pu=2)@)(x + ), +4CAaY (D) TG k=i =Dk —i+ u=2)pf; +
i=0

+ c2a3§222(—1)k-1(1 +) ' m=1+D)"'n-m+ D) (—n+ )" k-i)"-

i=0 n=0m=01=0
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Vo(x +a0) :

=

-(k—i+,u—l)m¢0¢k_l+qa ZOZ zzm(:‘( DU+ D) " m=1+D) ' (n—m+1)"
(i-n+D)"(k-i-2) 1(054)(x+a)¢k3+3CaZZk:l y i(—l)“(!ﬂ)*-

m=I+D)"'(n-m+ )" —n+ 1) (k—-i-2)"p)(x +a)g,_, + 3aii ii“(—l)k"3 .

i=0 n=0m=017=0

A+ m=1+) ' n=-m+ D) —n+ 1) (k-i-2)"pl(x +a)g,_, +Cia’ -

+a3§k:i§n:i(—1)“(1+1yl m—=1+D)" " (n—m+)" (i —n+D)"(k-i-2)"pl(x+ ), ; —
i( DU+ D)" G~ 1+ D) k—-i-2) " g(x + ),y +a” -

0 /=0

n

ZZ( DA+ m—=1+D) " n-m+ ) —n+ 1) (k—i-2)" @) (x + @)P,_; —

2ACIZZ( DA+ D) =1+ ) (k=i -2) gl (x + ), 3+4ACZ( DG+

3

M*WM»

(k=i=2)"¢_,+Cya 222( DA+ D) " (m=1+) " G—-m+ D) (k—i-2)"-
Jray Ol +C(A+6A)(-1) 0,0, , — Aa ZZ( DA+ D) G -1+
(x+ +1)2 0k3 0F k-3 pardran

ok

(k=i-2)"oyp_, +C,E,a zzii( 1) 3(’“} (+D)'n=1+D)"i—n+1)"

n

(k=i=2)" @b —a ZZZZ( DU+ m—1+D) (n-m+1)"-

i=0 n=0 m=0 /=0

e ) i =2 g - > S S -t )
L a’CKV,(x+ )

(x+a+1)

(k—i-2) oy s =0. (32)

Atlike skaic¢iavimus ir elementarius pertvarkius gauname, kad ieSkomosios laipsninés

eilutés (31) koeficientai randami i$ Sios rekurentinés formulés:

( jZZn‘,ZZ( D (+1) =1+ m=i+ D) (n=m+1) (k—n+1)"

n=0m=0i=0 /=0

(k =i+ p)k—i+p=Nk—i+p=2)k—i+p=3)p(x+a)p, +4Ca*(L) -
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-ﬁifi(—l)"*(l+1)*(z'—1+1)'1(m—z‘+1)‘1(n—m+1)*1<k_n)*(k—i+p—1>-

n=0 m=0 i=0 [=0

(k—i+p-2)k—i+p— 3)(/)(x+a)(00k1+3C( jZZZZ( DI+ -1+

(m=i+) " (n=—m+1) (k=n)"(k—i+p-D)k—i+p-2)k—i+p-3)a’p(x+a)p,_, +

+6Ca( jziZZ( D2 +1) G =1+ D) m—i+ ) (n=m+ 1) (k—n-1)"-

=0m=0

(k—i+p=2)k—i+p=3)p"(x+a)py_, +8Cia’ ( j ZZZZ( D)

n=0m=0i=

=1+ m=i+ ) (n=—m+ 1) k=n+1)"(k—i+p-2)k—i+p -3 (x+ )@, _, +

+3Ca( jziZZ( D) * =1+ D) (m=i+ ) (n—m+1) " (k—n—-1)"

=0m=0

(k—i+p=2)k—i+p-3)p(x+a)p,_, +(—j Zzi:(—1)“(1+1)*1(1'—1+1)*1(k—i—1)*1 :
(04

i=0 =0

(k—i+p-2)k—i+p-3)a’p(x+a)p, ,— 2aAC( jZi( D2+1) " G=1+1)

i=0 /=0

(k=1-1)"(k—i+p=2)k—i+ p-3)p(x+a)p, , +4Ca (—jZZZZ(—I)“(HI)I
& J)'y=0 m=0 i=0 i=0

(=14 i 1) (—m A1) (k—n—2) (k=i + p—3)p"(x + @)y, + 6C1a2(ij-
(04
SIS 1) (1) i+ ) 1) (- nm2) k- 2).

(x+oc)g00k3+4Ca( jZZZZ( D21 G- 1+ D) m=i+ D) (n—m+1)"-

=0 m=0 i=0

-(k—n—2)1(k—i+p—3)(p'(x+a)(p0k_3+C( jZZZZ( D +1)" -1+

((m=i+1) (n—m+1)"(k—=n=2)"(k—i+p—=3)p(x+ )Py +( JZZZZ( ).
(+1) ' G=1+D) " (m=i+ D) (n=m+ 1) (k=n=2)"(k—i+ p-3)2a°¢'(x + &)y, ; —

—2aAC (ljzz:( D +1) =1+ ) (k—i=2) (k—i+ p=3)Q'(x + @)@y, +

& Jizo =0

+ az(lJiiii(—l)’H(l + 1) = 1+) " m=i+ ) (n—m+ 1) (k-n-2)""
a ), -

=0m=0i=0 i=0

(k—i+p=3)p(x+a)py —2AC1(i)Zk:Zi:(—1)"’3(l+1)’1(i—l+1)’1(k—i—2)’1~

=0

(k—i+p— 3)(p(x+a)(p0k3+4CA( jﬁ( DU+ D) k=1-2)"(k—i+p-3)-
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i

-<p(x+a)¢0k_3+02a( jzk:zm: D+ =L+ ) =i+ ) (k—m—2)" -

m=0 i=0 /=0

(k—i+ p—3)—(V i““f) PPy s + cla“ZZZi(—l)"*“(l+1)*1(i—1+1)*1(m —i+1)"

n m 1

(n=-m+1)"(k-n-3) "%, _, +a4Zk:ZZ D +1) = 1+D) (m—i+ 1)

n=0 m=0 i=0 i=0

k
(n—m+1) " (k—n-3)"9"p,,_, —24d> CIZ DA+ =1+ (k=i =3) 0"y +

i=0 /=0

k
+44aCY (D) + )k —-1-3)"9'py_4 + Coa ZZZ( D +1) -1+
=0 m=0i=0 [=0
. -1 o Vix+a) 2 R k-4 -1
(m=i+ ) (k=m=3)" =220l + C (A~ 6A)ppy y — Ad” Yy > (-D) (I +1)"
(x+a+1) i=0 1=0

=1+ k=1-3)"pp,_, + CEaa“Zk: iii(—l)"‘l(l + 1) =1+ ) m—iw 1)

n=0m=0i=0 i=0

m=i+)'(n-m+1)"(k—n-3)"pp,_, —a3iiii(—l)’”(1+ )'G—1+1)"

n=0m=0i=0 i=0

CV k n m i
(m—i+) ' (n-m+1)"(k-n-3)" ——2L— -a’CK D (7 +1)"
(m=i+1) " (n—-m+1)"(k—n-3) (x+a+1)¢%k74 a Z:;,m ;l:( )
G=1+1) i 1) (nmm 1) (k—n—3)" D o . (33)

(x+a+1)

Gautajj rezultatg suformuluosime kaip teorema.

Teorema. Diferencialinés lygties

2
cpu, + LU +cr(dvj(anj WDy ek, —cv-cv,yu, =0,
dr? dr dar r r’

cia

DU = U
Y Podrt Podr o

4 2 2 2 _
d*  20(+1)d U+41(1+1)an+(1(1+1) 61(1+1)]Ua’

2m Y 1 K
c=="2 c=|"|,C,=——,V,(r=—2V"(r).
h® : [chj > 2me? /() r ")

formaliis sprendiniai yra

[Ms

U =

o k+p
N X
a rtig, Z(;j Poy -

0 k=0

=~
Il
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Cia ¢k,k=0.1.‘. randami is (32) rekurentinés formulés, §00k,k:0.1... is (33) rekurentinés

formulés.

15 (32) lygties randame keturias nezinomo parametro p reikSmes:

=0, u=1, u=2, u=3.

Analogiskai is (33) lygties randame keturias nezZinomo parametro p reikSmes:

p=0p =1 p=2p =3
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ISvados

Nagrinéjamos ketvirtos eilés pusiau reliatyvistinés Sriodingerio lygties, kurios pavidalas
yra toks

2
C,DU,_, + d—zUa+C2r(i Vj
dr dr

anj‘l(lﬂ)Ua +(CE, -CV ~CV,)U, =0,

dr r r?

¢ia

4 2 2 2
DU, = d4Ua_2l(lz+1) dzUa+4l(l3+l)an+ I~(l+1) 46l(l+1) U,
dr r dr r dr r
2m hY 1
C:—, C = — , C = ,
h? 1 (2mcj > 2me?

V() = —%V'm.

Kada potencialas yra Saksono-Vudso:

— VO
r—R,

l+e ¢

Vr)=

formaliis sprendiniai yra tokie:

u(r) = i’”kﬂlﬁﬁk i(%) Doy +

k=0
Kadangi parametry p ir u galimos reikSmés yra sveikieji skaiCiai, tai nagrinéjamos
diferencialinés lygties sprendinys yra dviejy laipsniniy eiluciy sandauga ir kiekviena i$ jy turi
po laisvai parenkamg pirmajj koeficienta. Vadinasi gautoji formaliyjy sprendiniy Seima yra

dviparametriné.
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Research of the structure of solutions of semi-relativistic radial
Shrodinger equation with Saxon-Woods potential

Summary

In this work Fourth order degenerate ordinary differential Schrédinger equation
was studied. Methods of degree series is you solutions constructed. Structure of solutions and

you number is explored.
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