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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

Moksliné problema ir tyrimo objektas

Tyrimo objektas yra tam tikros sveikyju skaiCiy sekos (racionaliojo skaiCiaus laipsniy
sveikyjy daliy seka, antros eilés tiesiné rekurentiné seka). Pagrindiné nagrinéjama moksliné

problema yra ty seky nariy priklausymas sudeétiniy skaiciy aibei.
Tikslai ir uzdaviniai

Pagrindinis disertacijos tikslas yra istirti sudétiniy skaiciy egzistavimg ir savybes tam
tikrose sveikyjy skaiciy sekose bei sukonstruoti specialaus pavidalo sekas, sudarytas vien is

sudétiniy skaic¢iy. Bandoma atsakyti j Siuos klausimus:

e Kuriems racionaliesiems skai¢iams a > 1 ir realiesiems skai¢iams & > 0 sveikyju

daliy sekoje
[gan]7n = 1727' M)

yra be galo daug sudétiniy skaiciy?

e Jei sekoje
[€a",n=1,2,...,

yra be galo daug sudétiniy skaiciy, tai ar jmanoma nurodyti baigtinge pirminiy
skaiciy, kuriy bent vienas dalija be galo daug ty sudétiniy skaiciy, aibe?

e Kurioms ,paslinktoms” sekoms
[Ea"+v],n=1,2,...,

¢ia v € R, galima atsakyti j pirmuosius du klausimus? Ar galima rasti be galo daug
tokiy skaiciaus v reiksmiy, kad sekoje buty be galo daug sudétiniy skaiciy fiksuotam
racionaliajam skai¢iui a, nepriklausomai nuo skaiciaus & > 0 parinkimo?

e Kada rekurentinei lygciai
Tp+l = ATy + bxn—h

Cia a, b € Z, egzistuoja ja tenkinanti antros eilés tiesiné rekurentiné is sveikyjy skaiciy
sudaryta seka, kurios pirmieji du nariai yra teigiami ir tarpusavyje pirminiai, o visy

nariy moduliai yra sudétiniai skaiciai?



e Tegu t yra naturalusis skai¢ius. Kokie skaiiai priklauso (tik nuo skaiciaus ¢ prik-
lausanciai) aibei E(t) = {n € N : n = tM — d}, kurios elementy israiskoje esan-
tis naturalusis skaicius M dalijasi iS dviejy naturaliyjy skaic¢iy a ir b sandaugos, o

naturalusis skaicius d dalija ty paciy skaic¢iy sumag a + b7

Aktualumas

Skaiciy teorijoje pirminio ir sudétinio skaic¢iaus savokos atlieka itin reikSminga vaidmenj.
Tai buvo suvokta dar senovéje, o su laiku Sios reiksmeés supratimas tik augo, naujaisiais
laikais skaiciy teorijai besivystant j atskirg placig matematikos Sakag. Pirminiy ir sudétiniy
skaicCiy savybeés buvo tirtos sveikyjuy skaiciy dalumo kontekste (pvz., Euklido ir daug véliau
Fermat, Euler’io bei kity).

Tuo paciu metu matematikai émeé dométis atskiromis sveikyjy skaiciy klasémis ir bande
nustatyti pirminiy bei sudétiniy skaiciy egzistavima jose. Fermat hipotezé, kad visi pavidalo
22" 4+ 1 skai¢iai yra pirminiai, buvo netrukus Euler’io paneigta. Taciau daug Sios rusies
klausimy yra labai sudétingi ir net liko neatsakyti iki Siy dieny dél "netaisyklingo" pirminiy
bei sudétiniy skaiciy iSsibarstymo naturaliyju skaiciy sekoje (pvz., keturi Landau uzdavi-
niai). Tokie uzdaviniai uzima reikSminga vieta Siuolaikinéje skaiciy teorijoje.

Disertacijoje ieskome sudétiniy skaiciy fiksuoto skaiciaus laipsniy sveikyjuy daliy sekoje.
Nors klausimai, susije su Siomis sekomis bei su atitinkamomis trupmeniniy daliy sekomis,
buvo nagrinéti daugelio mokslininky, kai kurie reikSmingi uzdaviniai neiSspresti: pvz., trup-
meniniy daliy pasiskirstymas net tais atvejais, kurie atrodo papraséiausi, ir be galo daug
pirminiy nariy egzistavimas sveikyjy daliy sekose. Trupmeniniy daliy pasiskirstymo klausi-
mas is vienos puses susijes su sveikyjy daliy seky savybémis, o iS kitos pusés su tokiomis
izymiomis temomis kaip (skai¢iaus 3/2 laipsniy atveju) Waring’o uzdavinys.

(Konkreciy disertacijos temy aktualumas detaliau aptartas skyriuje ,,Problemos struktura

ir svarbiausi rezultatai”.)
Tyrimy metodika

Disertacijoje taikomi jvairus metodai. Mes pageriname Forman’o ir Shapiro pasiekimus
apie sudétinius skaicius racionaliyjy skai¢iy laipsniy sveikyjy daliy sekose ne vien sutrumpin-
dami jy jrodymus, bet ir jrodydami eile naujy rezultaty, pagristy ne tik racionaliyjy skaiciy
laipsniy sveikyjy daliy, bet ir trupmeniniy daliy elgesio bei tarpusavio sarysiy tyrimu, to-

kiu budu isvengdami pradinés priestaros metodo prielaidos. Tai suteikia galimybe jrodyti



sudétingiausig Teoremos 1.1 atvejj, atrastas sekos nariy dalumo savybes panaudojant kom-
binatorinéms tam tikros operacijy sekos, interpretuojamos kaip formali simboliy seka, savy-
béms nustatyti. Tiriant tiesines rekurentines sekas, panaudojama Erdés’o jvesta (visus
sveikuosius skaicius) dengiancios liekany sistemos (covering system) koncepcija. Taip pat
disertacijoje naudojamos tokios klasikinés skaiciy teorijos temos kaip Kiny teorema apie
liekanas, Dirichlé teorema apie aritmetines progresijas ir Jakobio simbolis.

(Detaliau tyrimy metodai aptarta skyriuje ,,Problemos struktura ir svarbiausi rezultatai”.)
Naujumas ir praktine vertée

Disertacijoje pateikiami originalus tyrimai bei (teorinio pobudzio) rezultatai. Pagrindiniai
rezultatai paskelbti recenzuojamuose uzsienio zurnaluose (zr. skyriy ,,Publikacijy sarasas”)

ir pristatyti konferencijose (zr. skyriu ,,Aprobacija”).
Darbo struktura

Disertacija parasyta angly kalba. Ja sudaro jvadas, trys skyriai, iSvados ir literaturos

sarasas. Disertacijos apimtis yra 67 puslapiai.
Problemos struktura ir svarbiausi rezultatai

Pradékime nuo keliy esminiy apibrézimy. Realiojo skaié¢iaus x sveikaja dalimi vadinamas
didziausias sveikasis skai¢ius, nevirSijantis z. Ji Zymima [z]. SkaiCius {z} = = — [z] vadi-
namas skaic¢iaus x trupmenine dalimi. Pirminiu skai¢iumi vadinamas naturalusis skaicius,
turintis lygiai du naturaliuosius daliklius, o sudétiniu skai¢iumi — turintis bent tris natu-
raliuosius daliklius (t.y., nepirminis ir nelygus 1). Pazymékime Z, N, Q, R, C atitinkamai
sveikyjy, naturaliyjy, racionaliyjy, realiyjy, kompleksiniy skaiciy aibes.

Toliau pristatomi tyrimai ir musy rezultatai, susije su

e sudétiniais skaiciais racionaliyjy skaic¢iy laipsniy sveikyjy daliy sekose,
e sudétiniais skaiciais antros eilés tiesinése rekurentinése sekose,

e egiptietiskomis trupmenomis.
RACIONALIUJU SKAICIU LAIPSNIU SVEIKOSIOS DALYS

Yra daug neatsakyty klausimy apie racionalaus skaic¢iaus a > 1 laipsniy trupmeniniy daliy
pasiskirstyma. Seka {a"}, n =1,2,..., ir jos apibendrinima {£a"}, n = 1,2,..., ¢ia £ yra

fiksuotas teigiamas skaicius, tyré Vijayaraghavan’as. Jis jrodé tokj teiginj:



Sekos {(p/q)"},n = 1,2,..., ¢ia p > q > 1 yra naturalieji skaiciai, tenkinantys lygybe
DBD(p, q) = 1, ribiniy tasky aibé yra begaliné.

Sio teiginio apibendrinimas buvo jrodytas Pisot (o véliau Dubicko, kitu biidu). Pries su-
formuluodami §j apibendrinima, apibrézkime, kas yra Pisot- Vijayaraghavan’o skaicius (arba
PV skaicius). Visu pirma, skai¢ius o € C vadinamas sveikuoju algebriniu skaic¢iumi, jei
jis yra neredukuojamo daugianario su sveikaisiais koeficientais ir koeficientu prie didziau-
sio laipsnio, lygiu 1, Saknis. Kitos to daugianario Saknys vadinamos skaiciais, jungtiniais
skai¢iui a.. Skaic¢ius a € C vadinamas Pisot- Vijayaraghavan'o skaiciumi, jei jis yra realu-
sis sveikasis algebrinis skaicius, didesnis uz 1, kuriam jungtiniai skaiciai yra visi moduliu
mazesni uz 1. Teiginio apibendrinimas skamba taip:

Tegu o > 1 yra realusis algebrinis skaicius ir teqgu & > 0 yra realusis skaicius. Aibé
{€a"},n € N, turi tik baigting ribiniy tasky kiekj tada ir tik tada, kai o yra PV skaicius ir
£ € Qa).

(Cia Q(«v) Zymi racionaliyjy skai¢iy kiino plétinj. )

Nepaisant $iy rezultaty, iki siol nejrodyta, kad seka {(3/2)"},n = 1,2,..., turi be galo
daug ribiniy tasky intervale [0,1/2) arba [1/2,1]. Flatto, Lagarias ir Pollington’as pa-
sistumejo j priekj, jrodydami nelygybe

limsup {(3/2)"} — liyrlxl)iogf{(?)/Q)"} >1/3.

n—o0

Pakakty jrodyti, kad limsup,,_,. {(3/2)"} — liminf, . {(3/2)"} > 1/2. Nagrinékime ben-
dresnj atveji: seka {(£/2)a"}, n € N, ¢ia & > 0 bei a € Q,a > 1, yra tam tikri fiksuoti
skai¢iai. Zinoma, jei pavykty jrodyti, kad atstumas tarp didziausio ir maziausio aibés
{(¢/2)a™}, n € N, ribiniy tasky virsija 1/2, tai aibé turéty ribinj taska, mazesnj uz 1/2. Sis
faktas reiksty, kad aibéje [€a"], n € N, yra be galo daug lyginiy skaiciy, o tai yra mums sioje
disertacijoje rupintis klausimas. Taciau téra zinoma, kad tas atstumas yra ne mazesnis uz
1/b, ¢ia b yra laipsniu keliamo skai¢iaus a = b/c € Q, b > ¢ > 1, (b,¢) = 1, skaitiklis. Nors
tai yra pazymétinas rezultatas, mums jis yra per silpnas.

Tad net paprasciausiu atveju a = 3/2 trupmeniniy daliy pasiskirstymas lieka neiSnagriné-
tas; jo svarba paprastai motyvuojama rysiu tarp {(3/2)"}, n = 1,2,..., pasiskirstymo bei
Waring’o uzdavinio. Waring’o uzdavinys buvo is esmeés issprestas Hilbert’o, kuris jrodé tokj
teiginj:

Kiekvienas naturalusis skaicius gali buti uzrasytas kaip fiksuoto skaiciaus g(n) neneigiamy
svetkyjy skaiciy n-yjy laipsniy suma, cia n yra bet koks duotas naturalusis skaicius, o g(n)

priklauso tik nuo n.



Taciau lieka klausimas dél g(n) (kaip minimalios reikSmés, tenkinancios teiginj) uzrasSy-
mo formule, atsakymas j kurj priklauso nuo trupmeniniy daliy {(3/2)"} savybiy, vis dar
laukian¢iy jrodymo.

Yra pasiekta tam tikry gerai zinomy metriniy rezultaty apie skaiciaus laipsniy trup-
meniniy daliy pasiskirstyma. Koksma jrode, kad

Seka {&a"}, n = 1,2,..., ¢ia & > 0, yra tolygiai pasiskirsciusi intervale [0,1] beveik
visiems realiesiems skaiciams a > 1.

Tai jrodo, kad beveik visiems a > 1 sveikosios dalys [a"] yra sudétiniai skai¢iai begali-
niam naturaliyjy skaic¢iy n kiekiui. Deja, Sio ir panasaus j ji Baker’io ir Harman’o metriniy
rezultaty negalima pritaikyti racionaliyjy skaic¢iy aibei, kuri yra nulinio mato. Nurodyti
konkreciy skaic¢iaus a reiksmiy, su kuriomis sveikosios dalys [a"] yra sudétiniai skaiiai be-

Mabhler’is iskelé tokj klausima:

Ar egzistuoja toks teigiamas skaicius «, kad visi skaiciai {«(3/2)"}, n € N, yra maZesni
uz 1/27¢

Sis klausimas ekvivalentus tokiam: ar egzistuoja toks teigiamas skai¢ius &(= 2a), kad
skaiciai [£(3/2)"], n € N, visi yra lyginiai? Mahler’io klausimas lieka neatsakytas. Musy 1.1
teorema teigia, kad kiekvienam & > 0 aibéje [£(3/2)"], n € N, yra be galo daug elementy,
daliy i$ bent vieno is skaiciy 2,5, 7, 11.

Néra zinoma daug informacijos apie skaic¢ius a > 1, kuriems sveikoji dalis [a"] yra pirminis
skaicius su be galo daug naturaliyjy n reikSmiy. Baker’is ir Harman’as jrode, kad

Sekoje [a"],n = 1,2,..., yra be galo daug pirminiy skaiciy beveik visiems realiesiems
skaiciams a > 1.

Nepaisant to, jie nenurodo konkreciy a reikSmiy. Mills’as jrodé tokio skaiCiaus A, kad
sveikoji dalis [A%"] yra pirminis skaic¢ius kiekvienam n € N, egzistavima. Whiteman’as igkélé
hipoteze, kad sekoje [a"], n = 1,2,..., ¢ia a > 1 yra racionalusis, bet ne naturalusis skaicius,
visada yra be galo daug pirminiy skai¢iy. Sis tvirtinimas kol kas néra paremtas rezultatais.

Mes nagrinéjame klausima, kurio atvejai a = 3/2 bei a = 4/3 buvo sékmingai jveikti pries
daugiau nei keturiasdesimt mety Forman’o ir Shapiro, tac¢iau kurio atzvilgiu ilga laika po to
nebiita jokio progreso. Sis i§ pirmo Zvilgsnio nesudétingas klausimas gali buiti suformuluotas
taip: jrodykite, kad bet kokiam racionaliajam skaiciui a > 1 sveikyju daliy sekoje [a"] yra
be galo daug sudétiniy skaiciy. (Klausimas trivialus sveikiesiems a.)

Téra zinoma nedaug iracionaliyjy skaic¢iy a > 1, kuriems yra atsakyta } analogiska

klausima. Cass’as jrodé, kad



Aibéje [a™], n € N, yra be galo daug sudétiniy skaiciy, kai a > 1 yra vienetas realiajame
kvadratiniame skaiciy kune.

(Vienetu mes ¢ia vadiname apverciamg elementa skai¢iy kuno algebriniy sveikuyjy skaiciy
ziede.) Sis pasiekimas buvo apibendrintas Dubicko visiems Pisot-Vijayaraghavan’'o bei
Salem’o skaiciams a. (Kiekvienas realusis vienetas antrojo laipsnio racionaliyjy skaiciu
kuno plétinyje yra Pisot skaicius. Salem’o skaic¢iumi vadinamas realusis algebrinis sveikasis
skaicius, virsijantis 1, kuriam jungtiniai skaiciai visi moduliu nevirsija 1 ir bent vienas is ju
yra moduliu mazesnis uz 1.) Yra zinoma ir transcendentiniy skaic¢iy a > 1, kuriems skaiciai
[a"] yra sudétiniai su be galo daug naturaliyjy n reiksmiy.

Musy 1.1 teoremos atvejis a = 2 neseniai buvo pagerintas Dubicko:

Bet kokiems realiesiems skaiciams § # 0 ir v sveikyjy daliy sekoje [€2" 4+ v],n = 1,2, ...,
yra be galo daug sudétiniy skaiciy. Be to, jei skaicius & yra iracionalus, tai minétajai sekai
priklauso be galo daug skaiciy, daliy is 2 arba 3.

Dabar suformuluosime musy pagrinding teorema. Pazymeékime P(2) = {2}, P(3) =

— P(4) = {2,3}, P(6) = P(4/3) = {2,3,5}, P(3/2) = {2,5,7,11}, P(5/4) = {2,3,7,11,13}.

1.1 TEOREMA. Tegu & > 0 yra realusis skaicius ir a € {2,3,4,6,3/2,4/3,5/4}. Tada
atbéje [£a™], n € N, yra be galo daug elementy, besidalijanciy is bent vieno skaiciaus, prik-

lausancio aibei P(a).

Minétieji Forman’as ir Shapiro jrodé, kad aibése [(3/2)"] bei [(4/3)"], n € N, yra be
galo daug sudétiniy skai¢iy. Juy jrodymas be pakeitimy tinka ir [£(3/2)"] bei [£(4/3)"] su
bet kokiu £ > 0. Atveju a = 4/3 pateikiame nauja jrodyma, nes (po nedideliy pradiniy
pastebéjimuy) mes ji uzrasome keliomis eilutémis (Forman’ui ir Shapiro priereikia astuoniy
lemy). Tai yra apSilimas pries sudétingiausia jrodyma, atitinkantj atveji a = 5/4. 1.1
teoremos jrodymas atveju a = 3/2 pateiktas disertacijoje nagrinéjama 1.7 lema panaudojant
drauge su pagrindiniu Forman’o bei Shapiro rezultatu.

Naudingas skirtumas tarp musy ir Forman’o bei Shapiro metody yra tas, kad mes siekiame
gauti priestarg 1.7 lemai, kuri yra gaunama nagrinéjant trupmenines, o ne sveikgsias dalis.
Pagrindinis gaunamas privalumas yra galimybé tokiu budu nustatyti konkrecias galimy
sudétiniy skai¢iy dalikliy aibes. (Taciau mes jrodome, kad tokios aibés néra kai kuriems
kitems racionaliems skai¢iams. Zr. 1.2 teiginj.)

Pastebékime, kad 1.1 teoremos formuluotéje praleistas skaicius @ = 5. Taip yra dél

vienintelés priezasties: skai¢iui a = 5 konkretus universalus aibés [£5"], n € N, elementy
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dalikliy sarasas negali buti pateiktas. IS tiesy, jis negali buti pateiktas jokiam skaiciui

a =4k +1, ¢ia k € N.

1.2 TEIGINYS. Tegu a yra naturalusis skaicius, kuri galima uzrasyti pavidalu 4k + 1, ¢ia
k € N, ir tegu P yra bet kokia baigtiné pirminiy skaiciy aibé. Egzistuoja toks realusis skaicius

¢ >0, kad jokia sveikoji dalis [€a"], n = 1,2,..., nesidalija i§ jokio aibés P elemento.

Nepaisant sio teiginio, kurj jrodome disertacijos 1.4 skyriuje, tame paciame skyriuje
irodome ir tai, kad aibéje [£5"], n € N, yra be galo daug sudeétiniy skaiciy (kaip ir 1.1 teo-
remoje minimiems skaic¢iams). Tai galima padaryti todél, kad universali baigtiné pirminiy
dalikliy aibé nesuveikia tik ypatingoms skaic¢iaus & reikSmeéms, kurias mes iSnagrinéjame

atskirai. Sie faktai jrodomi tokia teorema.

1.3 TEOREMA. Tegu & > 0 yra realusis skaicius. Jei & # (4k + 3)/(2 - 5"), cia k,r yra
neneigiamsi sveikieji skaiciai, tai aibéje [E5"], n € N, yra be galo daug elementy, daliy is 2,3
arba 5. Jei & = (4k+3)/(2-5"), ¢ia (4k+3,5") = 1, tai aibéje [£5"], n € N, yra be galo daug
elementy, daliy is skaiciaus 10k + 7.

Lieka nejrodyta, kad aibéje [€a"], n = 1,2,..., ¢ia £ yra bet koks teigiamas skaicius, o
skai¢ius a > 7 yra sveikasis, yra be galo daug sudétiniy skaic¢iy. Be to, 1.1 teorema néra
iSplésta jokiu kitu tinkamo racionalaus skai¢iaus a ¢ Z atveju be jau jvardytuju 3/2,4/3,5/4,
net kai & = 1, nors i$ pirmo zvilgsnio atvejis a = 6/5 gali pasirodyti paprastenis uz atveji
a = 5/4. Nepaisant to, nedaug pakeitus uzdavinj, imanoma gauti rezultaty keliems naujiems

racionaliems skaiciams.

1.4 TEOREMA. Tegu & > 0 yra realusis skaicius. Tada kiekvienoje is aibiy [£(5/2)"] — 1
ir [£(6/5)"] — 1, ¢ia n € N, yra be galo daug elementy, daliy is bent vieno skaiciaus aibéje

{2,3,5}.

Irodymas [£(5/2)"]—1 atveju tinka be pakeitimy visoms pavidalo [£(5/2)"]—14-30k,n € N,
aibéms, ¢ia k yra bet koks fiksuotas sveikasis skaicius.

Galima taip pat nagrinéti ne sveikasias laipsniy dalis, bet sveikuosius skaicius, artimiau-
sius fiksuoto skaicCiaus laipsniams. Apibrézkime artimiausia skaiciui z sveikajj skaiciy kaip

[z 4+ 1/2]. Taip vél galima gauti naujy skaiciu.

1.5 TEOREMA. Tegu & > 0 yra realusis skaicius. Tada
(1) aibéje [E7" + 1/2], n € N, yra be galo daug sudétiniy skaiciy,
(77) aibéje [£(5/3)™ + 1/2], n € N, yra be galo daug elementy, daliy is 2 arba 3,
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(171) aibéje [£(T/5)™ + 1/2], n € N, yra be galo daug skaiciy, daliy is bent vieno skaiciaus,
priklausancio aibei {2,3,5,11}.

Pastebékime, kad aibei [€7" + 1/2], n € N, néra nurodyta galimy dalikliy aibé. Sis
atvejis skiriasi nuo kity, nes jo neapima disertacijoje nagrin¢jama 1.2 lema, galiojanti tik
racionaliesiems skaic¢iams, esantiems uz sveikuyju skai¢iy aibés riby (kaip ir atveju a = 5)
bei todel, kad, kitaip nei atvejis a = 5, Sis atvejis jrodomas naudojantis sveikosiomis, bet
ne trupmeninémis dalimis.

Irodymuose mes apibréziame svarbias juose operacijy sekas, atspindincias sveikyjy daliy
seky elgsena. Sios sekos taip pat interpretuojamos kaip begaliniai zodziai, t.y., formalios
simboliy, priklausanciy tam tikrai aibei, vadinamai abécéle, sekos. Mes nagrinéjame baig-
tinius zodziy fragmentus, kurie gali arba negali rastis siuose zodziuose, taip pat galima Siy

zodziy periodiskuma.
ANTROS EILES TIESINES REKURENTINES SEKOS

Realiyjy skai¢iy seka z,,n = 1,2,..., vadinama tiesine rekurentine seka, jei jos nariai

tenkina rekurentine lygtij
Tpt+d = A1Tn4d—1 + A2 Tp4d—2 + ot agxy, = ]-) 27 37 ceey

fiksuotiems skaic¢iams d € N bei ay,as,...,a; € R. Galiojant naturaliai salygai ag # 0,
skai¢ius d vadinamas tiesinés rekurentinés sekos eile.

Musy rezultatai susije su eilés 2 tiesinémis rekurentinémis sekomis, sudarytomis is sveikyjy
skai¢iy. Zinomiausia antros eilés tiesiné rekurentiné seka yra Fibonadio seka, apibréziama
lygybémis £} = F5 = 1 ir rekurentiniu sarysiu F,.1 = F,, + F,,_1,n > 2.

Klausimas apie pirminius ir sudétinius skaicius tiesinése rekurentinéese sekose néra naujas.
Pavyzdziui, iki siol néra zinoma, ar Fibonacio sekoje yra be galo daug pirminiy skaiciy.

Pagrindineé Sios tyrimy dalies motyvacija yra Graham’o rezulatatas: jis rado tokius du tar-
pusavyje pirminius naturaliuosius skaicius x1, xo, kad seka, apibrézta siom dviem reikSmémis

bei lygtimi
Tptl = Tp + Tp—1,

n=2,3,4,..., yra sudaryta vien i$ sudétiniy skaiciy, t.y., x,, yra sudétinis skaic¢ius visiems

n € N. Graham’o skai¢iy pora (xy, z3) buvo

(331635635998274737472200656430763, 1510028911088401971189590305498785).
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Knuth’as rado mazesniy skaiciy pora
(x1,22) = (62638280004239857, 49463435743205655).
Wilf’as kiek patobulino Knuth’o skai¢iavimus ir rado pora
(21, 22) = (20615674205555510, 3794765361567513).
Ji buvo dar sumazinta Nicol’o iki
(21, 29) = (407389224418, 76343678551).

Siuo metu ,maziausia” tokia zinoma pora (tiek maziausios galimos z; + xo reikSmeés, tiek

maziausios galimos max(z, x2) reikSmés prasme) yra Vsemirnovo rastoji skai¢iy pora
(21, 22) = (106276436867, 35256392432).

Mes gauname apibendrinta tokio pobudzio rezultatg kiekvienai antros eilés tiesinei rekuren-
tinei sekai, iSskyrus dvi iSimtis, kurioms pagrindziamas analogisko teiginio klaidingumas.

Tiksliau pasakius, jrodomas toks teiginys:

2.1 TEOREMA. Tegu (a,b) € Z* ir tequ (x,)°>, yra seka, apibréita savo pradiniy reiksmiy

X1, To ir tiesinés rekurentinés lygties
Tpt1 = ATy + bxn—ly

kain =2,3,4,.... Taip pat tarkime, kad b # 0 bei (a,b) # (2, —1), (=2, —1). Tada egzistuoja
tokie du tarpusavyje pirminiai naturalieji skaiciai x1,1xo, kad skaicius |x,| yra sudétinis

visiems n € N.

[sim¢iy pagristumas paaiskinamas trumpu jrodymu: norima pradiniy reikSmiy pora neegzis-
tuoja, t.y., sekoje (|x,|)22, ¢ia 1, z yra sudétiniai skaiciai, tenkinantys lygybe DBD (21, x2) =
= 1, visada yra be galo daug pirminiy skaiciy. [rodyme (kaip ir vienoje pacios 2.1 teoremos
irodymo dalyje) naudojamasi Dirichlé teorema apie aritmetines progresijas: aritmetinéje
progresijoje, kurios pirmasis narys ir skirtumas yra tarpusavyje pirminiai sveikieji skaiciai,
yra be galo daug pirminiy skaiciy (jei imsime sekos nariy modulj).

Neissigimusioms sekoms 2.1 teorema buvo suformuluota ir jrodyta Somer’io. Mes patei-
kiame jos pilng jrodyma, nepriklausoma nuo sSio rezultato.

Kaip ir Graham’as, jrodymuose mes naudojamés dalumo sekos (divisibility sequence) bei
dengianciosios sistemos (covering system) savokomis; be to, atveju |b| = 1 naudojameés ir
Graham’o idéja ieskoti tinkamos dengianciosios sistemos nagrinéjamai sekai bei Vsemirnovo

rasta skaiciy pora.
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2.2 APIBREZIMAS. Sveikyjy skaicy seka (v,)°2, vadinama dalumo seka, jei v, dalija v,

kai r dalija s.

Pvz., Fibonacio seka yra dalumo seka. Bendresnis dalumo sekos pavyzdys vadinamas
Liuka (Lucas) pirmos rusies seka. Tarkime, kad (charakteristinés) lygties 22 — axz — b = 0,

¢ia a,b € Z,b # 0, saknys «, 8 yra skirtingos: « # . Tada

a — B
=" g,
a—p
n=1,2,3,..., yra dalumo seka. Jei (z,)°2; yra seka, tenkinanti tiesine rekurentine lygtj

Tpi1 = ax, + bx,_ 1, tai galima nagrinéti atitinkama dalumo seka, pasirenkant pradines

reikSmes u; := 1, us := a. Si dalumo seka ir yra vadinama Liuka pirmos rusies seka.

2.3 APIBREZIMAS. Likiniy klasiy rinkinys
ri  (mod m;) = {r; + mk | k € Z},

ciam; € Ny, € Z, 0 <r; <my, iri=1,...,1, yra vadinamas dengiancigja sistema, jei

kiekvienas skaicius n € Z priklauso bent vienai likiniy klasei r; (mod m;), ¢ia 1 < i < t.

Pavyzdziui, 0 (mod 2), 1 (mod 2) yra dengiancioji sistema. Musy jrodyme naudojamas

ildomesnis dengianciosios sistemos pavyzdys:
0 (mod2), 0 (mod3), 3 (mod4), 5 (mod38), 5 (mod 12), 1 (mod 24).

Buty jdomu isplésti 2.1 teorema eilés d tiesinéms rekurentinéms sekoms, kai d > 3.
Kuriems (ay,...,aq) € Z%, ¢ia ag # 0, imanoma parinkti d sveikyjy skaic¢iy zy, ..., zq,

tenkinanciy lygybe DBD(z1, ..., z4) = 1, kuriems seka
Tptd = W1 Tpyd—1 + Q2Tpyqgo++aqt,, n=1,2,3,...,

buty sudaryta tik is sudétiniy skaic¢iy, tiksliau, skai¢ius |z, | buty sudétinis visiems naturaliesiems
skaiciams n > 17

Galutinis atsakymas j §j klausmima kol kas atrodo nepasiekiamas. Visy pirma, daugumai
tiesiniy rekurentiniy lygc¢iy negalima apibrézti jas tenkinanciy dalumo seky. Hall’as gavo
vieng i$ pirmyjy Sios krypties rezultaty, kai d = 3 :

Néra tokios trecios eilés (tiesinés rekurentinés) taisyklingos dalumo sekos, kurios charak-
teristinis daugianaris buty neredukuojamas daugianaris su sveikaisiais koeficientais, is kuriy
paskutinieji du buty tarpusavyje pirminiai. (Dalumo seka ¢ia vadinama taisyklinga, jei jos

pirmasis narys lygus 0.)
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Todél musy metodai netinka taisyklingu dalumo seky atvejams, kai, pvz., a; € {—1,0,1}
visiems ¢ = 1,...,d, o rekurentinés sekos charakteristinis daugianaris yra neredukuojamas.

Be to, ir tai dar svarbiau, néra budy parodyti, kad atvejai, kai charakteristinis daugianaris

2% — apr —agx®r — - —ay

yra lygus (z+1)% arba (x —1)%, yra idimtiniai. Jau vien kai d = 3 ir, sakykime, (a1, az,az) =
= (3, -3, 1), gauname sudétinga uzdavinj apie kvadratinio trinario Z +— Z pirmines reikSmes
neneigiamuose sveikuosiuose taskuose.

Siurys neseniai sékmingai isSnagrinéjo atveji x,13 = Tpio + Tpa1 + o, = 1,2,3,..

*

sukonstruodamas atitinkamg netrivialia sudétiniy skaiciy seka.
EGIPTIETISKOS TRUPMENOS

Tegu t yra fiksuotas naturalusis skaicius. Mes nagrinéjame naturaliyjy skaiciy aibe, pri-

klausancig tik nuo skaiciaus t:
E(t):={n : n=tM — d},

c¢ia M yra dviejy naturaliyjy skaic¢iy a ir b sandaugos kartotinis, o d yra ty dviejy skaiciy

sumos daliklis, tai yra,
ab|M ir d|(a+Db)
tam tikriems a,b € N. Zinoma,
E({') C E(t), jeitik ¢t|t.

Nesunkiai jrodoma, kad

Situacija, kai t > 3, néra tokia aiski. Siame kontekste ypa¢ jdomios aibés E(4) ir E(5),
kadangi skaicius n priklauso aibei E(t) tada ir tik tada, kai

n=tM —d=tuab— (a+0b)/v

tam tikriems skaiciams a, b, u,v € N. Vadinasi, n € E(t) reiskia galimybe uzrasyti lygybe
1 1 1

=4+
T

t
n Yy oz

naturaliesiems skai¢iams

r :=wuab, y:=wuvna, z:=uvnb.
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Tai mus veda prie egiptietisky trupmeny (skirtingy skaiciy, atvirkstiniy naturaliesiems
skaiCiams, sumy) temos ir su ja susijusiy jzymiy hipoteziy. Jei n € FE(t), tai trupmena
t/n gali buti uzrasyta kaip triju skai¢iy, atvirkstiniy naturaliesiems, suma. Jei kiekvienas
pirminis skaicius p priklauso aibei E(4), tai galioja Erdds’o-Straus’o hipotezé (ji teigia,
kad kiekvienam naturaliajam skai¢iui n > 2 trupmena 4/n gali buti iSreiksta kaip suma
1/x+1/y+1/z, ¢ia z,y,z € N). O jei kiekvienas pirminis skaicius p priklauso aibei E(5),
tai galioja atitinkama Sierpinski’o hipotezeé (ji teigia, kad kiekvienam naturaliajam skaiciui
n > 4 trupmena 5/n gali buti isreiksta kaip suma 1/z + 1/y + 1/z). Siame kontekste
pati bendriausia Schinzel’io hipotezé teigia, kad kiekvienam naturaliajam skaiciui n > n(t)
trupmena t/n yra isreiskiama kaip suma 1/z+1/y+ 1/z. Tai akivaizdziai galioja, kai t < 3,
bet lieka nejrodyta bet kuriam fiksuotam ¢ > 4. Toliau pateikta 3.5 hipotezé reiskia, jog
egzistuoja toks skai¢ius C'(t), kad bet kuris pirminis skaic¢ius p > C(t) priklauso aibei E(t).
Tokiu atveju Schinzel’io hipotezé taip pat buty teisinga.

Yamamoto ir Mordell’as yra pastebéje, kad Erdos’o-Straus’o hipoteze¢ pakanka jrodyti tik
tiems pirminiams skaic¢iams p, kurie dalijant i 840 duoda liekanas 1,121,169, 289, 361 arba
529. Vaughan’as jrodé, kad Erdds’o-Straus’o hipotezé teisinga beveik visiems naturaliesiems
skaic¢iams n.

Mes jrodome, kad
3.1 TEOREMA. Aibei E(4) nepriklauso visi tikslieji kvadratai bei skaiciai 288, 336, 4545.
Tarkime, k? € F(4). Tada egzistuoja tokie skaiciai u,v,a,b € N, kad
v(4uab — k*) = a + b.
Irodydami, kad k% ¢ F(4), mes naudojames Siuo faktu:
3.2 LEMA. Lygties v(4uab — k?) = a + b netenkina jokie naturalieji skaiciai u,v,a,b, k.

Si lema reigkia, kad —d yra kvadratinis nelikinys moduliu 4ab, kai d|(a + b). Paste-
békime, kad a + b dalikliy aibei, kai a < b abu perbéga aibe {1,2,...,n}, priklauso poaibis
{1,2,...,2n — 1}. Todél, remiantis 3.2 lema,

3.3 ISVADA. Kickvienam naturaliajam skaiciui n is eilés paimti 2n — 1 skaicius
An! —2n+ 1,4n! —2n + 2, ... 4dn! — 1

yra kvadratiniai nelikiniai moduliu 4n!.
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3.3 isvada yra pavyzdys maziausiai (2 — ¢)logm/loglogm is eilés einanciy kvadratiniy
nelikiniy moduliu m = 4n!. Einant Sia kryptimi, jdomiausias uzdavinys yra nustatyti, kiek
tokiy i$ eilés einanciy kvadratiniy likiniy ir nelikiniy moduliu m galima rasti pirminiams
skaiciams m. Yra zinoma, kad egzistuoja be galo daug pirminiy skaiciy m, kuriems galima
rasti bent ¢; log mlogloglogm is eilés einanciy kvadratiniy likiniy moduliu m. Be to, daug-
inamajj log log log m galima pakeisti loglogm, jei galioja apibendrinta Rymano hipotezé.

Kaip jau minéjome, aibés N\ F(1) ir N\ E(2) yra tusfios. Remiantis 3.2 lema lygtis
v(4uab — k*) = a + b neturi naturaliyjy sprendiniy. Atskiru atveju, kai ¢ yra i 4 dalus
nattiralusis skaicius, o s € N tenkina 4s|t, tai lygties vs(4(t/4s)uab — k*) = a + b netenkina
jokie naturalieji skaiciai u, v, a, b, k. Pastaroji lygtis ekvivalenti lygybei v(tuab— sk?) = a+b.

Taip mes gauname, kad

3.4 1SVADA. Kai 4|t, aibei E(t), nepriklauso pavidalo sk*, ¢ia s € N, 4s|t bei k € N,

skaicias.

IS ¢ia gauname, kad aibé N\ E(t) yra begaline, kai 4|t. Mes darome prielaida, kad visos
kitos tokios aibés, o butent visos aibés N\ E(t), kai ¢ € N néra skai¢iaus 4 kartotinis, yra

baigtinés.

3.5 HIPOTEZE. Kai 4 nedalija naturaliojo skaiciaus t, egzistuoja toks skaicius C(t) €
N U {0}, kad aibei E(t) priklauso visi naturalieji skaiciai, ne maZesni uz C(t) + 1. Kai 4[t,
egzistuoja toks skaicius C(t) € NU{0}, kad aibei E(t) priklauso visi naturalieji skaiciai, ne

mazesni uZ C(t) + 1, i§skyrus skaicius, uzrasomus pavidalu sk*, ¢ia 4s|t ir s,k € N.

Jau zinome, kad C(1) = C'(2) = 0. Be to, yra nustatyta, kad budy, kuriais jmanoma
uzrasyti ¢t/n kaip sumag 1/x + 1/y + 1/z, skai¢ius nevirsija c(e)(n/t)?/?n?, ¢a e > 0. Jei
n € E(t), tai t/n galima uzrasyti kaip triju skaiciy, atvirkstiniy naturaliesiems, suma,
todél sis virsutinis rézis tinka ir skai¢iaus n uzrasymo pavidalu tM — d budams. IS kitos
pusés, Vaughan’as jrodé, kad taip galima uzrasyti beveik visus naturaliuosius skaicius. Taip
pat nesunku jsitikinti, kad bet kokiam fiksuotam naturaliajam skaiciui ¢ > 3 beveik visi
naturalieji skaiciai priklauso aibei E(t).

Mes jrodome tokj teiginj, stipresnj uz pastarajj:

3.6 TEIGINYS. Kiekvienam naturaliajam skaiciui t > 3 beveik visi naturalieji skaiciai gali

buti uzrasyti pavidalu pa — 1, ¢ia skaicius p = —1 (mod t) yra pirminis ir a € N.
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ISVADOS

Disertacijoje gaunami tokie rezultatai, atitinkantys iskeltus klausimus (zr. skyriy , Tikslai

ir uzdaviniai”):

e Sekoje
[€a",n=1,2,...,

yra be galo daug sudétiniy skai¢iy bet kuriems £ > Oira € {2,3,4,5,6,3/2,4/3,5/4}.

e Kiekvienam a € {2,3,4,6,3/2,4/3,5/4} egzistuoja baigtiné pirminiy skai¢iy, kuriy

bent vienas dalija be galo daug sekos

Ca"],n=1,2,...,
nariy, aibé, nepriklausanti nuo skaiciaus £ > 0. Pavyzdziui, kai a = 5/4, tokia
aibé yra P(5/4) = {2,3,7,11,13}. Kai a = 5, tokia pirminiy skai¢iy aibé egzistuoja
kiekvienam atskiram £ > 0. Taciau Siuo atveju vienos tokios baigtinés aibés visiems

& > 0 néra.

e Sckoje
[Ea"+v],n=1,2,...,
yra be galo daug sudétiniy skaiciy bet kuriems & > 0 ir a € {7,5/3,7/5}, kai
v = 1/2. Tas pats galioja ir skai¢iams v = —1, bet kokiam £ > 0 bei a = 6/5.
Sekoje [£(5/2)" — 1 4+ 30k],n = 1,2,..., yra be galo daug sudétiniy skai¢iy bet

kokiam realiajam skaic¢iui & > 0 ir bet kokiam sveikajam skaiciui k.
e Kiekvienai antros eilés rekurentinei lygciai

Tpy1 = ATy + b2y,

dia a,b € Z,(a,b) # (£2,—1), egzistuoja atitinkama rekurentiné sveikuyjy skaiciuy
seka, kurios visy nariy moduliai yra sudétiniai skaiciai, o pirmieji du nariai yra

teigiami ir tarpusavyje pirminiai. Kai (a,b) # (£2,—1), tokia seka neegzistuoja.

e Aibei E(t) priklauso beveik visi naturalieji skaiciai (ir £(1) = E(2) = N). Aibei
E(t), kai 4|t, nepriklauso skaiciai sk?, ¢ia s € N tenkina 4s|t bei k € N.
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SUMMARY

The topics examined in this thesis were the subject of my research as a PhD student at the
Faculty of Mathematics and Informatics of Vilnius University. The presented investigation
concerns the existence of composite numbers in some special sequences, such as the sequence
of integer parts of powers of a fixed number and a linear recurrence sequence consisting of
integer numbers.

The thesis consists of the introduction, 3 sections, conclusions and bibliography.

In Section 1 we consider composite numbers in the sequences of integer parts of powers
of rational numbers and prove that the sequence [£(5/4)"], n = 1,2,..., where { is an
arbitrary positive number, contains infinitely many composite numbers. Furthermore, it
is shown that there are infinitely many positive integers n such that ([£(5/4)"],6006) > 1,
where 6006 = 2-3-7-11-13. Similar results are obtained for shifted powers of some other
rational numbers. In particular, the same is proved for the sets of integers nearest to £(5/3)"
and to £(7/5)™, n € N. The corresponding sets of possible divisors are also described.

In Section 2 we consider composite numbers in the binary linear recurrence sequences
and prove that for (a,b) € Z?, where b # 0 and (a,b) # (2, —1), there exist two positive
relatively prime composite integers x1, o such that the sequence given by z,.1 = ax, +
br,_1, n = 2,3,..., consists of composite terms only, i.e., |z,| is a composite integer for
each n € N.

In Section 3 we consider the sets of the numbers expressible by some special linear form

in connection with Egyptian fractions. We investigate which numbers belong to those sets.
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Darbo patirtis:

2005 m. Matematikos ir informatikos instituto Tikimybiy teorijos skyriaus laborantas.

2005-2006 m. Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto Tikimybiy
teorijos ir skaiciy teorijos katedros laborantas.

2006 m. Matematikos ir informatikos instituto Matematinés logikos skyriaus laborantas.

2007-2008 m. Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto Matematikos
ir informatikos metodikos katedros laborantas.

2008-2011 m. Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto Matematikos
ir informatikos metodikos katedros asistentas.

2011-2012 m. Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto Matematikos

ir informatikos metodikos katedros lektorius.
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