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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

Moksliné problema ir tyrimo objektas

Disertacijos tyrimas yra Lercho ir Selbergo dzeta funkcijos. Sios disertacijos tikslas - gauti
naujas teoremas apie minéty funkcijy reikSmiy pasiskirstyma.

Pagrindinis analizinés skaiciy teorijos objektas yra pirminiy skaiciy pasiskirstymas. Svar-
bus analizinés skaiciy teorijos instrumentas yra Dirichlé eiluté. Tegu s = o+ it kompleksinis

skaicius. Dirichlé eilute vadiname eilute

¢ia koeficientai a,, yra realieji arba kompleksiniai skaiciai. Bendresné eiluté

E a,e
n

vadinama bendraja Dirichlé eilute arba kartais tiesiog Dirichlé eilute, jei tai nekelia painia-
vos. Specialus tipas ) ., a,n”° gaunamas jstatant A, = logn i bendraja Dirichlé eilute.
Zymiausia Dirichlé eilute, kai koeficientai a,, = 1, yra Rymano dzeta funkcija, apibréZiama

eilute

1

C(s) = 2 o
kai o > 1 ir analiziSkai pratesiama j visa kompleksine plokstuma, isskyrus taska s = 1,
kuriame ji turi paprastaji poliy su residuumu 1. Zymioji Rymano hipotezé teigia, kad
C(s) # 0, kai ¢ > 1/2. Ry§j tarp Sios hipotezés ir pirminiy skai¢iy pasiskirstymo gerai

galima pademonstruoti pasinaudojus Kocho pasiulytu ekvivalentu

T odu n .
aTE€ k
7T($)—/2 logu+0($ ) & ((s)#0, kaio > a,

¢ia 1/2 < a < 1, o w(x) yra piminiy skai¢iy skai¢iaus funkcija iki pasirinkto skaiciaus z, t.y.

m(x) = Z 1.

psT



Visos dzeta funkcijos yra apibréziamos Dirichlé eilutémis. Pavyzdziui, Hurvitzo dzeta

funkcija
gm,a>1,o<a<1
yra bendroji Dirichlé eiluté su koeficientais a,, = 1 ir A, = log(n + «). Lecho dzeta funkcija
0 p2midn
L\ a,s) ;n—l—a ,o>1,0< A\ a<1

taip pat yra bendroji Dirichlé eiluté su koeficientais a,, = e*™" ir \, = log(n + «).
Tikslai ir uzdaviniai

Disertacijoje sprendziami sie uzdaviniai:
e Praéjusio simtmecio ketvirtajame desimtmetyje Selbergas jrodé, kad tinkamai nor-
muotas Rymano dzeta funkcijos modulio logaritmas ant kritinés tiesés o = 1/2 turi
standartinj normalyjj asimptotinj skirstinj. Rymano dzeta funkcija yra bendresnés

Lercho dzeta funkcijos

o0 2TiAN
L(A,a,s)zzm,0</\§l,0<a<1,
n=0

atskiras atvejis, t.y. ((s) = L(1,1, s).
Tegu f(n) aritmetiné funkcija. Eiluté Y f(n) turi Oilerio sandauga, jei ji gali buti

uzrasyta begaline absoliuciai konverguojancia sandauga

S ) =T+ @) +f@*+...).

¢ia sandauga yra pagal visus pirminius skaicius.

Ribinés teoremos jrodymas Rymano dzeta funkcijai remiasi Oilerio sandauga. Yra
zinoma, kad bendru atveju Lercho dzeta funkcija Oilerio sandaugos neturi. Iskyla
jdomus klausimas: ar panasus ribinis désnis galioja Lercho dzeta funkcijos reiks-
méms?

e Tegu Lis(q) = > 7, ¢"n~* polilogaritminé funkcija. 1957 metais Vineris ir Vintneris
parodé galimg rysj tarp polilogaritminés funkcijos nuliy elgsenos desinéje kompleksi-

neés pusplokstumeés puséje ¢ > 1 ir Rymano hipotezés, kuri teigia, kad visi Rymano



dzeta funkcijos ((s) netrivialieji nuliai yra iSsidéste ant tieseés Re(s) = 1/2. Vineris
ir Vintneris parodé, kad Rymano hipotezeé teisinga, jei egzistuoja skaicius 0 < e < 1

toks, kad
> g A0,
n=1

kaioc>1lirl—e<qg<1.

Kita vertus, 1983 metais Montgomeris parodé, kad polilogaritminé funkcija Li, (e7*/*)
turi nuliy srityje o > 1 visiems pakankamai dideliems sveikiesiems skaic¢iams N, tai-
gi, auksc¢iau suformuluotas Vinerio ir Vintnerio Rymano hipotezés kriterijus tapo
tuscias.

Disertacijoje nagrinéjame Lercho transendenciaja funkcija

TL

o0
O(q, s, ) Zn—l—a

n=0

kuri apibendrina polilogaritmine funkcija Li(q). Pagrindinis uzdavinys yra palyginti
funkciju ®(q, s, ) ir Lis(q) nuliy pasiskirstyma pusplokstumeéje Re(s) > 1, tikintis,
kad Vinerio ir Vintnerio kriterijus gali buti kitu budu susijes su Rymano hipoteze.
Tegu 0 < ¢ < 1ir 1/2 < a < 1. Tikimés, kad Lercho transendencioji funkcija
®(q, s, «) turi nuliy srityje Re(s) > 1, kai ¢ yra pakankamai arti 1. Kai oo = 1, tokiy
nuliy egzistavima jrodé Montgomeris, bet nenurodeé tokiy nuliy isreikstinio pavidalo
(koordinaciy).
2003 metais Saidakas ir Zvengrovskis Rymano dzeta funkcijos moduliui jrodé tokia

nelygybe: kai 0 < A < 1/2ir t > 2w + 1 galioja
IC(1/2 — A+dt)| > |C(1/2 + A+ it)].

Autoriai taip pat pazymeéjo, kad tokj patj rezultata jrodzius su griezta nelygybe, t.y.
parodzius, kad, kai 0 < A < 1/2ir t > 27 + 1, galioja

IC(1/2 — A+idt)] > |C(1/2 + A + it)],

is to sekty, kad Rymano hipotezé yra teisinga.



Kiek véliau Saidakas, Zvengrovskis ir Matijasevicius jrodé, kad funkcijoms ¢ ir &

C'(S)) (f’(S))

Re (22 ) < Re (22

() < (&5)

kai [t| > 8, 0 < 1/2. Cia ¢ - Rymano dzeta funkcija, o
1

§(s) = 55(s = )a~*/*T(s/2)¢ (s).

teisinga nelygybe:

Sondovas ir Dumitresku jrodé, kad Sie trys teiginiai yra ekvivalentus:
L. Jei t yra fiksuotas realusis skaicius, tai [{(o + it)| didéja, kai
1/2 <o < 0.
II. Jei t yra fiksuotas realusis skaicius, tai [{(o + it)| mazéja, kai
—00 <0 <1/2.

[TI. Rymano hipotezé yra teisinga.

Selbergo dzeta funkcijos yra netrivialiy dzeta funkcijy pavyzdziai, kurioms dazniausiai
Rymano hipoteze galioja. Disertacijoje tiriame, ar auksciau iSvardinty nelygybiy analogai

ir modulio didéjimo (mazéjimo) savybeés galioja ir kai kurioms Selbergo dzeta funkcijoms.
Aktualumas

Dzeta funkcijos vaidina labai svarby vaidmenj analizinéje skai¢iy teorijoje. Rymano dzeta
funkcija ir pirminiy skai¢iy pasiskirstyma sieja Zymioji Rymano hipotezé. Kitaip tariant,
sveikyjy skaic¢iy dalumo savybés yra susijusios su Rymano dzeta funkcijos reikSmiy, ypac
nuliy, pasiskirstymu. Rymano hipotezé, suformuluota 1859 metais vokieciy matematiko
Rymano, yra vis dar neisspesta problema ir pritraukia daug démesio Siy dieny matemati-
koje. Siekiant geriau suprasti Rymano dzeta funkcijos elgsena, nagrinéjamos ir kitos dzeta
funkcijos, pavyzdziui: polilogaritminé funkcija, Lercho, Hurvitzo ir Selbergo dzeta funkcijos,

Lercho transendencioji funkcija.



Tyrimy metodika

Pagrindiniai metodai panaudoti rasant disertacija yra Sie: kompleksinio kintamojo funk-
ciju teorija, analizinés skaiciy teorijos technika, tikimybiniy maty konvergavimas, kompiu-

teriniai skai¢iavimai programa MATHEMATICA.
Rezultaty naujumas ir verte

Didzioji dalis matematiniy rezultaty, gauty rasant disertacija, yra nauji. Kai kurie seniau
zinomi rezultatai buvo gauti panaudojus naujus metodus jiems jrodyti. Rezultatai yra

teorinio pobudzio, dalis jy praturtinti kompiuteriniais skaiciavimais ir grafikais.
Darbo struktura

Disertacija parasyta angly kalba. Ja sudaro jvadas, trys skyriai, iSvados ir literaturos

sarasas. Disertacijos apimtis yra 65 puslapiai.

Svarbiausi rezultatai ir teoremos
RIBINES TEOREMOS LERCHO DZETA FUNKCIJAI

Pirmoje praéjusio amziaus puséje Selbergas jrodé, kad tinkamai normuotas Rymano dzeta
funkcijos modulis ant kritinés tiesés turi asimptotinj standartinj normalyjj pasiskirstyma.

Suformuluosime jo rezultata realiajai ir menamajai dalims. Pazymékime

O(z) = \/_2_71'/ e zdu

standartinio normaliojo désnio pasiskirstymo funkcija. Selbergas jrode, kad

lim %meas {t €10,7]: log [6(1/2 +it)| < x} = ®(x).

T—o0 /2 tloglog T

Toks pats désnis galioja, jei log|((1/2 + it)| pakei¢iame arg((1/2 + it). Ribinis désnis
islieka toks pats, kai o yra pakankamai arti kritinés tiesés. Tegu fr = logT', kai 1/2 < 0 <
1/2+1/logT ir By = log(1/(c — 1/2)), kai 1/2 4+ 1/logT < 0 < 1/2 4 o(1), jei T" — 0.



Tada

lim %meas {t €[0,7]: log |¢(o + it)] < x} = ®(x).

Tooe V2T log Br

Panasus rezultatai, kai o yra pakankamai arti kritinés tiesés, zinomi ir funkcijai arg (o +it).
Nusipelne Zmonés Sioje srityje yra Bombieris ir Hejhalas, Joineris, Laurinc¢ikas, Selbergas,
Tsangas.

Rymano dzeta funkcija yra atskiras atvejis (((s) = L(1,1,s)) bendresnés Lercho dzeta

funkcijos
> 6271'1'/\71
L(A = —
A a3) nZ:; (n+ )’

c¢ia 0 < A< 1ir0< a < 1. Bendru atveju Lercho dzeta funkcija neturi Oilerio sandaugos.
Ribinio désnio jrodymas Rymano dzeta funkcijai priklauso nuo Oilerio sandaugos ir néra
aisku, ar ribinis désnis galioja Lercho dzeta funkcijai.

Zemiau suformuojame keleta atvejy, kai ribinis désnis galioja ir Lercho dzeta funkcijai.

1.1 TEOREMA. Tegu

1-T ' < <l—e 18T grbg N=1 arba |N\—1/2| <T7'¢

o
1-T " <a<l arba |a—1/2/<T '
Tada
i v (k)g 'L%f;i’)glf;”' < x) ~ 3(a).
Pazymeékime

efﬂ't

oy W

E(\ a,t) = —(2m/t)" exp {it + % — 2mida + 27m'a}

Kad galioty ribinis deésnis, kai A artéja prie 1, ,labai greitai” reikia atlikti tam tikras

modifikacijas.

1.2 TEOREMA. Tegu 1 — e T/18T < X\ < 1 ir

1-T " <a<l arba |a—1/2/<T 1=

10



Tada

lim vp
T—o0

<log LA, 1/2 +it) — E(A, a, 1)) < x) = &(x).

V2 M loglog T
Zemiau suformuluosime teoremas funkcijai arg L(\, a, s).
1.3 TEOREMA. Tegu
1-T ' < <l—e 18T grpg N=1 arba |N—1/2| <T7'¢

irl—T"'""¢<a<1. Tada

im vy (argL(A’O" 2tit) x) = P(x).

1
T—00 /2 tloglog T

1.4 TEOREMA. Tegu
1-T ' < <l—e 8T grpg N=1 arba |N—1/2| <T71¢
ir o —1/2| < T7'7¢. Tada

(arg e —eal L 96) = d(x).

/2 tloglogT

lim vy
T—o0

Teoremose 1.1 — 1.4 nagrinéjame ribinj désnj, kai (A, ) artéja prie (1, 1), (1,1/2), (1/2,1)
ir (1/2,1/2). Taciau taip pat kyla klausimas, ar ribinis désnis galioja, kai (A, ) artéja prie
(0,0), (0,1/2), (0,1), (1/2,0) ir (1,0). Visus Siuos atvejus galime iliustruoti lenteléje:

(0,0) | (1/2,0) | (1,0)
(0,1/2) | (1/2,1/2) | (1,1/2)
0,1 | (121 | (L1)

it
27 LT : 1
AN a,t) = <7> exp{zt+z—2m>\a}m.

Sudarykime atvejus:

Tegu

< T(log T+ w T(log T)'+e SeSs

11



b) 1 1
0<A<— ir |a—1/2|<

T(logT)1te T(log T)t+e’
) 0< A< L r 0<a< !
= T(log T)'+e " s T(logT)'+e’
d) 1 1
AN—12| ——FF— r 0<a< F+——,
| /2! T(logT)te " “ T(logT)te
e) 1 1
1 <A<l—eTeT 4 g<cag
T(logT)'+e ‘ " “ T(logT)'+e’
) L e /T SN2l ir 0<a<
h = T(log T)i+e
1.5 TEOREMA. Jei tariame, kad galioja a) arba b), tai
log |[L(\, «, 1/2 +it) — A\, a, t
T—o0 /2 tloglog T

Jei tariame, kad galioja c), tai

<log|L()\,a,1/2+it) — Ao t) — 1/t x) _ o)

/2 1loglog T

Jei tariame, kad galioja d) arba e), tai

lim vy
T—o00

log |L(\, . 1/2 4 it) — 1/a!/] ) o(2)
xXr = xZ).

lim vy
T—o0 /2 1loglog T

Jei tariame, kad galioja f), tai

log | L 1/2+it) — E — 1/at/2tit
. VT<Og' (A o.1/2+it) = E(\,a,1) — 1/a rq):@@’

T—oo

/2 1loglog T

cia funkcija E(X, a,t), nurodyta lygtyje (1).

Atvejais a)-f) panasios teoremos gali buti gaunamos ir funkcijai arg L(\, o, 1/2 + it).

Suformuluosime vieng pavyzdj.

1.6 TEOREMA. Jei tariame, kad galioja a) tai

T <arg(L(/\,oz, 1/2+it) — A\ t) x)

/2 1loglog T

T—oo

12



Pastebésime, kad L(0, «, 1/2+it) = L(1,«r,1/2 4 it), tadiau ribinis elgesys skiriasi, kai A

artéja prie 0 ir 1.
LERCHO TRANSENDCIOSIOS FUNKCIJOS NULIU PASISKIRSTYMAS

Lercho transendencioji funkcija ®(q, s, &) yra analizinis pratesimas eilutés

o0 n

_ 7
= (n+ )’
kuri konverguoja visiems a > 0, jei ¢ ir s yra kompleksiniai skaiciai, kai |¢| < 1 arba
lgl = 1 ir o > 1. Disertacijoje nagrinéjame funkcija ®(q, s, «), kaip kintamojo s funkcija su
parametrais ¢ € C, 0 < |¢g| < 1ir0 < a < 1.

Yra zinoma, kad Rymano dzeta funkcija neturi nuliy pusplokstuméje o > 1. Kairéje
pusplokstumeéje o < 0 ji turi tik trivialiuosius nulius, kai s yra lyginis neigiamas sveikasis
skaicius. Primename, kad Rymano hipotezé teigia, jog visi like nuliai iSsidéste ant kritinés
tiesés o = 1/2.

Hurvitzo dzeta funkcija ((s, «) turi be galo daug nuliy juostoje 1 < 0 < 1+ «, jei a yra
transendentusis arba racionalusis # 1/2, 1 (jrodé Davenportas ir Heilbronas). Kai « yra
algebrinis jracionalusis skaicius, ta patj rezultata jrodé Caselsas.

Tegu 1/2 < 0y < 05 < 1. Voroninas (racionaliajam « # 1/2,1) ir Gonekas (transenden-
¢iajam «) jrodé, kad funkcijos ((s, a) nuliy skaiciaus jvertis srityje o0; < 0 < o ir 0 <t < T
yra T eilés, kai skaicius T" yra pakankamai didelis. Gonekas taip pat jrodé, kad tam tikroms
a reikdmeéms funkcijos ((s, ) visuy netrivialiyju nuliy skaiciaus dalis ant tiesés o = 1/2 yra
grieztai mazesne uz 1.

Disertacijoje nagrinéjame funkcijos ®(q, s, @) nulius, kai 0 < a < 1ir g€ C,0 < |¢| < 1.

Tegu Ng(01,09,T) = Nog(o1,09,T,q,) zymi funkcijos ®(q, s, «) nuliy skai¢iy srityje
{s : 01 < Re(s) < 02,0 < Im(s) < T}. Tarkime, kad oy = 0¢(q, @) yra realusis skaiius

apibréztas lygtimi

[e.9]

lg"

n=1 \«a

Galima patikrinti, kad 09 < c¢=1.73..., da ((c) = -, n = 2. Kintant ¢ ir «, skai¢ius

09 igyja reikSmes is intervalo —oo ir c.

13



2.1 TEOREMA. Tegu g € C, 0 < |q| < 1. Tegu 0 < o < 1 transendentusis skaicius. Tada

kiekvienoje fiksuotoje juostoje o1 < 0 < o9 < 0g galioja
T < N@(O’l, g9, T) < T.
Be to, funkcija ®(q,s,«) neturi nuliy, kai o > oy.

Kaip jau minéta, Vineris ir Vintneris jrodé rysj tarp polilogaritminés funkcijos nuliy elgse-
nos srityje o > 1 ir Rymano hipotezés. Autoriai jrodé, kad Rymano hipotezé yra teisinga, jei
egzistuoja skaiCius 0 < € < 1 toks, kad Lis(q) =Y 2, ¢"n * #0,kaioc > 1irl—e < ¢ < L.
Taciau Montgomeris jrodé, kad polilogaritminé funkcija Li, (e7/") turi nuliy srityje o > 1
visiems pakankamai dideliems skai¢iams N ir Vinerio bei Vintnerio teorema tapo tuscia.
Teorema 2.1 rodo, kad Lercho transendencioji funkcija ®(q, s, ) taip pat turi nuliy srityje
oc>1,kai 092 < ¢g < 1lira, 1/2 < a < 1 yra transendentusis skaicius. Taciau kom-
piuteriniai skai¢iavimai (1 lentelé) rodo skirtinga funkcijos ®(q, s, @) nuliu elgsena srityje

Re(s) > 1, priklausomai nuo to, ar @ = 1, ar o # 1. Tegu
R ={s:Re(s) > 1,0 < Im(s) < 1000}.

1 lenteléje surasyti funkcijos ®(q, s, &) nuliy skai¢iai pasirinktiems skaic¢iams ¢ ir « srityje

R.

a\q|[0.9|095|0.99 | 1
0.9 2 8 34 |40
0.95 | 4 10 37 | 46
0.99 | 14 | 27 41 | 45

1 0 0 0 0
1 LENTELE. Funkcijos ®(g, s, a) nuliy skaicius R.

APIE SELBERGO DZETA FUNKCIJU ELGSENA KRITINEJE JUOSTOJE

Rymano dzeta funkcijai galioja svarbi funkciné lygtis:

((s) = 2°7* 'sin %Sf(l —5)C(1—s)

14



arba

§(s) =&(1—s),

kai

€(s) = 5s(s = Dr*(s/2)C(5).

Saidakas ir Zvengrovskis Rymano dzeta funkcijos moduliui jrodé tokig nelygybe. Kai

0<AL1/2irt 227+ 1, tai
1C(1/2 — A+idt)| = [C(1/2+ A +it)].

Autoriai taip pat pazyméjo, kad tokj patj rezultata jrodzius su griezta nelygybe, t.y. kai
0<A<1/2irt > 27+ 1, teisinga

IC(1/2 — A+idt)| > |¢(1/2 4+ A +it)],

is to sektuy, kad Rymano hipotezé yra teisinga.

Kiek veliau Saidakas, Zvengrovskis ir Matijasevicius jrodé, kad funkcijoms ( ir £ galioja

() < ()

Sondovas ir Dumitresku jrodé, kad Sie trys teiginiai yra ekvivalentus:

nelygybé

kai [t > 8, 0 < 1/2.

L. Jei t yra fiksuotas realusis skaicius, tai |{(o + it)| didéja, kai
1/2 <0 < 0.
II. Jei t yra fiksuotas realusis skaicius, tai |{(o + it)| mazéja, kai
—00 <0 <1/2.
ITI. Rymano hipotezé yra teisinga.
Panasiai, kaip ir Rymano dzeta funkcijai, Selbergo dzeta funkcijai Zr(s), apibréztai pil-
noje modulingje grupéje I' = SL(2,Z) (issamus funkcijos Zp(s) apibrézimas pateikiamas

disertacijoje), taip pat galioja funkciné lygtis:
Z(s) =Z(1 —s), (3)
Cia

E(s) = Zr(s)Zia(s) Zeu(s) Zpar (5)
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ir

zuts) = (575 " .

I
~1/2 1 1/2 —2/3 9 2/3
Za) =T () "0 (=) p(5) r(2)
2 2 3

3
Zpr3) = Ty @ T s 7 122

Funkcija I'(s) yra Oilerio gama funkcija, ((s) - Rymano dzeta funkcija. Funkcija T'y(s)

vadinama dviguba Barneso gama funkcija. Disertacijoje jrodome teorema.

3.1 TEOREMA. Fgzistuoja toks teigiamas skaicius C', kad
= (s
Re (H( )) <0,
2(s)
Jei tariame, kad Rymano hipotezé yra teisinga, tai egzistuoja toks teigiamas skaicius Cf,
kad

() < (Z0)

kait>Cir0<o<1/2.

kait > Cy ir0 <o < 1/4.

Selbergo dzeta funkcijai Zo(s), apibréztai ant kompaktisko Rymano pavirsiaus (iSsamus

funkcijos Zo(s) apibrézimas pateikiamas disertacijoje), galioja tokia funkciné lygtis

Zo(s) = f(s5)Zo(1 = s),

¢ia

s—1/2
f(s) =exp (47‘(‘(9 — 1)/0 v tan(mo) dv) :

Arba M(s) = M(1 — s), kai
1/2—s
M(s) = Zo(s)exp | 2m(g — 1)/ vtanmudo | .
0
Disertacijoje jrodome teoremg apie funkciju Zo(s) ir M(s) sarysi:
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3.4 TEOREMA. Egzistuoja toks skaicius B > 0, kad funkcijoms Zc(s) ir M(s) galioja

Re(%g) <Re<]]\\/[/[,((;)) <0,t>B,0<0<1/2

Funkcijos Z¢(s) moduliui kritingje juostoje galioja nelygybe:

nelygybé

3.5 TEOREMA. Jei 0 < A < 1/2 irt > ty, tai
|Zc(1/2 — A +it)| > |Zc(1/2 + A + it)],

cia
2

=0.15...
V5 —1

1
to = — log
™
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ISVADOS

Pagrindiniai disertacijoje jrodyti teiginiai:

e Ribinis désnis galioja Lercho zeta funkcijai

0 6271'1'/\11
LA = E —_—
2] “(n+a)’

kai parametry pora (A, ), priklausomai nuo 7', artéja prie (1,1),(1,1/2), (1/2,1),

€T/ log T

(1/2,1/2). Kai A artéja prie 1 greiciau nei 1 — , ribinis désnis galioja su tam

tikromis modifikacijomis. Jei ribinis désnis galioja, rasome
log |L(A, o, 1/2 + it
lim vp og|L(h o 1/ +2)|<x = O(x).
T—oo /2 1loglog T

Kai (A, a) artéja prie (0,0),(1/2,0),(1,0),(0,1/2),(0,1), kad galioty standartinis

normalus ribinis désnis, is L(\, a, 1/2 + it) reikia atimti tam tikrus narius.
e Funkcija Ng(01,09,T) = Ng(01,09,T,q,) yra funkcijos ®(q¢, s, @) nuliy skaicius
srityje {s : 01 < Re(s) < 02,0 < Im(s) < T'}. Tegu o¢ = 0¢(q, ) realusis skaicius

apibréztas lygtimi

[e.9]

la"

n=1 \«a

Galima jrodyti, kad o9 < ¢ =1.73..., &a ((c) = >, n ¢ = 2. Skailius oy jgyja
reikSmes i$ intervalo —oo ir ¢. [rodome, kad funkcija ®(q,s,«) neturi nuliy, kai
o > 09, o jos nuliy skaic¢iaus jvertis juostoje o1 < 0 < g9 < 0y yra
T < Ng(01,09,T) < T,
diaqe C,0<|g] <1ir0< a <1 yra transendentusis skaicius.
Tegu
R ={s:Re(s) > 1,0 <Im(s) < 1000}.
Matematine programa MATHAMETICA suskaic¢iuojame funkcijos ®(q, s, «) nuliy
skaiciy srityje R, kai ¢ ir v yra fiksuoti:
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a\q|09/095(0.99 1
0.9 2 8 34 |40
0.95 | 4 10 37 146
0.99 | 14 | 27 41 | 45

e Pazymékime Zr(s) Selbergo dzeta funkcija, apibrézta pilnoje modulinéje grupéje

I'=SL(2,Z) ir Z(s) = Zr(8)Zia(s)Zeu(S) Zpar(s). Funkcijoms Zr(s) ir Z(s) galioja

(5 =

kait>C>0ir0 <o <1/2.

nelygybés:

Dar daugiau, tariant, kad Rymano hipotezé teisinga, funkcijoms Z¢ ir Z(s) galioja

re () <R (5)

kait>C; >0ir0 <o <1/4.

nelygybés:

e Tegu Zo(s) Selbergo dzeta funkcija apibrézta ant kompaktisko Rymano pavirsiaus.

Tegu
1/2—s
M(s) = Zco(s)exp <27r(g — 1)/ vtan v dv) :
0

Funkcijoms Zo(s) ir M(s) galioja nelygybeés

Re(éﬁii)<Re<%(;))<0,t>B>0,0<o—<1/2.

Funkcijos Z¢(s) moduliui galioja nelygybeé

| Zc(1/2 = A+ it)| > |Zc(1/2 + A + it)],

kai 0 < A <1/2ir ¢ >tg. Ciaty=Llog

2 —
25 =015...
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SUMMARY

The doctoral dissertation contains the material of scientific investigations done in 2008-
2012 in the Faculty of Mathematics and Informatics at Vilnius University. The dissertation
includes new theorems for the value distribution of Lerch and Selberg zeta-functions and
computer calculations performed using the computational software program MATHEMA-
TICA.

The dissertation consists of the introduction, 3 chapters, the conclusions and the refe-
rences. The results of the thesis are published in three scientific articles in Lithuanian
and foreign journals, reported in scientific conferences in Lithuania and abroad and at the
seminars of the department.

In the first chapter, the limit theorems for several cases of the Lerch zeta-functions are
proved. In the 1940s, Selberg proved that suitably normalized logarithm of modulus of the
Riemann zeta-function on the critical line has a standard normal distribution. Selberg’s
proof was based on the Euler product; however, in general, Lerch zeta-functions have no
Euler product.

In the second chapter, the theorem concerning the zero distribution of the Lerch tran-
sendent function is proved, and computer calculations of zeros in the region Re(s) > 1 and
0 < Im(s) < 1000 are performed using MATHEMATICA.

In the third chapter, the monotonicity properties of Selberg zeta-functions are investi-
gated. Monotonicity of these two functions is directly related to the location of zeros in
the critical strip. The results are compared to the monotonicity properties of the Riemann
zeta-function and the distribution of zeros. The zero distribution problem of the Riemann

zeta-function is one of the most important unsolved problems in modern-day Mathematics.
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